MODELE KLASY GARCH W EMPIRYCZNYCH
BADANIACH FINANSOWYCH






Uniwersytet Mikolaja Kopernika

Rozprawa habilitacyjna

PI1OTR FISZEDER

MODELE KLASY GARCH
W EMPIRYCZNYCH
BADANIACH FINANSOWYCH

Torun 2009



Recenzenci
Jacek Osiewalski
Magdalena Osinska

Projekt oktadki
Michat Ciesielski

Opracowanie wydawnicze
Magdalena Mordawska

ISBN 978-83-231-2337-8

Printed in Poland
© Copyright by Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Mikotaja Kopernika
Torun 2009

Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Mikolaja Kopernika
ul. Gagarina 5, 87-100 Torun
Redakcja: tel. 056 611 42 95, fax 056 611 47 05, e-mail: dwyd@umk.pl
Dystrybucja: ul. Reja 25, 87-100 Torun
tel./fax 056 611 42 38, e-mail: books@umk.pl
www.wydawnictwoumk.pl

Wydanie I
Lamanie: Jan Ciesielski

Druk: Drukarnia Cyfrowa UMK
ul. Gagarina 5, 87-100 Torun



Prace poswiecam pamieci mojego Taty






SPIS TRESCI

Rozdziat I. Jednoréwnaniowe modele GARCH jako narzgdzie
analizy zmiennosci procesOw finansowych ........c.ceeevvenenienencienncne

1.1
1.2.

1.3.

1.4.

L.5.

1.6.

Stopy zwrotu i ich Wlasnos$ci......coeeeevveereenieeiiesie e,
Specyfikacje jednorownaniowych modeli GARCH
stosowane do opisu finansowych szeregdw czasowych.........
Estymacja parametrow i testy diagnostyczne...........cc.cceuenee.e.
1.3.1. Estymacja parametréw za pomocg MNW ...................
1.3.2. Testy diagnostyczne i wybor modelu ..........cccceeeruenee
Miejsce i rola modeli GARCH w naukach
eKONOMICZNYCH.....cc.ecviiiiiiiiiciieeeeee e
Modelowanie proceséw finansowych z dtuga pamigcia —
zastosowanie modeli ARFIMA-FIGARCH ...........ccoccoceienene
Efekty kalendarzowe ...........cccccveeeevieeeciieeenieeieseecee e
1.6.1. Modele GARCH opisujace wahania okresowe............
1.6.2. Analiza efektu dnia tygodnia oraz wahan
sezonowych dla GPW w Warszawie ............ccceeueenee.

Rozdziat I1. Wieloréwnaniowe modele GARCH w analizie
zaleznosci migdzy procesami finanSOWYMi ........ccoeoeveeieencrenenenenne

2.1.

2.2.

Postacie wieloréwnaniowych modeli GARCH stosowane
do opisu wielowymiarowych finansowych szeregow
CZASOWYCH. ...ttt
2.1.1. Model VECH......cccccviiiniiniiniiiececececeneeane
2.1.2. Model BEKK .......cccceiiiiiininininenenisene e
2.1.3. Model statych warunkowych wspotczynnikow
KOT@IACTT ..ttt
2.1.4. Modele DCC........ccccouiiiiiiiiiiiinincrceeeese e
2.1.5. Modele czynniKOWe...........cccueeeieerereniineieseeieseeane
2.1.6. Model GARCH-M......cccocotniiniiniineinccneceneenne
2.1.7. Grube ogony warunkowego rozktadu
WIClOWYMIATOWEZO ..ot
2.1.8. Inne postacie modeli GARCH...........cccoovvevirvennennen.
Uwagi o wielorownaniowych parametryzacjach modeli



Spis tresci

2.3. Estymacja parametrow za pomocg MNW........c.cooeiininncne 93
2.4. Testy diagnOStYCZNE. ......ccevueruiruenierieieieieeeeieeee e 103
2.4.1. Wielowymiarowe testy na wystepowanie efektu
ARCH ...t 106
2.4.2. Testy statosci wspotczynnikow korelacji
w wielordéwnaniowym modelu GARCH.................... 107
2.4.3. Testy przyczynowosci dla wariancji..........c.cceceeuenee. 113
2.5. Zaleznosci miedzy rynkami akcji na Swiecie..........cceueneee. 116
2.5.1. Analiza powigzan mi¢dzy indeksem WIG
a wybranymi indeksami rynkow akcji na §wiecie...... 119
2.6. Efekt zarazania .........coccooeeienienienienienieeiesceee e 128
2.6.1. Stato§¢ wspotczynnikow korelacji .......ocoeevvereeenenee 130
2.6.2. Analiza efektu zarazania dla indeksu WIG................ 134
Rozdziat I11. Prognozowanie procesow finansowych....................... 138
3.1. Prognozowanie poZiomu ProCeSU..........ceccereeruereeruereenuennees 141
3.2. Prognozowanie ZmiennosCi........cceeeuerreeeeneenieneeneeneenienneas 143
3.2.1. Pomiar Zmi€NnoSCi ........cevuerueeienieenienienieeieieeeeneeenes 144
3.2.2. Modele zmienno$ci i metody prognozowania
ZIMNICNNOSC ettt ettt ettt siens 152
3.2.3. Metody oceny trafno$ci prognoz zmiennosci............ 165

3.2.4. Trafno$¢ metod prognozowania zmienno$ci
na podstawie modeli GARCH w §wietle badan

EMPITYCZNYCH ..ot 172
3.2.5. Prognozowanie zmiennosci stop zwrotu dla GPW
W WAISZAWIC. ...c.eeeuiiiieiieiieieeieie et 175
3.3. Prognozowanie macierzy kowariancji stop zwrotu.............. 210
Rozdziat IV. Analiza ryzyka rynkowego — wybrane zagadnienia.....219
4.1, WProwadzeni€........ccceevueeiieeneeeiiieniieeieesieesieeseesieesneeaee e 222
4.2. Prognozowanie warto$Ci ZagroZOne] .......ccceeveevereenueneeenuenne 226
4.2.1. Podstawowe metody prognozowania VaR oraz
oceny ich traffNosCi .....cecvvevvieiiniicieceeeeee e, 227
4.2.2. Estymacja VaR z zastosowaniem modeli
GARCH ...ttt 234
4.2.3. Prognozowanie VaR dla portfela akcji notowanych
na GPW w Warszawie ..........coceveeveneeneneenencenennen. 241
4.3. Estymacja wspotczynnikoéw beta na podstawie
dwuréwnaniowego modelu GARCH .........cccooeoiiiiinnnnnnn. 251
4.3.1. Zastosowanie modelu VAR-GARCH.............c.......... 253
4.3.2. Uproszczenie budowy portfela.........coccevevieneeenncns 255
4.4. Oczekiwana stopa Zzwrotu a ryZyKo.......cccceeeeeeeeeerenenennnn. 259

4.4.1. Zalezno$¢ migdzy oczekiwang stopg zwrotu
a Warunkowg Wariancja.......ecceveeeeruereenereenieesuenneens 260



Spis tresci

4.4.2. Analiza zalezno$ci pomiedzy oczekiwang stopa
zwrotu a ryzykiem dla wybranych spotek

i indeksow notowanych na GPW w Warszawie......... 266
Rozdziat V. Teoria portfela i modele rynku kapitalowego................ 278
5.1. Model Markowitza dla portfela akcji........cccovveririnincnnnnne. 282
5.1.1. Dynamiczny proces budowy portfela
z zastosowaniem modeli GARCH............cccccoceeene. 283
5.1.2. Ocena efektywnosci konstrukcji portfeli dla trzech
SPOTEK v 285
5.1.3. Ocena efektywnos$ci konstrukcji portfeli dla
dwudziestu SPOTeK ........cccvevviiiiiiiiiiiieieeeeeee s 295
5.2, Model CAMP ...t 303
5.2.1. Testy modelu CAMP z zastosowaniem
wielorownaniowych modeli GARCH........................ 304
5.2.2. Weryfikacja modelu CAMP dla GWP
W WAISZAWIC. ...e.eieneiiieiieiieieeiie ettt 312
5.3, MOl APT ..ot 325
5.3.1. Specyfikacja modelu APT z czynnikowym
modelem GARCH.........ccccooiiiiiiiiiiecceeen 326
5.3.2. Weryfikacja modelu APT dla GPW w Warszawie.....336
Rozdziat VI. Instrumenty pochodne — wycena opcji i hedging
kontraktami fUtures ............cocoeeiiiineneiereeee e 349
6.1. Wycena opcji wystawionych na akcje i indeksy akgji........... 353
6.1.1. Wycena opcji na podstawie modelu Blacka
i Scholesa i jej 0bCIaZenia ........ccceveeeerereenenenenienne. 353
6.1.2. Wycena opcji dla procesow GARCH ....................... 357
6.1.3. Wycena opcji wystawionych na indeks WIG20........ 363
6.2 Dynamiczne zabezpieczanie portfela przed ryzykiem
za pomocg kontraktow terminowych.............ccoovveeveiieniennnnns 376

6.2.1. Metody estymacji wspotczynnika zabezpieczenia....378
6.2.2. Ocena efektywnos$ci zabezpieczenia dla wybranych

POTEERIL .ot 381
6.2.3. Analiza wlasnosci badanych szeregdéw
a skuteczno$¢ zabezpieczania.........ccceeeveeeveerveerneennnenn 393
6.2.4. Zastosowanie danych intraday do oceny
efektywnosci zabezpieczania ..........ccocceeeeeeerereeneenne. 398
ZAKONCZEMIE ...ttt sttt ebe e seeeae e 402
LIteratura.....cooueeeeiieieie et et 408






WSTEP

W 1982 roku Robert Engle wprowadzil model ARCH pozwalajacy opi-
sa¢ zmienng w czasie wariancj¢ warunkowa. W kolejnych latach powstato
wiele prac dotyczacych zagadnien teoretycznych, jak i zastosowan empirycz-
nych modeli GARCH. Potwierdzeniem waznosci tych zagadnien byla przy-
znana Robertowi Engle w 2003 roku Nagroda Nobla w dziedzinie nauk eko-
nomicznych. Zmienno§¢ warunkowych wariancji i kowariancji proceséw
finansowych jest juz faktem powszechnie przyjmowanym. Prosta i czytelna
konstrukcja modelu GARCH, tatwo$¢ jego rozbudowywania w celu uwzgled-
nienia charakterystycznych wtasno$ci empirycznych stop zwrotu oraz tatwosé
estymacji parametrow jednorownaniowych specyfikacji modeli GARCH spo-
wodowata, ze modele tej klasy sa najczesciej stosowanymi modelami zmien-
nosci proceséw finansowych. Wielorownaniowe modele GARCH pozwalaja
opisac nie tylko zmienne wariancje, ale takze kowariancje, odpowiadajace za
opis wzajemnych relacji migdzy badanymi zjawiskami. Wnioskowanie doty-
czace warunkowych wariancji i kowariancji wzbogaca analizy prowadzone
dla warunkowych $rednich, ale takze umozliwia uchwycenie relacji rowno-
czesnych w sytuacji, gdy brak zalezno$ci od poprzednich realizacji badanych
zmiennych.

W niniejszej pracy przedstawiono wybrane zastosowania modeli GARCH
w empirycznych analizach finansowych. Omowiono zaréwno zagadnienia na-
lezace do podstawowych zagadnien wspotczesnych finansow, jak np. wyce-
na opcji na akcje i indeksy akcji, zabezpieczanie przed ryzykiem za pomoca
kontraktow terminowych, analiza portfelowa, modele CAPM i APT czy sza-
cowanie VaR, jak i mniej popularne zastosowania, jak np. modelowanie efek-
tow kalendarzowych. Nie s3 to oczywiscie wszystkie zastosowania modeli
GARCH w finansach, pomini¢to bowiem, na przyktad, aplikacje dotyczace
kurséw walutowych czy stop procentowych.

W $wiatowej literaturze przedmiotu mozna wyrdzni¢ dwa nurty (patrz
Osinska, 2006). Pierwszy z nich, reprezentowany m.in. przez prace Millsa
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(1993), Gourieroux (1997) i Tsaya (2005), skupia si¢ na omoéwieniu narze-
dzi ekonometrycznych wykorzystywanych w analizach finansowych, w tym
zwlaszcza w analizie finansowych szeregdw czasowych. Przyktady empirycz-
ne maja w tych pracach charakter ilustracji, pozwalajacych na przyblizenie
praktycznego zastosowania omawianych metod. W drugim nurcie, reprezen-
towanym m.in. przez prace Cuthbertsona (1996), Campbella, Lo i MacKin-
laya (1997) oraz Alexander (2001), mamy do czynienia z prezentacja i analiza
zagadnien finansowych przeprowadzong zazwyczaj za pomoca modeli ekono-
metrycznych oraz matematycznych. Niniejsza praca wpisuje si¢ w drugi nurt
badan. Konkurencyjne parametryzacje modeli GARCH zastosowane do ba-
dania wielu koncepcji z zakresu finansow pozwalaja zaliczy¢ pracg do empi-
rycznych finansow (ang. empirical finance).

Jednym z najwazniejszych zastosowan modeli GARCH jest opis i pro-
gnozowanie zmienno$ci, rozumianej jako miara niepewnosci co do stop zwro-
tu instrumentu finansowego. W przypadku modeli GARCH taka miarg nie-
pewnosci jest warunkowa wariancja lub warunkowe odchylenie standardowe.
Zmiennos$¢ jest jednym z wazniejszych poje¢ wspodtczesnych finansow. Zna-
czenie zmiennos$ci wynika zard6wno z teorii finanséw, jak i z zastosowan prak-
tycznych. Glowna cecha, ktora odrdznia procesy finansowe od innych pro-
cesOW ekonomicznych jest wlasnie relatywnie duze znaczenie zmiennosci.
Prognozy zmiennosci odgrywaja wazng rol¢ nie tylko w zastosowaniach bez-
posrednio zwigzanych z inwestowaniem, ale takze w zastosowaniach makro-
ekonomicznych, ktore dotycza catej gospodarki, na przyktad polityka pieniez-
na panstwa. Wigkszo$¢ organdow odpowiedzialnych za polityke monetarng
przy podejmowaniu decyzji bierze pod uwage zmiennos¢ na rynkach finan-
sowych zwiazang z akcjami, instrumentami rynku pieni¢znego, kursami wa-
lut czy tez cenami surowcow (patrz np. Zarzad Rezerwy Federalnej), niekto-
re organy nawet publicznie bezposrednio odnoszg si¢ do sytuacji rynkowej
(np. Bank Anglii). Zmiennos¢ jest juz nie tylko miara niepewnosci, istotng
dla wielu analiz finansowych, ale moze by¢ traktowana jako nowe aktywo fi-
nansowe.

Najbardziej znang i jedng z najczgSciej stosowanych miar zmiennosci
stop zwrotu jest odchylenie standardowe. I z tego wilasnie wzgledu proce-
sy GARCH moga stuzy¢ ekonometrycznemu modelowaniu ryzyka rynkowe-
go. Wariancja warunkowa, szacowana na podstawie modelu GARCH, moze
by¢ traktowana jako miara ryzyka. Podobnie jak prognozy konstruowane na
podstawie warunkowej $redniej moga by¢ trafniejsze od prognoz konstruo-
wanych na podstawie bezwarunkowej $redniej, poniewaz efektywniej wyko-
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rzystywana jest informacja o ostatnich warto$ciach zmiennej, tak samo przy
konstrukcji prognoz zmienno$ci na podstawie wariancji warunkowej, efek-
tywniej wykorzystuje si¢ informacje o ostatnich obserwacjach.

Pomimo wielu prac, jakie powstaty na temat modeli GARCH i ich zasto-
sowan, nie wiadomo, po pierwsze, w jakich zastosowaniach modele GARCH
majg przewage nad innymi modelami, po drugie, ktére postacie modeli
GARCH sg najbardziej uzyteczne w konkretnych zastosowaniach. Po trzecie,
nie jest jasne, dla jakich wlasnosci szeregéw czasowych modele GARCH sa
bardziej przydatne od innych modeli. W wielu zastosowaniach praktycznych
proste modele okazuja si¢ bardziej skuteczne od relatywnie zaawansowanych
i skomplikowanych matematycznie postaci modeli GARCH czy stochastycz-
nej zmiennosci. Z tego wzgledu gtownymi celami pracy sg: okreslenie, w ja-
kich zastosowaniach modele klasy GARCH sg bardziej uzyteczne od innych
najczesciej stosowanych metod szacowania zmiennosci oraz poréwnanie uzy-
tecznosci roznych postaci modeli GARCH w aplikacjach finansowych. We
wszystkich analizach poréwnawczych starano si¢ powigza¢ uzyskane wyni-
ki z analiza wlasnosci badanych szeregow czasowych. Celami szczegotowy-
mi pracy sg miedzy innymi:

— ocena trafno$ci prognoz zmiennos$ci konstruowanych na podstawie r6z-
nych postaci modeli, szczegodlnie modeli GARCH rozszerzonych o do-
datkowe informacje;

— ocena trafno$ci prognoz VaR konstruowanych na podstawie roznych
specyfikacji modeli GARCH, w tym przede wszystkim modeli wielo-
rownaniowych dla portfela aktywow;

— systematyzacja wynikow badan dotyczacych trafnosci prognoz zmien-
nosci oraz VaR konstruowanych na podstawie jednoréwnaniowych
modeli GARCH;

— dynamiczna analiza zaleznosci miedzy oczekiwang stopa zwrotu a wa-
runkowa wariancja;

— ocena skutecznosci ré6znych metod tworzenia portfeli, w tym przede
wszystkim z wykorzystaniem wielorownaniowych modeli GARCH;

— weryfikacja modeli CAPM i APT dla Gieldy Papierow Wartosciowych
(GPW) w Warszawie z zastosowaniem wieloréwnaniowych modeli
GARCH;

— konstrukcja nowych modeli pozwalajacych lepiej opisa¢ zaleznosci
miedzy oczekiwanymi stopami zwrotu a warunkowymi wariancjami
i kowariancjami;

— ocena trafnosci wycen opcji konstruowanych na podstawie réznych
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jednoréwnaniowych parametryzacji modeli GARCH;

— ocena skutecznosci roznych strategii zabezpieczajacych z zastosowa-

niem kontraktow terminowych.

Gléwnym przedmiotem badan przedstawionych w pracy byly spotki
(lub portfele spotek), indeksy oraz instrumenty pochodne, notowane na GPW
w Warszawie. Dodatkowo analizowano réwniez inne procesy finansowe, ta-
kie jak indeksy rynku akcji na $wiecie, kursy walut oraz ceny surowcoéw na-
turalnych. W wigkszo$ci badan stosowano dzienne badz tygodniowe stopy
zwrotu. Jest to stosunkowo wysoka czgstotliwos¢ danych, jak na procesy eko-
nomiczne, ale relatywnie niska, jak na procesy finansowe, dla ktérych ana-
lizuje si¢ juz nawet wszystkie dostepne obserwacje. W analizach stosowa-
no rowniez dane o bardzo wysokiej czestotliwosci, np. dane 5-minutowe czy
15-minutowe, jednakze wykorzystywano je tylko do oceny trafnosci prognoz
zmienno$ci lub oceny skutecznosci strategii zabezpieczajacych. Modelowa-
nie takich danych i zagadnienia dotyczace mikrostruktury rynku nie byly te-
matem pracy. Zastosowane dane dotycza réznych okresow, poniewaz wyniki
zamieszczone w pracy sg rezultatem kilkuletnich badan. W kolejnych anali-
zach przyjmowano najcz¢sciej najbardziej aktualne dane.

Na temat modeli GARCH powstato juz wiele prac, zaréwno w literatu-
rze $wiatowej, np. Bollerslev, Chou i Kroner (1992), Bera i Higgins (1993),
Bollerslev, Engle i Nelson (1994), Gourieroux (1997), Osiewalski i Pipien
(2004a, b), Tsay (2005), Bauwens, Laurent i Rombouts (2006), jak i w lite-
raturze polskiej, np. Brzeszczynski i Kelm (2002), Doman i Doman (2004),
Osinska (2006), Pipien (2006). Wigkszos$¢ zastosowan analizowanych w ni-
niejszym opracowaniu nie byta przedmiotem badan w powyzszych pracach.
Nawet jezeli pewne zastosowania byty wczesniej analizowane, jak np. wazne
z praktycznego punktu widzenia prognozowanie zmiennosci czy prognozo-
wanie VaR, to zawsze roznily si¢ znaczaco ze wzgledu na przyjeta metodolo-
gie badan oraz stosowane modele. Dzigki temu mozliwe byto uzyskanie wy-
nikéw 1 sformutowanie wnioskéw nie publikowanych w innych pracach. We
wszystkich zastosowaniach, w ktorych poréwnywano skuteczno$¢ réznych
parametryzacji modeli GARCH, dodatkowo badano réwniez inne wybrane
metody, w tym zawsze metody stosowane przez praktykéw rynku. Warto pod-
kresli¢, ze estymacja parametrow wielu sposrod analizowanych w pracy po-
staci modeli nie jest mozliwa w dostepnych pakietach ekonometrycznych. Do
zdecydowanej wickszos$ci poruszanych problemow badawczych napisane zo-
staty kody zrédlowe w jezyku programowania Gauss.

Wigkszy niz w innych pracach nacisk potozono na analiz¢ wtasnosci ba-



Wstep 15

danych szeregéw czasowych i powigzanie ich z uzyskanymi wynikami doty-
czacymi konkretnych aplikacji modeli GARCH. W innych badaniach empi-
rycznych ten aspekt jest czesto pomijany, co utrudnia znalezienie przyczyn
zroznicowanej skutecznosci roznych metod 1 modeli. W pracy pokazano, ze
wybor postaci modelu GARCH zalezy przede wszystkim od rodzaju zastoso-
wania modeli, miary, na podstawie ktorej dokonuje si¢ oceny i wtasnosci bada-
nych szeregéw finansowych. Niemozliwe jest zatem jednoznaczne rekomen-
dowanie postaci modeli do konkretnych zastosowan. W kolejnych rozdziatach
dotyczacych: prognozowania zmienno$ci, prognozowania VaR, konstrukcji
portfeli efektywnych i zabezpieczania przed ryzykiem starano si¢ pokazac,
ze mozna na podstawie analizy wewnatrz proby dla tej samej miary, na pod-
stawie ktorej dokonuje si¢ oceny poza proba, wskazaé postacie modeli, ktore
prawdopodobnie bgda sie lepiej zachowywatly w wybranych aplikacjach. Ta-
kie badanie wewnatrz proby ma wieksze szanse na wybor najlepszych para-
metryzacji niz analiza statystycznych wlasnos$ci szeregéw czasowych i kryte-
riow informacyjnych.

Praca sktada si¢ z sze$ciu rozdziatow i zakonczenia. Rozdziat 1 po§wieco-
no jednoréwnaniowym modelom GARCH. W podrozdziale 1.1 wymieniono
wiasnosci stop zwrotu, ktorych znajomos¢ jest kluczowa przy wyborze odpo-
wiedniej parametryzacji modelu. Podrozdziat 1.2 zawiera krotkg prezentacje
jednoréwnaniowych postaci modeli GARCH stosowanych w dalszej czesci
pracy. Omawiajac poszczegdlne specyfikacje modeli, starano si¢ wyjasnic,
jakie byly przestanki do wprowadzenia i stosowania kolejnych parametryza-
cji. W podrozdziale 1.3 omowiono estymacj¢ parametrow modelu GARCH za
pomoca MNW, metody wyboru modeli GARCH oraz podstawowe testy diag-
nostyczne do oceny ich jakosci. W podrozdziale 1.4 zawarto ogdlne uwagi na
temat zastosowan modeli GARCH w naukach ekonomicznych. W ostatnich
dwoch podrozdziatach zaprezentowano aplikacje jednorownaniowych mode-
li GARCH w przyktadowych, mniej typowych zastosowaniach dotyczacych
modelowania finansowych szeregdw czasowych. W podrozdziale 1.5 zasto-
sowano modele ARFIMA-FIGARCH do opisu diugiej pamigci w $redniej
i wariancji. W ostatniej czesci rozdziatu rozszerzone parametryzacje mode-
li GARCH wykorzystano do opisu wahan sezonowych, efektu tygodnia oraz
efektu zwigzanego z okresami §wigtecznymi.

Rozdziat 2 obejmuje najwazniejsze zagadnienia dotyczace wielorowna-
niowych modeli GARCH. W podrozdziale 2.1 przedstawiono postacie wielo-
réwnaniowych modeli GARCH wazne z punktu widzenia zastosowan empi-
rycznych oraz dokonano ich systematyzacji. Podrozdziat 2.2 zawiera ogolne
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uwagi na temat wielorownaniowych parametryzacji modeli GARCH. Przed-
stawiono szereg klasyfikacji tych modeli oraz metody wyboru odpowiedniej
specyfikacji. W podrozdziale 2.3 omowiono estymacje¢ parametrow wielo-
réwnaniowych modeli GARCH za pomocg MNW. Podrozdziatl 2.4 przed-
stawia podstawowe testy diagnostyczne do oceny jakosci modeli GARCH,
w tym przede wszystkim testy stato§ci wspdlczynnikéw korelacji oraz testy
tzw. przyczynowos$ci w wariancji. W podrozdziale 2.5 przeprowadzono anali-
z¢ powigzan miedzy indeksem WIG a wybranymi indeksami rynkow akcji na
swiecie. W podrozdziale 2.6 zaproponowano test efektu zarazania (ang. con-
tagion) konstruowany na podstawie modelu VAR i testu Tse (2000) na sta-
tos¢ warunkowych wspotczynnikow korelacji w wielorownaniowym modelu
GARCH, a nastepnie zastosowano go do badania zaleznosci pomi¢dzy indek-
sem WIG a indeksami wybranych rynkow akcji na §wiecie.

W rozdziale 3 przedstawiono zagadnienia zwigzane z prognozowaniem
proceséw finansowych. Podrozdziat 3.1 zawiera omdéwienie wplywu efek-
tu ARCH na konstrukcje prognoz dla $redniej warunkowej procesu. W pod-
rozdziale 3.2 zaprezentowano zagadnienia zwigzane z pomiarem zmiennosci
oraz przedstawiono najczesciej stosowane do prognozowania zmienno$ci mo-
dele. Zaproponowano rowniez nowy sposob wykorzystania informacji o mak-
symalnych i minimalnych cenach do estymacji parametrow modelu GARCH.
W tej czesci pracy sprobowano rowniez wyciagnaé szersze wnioski z dotych-
czas przeprowadzonych badan empirycznych dotyczacych prognozowania
zmienno$ci na podstawie modeli GARCH. Czg$¢ dotyczaca prognozowania
zmiennos$ci zamyka badanie empiryczne, przeprowadzone dla GPW w War-
szawie, dotyczace prognozowania zmienno$ci dziennych i tygodniowych stop
zwrotu. Przeprowadzone badanie jest jednym z najszerszych w literaturze ze
wzgledu na modele GARCH rozszerzone o dodatkowe informacje. W pod-
rozdziale 3.3 przedstawiono modele i metody najczgsciej wykorzystywane do
prognozowania macierzy kowariancji stop zwrotu.

W rozdziale 4 zawarto zagadnienia bezpos$rednio zwigzane z analizg ry-
zyka rynkowego. W podrozdziale 4.1 przedstawiono podstawowe zagad-
nienia dotyczace miar ryzyka. Podrozdziat 4.2 dotyczy najczgsciej stosowa-
nej przez instytucje finansowe miary zagrozenia, czyli warto$¢ zagrozong
(VaR, ang. Value at Risk). Przedstawiono tu podstawowe metody prognozo-
wania VaR, oceny ich trafno$ci oraz problemy zwiazane z interpretacja wy-
mogow kapitatowych. Najwigcej miejsca poswiecono zastosowaniom modeli
GARCH. Sprobowano rowniez sformutowac¢ bardziej ogdlne wnioski doty-
czace trafnosci prognoz wartosci zagrozonej konstruowanych na podstawie
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modeli GARCH.

Wigkszo$¢ badan dotyczacych zastosowania modeli GARCH do kon-
strukcji prognoz VaR dotyczy pojedynczych aktywow. Jest bardzo mato prac,
w ktorych ocenia si¢ trafnos$¢ prognoz VaR konstruowanych z zastosowaniem
wielorownaniowych modeli GARCH dla wigkszej liczby aktywow. W pracy
przedstawiono metody konstrukcji prognoz VaR dla portfela aktywow 1 do-
konano oceny trafhosci prognoz wartosci zagrozonej konstruowanych na pod-
stawie wielorownaniowych modeli GARCH dla dwudziestu spotek notowa-
nych na GPW w Warszawie.

W podrozdziale 4.3 przedstawiono estymacj¢ wspotczynnikéw beta na
podstawie dwuréwnaniowego modelu VAR-GARCH. Najczesciej wykorzy-
stywany do estymacji wspotczynnikow beta model Sharpe’a nie uwzglednia
niektorych empirycznych wiasno$ci finansowych szeregéow czasowych, co
moze prowadzi¢ do pogorszenia wlasnos$ci estymatorow oraz znaczaco wply-
waé na wyniki aplikacji modelu. Rozwigzaniem tego problemu jest zastoso-
wanie modelu VAR-GARCH. W przykladzie empirycznym model ten zasto-
sowano do konstrukcji portfela o minimalnej wariancji.

Podrozdziat 4.4 porusza jedno z fundamentalnych zagadnien w teorii fi-
nansow, mianowicie zaleznos¢ miedzy dochodem a ryzykiem. Rozwazana jest
w nim dynamiczna zalezno$¢ miedzy warunkowa wartos$cig oczekiwang stop
zwrotu instrumentdéw finansowych a ich warunkowa wariancjg. Wyniki badan
w literaturze §wiatowej sa niejednoznaczne. Rozbiezno$¢ wynikéow byta jed-
ng z przyczyn podjecia badan dla wybranych spoltek i indekséw gietldowych,
notowanych na GPW w Warszawie. Poza klasycznym modelem GARCH-M
w badaniu zastosowano dwie modyfikacje tego modelu, mianowicie model
GARCH-M ze zmiennym parametrem oraz model GARCH z progowym efek-
tem GARCH-M. Druga parametryzacja modelu jest propozycja autora. Oba
rozszerzenia modelu pozwalaja w odmienny sposob wyjasni¢ rozbieznos¢ wy-
nikow prowadzonych dotychczas analiz, dotyczacych zalezno$ci pomiedzy
oczekiwang stopg zwrotu a warunkowa wariancjg, przeprowadzonych z wyko-
rzystaniem modelu GARCH-M ze stalym parametrem.

Rozdziat 5 poswigcono zagadnieniom zwigzanym z teorig portfela i mo-
delami rynku kapitalowego. W podrozdziale 5.1 przedstawiono dynamiczne
podejscie do wyznaczania portfeli efektywnych, wykorzystujace prognozy
wariancji i kowariancji stop zwrotu konstruowane na podstawie wielorowna-
niowych modeli GARCH. Gléwnym celem badan przeprowadzonych w tej
czesci pracy byla ocena skutecznosci réznych metod tworzenia portfeli,
w tym przede wszystkim z wykorzystaniem r6znych specyfikacji wieloréw-
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naniowych modeli GARCH. W literaturze $wiatowej jest bardzo mato takich
badan, szczeg6lnie dotyczacych wickszej liczby aktywow. Analize przepro-
wadzono osobno dla trzech oraz dla dwudziestu wybranych spotek o najwigk-
szej kapitalizacji na GPW w Warszawie. W badaniu dla dwudziestu aktywow
zastosowano osiem specyfikacji wieloréwnaniowego modelu GARCH, nato-
miast dla trzech spotek analizowano dwanascie specyfikacji wieloréwnanio-
wego modelu GARCH.

W podrozdziale 5.2 przedstawiono testy modelu CAPM z zastosowaniem
wielorownaniowych modeli GARCH-M. Zaproponowano dwie nowe posta-
cie wielor6wnaniowego modelu GARCH-M: model, w ktérym rynkowa cena
ryzyka jest opisana za pomoca procesu btadzenia przypadkowego oraz wie-
loré6wnaniowy model z progowym efektem GARCH-M. Obie postacie moga
w odmienny sposob ttumaczy¢ brak istotno$ci parametru rynkowej ceny ryzy-
ka w modelu CAPM z wieloréwnaniowym procesem GARCH-M. W dalszej
czgsSci pracy przeprowadzono weryfikacje modelu CAPM na podstawie sek-
torow notowanych na GPW w Warszawie. Byla to pierwsza tego typu analiza
dotyczaca GPW w Warszawie z zastosowaniem wielorownaniowych modeli
GARCH. W badaniu testowano osiem réznych parametryzacji modelu.

W podrozdziale 5.3 zaprezentowano model APT z czynnikowym mo-
delem GARCH. Zaproponowano réwniez dwie modyfikacje procedury bu-
dowy modelu APT z czynnikowym modelem GARCH. Pierwsza, to rozsze-
rzona posta¢ modelu, ktora pozwala uwzgledni¢ niewyjasniong zmienno$§¢
warunkowych wariancji i kowariancji stop zwrotu aktywow. Druga mody-
fikacja polega na tym, aby w pierwszym kroku premie za ryzyko i wariancje
warunkowe czynnikow byly szacowane na podstawie modelu z progowym
efektem GARCH-M, zamiast na podstawie klasycznego modelu GARCH-M.
W dalszej czgsci pracy przeprowadzono weryfikacje modelu APT na podsta-
wie sektoréw notowanych na GPW w Warszawie. Bylo to pierwsze tego typu
badanie dotyczace GPW w Warszawie z zastosowaniem wielordwnaniowych
modeli GARCH.

W rozdziale 6 przedstawiono wybrane zastosowania zwigzane z instru-
mentami pochodnymi. W podrozdziale 6.1 przedstawiono metody wyceny
opcji dla roznych parametryzacji procesow GARCH. Przedstawiono réw-
niez wyniki analizy empirycznej dla opcji wystawianych na indeks WIG20.
Byla to pierwsza analiza dotyczgca rynku instrumentéw opcyjnych w Polsce,
w ktorej rozwazano trafno$¢ wycen konstruowanych na podstawie réznych
specyfikacji jednoréwnaniowych modeli GARCH.

W podrozdziale 6.2 modele GARCH wykorzystano do zabezpieczania
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przed ryzykiem. Dokonano oceny skutecznosci strategii zabezpieczajacych za
pomocg kontraktow terminowych dla portfeli notowanych na GPW w War-
szawie. Do szacowania wspolczynnika zabezpieczenia zastosowano siedem
parametryzacji dwuroéwnaniowego modelu GARCH. Badano rowniez rdzne
parametryzacje warunkowych $rednich oraz inne metody i modele, na pod-
stawie ktorych estymowano wspolczynnik zabezpieczenia. Zaproponowa-
no rowniez sposob wyznaczania stalej wygladzania i parametru wygasania
w metodach ruchomej macierzy kowariancji oraz wyréwnywania wykladni-
czego dla wariancji, ktory daje lepsze wyniki przy zabezpieczaniu portfeli.
W pracy zaproponowano takze metod¢ oceny efektywnosci strategii zabez-
pieczajacej z wykorzystaniem danych o wysokiej czestotliwosci.

Autor pracy zajmuje si¢ tematyka modeli GARCH juz od 1999 roku. Po-
czatkowo jego zainteresowania dotyczyly wtasnosci proceséw GARCH oraz
modelowania finansowych szeregéw czasowych. Opublikowal na ten temat
szereg artykuléw oraz napisat prace doktorska (Fiszeder, 2001a) pod kierun-
kiem prof. dr. hab. Zygmunta Zielinskiego. Nieopublikowana praca doktor-
ska obejmowata przede wszystkim analiz¢ wlasnosci wariancji warunkowych
stop zwrotu spotek i indeksow notowanych na GPW w Warszawie. Pokaza-
no w niej takze istnienie wielu roznic we wlasnosciach dotyczacych wariancji
pomigdzy procesami obserwowanymi na rynkach rozwinigtych a procesami
zachodzacymi na rynkach rozwijajacych si¢ (na przyktad wpltyw zjawisk szo-
kowych na wariancje jest znacznie trwalszy na rynkach rozwinigtych niz na
rynkach rozwijajacych si¢). W tamtej pracy badano rowniez zaleznosci mig-
dzy GPW w Warszawie a innymi rynkami akcji na swiecie. O ile modelowa-
nie finansowych szeregdw czasowych jest interesujace z ekonometrycznego
punktu widzenia, o tyle z praktycznego punktu widzenia wazne sg zastoso-
wania modeli w konkretnych analizach finansowych. Wiagnie temu tematowi
poswiecona jest duza czes¢ tej pracy.

Prezentowana praca jest podsumowaniem kilkuletnich badan autora do-
tyczacych modeli GARCH. Zasadnicze wyniki zawarte w pracy powstaty
w trakcie realizacji projektow badawczych. Wigkszos¢ badan przedstawio-
nych w podrozdziale 4.4 oraz cz¢$¢ badan zaprezentowanych w podrozdziale
6.2 zostata wykonana w ramach grantu UMK nr 419-E. Wigkszo$¢ analiz do-
tyczacych prognozowania zmiennosci (rozdziat 3), analizy portfelowej i mode-
li rynku kapitatowego (rozdziat 5) oraz instrumentéw pochodnych (rozdziat 6)
zostata przygotowana w ramach projektu badawczego nr 1 H02B 033 29, finan-
sowanego przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego (grant KBN).

W pracy wykorzystano nowoczesne metody ekonometryczne w prak-
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tycznych zagadnieniach finansowych, dlatego tez wyniki przeprowadzonych
badan moga by¢ interesujace nie tylko z punktu widzenia naukowego, ale
rowniez przydatne dla inwestorow, praktykow rynku kapitatlowego oraz de-
cydentéw gospodarczych. Uzyskane wyniki mogg okaza¢ si¢ uzyteczne przy
podejmowaniu decyzji o wyborze odpowiednich narzedzi do prognozowania
zmiennosci, szacowania VaR, konstrukcji portfeli, wyceny opcji czy szaco-
wania wspolczynnika zabezpieczenia.

Prezentowana praca mogta powstac¢ dzigki zyczliwosci wielu osob. Pra-
gne podzickowac wszystkim osobom, z ktérymi prowadzitem ciekawe dysku-
sje metodologiczne, szczegdlnie podczas licznych konferencji naukowych, za
okazang pomoc i wszelkie inspirujace uwagi. Szczegdlng wdzigcznos¢ winien
jestem niedawno zmartemu Panu prof. dr. hab. Zygmuntowi Zielinskiemu za
ciagle ksztatltowanie mojej postawy naukowej, juz od momentu pisania pracy
dyplomowej w roku 1995, oraz cenne uwagi dotyczace niniejszej pracy. Dzig-
kuje réwniez Kolezankom i Kolegom z Katedry Ekonometrii 1 Statystyki na
Wydziale Nauk Ekonomicznych i Zarzadzania UMK za zyczliwo$¢ i pomoc.

Szczegodlne podzigckowania kieruje do Recenzentéw pracy, Pani dr hab.
Magdaleny Osinskiej, prof. UMK oraz Pana prof. dr. hab. Jacka Osiewal-
skiego za wnikliwe recenzje i bardzo pomocne uwagi, ktore miaty znaczacy
wplyw na ostateczny ksztalt pracy.



Rozdzial I

JEDNOROWNANIOWE MODELE GARCH
JAKO NARZEDZIE ANALIZY ZMIENNOSCI
PROCESOW FINANSOWYCH

Modele GARCH sa najczg$ciej stosowanymi modelami zmienno$ci in-
strumentow finansowych. Wynika to przede wszystkim z faktu, ze pozwalaja
one opisa¢ wigkszos¢ empirycznych whasnosci finansowych szeregéw czaso-
wych. Wazna role odgrywa rowniez tatwos¢ rozszerzania modeli oraz tatwos¢
estymacji ich parametrow. Zaproponowano dziesigtki roznych modyfikacji
i rozszerzen modelu GARCH. Liczba uogoélnien jest tak duza, ze znalezienie
modelu, ktéry najlepiej opisuje badany szereg czasowy, jest zadaniem bar-
dzo trudnym, a w wielu zastosowaniach praktycznych niecelowym. Wydaje
sie, ze lepszym rozwigzaniem jest analizowanie wybranych modeli GARCH,
ktore pozwalaja uwzgledni¢ okreslone charakterystyki szeregéw czasowych,
istotne w danym zastosowaniu modelu.

W podrozdziale 1.1 wymieniono wlasnosci stop zwrotu, ktérych zna-
jomos¢ jest kluczowa przy wyborze odpowiedniej parametryzacji mode-
lu. W podrozdziale 1.2 przedstawiono jednoréwnaniowe postacie modeli
GARCH stosowane w dalszej czg$ci pracy. Zaproponowano roOwniez pew-
ng modyfikacje modelu GARCH-M, mianowicie model GARCH z progo-
wym efektem GARCH-M, pozwalajacy wyjasni¢ obserwowany w przypad-
ku wigkszosci procesdéw finansowych brak zaleznosci pomigdzy oczekiwang
stopa zwrotu a warunkowa wariancja. Podrozdziat 1.3 zawiera opis estymacji
parametréw modelu GARCH za pomoca najczgsciej stosowanej i najprostszej
metody, mianowicie MNW. Metoda najwigkszej wiarygodnos$ci oraz metoda
quasi-najwickszej wiarygodnosci byty stosowane do estymacji parametrow
modeli GARCH w niniejszej pracy. W podrozdziale 1.3 przedstawiono réw-
niez opis metod wyboru modeli GARCH oraz podstawowych testow diagno-
stycznych do oceny ich jako$ci. Podrozdziat 1.4 zawiera ogdlne uwagi na te-
mat zastosowan modeli GARCH w naukach ekonomicznych.
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W ostatnich dwoch podrozdziatach zaprezentowano aplikacje jednorow-
naniowych modeli GARCH w przyktadowych, mniej typowych zastosowa-
niach dotyczacych modelowania finansowych szeregéw czasowych. W pod-
rozdziale 1.5 modele ARFIMA-FIGARCH zastosowano do opisu diugiej
pamigci w $redniej 1 wariancji, natomiast w podrozdziale 1.6 zmodyfikowane
parametryzacje modeli GARCH wykorzystano do opisu wahan sezonowych,
efektu dnia tygodnia oraz efektu zwigzanego z okresami §wigtecznymi.

1.1. STOPY ZWROTU I ICH WELASNOSCI

Podstawowa charakterystyka kazdej inwestycji jest stopa zwrotu'. W lite-
raturze wyroznia si¢ dwie podstawowe definicje stop zwrotu (patrz np. Camp-
bell, Lo i MacKinlay, 1997):

— zwykla (prosta) stopa zwrotu:

R = i) , (1.1.1D)

.

— logarytmiczna stopa zwrotu:
r=InP—-InP , (1.1.2)

gdzie P jest ceng instrumentu finansowego w chwili z. W obu definicjach
pomini¢to dochody uzyskiwane z tytutu posiadania aktywoéw, tj. dywidend,
praw poboru, itp.

Logarytmiczne stopy zwrotu majg kilka wlasnosci, ze wzglgdu na kto-
re sg czgsciej stosowane w ekonometrii finansowej 1 matematyce finanso-
wej. Logarytmiczne stopy zwrotu sg addytywne i mozna dla nich oblicza¢
$rednig arytmetyczng, ktora odpowiada kapitalizacji ciaglej (zaktada sig, ze
wszystkie dochody sg reinwestowane). W przypadku prostych stop zwro-
tu, $rednia, ktéra odpowiada kapitalizacji ciaglej, jest sSrednia geometryczna.
Obliczajac srednig arytmetyczng prostych stop zwrotu, zaktada si¢, ze wiel-
kos$¢ zainwestowanego kapitatu pozostaje stata na poczatku kazdego okresu.
Zatem $rednia arytmetyczna prostych stop zwrotu, obliczona dla wybrane-
go aktywu, nie informuje o rzeczywistej zmianie wartosci inwestycji w ba-
danym okresie.

! Stopa zwrotu jest niekiedy okreslana jako stopa zysku, tempo wzrostu lub stopa zmian.
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Cena akcji nie moze spas¢ ponizej zera, dlatego zwykle stopy zwrotu
moga teoretycznie przyjmowac wartosci od minus jeden do plus nieskonczo-
nosci. Teoretyczny rozktad prostych stop zwrotu powinien by¢ zatem rozkta-
dem ucietym z lewej strony. Logarytmiczne stopy zwrotu moga teoretycznie
przyjmowac wartosci od minus do plus nieskonczonosci.

Dla niektorych szeregéw finansowych, takich jak kursy walutowe, loga-
rytmiczna stopa zwrotu kursu pierwszej waluty wzgledem drugiej waluty ma
przeciwny znak i jest doktadnie rowna co do wartosci bezwzglednej logaryt-
micznej stopie zwrotu kursu drugiej waluty wzgledem pierwszej. Proste sto-
py zwrotu nie posiadajg takiej wiasnosci. Dla logarytmicznych stop zwro-
tu tatwe jest przeliczanie pomigdzy r6znymi walutami. Logarytmiczna stopa
zwrotu kursu P, . jest rOwna roznicy migdzy logarytmiczng stopa zwrotu
kursu P, a logarytmiczng stopg zwrotu kursu F. ;.

Z drugiej strony trzeba pamietac, ze logarytmiczne stopy zwrotu majg row-
niez pewne wady. Po pierwsze, prosta stopa zwrotu portfela aktywow jest rowna
wazonej $redniej arytmetycznej prostych stop zwrotu poszczegdlnych aktywow.
Logarytmiczna stopa zwrotu nie posiada takiej wtasnosci. Po drugie, w przypad-
ku bardzo duzych zmian warto$ci aktywu (wzrostu lub spadku) logarytmiczne
stopy zwrotu sa znaczaco mniejsze od prostych stop zwrotu. Moze to mie¢ zna-
czacy wplyw na wyniki analiz, w ktorych wazna rolg odgrywaja wartosci w ogo-
nach rozktadu stop zwrotu, jak na przyktad estymowanie wartosci zagrozonej>.
Na przyktad VaR, szacowany metoda symulacji historycznej na podstawie loga-
rytmicznych stop zwrotu dla inwestora posiadajacego dtuga pozycje, moze by¢
zawyzony, natomiast dla inwestora posiadajacego pozycje krotka, zanizony.

Ze wzgledu na to, ze proste stopy zwrotu sa zawsze wicksze lub réwne
minus jeden, nalezy si¢ spodziewac, iz ich rozktady (okreslone na przedzia-
le ograniczonym z dotu) bedg zwykle asymetryczne. Modele statystyczne bu-
duje si¢ bowiem dla logarytmicznych stop, a dla statystyka stopy te sa naj-
bardziej oczywistg transformacja zwyktych stop zwrotu. Nalezy by¢ bardzo
ostroznym w stosowaniu do modelowania zwyktych stop zwrotu rozktadow
symetrycznych, jak np. rozktad normalny czy t-Studenta. W wigkszo$ci analiz
W niniejszej pracy zastosowano logarytmiczne stopy zwrotu.

Modelowanie finansowych szeregdw czasowych wymaga dobrej znajo-
mosci empirycznych wlasnosci stop zwrotu. Pomimo duzego zrdéznicowania
stop zwrotu, ktore moga dotyczy¢ np. akcji, obligacji, bonéw skarbowych,
walut, surowcow, instrumentéw pochodnych czy indekséw, maja one bar-

2 Zagadnienia zwigzane z warto$cig zagrozong przedstawiono w punkcie 4.2.
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dzo typowe wlasnosci, odrozniajace je od innych ekonomicznych szeregéw
czasowych, ktérych wlasnosci zostalty omdéwione m.in. w pracach: Zielinski,
1979, Talaga i Zielinski, 1986. Do charakterystycznych empirycznych wias-
nosci stop zwrotu mozna zaliczy¢ miedzy innymi: grupowanie si¢ zmiennos$ci
i $cisle z tym zwigzang zmienno$¢ wariancji warunkowej (efekt ARCH), gru-
be ogony rozktadéw stop zwrotu, leptokurtycznos$¢ rozktadow stop zwrotu,
asymetri¢ rozkladow stop zwrotu, staba autokorelacje stop zwrotu, wystepo-
wanie asymetrycznego wptywu dodatnich i ujemnych stop zwrotu na warian-
cje’, dlugoterminowgq zalezno$¢ danych, istnienie silnych zaleznosci wystepu-
jacych pomiedzy procesami stop zwrotu roznych instrumentéw finansowych.
Wriasnosci te sg szeroko omawiane w literaturze (patrz np. Bollerslev, Engle
i Nelson, 1994; Fiszeder, 2000, 2001a; Brzeszczynski i Kelm, 2002; Doman
i Doman, 2004; Osinska, 2008), dlatego pominigto ich opis. W dalszej czg-
$ci pracy, przy konkretnych aplikacjach finansowych modeli GARCH, bardzo
czgsto odnoszono si¢ do tych wihasnosci, probujac uzyskaé szersze wnioski
z analizy. Niektore wlasnosci finansowych szeregéow czasowych sa typowe
tylko dla okreslonych segmentéw rynku finansowego. Na przyktad zmien-
nos$¢ kursé6w walutowych jest na ogét mniejsza niz zmienno$¢ akcji. Szere-
gi czasowe z rynku pienieznego charakteryzuja si¢ wystepowaniem czestych
warto$ci nietypowych oraz okresow o minimalnych wahaniach.

1.2. SPECYFIKACJE JEDNOROWNANIOWYCH MODELI
GARCH STOSOWANE DO OPISU FINANSOWYCH SZEREGOW
CZASOWYCH

Modelem, ktory dobrze opisuje wymienione w punkcie 1.1 wtasnosci po-
jedynczych finansowych szeregow czasowych (dotyczace zmienno$ci) jest
model GARCH 1 jego uogdlnienia. Przegladu jednoréwnaniowych mode-
li GARCH dokonano juz wielokrotnie w literaturze §wiatowej, na przyktad
w pracach: Bollerslev, Chou i Kroner (1992), Bera i Higgins (1993), Boller-
slev, Engle i Nelson (1994), Gourieroux (1997) oraz w literaturze polskiej, na
przyktad w pracach: Weron i Weron (1998), Fiszeder (2001a), Brzeszczyn-
ski i Kelm (2002), Piontek (2002a), Doman i Doman (2004), Osinska (2006),
Pipien (2006). Z tego wzgledu w niniejszej pracy pominicto prezentacje jed-

3 Efekt ten jest czgsto, cho¢ nie zawsze stusznie, utozsamiany z efektem dzwigni (patrz
np. Bekaert i Wu, 2000).
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noréwnaniowych parametryzacji modeli, a ograniczono si¢ jedynie do tabela-
rycznego przedstawienia specyfikacji stosowanych w dalszych rozdziatach.

Modelujac zmienno$¢ stép zwrotu, nie mozna poming¢ modelowania
wartosci oczekiwanych stop zwrotu*. W wielu badaniach pokazano, Ze specy-
fikacja rbwnania dla $redniej moze wplywac znaczaco na specyfikacj¢ rowna-
nia dla wariancji (patrz np. Glosten, Jagannathan i Runkle, 1993; Lumsdaine
i Ng, 1999). Zaldézmy, ze proces stop zwrotu mozna przedstawi¢ w postaci:

n=p e (1.2.1)

gdzie y, = F (1;|¢H), 1, , oznacza zbior wszystkich informacji dostgpnych
w chwili £ —1 (¢, | zawiera migdzy innymi wszystkie przeszte wartosci stop
zwrotu). Do opisu warunkowej warto$ci oczekiwanej stop zwrotu najczesciej
stosuje si¢ modele autoregresyjne lub modele regresji, jednakze mozliwe sa
bardzo rézne specyfikacje modelu, zaréwno liniowe, jak i nieliniowe. W pra-
cy, oprocz modeli AR, zastosowano miedzy innymi modele ARMA, ARFI-
MA, modele ze zmiennymi sezonowymi oraz modele regresji.
Niech ¢, dane bedzie formula:

g, =zh"”, z ~N(0,1), (1.2.2)
gdzie N (0,1) oznacza rozktad normalny o warto$ci oczekiwanej rownej zero

i wariancji rownej jeden.
Z formuly (1.2.2) wynika, ze:

| v ~ N0, h). (1.2.3)
Zatem h, jest warunkowg wariancjg ¢, oraz 7;:

Var (r, |¢z—1) =Var(e, |1/)t_1) =h, (1.2.4)
i powinno by¢ nieujemne dla wszystkich mozliwych realizacji. Jezeli nie jest
to wyraznie zaznaczone, to ponizsze postacie jednorownaniowych modeli

GARCH beda si¢ roznily jedynie specyfikacja warunkowej wariancji 4,. Dla
z, moze by¢ rowniez przyjeta inna posta¢ funkcji gestosci prawdopodobiefi-

4 Jezeli zaleznos$ci w $redniej sa stabe, to w niektorych zastosowaniach finansowych nie-
uwzglednienie zmiennosci $redniej warunkowej moze nie mie¢ istotnego wptywu na uzyskane
wyniki (patrz Tsay, 2005).
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stwa, np. rozklad t-Studenta (Bollerslev, 1987), sko$ny rozktad t-Studenta
(Osiewalski i Pipien, 1999a), uogdlniony rozktad btgdu GED (Hsieh, 1989b;
Nelson, 1991), rozktad a-stabilny (Liu i Brorsen, 1995), mieszaniny rozkta-
dow (np. Hsieh, 1989a), rozktad hiperboliczny (patrz np. Talar, 2007). Wtas-
nosci dotyczace momentoéw rozktadu procesu GARCH z r6znymi specyfika-
cjami warunkowego rozktadu zostaty omowione na przyktad w pracy Pipienia
(2006). Zastosowanie innych rozktadow warunkowych dla ¢, ma na celu lep-
szy opis rozktadow stop zwrotu instrumentow finansowych (dotyczy to prze-
de wszystkim leptokurtycznosci lub asymetrii rozktadu).

W tabeli 1.1 przedstawiono postacie jednorownaniowych modeli GARCH
stosowane w dalszych rozdziatach pracy. Wszystkie parametryzacje pozwalajg
opisa¢ zmieniajaca si¢ w czasie wariancje warunkowg oraz efekt skupiania si¢
wariancji w waskich przedzialach czasu. Inng wazng cecha proceséw GARCH
sg grube ogony rozkladow brzegowych. Brzegowy (bezwarunkowy) rozklad ¢,
jest leptokurtyczny. Model ARCH znajduje najczesciej zastosowanie w przy-
padku szeregow czasowych o niskiej czestotliwosci 1 matej liczbie obserwacji
(kilkadziesiat), jak np. dane miesieczne. Z tego wzgledu jest czesciej stosowa-
ny dla proceséw makroekonomicznych (np. wielkos$¢ inflacji, stopy procento-
we). Przy wigkszej liczbie obserwacji (kilkaset) konieczne jest stosowanie bar-
dzo duzych rzgdow opdznien g. W takiej sytuacji przy estymacji parametrow
(bez naktadania restrykcji) bardzo czgsto nie sg spelnione zatozenia zapewnia-
jace nieujemno$¢ wariancji warunkowej — o> 0, o, > 0 dla i=1,...,q. W ce-
lu uniknigcia probleméw zwigzanych z estymacjg parametrow modelu ARCH
stosuje si¢ model GARCH?. Model GARCH posiada wszystkie zalety mode-
lu ARCH, a dodatkowo lepiej opisuje zmienno$¢ wigkszosci szeregow finanso-
wych. Wprowadzenie wariancji z poprzednich okreséw umozliwia uzaleznienie
biezacej zmiennosci procesu od catej jego przesztosci, w sposob oszczednie spa-
rametryzowany. Model GARCH rowniez lepiej opisuje rozktady o grubych ogo-
nach niz model ARCH. Dla zapewnienia dodatnio$ci wariancji warunkowe;j dla
modelu GARCH przyjmuje sig, ze a, >0, a; >0 dlai=1,2,...,q oraz 8, >0
dla j=1,2,..., p. Okazuje si¢ jednakze, ze przy wigkszych rzedach opoznien p
1 g zalozenia te sg zbyt restrykcyjne i mozliwe jest uzyskanie lepszego opisu
wariancji warunkowej poprzez ich ztagodzenie, np. restrykcje zapewniajace do-
datnio$¢ wariancji dla modeli GARCH(1,1), GARCH(1,2), GARCH(2,1) oraz
GARCH(2,2) dane s3 odpowiednio formutami (1.2.5), (1.2.6), (1.2.7) 1 (1.2.8):

5 Wystepuje tutaj analogia do relacji miedzy modelami AR i ARMA, jednakze w odr6z-
nieniu od modelowania $redniej, model GARCH jest stosowany znacznie cze¢$ciej niz model
ARMA dla zmiennych ekonomicznych.
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TABELA. 1.1. PARAMETRYZACJE JEDNOROWNANIOWYCH MODELI GARCH
Model i autor Posta¢ modelu Objasnienia zmiennych i restrykcje
zapewniajace dodatnio$¢ A,
ARCH(g) 4, a,>0,0,20dlai=1..q.
Engle (1982) h=a,+ Zla,e,,,
GARCH(p,q) 4, 2 a,>0, ¢, 20 dlai=1,..,q oraz
Bollerslev (1986), | /v =@+ 2ol + 2 Bh, B.20dla j=1
Taylor (1986) - =1 g =0 A= b
EGARCH(p,q) g a, =1 dla rozktadu normalnego
Inh, =¢, +Za,{6’z,,.+}/[ z,|-E z,l)]} P
Nelson (1991) Ny ’ ‘ ' ‘ q ‘ EQZH ):\/ﬂ .
P
+Zﬁ/ In,_;
j=1
TCARCHG) q ,, £, = 6,.0) ., = min e, ,0).
Zakoian (1993) \/Z =0a, +z(ai+gltl _alig;i)‘*‘ZﬁJw/hw a,>0,0/ 20, o 20 dla
i=1 j=1

i=12,.,q, ,20dla j=1,..p.

GJR-GARCH(p,q)
Glosten, Jagannathan

g q P
_ 2 2
h=oy+ Y 0l + 2 0l £+ Bh,
i=l i=l =

1=1 I;=0 gdy
£,>0, 0,>0, ,20, o,+w 20,

gdy £.,<0 i

i Runkle (1993
i Runkle (1993) dlai=l...q, f,20dla j=l..p.
AGARCH(@,q) g 2 & a,>0, o, 20 dlai=1,..,q oraz

i hy =0+ o \&_ —Vilh + h ° !
Engle i Ng (1993) =G g ,( =i = Vi i ) /z::,ﬂ, - B 20dla j=lp.
GARCH-M(p.q) , _ _
Engle, Lilien i rn=x,&+8g(h)+e, g(h)=h, lub g(h)=1[h, lub
Robins (1987) g(h,)=In(h,), x, — wektor zmiennych

q p
2
h/ =0, t Zai{:t-t + Zﬁ]hr-j
i=1 j=1

objasniajacych oraz zatozenia dotyczace
modelu GARCH.

GARCH-MT(p,q)

y,=c+0 L h+6 (-1 )h +e,

I,=1gdy x,_, 201 1I,=0 gdy

Engle i Bollerslev
(1986)

Fiszeder (2005b) . B X,_x <0, x,_, —zmienna egzogeniczna
h, =0, + Z“,gzt + Zﬂ ,h, J oraz zalozenia dotyczace
i=1 i=1 modelu GARCH.
IGARCH(p,q) a,>0, 0,20 dlai=2,..,q, ﬁj >0

q
2 2 2
hx =, tE, + Z(X‘ (gH _61—1)
i=2

g P
dla j=1,.,p oraz 12 a,+ > B, .

P i= -
+ zﬁ/(hy./_glz—l) =2 =t
j=1
FIGARCH(p.q) L(1-L) e =a, +[1-BL)]v _ 2 &
Baillie, Bollerslev i X ) 0 A ! v,=€ —h, (D(L)— 17;%[‘ ’
Mikkelsen (1996) »
BL)=YB,L/, L'e, =¢,_,, 0<d <],
j=1
wszystkie pierwiastki rownania
@(L)=0 lezg poza kotem
jednostkowym.
GARCH(p,q) 4, L J,_, —dodatkowa zmienna
: h=oa + ae.. + hoo+vJ =k
z dodatkows zmienng | ™ ~ % ,:21 e ,Z::f[}’ g Yk egzogeniczna, &, >0, ¢, >0 dla
objasniajaca

i=l,..,q oraz §,20dla j=1,..,p,
7>0.

Niektore z podanych zatozen zapewniajacych dodatnio$¢ wariancji warunkowej sg zbyt re-
strykcyjne i mozliwe jest ich ztagodzenie w celu uzyskania lepszego opisu szeregu czasowego.
Informacja o warunkach dla modelu FIGARCH jest podana w dalszej czg$ci pracy. Dodatkowo
na parametry modeli nalezy wprowadzi¢ odpowiednie restrykcje zapewniajace stacjonarno$c.

ZRODLO: OPRACOWANIE WEASNE.
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a,>0,a,>013 >0, (1.2.5)
o, >0, 00>0,0<43 <11, +, >0, (1.2.6)
o, >0,0,>0,3>0,3 +3,<1if +48,>0, (1.2.7)

a,>0,0,>0,8 >0, 8, + 6, <L,B +43, >0,a, + By, >0,

20, + 3, + a3 + 40, >0. (1.2.8)

Na przyktad dla modelu GARCH (1,2) parametr o, moze by¢ ujemny,
a mimo to warunkowa wariancja jest dodatnia dla wszystkich ¢ i wszystkich
mozliwych $ciezek procesu.

W praktyce najczesciej wykorzystywanym w modelowaniu finansowych
szeregdw czasowych jest model GARCH(1,1), jednakze w przypadku poje-
dynczych spotek, dla dtuzszych szeregéw czasowych, modele GARCH(1,2)
oraz GARCH(2,1) opisuja niekiedy zmienno$¢ lepiej niz model GARCH(1,1)
(patrz Fiszeder, 2001c¢).

W modelu GARCH wariancja warunkowa jest nieliniowa funkcjg ¢, ale
liniowg funkcjg . Postacie modeli GARCH, w ktérych wariancja warunko-
wa jest liniowg funkcjg ¢ sg czesto nazywane liniowymi modelami GARCH.
Specyfikacje modelu, w ktorych wariancja warunkowa jest nieliniowa funk-
cja ° przyjeto okresla¢ mianem nieliniowych modeli GARCH. Model ARCH
miat za zadanie opisa¢ zmieniajaca si¢ w czasie wariancj¢ warunkowg. Wpro-
wadzane w kolejnych latach uogoélnienia i rozszerzenia modelu miaty na celu
uwzglednienie okreslonych empirycznych wiasno$ci stop zwrotu, ktorych nie
byty w stanie opisa¢ modele ARCH i GARCH. Do opisu wystepujacego czg-
sto na rynkach rozwinietych asymetrycznego wptywu dodatnich i ujemnych
stop zwrotu na wariancj¢® mozna zastosowac szereg nieliniowych uogdlnien
modelu GARCH. Nieliniowe uogdlnienia modelu GARCH stanowig najszer-
szg podklas¢ modeli GARCH. Do najcze¢sciej stosowanych mozna zaliczy¢
modele EGARCH, TGARCH i GJR-GARCH. Zaletg modelu EGARCH jest
logarytmiczna posta¢ warunkowej wariancji, dzigki czemu nie trzeba wpro-
wadza¢ zadnych ograniczen na parametry w celu zapewnia dodatnio$ci wa-
riancji warunkowej’. Wprowadzenie do modelu zmiennej standaryzowane;j z,,

¢ Efekt ten jest znacznie stabszy w przypadku GPW w Warszawie (patrz Fiszeder,
2001c¢).
7 Z drugiej strony wydaje sie, ze logarytmiczna posta¢ wariancji warunkowej powodu-
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zamiast €,, ogranicza wplyw wartosci nietypowych na wariancj¢ warunko-
wa. Z kolei logarytmiczna posta¢ wariancji powoduje, ze warto$ci nietypowe
maja wigkszy wpltyw na /£, niz w modelu GARCH.

Model GARCH-M pozwala opisa¢ zalezno$¢ pomigdzy oczekiwang sto-
pa zwrotu a ryzykiem mierzonym za pomocg warunkowej wariancji (lub wa-
runkowego odchylenia standardowego). Wyniki badan empirycznych pokazu-
ja, ze ocena parametru § (patrz tabela 1.1) jest czgsto nieistotna statystycznie.
Na zalezno$¢ miedzy oczekiwang stopa zwrotu a warunkowa wariancjg
moga wptywa¢ zmienne ekonomiczne lub finansowe x,. Do opisu takiej sy-
tuacji mozna zastosowa¢ model GARCH z progowym efektem GARCH-M
(GARCH-MT). Model zaktada, ze zalezno$¢ pomigdzy oczekiwang stopa
zwrotu a wariancjg moze by¢ rézna, w zaleznosci od tego, czy zmienna eg-
zogeniczna x, , jest dodatnia, czy ujemna. Jezeli znaki parametréw 6 i &6~
sg rozne, to mozna mowi¢ o asymetrycznym efekcie GARCH-M. Jako x, ,
mozna przyjac np. stopy zwrotu indeksu rynku akcji w Stanach Zjednoczo-
nych lub szerszego indeksu migdzynarodowego. Koniunktura na wigkszo$ci
rynkow akcji na $wiecie jest w duzym stopniu uzalezniona od koniunktury
na rynku akcji w Nowym Jorku, dlatego wydaje si¢, ze sytuacja na gieldzie
w Stanach Zjednoczonych moze rowniez wptywac na zalezno$¢ migdzy stopa
zwrotu a wariancja (a przez to takze na premie za ryzyko, szacowane na pod-
stawie modelu GARCH-M na innych gietdach). Dalsze zagadnienia i parame-
tryzacje modeli dotyczace zaleznosci miedzy oczekiwang stopa zwrotu a wa-
riancja warunkowg zostaly przedstawione w punkcie 4.4.

W badaniach empirycznych (szczegélnie dla danych o czestotliwo-
$ci dziennej) suma ocen parametréw «, i 3, w modelu GARCH (1,1)
jest bardzo czgsto bliska jednosci. Powyzsza wlasnos¢ mozna uznac za typo-
wa dla procesow finansowych. Jezeli o, + 3, = 1 (a, + o, + ... + a,+ B, +B,+
+..+ ﬁp =1 dla modelu GARCH w ogdlnej postaci), to mamy do czynienia
z przypadkiem osobliwym, zwanym procesem IGARCH. Suma parametrow
rowna jeden sugeruje podobienstwo migedzy modelem IGARCH a modelem
ARIMA, jednakze pomimo tego, ze proces IGARCH nie jest procesem sta-
cjonarnym kowariancyjnie (nie istnieje wariancja bezwarunkowa), to moze
by¢ Scisle stacjonarny®, co zdecydowanie odréznia go od modelu ARIMA.
Zatem w przypadku modeli GARCH stacjonarnos¢ kowariancyjna jest wlas-

je znaczne przeszacowanie prognoz zmiennosci konstruowanych na podstawie tego modelu
(patrz np. Fiszeder, 2005b).

8 Nelson (1990) podaje warunek, przy ktorym model GARCH(1,1), a takze IGARCH(1,1)
jest Scisle stacjonarny E(In(a,z? + B,)) <O0.



30 Rozdzial I. Jednoréwnaniowe modele GARCH jako narzedzie analizy zmiennosci...

nos$cig znacznie mocniejszg niz $cista stacjonarno$¢ (patrz np. Osiewalski
i Pipien, 1999D).

Im wigksza jest suma ocen parametrow o, + o, + ... + o + B, + 6,7+ ..
+ ﬁp =1 w modelu GARCH, tym zjawiska szokowe majg bardziej dtugotrwa-
ly wptyw na wariancj¢ badanego procesu. Mowi si¢ wowczas o persystentnej
(trwatej) wariancji. Jak dotad nie powstala jeszcze teoria ekonomiczna, kto-
ra ttumaczytaby, dlaczego zjawiska szokowe maja mie¢ az tak dlugotrwaty
wplyw na wariancje procesow finansowych. Diebold (1986) oraz Lamoureux
i Lastrapes (1990) twierdza, ze bliska jedynki suma ocen parametréw o
i 8, w modelu GARCH (1,1) moze wynika¢ z btedu w specyfikacji rownania
dla wariancji i jest nastepstwem nieuwzglednienia w modelu zmian warian-
cji brzegowej. Roéwniez West i Cho (1995) zwracajg uwage na zmiany w bez-
warunkowej wariancji finansowych szeregéw czasowych, ktore moga by¢
w niektorych przypadkach przyczyna mniej trafnych prognoz, uzyskanych na
podstawie modeli GARCH. Schwert (1990), Engle i Mustafa (1992) oraz La-
moureux i Lastrapes (1993) podaja przyktady procesow, dla ktorych zjawiska
szokowe majg mniej trwaty wplyw na wariancje niz wynikatoby to z oszaco-
wanego modelu, w ktorym suma parametrow o, i 3, jest bliska jednosci.

Modelem, ktory jest najczgséciej stosowany do opisu dlugiej pamieci’
w zmiennosci, jest model FIGARCH. Proces FIGARCH jest niestacjonarny
kowariancyjnie, poniewaz nie istnieje wariancja bezwarunkowa ¢,, jednakze
jest procesem S$cisle stacjonarnym. Trudno jest ustali¢ warunki istnienia do-
datniej wariancji warunkowej w ogdlnym modelu FIGARCH(p,d,q). Mozli-
we jest natomiast ustalenie restrykcji w przypadku modeli o niskich rzedach
p 1 q . Na przyklad dla modelu FIGARCH(],d,1) nastgpujace warunki wy-
prowadzone na podstawie rozwiniecia procesu w proces ARCH nieskonczo-
nego rzedu:

Bi—d<¢,<(2—d)/3, dlo—01-d)/2]<B (¢,~B+d), (129)

zapewniajg dodatnio$¢ warunkowej wariancji. Chung (1999) podaje inne wa-
runki zapewniajace rowniez istnienie dodatniej wariancji warunkowej:

0<p <f <d<l. (1.2.10)

° Pojecia krotkiej, dtugiej i sredniej pamigci zostaly zdefiniowane na przyktad w pracach
Brockwella i Davisa (1996) oraz Osiewalskiego (2001). Pojecie procesu z dluga pamigcig zde-
finiowano w podrozdziale 1.5.
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Zaden ze zbioréw dopuszczalnych wartoéci parametréw wynikajacych
z restrykcji (1.2.9) i (1.2.10) nie zawiera si¢ w drugim. Warunki (1.2.9)
1 (1.2.10) sa wystarczajace, ale niekonieczne, aby wariancja warunkowa byta
dodatnia.

Jezeli d =0, to proces FIGARCH jest procesem GARCH, natomiast dla
d =1 procesem IGARCH. Jednakze model FIGARCH(p,0,q) nie zawsze re-
dukuje si¢ do modelu GARCH(p,q). Jezeli proces GARCH jest kowariancyj-
nie stacjonarny, to wpltyw biezacej zmiennosci' na jej prognozowane warto-
$ci maleje do zera w tempie wyktadniczym (patrz np. formuta (3.2.28) i wplyw
prognozy h, ). W przypadku procesu IGARCH obecna zmienno$¢ ma nie-
skonczony wptyw na prognoze wariancji warunkowej (patrz formuta (3.2.29)).
Dla procesu FIGARCH wplyw ten maleje do zera znacznie wolniej niz w przy-
padku procesu GARCH, tzn. zgodnie z funkcja hiperboliczng. Nalezy jednak-
ze odrozni¢ wplyw biezacej zmienno$ci na prognozy zmienno$ci, od wpltywu
na rzeczywista zmiennos$¢ procesu (patrz: Ding i Granger, 1996). Mianowi-
cie funkcja autokorelacyjna dla ¢’ dla procesow GARCH i IGARCH wyga-
sa w tempie wyktadniczym, natomiast dla procesu FIGARCH wygasa w tem-
pie hiperbolicznym. Zatem w przypadku, gdy 0 < d <1, to proces FIGARCH
ma dluga pamie¢ w zmiennos$ci. Natomiast pomimo tego, ze wptyw biezacej
zmienno$ci na prognozy wariancji warunkowej jest dla procesu IGARCH nie-
skonczony, to proces ten charakteryzuje si¢ krotka pamigcia (dalsze wyjasnie-
nie tego zagadnienia mozna znalez¢ w pracy Davidsona, 2004).

Lamoureux i Lastrapes (1990) twierdza, ze dluga pamig¢ w zmiennos$ci
moze wynika¢ z bledu w specyfikacji rownania dla wariancji i jest nastgp-
stwem nieuwzglednienia w modelu zmian wariancji brzegowej. Wigcej na te-
mat zalezno$ci migdzy dtuga pamigcia a zmianami strukturalnymi mozna zna-
lez¢ w pracy Banerjee i Urga (2005).

W celu uwzglednienia dodatkowych informacji w rownaniu dla wariancji
warunkowej mozna zastosowa¢ model GARCH z dodatkowg zmienng objas-
niajaca. Jako J, , mozna przyjac procesy zachodzace w otoczeniu rynku (np.
procesy makroekonomiczne) lub bezposrednio zwigzane z rynkiem finanso-
wym, jak wielko$¢ obrotow czy tez zmienno$¢ innych aktywow. Sam model
GARCH pozwala jedynie opisa¢ zmienno$¢ warunkowej wariancji procesow
finansowych, bez wnikania w przyczyny tej zmienno$ci. Stosowanie mode-
li GARCH z dodatkowymi zmiennymi objasniajagcymi, pozwala odeprze¢ ten
najczesciej stawiany wobec modeli GARCH krytyczny zarzut. Wyjasnianie

10" Czesto zamiast o wptywie biezgcej zmiennosci, mowi sie rowniez o wplywie zjawisk
szokowych na prognozy zmiennosci.
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przyczyn zmiennosci jest rtowniez mozliwe na podstawie wielorownaniowych
modeli GARCH (patrz rozdziat 2).

1.3. ESTYMACJA PARAMETROW I TESTY DIAGNOSTYCZNE
1.3.1. ESTYMACJA PARAMETROW ZA POMOCA MNW

Najczgsciej stosowanymi metodami estymacji parametrow modeli
GARCH sa: metoda najwigkszej wiarygodnos$ci oraz metoda quasi-najwigk-
szej wiarygodnos$ci. Wynika to z faktu, Ze estymacja parametrow za pomo-
ca obu metod jest stosunkowo prosta. Obie metody byly réwniez stosowane
w niniejszej pracy. Zatézmy, ze y, jest realizacja procesu stochastycznego, dla
ktorego warunkowa warto$¢ oczekiwana oraz warunkowa wariancja sg row-
ne odpowiednio (,(8,) i %,(8,), gdzie 8, oznacza wektor prawdziwych parame-
trow dla warunkowej wartosci oczekiwanej i wariancji. Logarytm naturalny
funkcji wiarygodnosci dla proby zawierajacej T obserwacji (,,V,,...,V;) ma
postac'!:

L)=)_1(), (13.1)

gdzie ¢'=(0',n") oznacza wektor zawierajacy nieznane parametry dla warunko-
wej wartosci oczekiwanej 1 wariancji — ' oraz parametry funkcji ggstosci roz-
ktadu prawdopodobienstwa — g(z,;n) dla z,(0) =¢,(0) / \/m , €(0)=y, — 1 (0).
Logarytm naturalny czynnika funkcji wiarygodnosci odpowiadajacego ¢ -tej
obserwacji — /,(c) dany jest wzorem:

1(g)=1In{g[z,(0);n]} —0,5In[,0)] dlar=12,..,T. (1.3.2)
Zastosowanie powyzszych formut wymaga przyjecia okreslonej postaci
funkcji gestosci g(z,(8);n) w rownaniu (1.3.2). Dla rozktadu normalnego row-

nanie (1.3.2) przyjmuje nastgpujaca postac:

1) = 1n(27r)’% L= OF 1 ), (1.3.3)

' W zastosowaniach empirycznych funkcje wiarygodnosci buduje sie¢ warunkujac ja
wzgledem poczatkowych wartoséci oraz parametrow zakldcajacych (np. poczatkowe wartosci
wariancji warunkowej). Pod warunkiem spelnienia odpowiednich warunkéw stacjonarnosci,
nie wptywa to na asymptotyczny rozktad MNW.
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Poniewaz rozktad normalny jest jednoznacznie okreslony przez dwa
pierwsze momenty, dlatego w funkcji wiarygodnos$ci znajduja si¢ wylacznie
parametry dla warunkowej wartosci oczekiwanej i wariancji, a zatem ¢=9.
Estymacja MNW sprowadza si¢ do maksymalizacji funkcji (1.3.1)'2. Warto$ci
pochodnych czastkowych wykorzystywane w procesie estymacji sg na ogot
przyblizane za pomocg metod numerycznych. Mozna zastosowa¢ na przyktad
algorytmy BHHH, Marquardta (opierajace si¢ na pochodnych czastkowych
pierwszego rzedu) lub Newtona-Raphsona czy Goldfelda-Quandta (opiera-
jace si¢ na pochodnych czastkowych pierwszego i drugiego rzedu). Alterna-
tywnie pochodne czastkowe moga by¢ wyznaczone analitycznie, co zwiek-
sza doktadnos$¢ szacunku i przyspiesza estymacje (patrz Fiorentini, Calzolari
i Panattoni, 1996; McCullough i Vinod, 1999). Przy warunkowej normalnosci
procesow ARCH(g), jak i GARCH(1,1) udowodniono, w pewnych szczeg6l-
nych przypadkach, zgodnos$¢ i asymptotyczng normalno$¢ estymatora MNW
(patrz Weiss, 1986; Lumsdaine, 1995). Niestety, w przypadku wigkszosci pro-
cesow finansowych, zatozenie o normalnosci z, nie jest spetnione. Straumann
(2005) udowadnia zgodno$¢ i asymptotyczng normalnos$¢ estymatorow MNW

przy ogélnych zatozeniach. Niech X, oznacza stacjonarny proces GARCH

(p,q) oraz z, spetnia nastgpujacy warunek z, [ID~k, (x)dx, gdzie {k, |q ey
gesto$¢ Lebesgue’a (ang. Lebesgue density) spetnia f xk,(x)dx =0 oraz
f x’k, Z(X)dx=1 dla wszystkich . Zbior zwarty K C (0,00)x[0,00)* x B
zawiera 0, oraz spetniony jest dla 6, warunek:
(a,,37)=(0,0), ag >0, istnieje i > 0, takie ze o > 0 oraz wielomiany
(D)= L+asl +..+all’ i1-°(L)=1-3/L— 5L —..— BL”
nie maja wspolnych plerw1astkow a L oznacza operator przesunie;cia
(Le, =¢,,), gdzie 0)=(af,q,...,a0, B ,.... ) 0znacza wektor prawdzi-
wych parametrow.
Zatbzmy, ze klasa funkcji ggstosci D = {k, | n €V} spelnia warunki regularno-
Sci:
Al) Gestosci k, sa dodatnie, tj. dla kazdego m i x€R speiony jest
warunek £, (x)>0 .
A2) Odwzorowanie RxV — (0,00): (x,n) k,(x) jest ciagte.
A3) Jezeli k”(x) = k”,(x) dla kazdego x€ R ,ton=1q".

'> Wariancja warunkowa h () jest wyznaczana rekurencyjnie.
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Spetnione sa rowniez wlasnosci:

Bl) Gestos¢ &, spetnia E‘logk (zy)| < o0.

B2) D jest tak okreslone, ze n~ HL , —0dla T— o0, gdzie IH

oznacza norme euklidesowa Wektora fub macierzy.

Woéwczas estymator MNW parametrow ¢, jest zgodny. Zaktadajgc nieco
szerszg klas¢ modelu z warunkowo heteroskedastyczng wariancjg oraz spel-
nienie dodatkowych, znacznie bardziej ztozonych, szeSciu warunkéw regu-
larnosci, Straumann (2005) udowodnit asymptotyczng normalno$¢ estymato-
ra MNW parametrow &, tj. \/T(ér —g,)— N(0,F,") dla T — oo. Macierz F,
dana jest formula:

_ A97(s)
F,=— \8g ] (1.3.4)

gdzie ] () = logs(8) + logk, (s(8).X,). s(8) = (,(8))™"”.
Czes¢ z tych warunkow jest stosunkowo trudna do weryfikacji dla ogdlnych
parametryzacji modeli GARCH.

Bollerslev i Wooldridge (1992) zaproponowali, aby do estymacji para-
metréw modeli GARCH stosowa¢ metod¢ quasi-najwigkszej wiarygodnosci.
Idea wnioskowania na podstawie estymacji quasi-MNW jest wykorzystanie
estymatora MNW parametrow w sytuacji, gdy funkcja wiarygodnosci jest bu-
dowana na bazie gestosci rozktadu normalnego, a nie ggstosci wynikajacych
z zalozen o typie rozkladu zmiennej z,. Metoda ta sprowadza si¢ w istocie
do wykorzystania MNW przy falszywym zatozeniu warunkowej normalno-
sci (w kontekscie modeli GARCH). Jednakze nawet jezeli rozktad z, nie jest
normalny, to estymator quasi-MNW parametrow 6, otrzymany na podstawie
logarytmu funkcji wiarygodnosci dla modelu GARCH o warunkowym roz-
ktadzie normalnym jest zgodny i asymptotycznie normalny, pod warunkiem
spetnienia podstawowych warunkow regularnosci. Warto podkresli¢, ze po-
wyzsze wlasno$ci estymatora quasi-MNW byly w kolejnych latach dowodzo-
ne przy coraz mniej restrykcyjnych zatozeniach (patrz Elie i Jeantheau, 1995;
Boussama, 2000; Berkes, Horvath i Kokoszka, 2003 oraz Straumann, 2005).
Ponizej podano warunki, na podstawie ktorych Straumann (2005) udowodnit
zgodnos¢ estymatora quasi-MNW dla stacjonarnego procesu GARCH(p,q):

C1) Rozklad z, nie jest skoncentrowany w dwoch punktach.

C2) (ay.B3,)=(0,0), ag >0, istnieje i>0, takie Ze o >0 oraz wie-
lomiany o’(L)=a/L+a5L* +..+a L’ i 1-3°(L)=1-5/L—
-3 —...— ,L” nie maja wspolnych pierwiastkow, a L oznacza
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operator przesunigeia (L'e, =€, ), gdzie 0;= (o, ..., 37 5.... 8;)
oznacza wektor prawdziwych parametrow.

Asymptotyczna normalno$¢ estymatoréw quasi-MNW dla stacjonarnego
procesu GARCH(p,q) zostala udowodniona przy zalozeniu spetnienia pew-
nych warunkéw regularnosci oraz istnienia skonczonych momentoéw czwarte-
gorzedu, tzn. E£(z') < oo (patrz Berkes, Horvath i Kokoszka, 2003). Koniecz-
ne warunki regularnosci, poza wymienionymi wyzej zalozeniami niezbednymi
do zgodnosci estymatorow quasi-MNW to (patrz Straumann, 2005):

C3) Wektor prawdziwych parametrow 0, lezy we wnetrzu zbioru K.

C4) Istnieje p > 0 takie ze P(|zo| <t)=o(t"), gdy ¢ zbiega do zera,
gdzie zbior zwarty K spelmia K C(0,00)x[0,00)? x B, natomiast

P
B=1(8,,...5,)' €[0,1)" ‘Zﬁj <1t. Warunek C3 wyklucza sytuacje, w kto-
j=1

rej 0, lezy na granicy zbioru dopuszczalnych parametréw stacjonarnego
modelu GARCH. Warunek C4 natomiast zapobiega zbyt duzej koncentra-
cji rozktadu |zO| wokot zera. Asymptotyczna normalnos¢ estymatorow byta
juz wezesniej udowodniona, ale tylko dla szczegodlnych przypadkéw mode-
lu GARCH (patrz Lee i Hansen, 1994; Lumsdaine, 1996). Straumann (2005)
udowodnil zgodno$¢ i asymptotyczng normalno$¢ estymatorow quasi-MNW
dla niektérych uogoélnien procesu GARCH.

Oceny parametrow 0 uzyskane na podstawie metody quasi-MNW nie
r6znig si¢ od ocen uzyskanych za pomocg metody MNW, roznice wystepuja
natomiast w sposobie okre$lania §rednich btgdéw szacunku. Niech &, ozna-
cza wektor parametréw maksymalizujacych gaussowska funkcje¢ wiarygodno-
$ci, a g, oznacza wektor prawdziwych parametrow. Asymptotyczne wlasnosci
MNW mowia, ze réznica miedzy ocenami parametroOw a rzeczywistymi para-
metrami pomnozona przez pierwiastek z liczby obserwacji ma, przy wielkosci
proby zmierzajacej do nieskonczonosci, rozktad normalny o wartosci $redniej
rownej zero i macierzy kowariancji K rownej odwrotnosci macierzy informa-
cji, tj. NG Sy —¢,) — N(0,K) dla T — oo . Macierz informacji F, definiuje si¢
jako warto$¢ oczekiwang macierzy drugich pochodnych czastkowych funk-
cji wiarygodnosci, wzietg ze znakiem minus (por. formuta (1.3.4)) i moze by¢
ona oszacowana w nastgpujacy sposob:

NN R R A (D)
F,G,)= T,Z[—agag ] (1.3.5)
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W przypadku quasi-MNW macierz kowariancji K musi by¢ nastgpujaco zmo-
dyfikowana (patrz Bollerslev i Wooldridge, 1992):

K=F,'GJF,", (1.3.6)

gdzie G, oznacza warto$¢ oczekiwang iloczynu gradientéw funkcji wiary-
godnosci.

Macierz kowariancji moze by¢ oszacowana, przyjmujac w miejsce F, estyma-
tor (1.3.5) oraz w miejsce G, estymator:

T

R 1
G,(S) = _Z
=

(1.3.7)

AN EAD)
g o )|

Dla stacjonarnego procesu GARCH (p,q), jezeli spelnione sg przedstawione
powyzej warunki C1-C4 oraz E(z)') < oo, wéwczas estymator quasi-MNW
parametrow éT jest asymptotycznie normalny (patrz Straumann, 2005), tj.

JT (0, —8,)— N(O,F,'G,F,") dla T — oo, (1.3.8)

gdzie macierze F, i G, o wymiarach (p+¢g+1)x(p+q+1) dane s3 for-
mutami:

2
0 __mcm (1.3.9)
G, - E(z} —I)E[%[é’ho(ﬂo)] ’ 3%(90)]. (1.3.10)
4 o, 00 00

Zgodnymi estymatorami macierzy F, i G, sa odpowiednio FO(éT) i GO(ﬁT)
dane formutami (1.3.5) 1 (1.3.7). Estymatory te mozna wykorzysta¢ do szaco-
wania macierzy kowariancji i $rednich bledéw szacunku.

W pewnych sytuacjach wskazane jest jednak zastosowanie modeli
GARCH o warunkowym rozktadzie, ktory lepiej opisuje rzeczywiste stopy
zwrotu. Na przyktad, jezeli celem jest uzyskanie prognoz gestosci predyk-
tywnych (patrz Diebold, Gunther i Tay, 1998) lub wykorzystanie modelu do
estymacji VaR, to pozadane jest ztagodzenie zatozenia o warunkowej nor-
malnosci i zastosowanie rozkladu majacego grubsze ogony. Logarytm funk-
cji wiarygodnosci dla procesu GARCH o warunkowym rozktadzie t-Studen-
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ta przyjmuje postac:

+1 1
L@=T jnr [“F|-ar (4] -1 <7r(1/—2))}
_l - [yt*/h(ﬁ)]z
> le Inh, +(+1ln 1+—ht w2 ] (1.3.11)

gdzie I" oznacza funkcje gamma, v > 2, a n w tym przypadku jest rowne v.
Jest to funkcja prawie stata dla duzych v, co moze powodowac problemy pod-
czas estymacji. Straumann (2005) rozszerzajac warunki regularnosci dowo-
dzi, ze estymatory MNW s3 zgodne i asymptotycznie normalne, jezeli z, ma
rozktad t-Studenta. Jezeli jednak zatozenie o rozkladzie okaze si¢ btedne, to
estymatory nie sg zgodne. Ponizej podano odpowiednie warunki regularnosci.
Niech X, oznacza stacjonarny proces GARCH (p,q), gdzie zmienna z, ma
standaryzowany rozktad t-Studenta o wariancji rownej jeden, a zbior zwarty
K C(0,00)x[0,00)? x B (lub odpowiednio K C (0,00) x[0,00)? x Bx[—1,1])
zawiera 0, oraz spelniony jest warunek C2 dla 0, (opisany wyzej dla esty-
matora quasi-MNW). Jezeli zbior zwarty V' zawiera v,, wowczas estymator
MNW parametrow ¢, jest zgodny. Nieco inne zatozenia sa konieczne do udo-
wodnienia asymptotycznej normalnosci. Niech X, oznacza stacjonarny proces
GARCH(p,q) z z,1ID~t, , zbior zwarty K spetnia K C (0,00)x[0,00)? x B,

vy?

J=1

P
gdzie B:{(ﬁl,...,ﬁp)’E[O,l)p‘Zﬂj <1} oraz spetlnione s3 warunki C2

i C3 (przedstawione powyzej dla estymatora quasi MNW). Ponadto niech
V C(2,00) oraz v, €V, wowczas estymator MNW parametrow &, jest
asymptotycznie normalny, tj. /7' &, —¢,)— N(O,F,") dla T — oo, gdzie ma-
cierz F, jest dana formutg (1.3.4).

Dla rozktadu GED logarytm funkcji wiarygodnosci jest rowny:

L©=Y ln[g]—éy;hﬂ‘ (4 n)
—lnl“[l]—lln(ht) . (1.3.12)
v) 2

Mozliwe sg roéwniez inne specyfikacje rozktadu warunkowego (patrz podroz-
dziat 1.2).
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Alternatywne podej$cie polega na zastosowaniu semiparametrycznych
metod estymacji (patrz Engle i Gonzalez-Rivera, 1991; Drost i Klaassen,
1997). W pierwszej kolejnosci estymowane sg parametry modelu za pomocg
metody quasi-MNW. Oszacowane na podstawie otrzymanego modelu reszty
sa wykorzystywane w drugim kroku do estymacji nieparametrycznej funkcji
2(.). Nastepnie parametry modelu GARCH sa szacowane z zastosowaniem
g(.) w celu okreslenia funkcji wiarygodnosci.

Na podstawie przedstawionych powyzej formut na funkcje wiarygodno-
$ci estymacja parametrow warunkowej warto$ci oczekiwanej i warunkowe;j
wariancji odbywa si¢ jednoczes$nie. Parametry rownania dla warunkowe;j
warto$ci oczekiwanej moga by¢ roéwniez szacowane oddzielnie, bez estymacji
parametrow warunkowej wariancji. Nie dotyczy to modelu GARCH-M, dla
ktérego macierz informacji nie jest macierza blokowo-diagonalng ze wzgledu
na parametry w warunkowej wartosci oczekiwanej i w wariancji. Przy tacz-
nym szacowaniu parametréw dla warunkowych wartosci oczekiwanych i wa-
runkowej macierzy kowariancji estymatory sa jednakze efektywniejsze. Za-
16zmy, Ze srednia procesu jest opisana za pomocg modelu regresji liniowej:

y,=x"&+¢, &l ~N(@Oh), (1.3.13)
9 P

h=a,+> e, +> Bh, (1.3.14)
i=1 j=1

gdzie x, jest wektorem zmiennych objasniajacych o wymiarach k x1, kto-
ry moze réwniez zawiera¢ opdznione zmienne endogeniczne, & jest wekto-
rem parametrow o wymiarach k x 1, parametry modelu GARCH zapewniaja
dodatnio$¢ warunkowej wariancji i kowariancyjng stacjonarno$¢. Estymato-
ry parametrow & uzyskane metodg najmniejszych kwadratow sg zgodne pod
warunkiem, ze zmienne objasniajace s3 nieskorelowane z «,. Jezeli x, za-
wiera opoznione zmienne endogeniczne, wowczas kwadraty opdznionych
zmiennych endogenicznych sg skorelowane z €’ i w konsekwencji estymato-
ry Srednich btedow szacunku nie s3 zgodne (Engle, 1982). Jezeli x, nie zawie-
ra opoznionych zmiennych endogenicznych, procesy sa stacjonarne i spetnio-
ne sg zatozenia twierdzenia Gaussa-Markowa, to estymatory parametrow &,
uzyskane metoda najmniejszych kwadratow, sa zgodne i najefektywniejsze
w klasie estymatorow liniowych. Estymatory $rednich bledéw szacunku sa
wowczas nieobcigzone i zgodne. Jednakze efektywniejsze estymatory para-

" Wystarczy w miejsce p(8) wstawi¢ odpowiednie formuty dla warunkowej wartosci
oczekiwane;j.
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metrow & mozna uzyskac stosujac metode najwiekszej wiarygodnosci i sza-
cujac tacznie parametry w rownaniu dla warunkowej wartosci oczekiwanej
1 wariancji. Strata efektywnos$ci, wynikajaca z zastosowania klasycznej meto-
dy najmniejszych kwadratow, moze by¢ stosunkowo duza.

Jezeli wariancja warunkowa #, jest symetryczng funkcja ¢,, (dla i =
0,1,..., g), to macierz informacji jest macierza blokowo-diagonalng ze wzgle-
du na parametry warunkowej wartosci oczekiwanej i wariancji. Zatem dla
modelu ARCH lub modelu GARCH parametry w rownaniu dla warunkowej
wariancji mogg by¢ oszacowane na podstawie reszt z rGwnania dla warunko-
wej wartosci oczekiwanej, estymowanego za pomocag MNK. Estymatory pa-
rametrow w rownaniu dla warunkowej wariancji sa wowczas asymptotycznie
efektywne, o ile estymatory parametréw w réwnaniu dla warunkowej warto-
$ci oczekiwanej byty zgodne (Engle, 1982; Bollerslev, 1986). Jednakze strata
asymptotycznej efektywnosci estymatoréw parametréw w réwnaniu dla wa-
runkowej warto$ci oczekiwanej moze by¢ stosunkowo duza. Z tego wzgledu
zaleca si¢, aby estymacji dokonywac jednocze$nie dla obu réwnan. Parametry
nieliniowych modeli GARCH oraz modelu GARCH-M powinny by¢ szaco-
wane jednocze$nie dla warunkowej warto$ci oczekiwanej 1 wariancji.

Im bardziej skomplikowana jest posta¢ rownania dla wariancji, tym uzy-
skane wyniki sg na 0go6t bardziej wrazliwe na wybor warto$ci poczatkowych
czy precyzje obliczen (patrz Pierre, 1998). Przy bardzo ztozonych specyfika-
cjach modeli, estymacja parametréw moze by¢ trudna i czasochtonna. Cza-
sami funkcja wiarygodnosci jest ptaska wokol maksimum lub procedura
estymacyjna jest wrazliwa na przyjete wartosci startowe. W celu utatwienia
estymacji parametréw mozna przeskalowac dane, dzigki czemu szybciej osia-
gana jest zbiezno$¢, bez koniecznos$ci posiadania ,,dobrych” wartosci starto-
wych. Ogromnie pomocne moze by¢ badanie funkcji wiarygodnos$ci poprzez
losowe przeszukiwanie przestrzeni parametrow.

Osobnym problemem jest ustalenie dlugosci szeregéw wykorzystywa-
nych do estymacji parametrow. Jezeli struktura modelu jest stabilna, to naj-
lepszym rozwigzaniem jest stosowanie najdluzszych szeregow, jakimi dys-
ponujemy. W przypadku braku stabilnosci struktury modelu, na przyktad
zmiennos$ci parametrow w czasie, lepiej jest stosowaé krotsze szeregi. Wyni-
ki badan empirycznych sg zréznicowane i nie wskazuja jednoznacznie a prio-
ri zadnego z powyzszych podejs¢.

Modele GARCH moga by¢ réwniez szacowane za pomocg innych me-
tod, np. za pomocg metod bayesowskich (patrz np. Osiewalski, 2001; Pipien,
2006), metody momentéw lub metod semiparametrycznych i nieparametrycz-
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nych. Wnioskowanie bayesowskie moze dostarczy¢ teoretycznie spdjnego
kryterium estymacji, nie odnoszac si¢ do wlasnosci asymptotycznych.

Obecnie wiele pakietéw ekonometrycznych i statystycznych umozliwia
estymacje parametrow podstawowych postaci jednoréwnaniowych mode-
li GARCH, np.: Eviews, PcGive, Limdep, Microfit, RATS, SAS, SHAZAM
1 TSP. W jezykach programowania Gauss, Matlab, S-PLUS i Ox dostepne sa
naktadki, pozwalajace na estymacje podstawowych i bardziej zaawansowanych
specyfikacji modeli. Przewaga jezykow programowania polega na stosunkowo
fatwej mozliwosci estymacji wtasnych modyfikacji modeli. Parametry wszyst-
kich modeli stosowanych w badaniach w niniejszej pracy byly estymowane
w Gaussie z wykorzystaniem kodoéw zrédlowych napisanych przez autora.

1.3.2. TESTY DIAGNOSTYCZNE I WYBOR MODELU

Tse (2002) dzieli testy diagnostyczne dla warunkowo heteroskedastycz-
nych modeli na trzy kategorie: statystyki taczne (ang. portmanteau statistics),
testy mnoznika Lagrange’a oraz testy oparte na resztach modelu. Ponizej
przedstawiono krotka charakterystyke tych kategorii testow. Testy na wyste-
powanie efektu ARCH zostaly omowione ponizej oddzielnie, natomiast testy
wykorzystywane w okreslonych zastosowaniach finansowych przedstawiono
w dalszych rozdziatach pracy. Statystyki taczne to testy typu Boxa, Pierce’a
i Ljunga. Sg one powszechnie stosowane jako testy wystgpowania efektu
ARCH. Gltowna zaleta testéw LM wynika z faktu, ze do podj¢cia decyzji wy-
starczajaca jest estymacja modelu z restrykcjami, tj. odpowiadajacego hipote-
zie zerowej. Najbardziej znanym testem LM w odniesieniu do modeli hetero-
skedastycznych jest test Engle’a (1982) na wystepowanie efektu ARCH.

Testy oparte na resztach modelu polegaja na badaniu istotno$ci parame-
tr6w w rownaniu regresji kwadratow standaryzowanych reszt wzgledem okre-
slonych zmiennych objasniajacych. Niestety klasyczne metody wnioskowa-
nia nie majg tutaj zastosowania, poniewaz zmienne objasniajace zaleza od
oszacowanych wcze$niej parametrow modelu. Tse (2002) proponuje estyma-
cj¢ nastgpujacego rOwnania regresji:

22-1=d'6 +g, (1.3.15)

s oA A2 A : (2 2 2 ' 7
gdzie Z, =€,/ h'", d, jest szacunkiem d, = (z;_,,z; ,,....,Z,_,,)", 0 jest wekto-

rem parametrow o wymiarach M x1.
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Jako zmienne objasniajace mogg byc wybrane inne zmienne, w zalezno$ci od
celu konkretnej analizy. Jezeli & (estymator MNK) i 6, (estymator MNW)
majg asymptotyczny rozktad normalny, 0, jest asymptotycznle efektywne,
szacunki MNW parametrow 9 spetniaja warunek JT (6 70, —0)— N(0,K) oraz
przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, zakladajacej prawidlowa spe-
cyfikacje rownan dla warunkowej wartosci oczekiwanej i wariancji, statystyka
76'LQ 'L 6 ma asymptotyczny rozktad x* o M stopniach swobody, gdzie

T
L :plim[%zdtd't], (1.3.16)
t=1
Q=E{(z; -1)’}L-QKQ/, (1.3.17)
0z,
1.3.18
Q= phm[ Zd 89'] ( )

Oczywiscie w powyzszych formutach odpowiednie elementy sa szaco-
wane na podstawie proby. Zaletg testow opartych na resztach modelu jest
mozliwos$¢ koncentracji na wybranych, prawdopodobnych przyczynach bted-
nej specyfikacji modelu.

Zupekhie inne podejscie do badania jakosci modelu polega na sprawdze-
niu og6lnej adekwatno$ci modelu, to jest zgodnos$ci zakladanej i ,,prawdziwe;j”
funkcji gestosci, czyli f (y,|9,1],¢,,1) i p(yt|90,n0,1/)t71) (dla wszystkich 7).
Diebold, Gunther i Tay (1998) proponuja procedure bazujaca na koncepcji ge-
stosci predyktywnych.

W wicekszosci testow zaklada sie warunkowa normalno$¢. Wrazliwo$¢
poszczegblnych testow na odstepstwa od normalnosci rozkladu jest rozna.
Niektore testy sg niewrazliwe na wystepowanie rozkladow asymetrycznych
o grubych ogonach, natomiast wrazliwo$¢ innych testow zalezy od sity asy-
metrii oraz grubo$ci ogonow rozktadow.

Testy na wystepowanie efektu ARCH

Jeden z najbardziej popularnych testow na wystepowanie efektu ARCH
zostal zaproponowany przez Engle’a (1982). Hipoteza zerowa zaklada, ze pa-
rametry o,,q,,...,a, modelu ARCH (tabela 1.1) sa rowne zeru, czyli nie wy-
stepuje efekt ARCH:

H:ogq=a,=.=qa =0,

H: 3 a,=0. (1.3.19)
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Hipoteza alternatywna oznacza, ze sktadnik losowy ¢, ma zmienng wariancje
warunkowa. Decyzje podejmuje sie na podstawie statystyki LM = TR?, gdzie
R* jest wspdtczynnikiem determinacji rownania regresji, oszacowanego me-
toda najmniejszych kwadratow:

& =aq, —i—iaiéii +¢&, (1.3.20)
i=1
€, 53 za$ resztami otrzymanymi z rownania dla warunkowej wartosci oczeki-
wanej &, =r, — [i,.
Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka TR*> ma rozklad
asymptotycznie zbiezny do rozkladu x” o ¢ stopniach swobody. W przypadku
testowania reszt z modelu uwzgledniajgcego zmienng wariancj¢ warunkowg
zamiast £, podstawia si¢ warunkowo standaryzowane reszty, czyli z, =¢, / fz,” ?
W takiej sytuacji test ma na celu wykrycie blednej specyfikacji wariancji wa-
runkowe;j. Test na wystgpowanie sktadnika GARCH(1,1) jest numerycznie
identyczny do testu LM na wystgpowanie efektu ARCH (Lee, 1991). Zatem
test nie pozwala rozstrzygna¢, czy powinien by¢ zastosowany model ARCH,
czy GARCH.

Obok testu LM Engle’a najbardziej popularnym testem na wystgpowanie
efektu ARCH jest test Ljunga-Boxa (LB) zastosowany dla kwadratow reszt
z réwnania dla warunkowej wartos$ci oczekiwanej lub warunkowo standa-
ryzowanych reszt dla modelu uwzgledniajacego zmienng wariancj¢ warun-
kowa'. Li i Mak (1994) pokazuja jednakze, ze jezeli test jest stosowany na
podstawie kwadratéw reszt z modelu, w ktérym opisano zmienng wariancje
warunkows, to statystyka nie ma asymptotycznego rozktadu y’. Autorzy wy-
prowadzaja takze asymptotyczny rozktad statystyki.

Powstato wiele alternatywnych testow efektu ARCH. Ponizej wspomnia-
no o kilku wybranych. Lee i King (1993) oraz Demos i Sentana (1998) za-
proponowali testy z jednostronnym obszarem krytycznym. Lee i King (1993)
przedstawiajg test oparty na pochodnych czastkowych logarytmu funkcji wia-
rygodnosci (ang. score test), Demos i Sentana (1998) natomiast stosujg wer-
sje testu LM. Oba testy sa mocniejsze od testow LM i LB, z tym ze dla duzych
warto$ci opoznienia ¢ rdznica nie jest znaczaca. Linton i Steigerwald (2000)
wyprowadzaja semiparametryczny test efektu ARCH, bez zalozenia o warun-
kowej normalnos$ci. Statystyke taczng wykorzystujaca funkcje gestosci spek-
tralnej przedstawili Hong 1 Shehadeh (1999). Warto$¢ ¢ moze by¢ ustalona

14 Patrz McLeod i Li (1983).
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na podstawie analizy danych. Jezeli warto$¢ opdznienia ¢ jest duza, to dzigki
nadaniu wigkszych wag ostatnim informacjom test moze mie¢ wicksza moc
od przedstawionych wczesnie;j.

Wybér postaci modelu

Wazng role przy wyborze postaci modelu GARCH pelnig omdéwione po-
wyzej testy diagnostyczne. Z jednej strony pozwalaja wyeliminowaé z roz-
wazan pewne postacie modelu (czesto bez ich estymacji), z drugiej dokonad
oceny poprawnosci przyjetych specyfikacji. Niezaleznie od przyjetego kryte-
rium wyboru modelu testy diagnostyczne powinny by¢ przeprowadzane row-
nolegle.

Nie istnieje uniwersalne kryterium wyboru postaci modelu GARCH. Za-
zwyczaj im model jest bardziej ztozony, tym wigksza jest wartos¢ funkcji
wiarygodnosci, czyli dopasowanie modelu do danych jest lepsze. Jednak-
ze estymacja wickszej liczby parametrow jest zwigzana z wigkszymi btgda-
mi. Dlatego szuka si¢ kompromisu miedzy liczbg parametréw wystepujacych
w modelu a wartoscig funkcji wiarygodnosci. Wyboru oszczednie sparame-
tryzowanej postaci modelu GARCH dokonuje si¢ czesto na podstawie kry-
teriow informacyjnych, na przyktad kryterium Akaike’a (AIC) lub kryterium
Schwarza (SIC), obliczanych wedlug nastepujacych formut:

AIC(q)=—-2L, +2q, (13.21)
SIC(q)=—2L, +¢qIn(T), (1.3.22)

gdzie g oznacza liczb¢ parametréw w modelu, L, to logarytm naturalny funk-
cji wiarygodnosci, a T — liczba obserwacji. Sposrod réznych postaci modelu
wybiera si¢ te, dla ktorej wartos¢ kryterium informacyjnego jest najmniejsza.
Kryteria informacyjne s powszechnie stosowane w analizach empirycznych,
jednakze nalezy pamigtaé, ze ich wlasnosci statystyczne nie sg znane w kon-
teks$cie modeli GARCH (patrz Bollerslev, Engle i Nelson, 1994).

W przypadku modeli zagniezdzonych wyboru réznych postaci modelu
mozna dokona¢ za pomoca testu ilorazu wiarygodnosci LR:

LR =—2(L,, —L,,), (1.3.23)

gdzie L, 1 L,, to logarytmy naturalne funkcji wiarygodnosci dla modelu, od-
powiednio z restrykcjami i bez restrykcji. Statystyka LR ma asymptotyczny
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rozktad X’ o k stopniach swobody ( k oznacza liczbe parametréw, dla ktérych
natozono restrykcje). Niestety w przypadku procesow GARCH zalozenie do-
tyczace asymptotycznego rozktadu LR moze nie by¢ spetnione z uwagi na od-
stepstwa od rozktadu normalnego.

Wyboru migdzy niektorymi postaciami modelu GARCH mozna dokonaé
na podstawie ogolnych postaci modelu GARCH, na przyktad asymetryczne-
go potggowego modelu GARCH (APARCH, patrz Ding, Granger i Engle,
1993) lub rozszerzonych postaci modeli GARCH, obejmujacych jako szcze-
gblne przypadki inne specyfikacje. W tym przypadku wystarczy testowac re-
strykcje prowadzace do prostszych specyfikacji modelu. Wybor taki nie bie-
rze jednakze pod uwage oszczgdno$ci parametryzacji lub jej braku (dotyczy
to w szczegblnosci testu LR).

Do selekcji modeli mozna zastosowa¢ wybrane funkcje uzyteczno$ci
(patrz np. Bond i Satchell, 2006). Wyboru postaci modelu mozna rowniez do-
kona¢ na podstawie miar doktadnos$ci prognoz zmiennos$ci przedstawionych
w punkcie 3.2.3 lub innych kryteriow, ktore mozna wykorzystaé tylko w $ci-
$le okreslonych zastosowaniach. A zatem wybor modelu moze by¢ uzalez-
niony od celu badania. Na przyktad wybor modelu na podstawie analizy licz-
by przekroczen wartosci zagrozonej, szacowanych z wykorzystaniem ré6znych
postaci modelu GARCH. Moga to by¢ réwniez kryteria czysto ekonomiczne,
jak np. zyskowno$¢ okreslonej strategii inwestycyjne;j.

W przypadku modeli jednorownaniowych mozna bardzo czgsto wskazac¢
postacie, ktore beda prawdopodobnie lepiej opisywaty okreslone wtasnosci fi-
nansowych szeregéw czasowych. Liczba réznych modyfikacji modelu GARCH
jest tak duza's, Ze znalezienie modelu, ktory najlepiej opisuje badany szereg
czasowy, jest zadaniem bardzo trudnym, a w wielu zastosowaniach praktycz-
nych niecelowym. Wydaje si¢, ze wystarczajacym rozwigzaniem jest okresle-
nie priorytetowych wlasno$ci procesu, a nastepnie analizowanie wybranych po-
staci modeli GARCH, ktore pozwalaja uwzgledni¢ okres$lone charakterystyki
w badaniu. Na przyktad, jezeli szacuje si¢ VaR na podstawie modelu GARCH,
to bardzo wazne jest, aby model dobrze opisywat ogony rozktadow stop zwro-
tu. W tym przypadku nalezatoby zwrdci¢ szczegdlng uwage na postacie modeli,
ktére pozwalajg wyjasni¢ grube ogony rozktadéw brzegowych stop zwrotu.

W kolejnych rozdziatach pracy pokazano, ze mozna na podstawie analizy
wewnatrz proby dla tej samej miary, na podstawie ktorej dokonuje si¢ oceny

15 Rozne specyfikacje modelu moga dodatkowo wystepowaé w rdéznych kombinacjach,
np. model FIAPARCH jako potaczenie modeli FIGARCH i APARCH albo IGARCH-M jako
potaczenie modeli IGARCH i GARCH-M.
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poza proba, wskazaé postacie modeli, jakie beda prawdopodobnie lepiej za-
chowywaty si¢ w wybranych aplikacjach. Takie badanie wewnatrz proby ma
wicksze szanse na wybdr najlepszych parametryzacji niz analiza statystycz-
nych wlasnosci szeregdw czasowych i kryteriow informacyjnych.

1.4. MIEJSCE I ROLA MODELI GARCH W NAUKACH
EKONOMICZNYCH

Jednym z podstawowych zastosowan modeli GARCH jest modelowanie
i prognozowanie zmiennosci. Zmienno$¢ odgrywa bardzo wazna rolg w wie-
lu zagadnieniach finansowych i makroekonomicznych. Nalezy podkresli¢, ze
zmienno$¢ jest juz nie tylko miarg niepewnosci, istotng dla wielu analiz finan-
sowych, ale moze by¢ traktowana jako nowe aktywo finansowe (patrz Nel-
ken, 2007). Powstaty nowe instrumenty finansowe oparte na zmiennosci, np.
notowane na Chicago Board of Options Exchange indeksy zmiennosci: VIX,
VXD, VXN, kontrakty futures na VIX, VXD, VXN, opcje na VIX, notowa-
ne na rynku pozagietdowym swapy zmiennos$ci i kowariancji oparte na ro6z-
nych miarach zmienno$ci zrealizowanej. Wprowadzenie takich instrumen-
tow otwiera nowe mozliwosci inwestycji i analizowania ryzyka. Pojawiaja si¢
dzicki temu nowe efektywniejsze sposoby zabezpieczania portfela inwestycji
(patrz np. Whaley, 1993), a spekulacja oczekiwang zmienno$cig cen staje si¢
latwiejsza. Strategie inwestycyjne opierajace si¢ na zmiennos$ci byly mozliwe
juz znacznie wczesniej (patrz np. Carr i Madan, 1998).

Najwigcej aplikacji modeli GARCH dotyczy z pewnos$cig finansow. Zna-
lazty one zastosowanie w takich zagadnieniach, jak wybor inwestycji, anali-
za ryzyka, w tym przede wszystkim modelowanie ryzyka, jego pomiar i za-
bezpieczanie przed ryzykiem, modele rownowagi rynku, analiza portfelowa,
wycena aktywow finansowych. Duza cze$¢ z tych zagadnien jest omawiana
w nastepnych rozdziatach pracy.

Zastosowania modeli GARCH nie ograniczaja si¢ wylacznie do ana-
liz finansowych. Modele GARCH zostaly réwniez z powodzeniem wyko-
rzystane w wielu innych dziedzinach, na przyktad w badaniach ekonomicz-
nych w skali makro i mikro, w ekonomice rolnictwa, w politologii czy nawet
medycynie. Modele te znalazly zastosowanie migdzy innymi w opisie po-
jedynczych zmiennych makroekonomicznych lub w wyjasnianiu zalezno-
$ci migdzy zmiennymi makroekonomicznymi, takimi jak wskaznik inflacji,
wskaznik produkcji, stopa bezrobocia, w modelowaniu niepewnosci zwigza-
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nej z prognozami zmiennych makroekonomicznych, w modelowaniu zmien-
nosci dochodoéw w skali mikro, w opisie oraz analizie zmiennosci cen produk-
tow rolnych (np. pszenicy, soi, kukurydzy), surowcow naturalnych (np. gazu
ziemnego, ropy naftowej, miedzi), w opisie proceséw klimatyczno-przyrod-
niczych (np. wiatru, temperatury), w opisie dynamiki proceséw politycznych,
w opisie zmiennosci sondazy wyborczych, w ustalaniu optymalnej dawki leku
dla pacjentow, w opisie ¢wiczen przy rehabilitacji urazéw. Szerszy przeglad
zastosowan, wraz z odwotaniami do literatury, mozna znalez¢ w pracy Ander-
sena, Bollersleva, Christoffersena i Diebolda (2006).

Niektorzy autorzy uwazaja rok 1982, w ktérym ukazat si¢ artykut Engle’a,
proponujacy model ARCH, za oficjalny poczatek ekonometrii finansowej
(patrz np. Jajuga, 2007a). Modele GARCH, a w szczegdlnosci wielorowna-
niowe modele i ich zastosowania naleza z pewnoscia do ciggle dynamicz-
nie rozwijajgcego si¢ obszaru ekonometrii finansowej. Ekonometria finanso-
wa z jednej strony stanowi cz¢$¢ nowoczesnych finanséw, z drugiej strony jest
rowniez dzialem nowoczesnej ekonometrii, zwlaszcza ekonometrii dynamicz-
nej. Przedmiotem ekonometrii finansowej sa procesy finansowe, ktore charak-
teryzuja si¢ wysoka czestotliwoscig obserwacji, po wielokro¢ niestacjonarno-
$cig, wrazliwo$cia na réznorodne informacje, trudnosciami w przewidywaniu
zmian oraz duzg zmiennoscig'®. Z tego wzgledu zagadnienia dotyczace pro-
cesoOw finansowych wymagaja specjalnych metod analizy i prognozowania.
Do obszaréw badawczych ekonometrii finansowej mozna zaliczy¢ miedzy
innymi: modele rownowagi rynku kapitatlowego, analize¢ portfelowa, anali-
z¢ mikrostruktury rynkéw finansowych, wyceng instrumentéw finansowych
(ze szczegodlnym uwzglednieniem instrumentow pochodnych), analizg ryzyka
(W tym pomiar ryzyka, zabezpieczanie si¢ przed ryzykiem).

Jedng z najwickszych wad modeli GARCH sg stabe podstawy teore-
tyczne. McQueen i Vorkink (2004) zaproponowali model rownowagi oparty
na preferencjach, z ktorego wynika zmienno$¢ warunkowych wariancji stop
zwrotu. Bardzo rzadko specyfikacja modelu wynika z teorii ekonomiczne;.
Do wyjatkéw mozna zaliczy¢ czynnikowe modele GARCH, dla ktérych moz-
na znalez¢ uzasadnienie w teorii finansow. W teorii arbitrazu cenowego za-
ktada si¢, ze nieoczekiwana czg$¢ stop zwrotu z aktywow zalezy od wspol-
nych czynnikow i ryzyka specyficznego.

Innym czesto stawianym zarzutem wobec modeli GARCH jest fakt, ze nie
wyjasniajg one przyczyn zmiennosci stop zwrotu tylko opisuja mechanizm tej

1o Tnne whasnosci stop zwrotu zostaly wymienione w podrozdziale 1.1.
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zmiennos$ci. Zmienno$¢ wariancji warunkowej moze wynika¢ migedzy innymi z:
autokorelacji ilosci informacji lub znaczenia informacji naptywajacych na rynek,
nieefektywnos$ci rynku (informacje naptywajace na rynek nie znajduja natych-
miast petnego odzwierciedlenia w cenach), zjawiska okresowych nasilen i spad-
kow spekulacji (silnie powigzanego z wielkoscig obrotow), krotkiego horyzontu
inwestycyjnego, réznic wystepujacych miedzy czasem kalendarzowym a trans-
akcyjnym, nieuwzglednienia nieliniowych zaleznosci dotyczacych stop zwrotu
lub cen aktywow. Duza cze$¢ z tych przyczyn jest trudna do modelowania. We-
dlug McQueena i Vorkinka (2004) przyczyna zmieniajgcej si¢ wariancji warun-
kowej stop zwrotu sa: zalezna od dochodu awersja do ryzyka i zmienna w czasie
wrazliwo$¢ inwestorow na naptywajace informacje. Skonstruowany przez auto-
réw model preferencji pozwala réwniez wyjasni¢ czesto obserwowang na ryn-
kach finansowych ujemna korelacje pomiedzy biezaca stopa zwrotu a przyszta
zmienno$cig. Najczesciej pojawiajace si¢ w literaturze wyjasnienie zmieniajacej
si¢ wariancji warunkowej, opierajace si¢ na waznosci informacji oraz sposobie
ich naptywu na rynek, wydaje si¢ problematyczne wobec wynikéw badan (patrz
np. Schwert, 1989, Pagan i Schwert, 1990), ktore pokazuja, ze zmiennos¢ stop
zwrotu akcji jest tylko stabo powigzana ze zmiennymi ekonomicznymi. Warian-
cja stop zwrotu jest wigksza niz zmienno$¢ wynikajaca z modeli przeptywow
pieni¢znych (patrz Cochrane, 1999). Zmiennos¢ zalezy roéwniez od rozwoju ryn-
ku i1 wielkosci gospodarki. Wariancja stop zwrotu jest zdecydowanie wigksza na
rynkach wschodzacych niz na rynkach rozwinigtych (patrz Bekaert i Harvey,
1997 oraz Fiszeder i Romanski, 2002). Wydaje si¢, ze cz¢$¢ zmiennoSci bierze
si¢ wytacznie z samego faktu notowania aktywow na rynku.

Zmiennos$¢ procesOw finansowych wynika rowniez ze zmienno$ci innych
procesow ekonomicznych i finansowych lub niepewnosci zwigzanej z tymi
procesami. Na przyktad zmiennos$¢ cen akcji zalezy od zmiennosci: krotkoo-
kresowych stop procentowych, inflacji, PKB, podazy pieniadza, oraz niepew-
nos$ci zwigzanej z inflacja 1 zyskami przedsigbiorstw (patrz David i Veronesi,
2008; Diebold i Yilmaz, 2008; Engle i Rangel, 2008). Zmienno$¢ cen akcji na
GPW w Warszawie zalezy w duzym stopniu od zmiennosci cen akcji na in-
nych gieldach, w tym w Stanach Zjednoczonych i w Budapeszcie (patrz np.
Fiszeder, 2001b oraz punkt 2.5.1 niniejszej pracy).

Informacje naptywajace na rynek mozna uwzglgdni¢ w modelu GARCH
przez wprowadzenie do rownania dla wariancji warunkowej dodatkowych
zmiennych egzogenicznych. Jako zmienne objasniajace mozna przyjaé proce-
sy zachodzace w otoczeniu rynku (np. procesy makroekonomiczne) lub bez-
posrednio zwigzane z rynkiem finansowym, jak wielko$¢ obrotow, zmiennos¢
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zrealizowang czy tez zmienno$¢ innych aktywow'’. Uwzglednienie bezpo-
$rednio w modelu waznych informacji (np. dotyczacych publikacji danych
finansowych) moze spowodowaé znaczace zmiany w ocenie wlasnosci ba-
danych procesow (patrz Goodhart, Hall, Henry i Pesaran, 1993). Na przy-
ktad wprowadzenie kilku zmiennych zero-jedynkowych powoduje znaczne
zmniejszenie persystencji wariancji (patrz Baillie i Bollerslev, 1990).

Zmienno$¢ procesow finansowych jest najczesciej analizowana dla danych
o wysokiej czestotliwosci, np. danych dziennych, godzinowych lub minuto-
wych. Z drugiej strony wickszos¢ danych makroekonomicznych jest publiko-
wana w odstepach miesiecznych lub kwartalnych. Z tego wzgledu uwzgled-
nienie takich informacji w modelu jako wyjasniajgce zmiennos$¢ jest znaczaco
utrudnione. Rozwigzaniem mogtoby by¢ zmniejszenie czestotliwosci obser-
wacji analizowanych danych finansowych, ale to z kolei prowadzi na og6t do
znaczacej utraty informacji o zmienno$ci. Engle i Rangel (2008) zapropono-
wali, aby na podstawie modelu Spline-GARCH dokona¢ dekompozycji zmien-
nosci na krotkookresowy 1 dtugookresowy sktadnik. Pierwszy sktadnik opisuje
krotkookresowa dynamike warunkowej zmiennosci zwigzang z krotkotrwaty-
mi czynnikami, drugi opisuje powolne zmiany wariancji zwigzane z czynnika-
mi o dlugotrwatym wptywie. Dlugookresowy sktadnik, nazwany zmienno$cia
o niskiej czestotliwosci, zalezy od czynnikdéw ekonomicznych, ktére wplywaja
na niepewnos$¢ przysztych przeplywow pieni¢znych zwigzanych z dywidenda-
mi oraz premii za ryzyko zwigzanych z inwestowaniem w dane akcje. Wptyw
czynnikéw ekonomicznych na zmienno$¢ aktywow moze zaleze¢ od stanu
gospodarki czy fazy cyklu koniunkturalnego (patrz np. Schwert, 1989; Eng-
le i Rangel, 2008). Do badania przyczyn wptywajacych na zmiennosc¢ o niskiej
czestotliwosci Engle 1 Rangel (2008) stosujg modele SUR (regresje pozornie
niezalezne) szacowane na podstawie danych przekrojowych. Diebold i Yilmaz
(2008) badaja zaleznosci miedzy zmienno$cia stop zwrotu akcji a zmienno$cia
procesow makroekonomicznych réwniez na podstawie danych przekrojowych
dotyczacych réznych rynkow akcji na swiecie.

Wyjasnianie przyczyn zmiennosci jest takze mozliwe na podstawie wie-
lorownaniowych modeli GARCH. Wybrane parametryzacje modeli pozwala-
ja opisa¢ wzajemne relacje miedzy wariancjami warunkowymi badanych ak-
tywow's,

17 Przy poréwnywaniu wilasnosci prognostycznych modeli z dodatkowymi zmiennymi
objasniajacymi nalezy uwzgledni¢ formalnie niepewno$¢ o przysztych wartosciach zmiennych
objasniajacych w modelu warunkowym (patrz np. Osiewalski i Pipien, 2004b).

18 Wigcej informacji na ten temat zamieszczono w rozdziale drugim.
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Korzysci wynikajace z zastosowania modeli GARCH mozna podzie-
li¢ na dwie grupy. Pierwsza grupa dotyczy wiasnosci statystycznych. Dzigki
uwzglednieniu efektu ARCH mozna na przyktad uzyskaé efektywniejsze esty-
matory parametrow i nieobcigzone $rednie btedy szacunku, poprawi¢ wlasno-
$ci sktadnikow resztowych w modelu, opisa¢ zmieniajace si¢ w czasie jedno-
czesne relacje migdzy warunkowymi warto$ciami oczekiwanymi (za pomoca
modeli wieloréwnaniowych), poprawi¢ wilasnosci niektérych testow staty-
stycznych. To moze prowadzi¢ do lepszego wyjasnienia opisywanych zjawisk
lub ograniczy¢ btedy poznawcze. Przyktady wielu takich zastosowan podano
w kolejnych rozdziatach pracy. Druga grupa to korzysci ekonomiczne i finan-
sowe. Dotycza one najczesciej zwickszenia dochodu z inwestycji i zmniejsze-
nia ryzyka. Przyktady innych korzysci ekonomicznych podano we wprowa-
dzeniach do rozdziatow piatego i szostego.

1.5. MODELOWANIE PROCESOW FINANSOWYCH Z DLUGA
PAMIECIA — ZASTOSOWANIE MODELI ARFIMA-FIGARCH"

Dhuga pamigc¢ jest typowa dla procesow klimatyczno-przyrodniczych
(patrz np. Hurst, 1951; Kwiatkowski 1 Osiewalski, 2002), ale mozliwos¢ jej
wystepowania w makroekonomii uzasadniat Granger (1980) jako efekt agre-
gacji procesOw z krotka pamigcia (zob. Osiewalski, 2001). Wyniki badan do-
tyczace procesoOw finansowych nie sg juz tak jednoznaczne. Dhugookreso-
we zalezno$ci mogg dotyczy¢ zaré6wno warunkowej wartosci oczekiwane;j,
jak 1 warunkowej wariancji procesu. W wigkszosci prac bada si¢ tylko jedng
z tych zaleznosci, pomijajgc druga, tymczasem wiadomo, ze nieuwzglednie-
nie w badaniu zmiennej wariancji warunkowej obniza efektywno$¢ estymato-
réow parametrow w rownaniu dla wartosci oczekiwanej. Wystepowanie efektu
ARCH moze wptywa¢ réwniez na wielkos¢ srednich btedéw szacunku. Z ko-
lei btedna identyfikacja rownania dla warto$ci oczekiwanej moze wplyna¢ na
wyniki testowania dotyczace warunkowej heteroskedastycznosci (patrz Lum-
sdaine i Ng, 1999). Istnieje wiele metod identyfikacji dtugiej pamigci. W pra-
cy rozwazane jest tylko podejscie oparte na modelach ARFIMA i FIGARCH.
Gléwnym celem przedstawionej ponizej analizy jest pokazanie, ze niektore
procesy finansowe majg dluga pamig¢ w Sredniej lub w wariancji, ktorg moz-
na opisa¢ za pomocg modeli ARFIMA-FIGARCH.

1 Punkt 1.5 opracowano na podstawie pracy Fiszedera (2005¢), uwzgledniajac dodatko-
we wyniki estymacji.
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Pojecie pamigci procesu nie jest jednoznacznie rozumiane w literatu-
rze. W niniejszej pracy pod pojeciem proceséOw z dtuga pamigcig, rozumie
si¢ procesy, ktorych funkcja autokorelacyjna p(k) wygasa w tempie hiper-

bolicznym, a szereg Z |p(k)| jest rozbiezny. Rozwazane sg dwa procesy
k=—00
z dtuga pamiecia — proces ARFIMA (patrz Granger i Joyeux, 1980) i proces
FIGARCH (Baillie, Bollerslev i Mikkelsen, 1996, patrz tabela 1.1). Model
ARFIMA, stanowigcy uogolnienie modelu ARIMA, pozwala opisa¢ dtugo-
okresowe zaleznosci miedzy poszczegdlnymi obserwacjami tworzacymi sze-
reg czasowy. Model FIGARCH, bedacy uogoélnieniem modelu GARCH, po-
zwala opisa¢ dtugoterminowe zalezno$ci migdzy kwadratami poszczegodlnych
obserwacji. Model ARFIMA opisuje warunkowa warto$¢ oczekiwang, nato-
miast model FIGARCH — warunkowg wariancj¢. Zatem proces FIGARCH
jest procesem z dluga pamigcig, ale dotyczaca wylacznie zmiennosci. Model
FIGARCH zaprezentowano w podrozdziale 1.2, ponizej natomiast przedsta-
wiono model ARFIMA.
Model ARFIMA(P, D,Q) mozna zapisaé w postaci:

D
¢ (L)1—L) (y,—p,)=0(L)e, (1.5.1)
Q - .
gdzie ¢ =1- Z 9, L, 0 : 1+ 29 I/, L oznacza operator przesunie-
cia (LUs, =¢, 1< D <0,5, ¢, Jest bla:‘tym szumem. Utamkowy operator

réznicowania (1— ) zdefiniowany jest nastepujaco:

o0

1-2)" =57 |(-L). (1.5.2)
k=0 k
Proces spetniajacy rownanie (1.5.1) jest stacjonarny, gdy D < 0,5 oraz wszyst-
kie pierwiastki rownania ¢(L)= 0 leza poza kotem jednostkowym, natomiast
jest odwracalny, gdy D >—1 oraz wszystkie pierwiastki rownania §(L)=0
lezg poza kotem jednostkowym. Jezeli D (0; 0,5), to proces ARFIMA okre-
Slany jest jako proces z dluga pamigcia (patrz Kwiatkowski i Osiewalski,
2002). Funkcja autokorelacyjna p(k) maleje bardzo powoli do zera, zgodnie
z funkcja hiperboliczng i szereg > | p(k) | jest rozbiezny. W przypadku, gdy

k=—0c0

D =0 proces (1.5.1) jest procesem ARMA(p,q), a funkcja autokorelacyjna
zmierza do zera w postepie geometrycznym (zgodnie z funkcjg wyktadnicza),
czyli bardzo szybko. Proces ARMA jest procesem z krotkg pamigcia. Jezeli
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De (—0,5; 0) , proces ARFIMA okresla si¢ jako proces ze $rednig pamiecia,
bo p(k) wygasa hiperbolicznie, ale szereg Z | p(k)| jest zbiezny.

k=—00

Badaniu poddano nastepujace szeregi finansowe: indeksy rynku akcji na
GPW w Warszawie — MIDWIG, TechWIG, WIG, WIG20, WIRR, indeksy ryn-
ku akcji na §wiecie — DJIA, Nasdaq Composite, S&P 500 (Nowy Jork), DAX
(Frankfurt), BUX (Budapeszt), kursy walut — USD/PLN, EUR/PLN, EUR/
USD, ceny surowcow naturalnych — zloto, ropa naftowa, miedz. Dla indek-
sow rynku akcji na GPW w Warszawie analizowano dzienne obserwacje od
momentu, kiedy notowania odbywaty si¢ pie¢ razy w tygodniu (3 pazdziernik
1994 r.) lub od momentu wprowadzenia danego indeksu na GPW w Warsza-
wie do 28 lutego 2005 roku. W celu zachowania zblizonej liczebno$ci proby
taki sam okres przyjeto przy badaniu indekséw rynku akcji na $wiecie oraz su-
rowcow naturalnych. Na dynamike kursoéw wymiany ztotego znaczacy wptyw
mial obowigzujacy w okresie ich notowania system kursu walutowego (patrz
Doman i Doman, 2004), dlatego dla kursu USD/PLN badano dwa szeregi.
Pierwszy obejmowat dane od momentu czesciowego uwolnienia kursu ztote-
go (16 maj 1995 r.), drugi od momentu catkowitego uwolnienia kursu ztotego
(12 kwiecien 2000 r.) do 28 lutego 2005 roku. Kursy EUR/PLN i EUR/USD
badane byly w okresie od 12 kwietnia 2000 r. do 28 lutego 2005 roku.

Czgs¢ sposrod analizowanych instrumentéw finansowych byla juz przed-
miotem podobnych badan (patrz np. Osiewalski i Pipien, 2000; Fiszeder, 2001c;
Piontek, 2004; Doman i Doman, 2004), jednakze prezentowane ponizej wyniki
czesto r6znig si¢ od wynikoéw publikowanych w innych pracach. Po pierwsze,
w tych badaniach analizowane byty tylko szeregi dotyczace polskiego rynku
finansowego. Po drugie, w zadnej z wymienionych prac nie modelowano dtu-
giej pamieci w $redniej. Po trzecie, tylko w pracach Domandéw i Piontka roz-
wazane byly wszystkie trzy warianty modelu zmiennosci, to znaczy GARCH,
IGARCH i FIGARCH (w ostatniej pracy badany jest tylko indeks WIG). Roz-
roéznienie migdzy tymi trzema specyfikacjami ma duze znaczenie z teoretycz-
nego punktu widzenia, poniewaz modele te opisuja zupehie inng dynamike
zmienno$ci (patrz podrozdziat 1.2). Podstawowa roznica w wynikach opisy-
wanych wyzej analiz dotyczy indeksow rynku akcji. W pracy Domanow mo-
delem najlepiej opisujgcym zmiennos¢ byt model GARCH.

W pierwszej kolejnosci, dla wszystkich szeregow czasowych, przepro-
wadzono test na pierwiastek jednostkowy Ng-Perrona oraz test stacjonarno-
$ci KPSS. Otrzymane wyniki zostaly zaprezentowane w tabeli 1.2. Wyniki
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testu Ng-Perrona wskazuja, ze wszystkie procesy sa procesami zintegrowany-
mi rzedu pierwszego. Do takiego samego wniosku (z wyjatkiem dwodch sze-
regdw) prowadza wyniki testu KPSS. Tylko w przypadku indeksu S&P 500
i kursu USD/PLN (1 szereg) hipoteza o stacjonarno$ci pierwszych przyrostow
logarytmoéw badanych zmiennych zostata odrzucona. Wyniki testow nalezy
jednakze interpretowaé z duzg ostroznoscia, poniewaz we wszystkich szere-
gach wystepuje efekt ARCH, a suma ocen parametréw w modelach GARCH
jest czesto bliska jednos$ci?®. Podjecie decyzji o kowariancyjnej stacjonarno-
$ci procesu w przypadku procesow IGARCH bedzie zawsze bledne, poniewaz
wariancja bezwarunkowa takiego procesu nie istnieje.

Na podstawie logarytmicznych stop zwrotu oszacowano parametry mo-
deli ARFIMA-FIGARCH (zastosowano metode najwickszej wiarygodno-
$ci). Jako warunkowy rozklad ¢, przyjeto skosny rozktad t-Studenta®' (patrz
Osiewalski i Pipien, 2000). Dla szeregow stop zwrotu: MIDWIG, TechWIG,
WIRR i BUX otrzymano istotng ocen¢ parametru D (0 < D < 0,5) w mode-
lu ARFIMA, co oznacza, ze s3 one realizacjami procesow z dtuga pamie-
cig. W przypadku szeregdéw stop zwrotu: MIDWIG, WIG, WIG20, WIRR,
BUX, EUR/PLN, EUR/USD ocena parametru d (0 <d <1) w modelu FI-
GARCH byta istotna, co wskazuje na wystgpowanie dtugookresowych za-
lezno$ci w wariancji. Ocena parametru asymetrii £ w warunkowym skosnym
rozktadzie t-Studenta byla istotna dla nastepujacych szeregow: MIDWIG,
WIG20, WIRR, Nasdaq Composite, S&P 500, DAX, USD/PLN (krétszy
szereg), EUR/PLN i ropa naftowa. Wyboru réznych specyfikacji modelu
(wartosci P, Q, p, ¢, postaci warunkowej warto$ci oczekiwanej 1 warunko-
wej wariancji oraz warunkowego rozktadu ¢,) dokonywano na podstawie
kryterium Akaike (AIC) i kryterium Schwarza (SIC) z uwzglednieniem wy-
nikow odpowiednich testow diagnostycznych. Wyniki estymacji dla mode-
li wybranych na podstawie kryteriow informacyjnych zaprezentowano w ta-
belach 1.3 1 1.4 odpowiednio dla modeli wybranych na podstawie kryterium
AIC i SIC.

Jezeli wyboru modelu dokonywano na podstawie kryterium SIC, to
struktura modelu okazata si¢ znacznie prostsza, zwltaszcza w przypadku mo-
delu wariancji warunkowej. Oba kryteria wskazywaly model ARFIMA jako
najlepszy tylko dla dwoch indeksow MIDWIG i WIRR. Modelem najle-

2 Na przyktad test Dickeya-Fullera w takiej sytuacji odrzuca hipotezg¢ zerowa znacznie
czgsciej niz powinien (patrz Kim i Schmidt, 1993).

2l Wiasnosci estymatora MNW dla modelu ARFIMA-FIGARCH z warunkowym sko$-
nym rozktadem t-Studenta nie sg jeszcze w pelni znane.



1.5. Modelowanie proceséw finansowych z dluga pamiecia - zastosowanie modeli... 53

piej opisujacym wariancje warunkowa wiekszos$ci szeregow stop zwrotu,
wedlug kryterium SIC, okazat si¢ model IGARCH (poza szeregami miedz,
EUR/PLN i USD/PLN — krotszy szereg, dla ktorych najlepszym modelem
byl GARCH i szeregami WIRR i BUX, dla ktorych najlepszy byt model
FIGARCH, jednakze nie spetniat on restrykcji, zapewniajacych dodatnio$¢
wariancji warunkowej?). Jezeli wyboru modelu dokonywano na podstawie
kryterium AIC, to najlepszym modelem byt najcze¢sciej model FIGARCH,
cho¢ w wickszosci przypadkow oceny parametréw nie spetniaty restryk-
cji zapewniajgcych dodatnio$¢ wariancji. Poréwnujac funkcje autokore-
lacyjne obliczone dla kwadratow realizacji procesow GARCH, IGARCH
i FIGARCH z empirycznymi funkcjami autokorelacyjnymi dla kwadratow
stop zwrotu badanych szeregéw, mozna jednakze zauwazy¢, ze modele FI-
GARCH i1 GARCH w wielu przypadkach lepiej opisujg zmienno$¢ anali-
zowanych szeregow. Dla modeli IGARCH warto$ci funkcji autokorelacyj-
nej dla pierwszych kilkudziesieciu odstgpow sa wyraznie przeszacowane.
Z tego wzgledu wydaje si¢ jednak, ze modele IGARCH, wybrane na pod-
stawie kryterium SIC, sg zbyt oszczednie sparametryzowane i najczesciej
opisujg zmienno$¢ empirycznych stép zwrotu w niewystarczajacym stop-
niu. Podsumowujac, uzyskane wyniki wskazuja, ze wybor modelu moze
w znacznym stopniu zaleze¢ od przyjetego kryterium statystycznego. Nawet
przy tak zblizonych kryteriach jak AIC i SIC wybrane modele cz¢sto wska-
zywaly na duze réznice we wlasnos$ciach wariancji badanych procesow fi-
nansowych.

Zastosowania modeli GARCH, IGARCH oraz FIGARCH w prognozo-
waniu zmienno$ci stop zwrotu na GPW w Warszawie przedstawiono w punk-
cie 3.2.5. Nie badano, jakie moze by¢ znaczenie praktyczne modeli ARFI-
MA-FIGARCH do zabezpieczania i wyceny instrumentéw pochodnych, ale
wyniki trafho$ci prognoz zmiennos$ci stop zwrotu indeksu WIG20 i spotki
PKN Orlen sugeruja, ze przewaga takiego modelu moze nie by¢ istotna z eko-
nomicznego punktu widzenia. Nalezy jednakze przypuszczaé, ze wyniki beda
zalezaty od wlasnosci badanych szeregdw czasowych. W badaniu Bollersleva
i Mikkelsena (1999) wyceny dtugoterminowych opcji konstruowane na pod-
stawie modelu FIEGARCH byty doktadniejsze niz wyceny konstruowane na
podstawie modeli EGARCH i IGARCH.

22 Nie udato si¢ oszacowa¢ parametréw w przypadku, gdy restrykcje zostaly narzucone
w trakcie estymacji.
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1.6. EFEKTY KALENDARZOWE

Szereg badan dotyczacych zaré6wno rynku amerykanskiego, jak i in-
nych gield zagranicznych wskazuje na wystgpowanie wahan okresowych stop
zwrotu z papierow wartosciowych (patrz np. Bernstein, 1996; Haugen, 1996;
Elton i Gruber, 1998). Stopy zwrotu sg wyraznie wyzsze lub nizsze w zalez-
nosci od pory dnia, dnia tygodnia czy tez miesigca. Wahania o okresie tygo-
dniowym okreslane sg czgsto jako efekt dnia tygodnia. Wystepuja istotne r6z-
nice w stopach zwrotu w zaleznos$ci od dnia tygodnia, w ktérym dokonywane
sg transakcje. Na nowojorskiej gieldzie NYSE $rednie stopy zwrotu w ponie-
dzialki sg istotnie mniejsze od Srednich stop zwrotu w pozostate dni tygodnia.
Co wiecej, szacunki poniedziatkowych stop zwrotu sg najczesciej ujemne. Za-
obserwowana anomalia jest czesto okreslana jako efekt poniedziatku. Podob-
ny efekt wystepuje rowniez na innych rynkach zagranicznych, z tym zZe na
niektérych rynkach dotyczy nie poniedziatku, lecz wtorku. Efekt dnia tygo-
dnia dla polskiego rynku badali migdzy innymi: Tarczynski (1997b), Szysz-
ka (1999), Piontek (2000), Landmesser (2006), Kluth (2007) oraz Witkowska
i Kompa (2007). Badania te pokazaty, ze srednie stopy zwrotu w poniedziatki
sa wigksze od $rednich stop zwrotu w pozostate dni tygodnia, natomiast $red-
nie stopy zwrotu we wtorki sg ujemne. Wyjasnienie ujemnych srednich stop
zwrotu we wtorki jest stosunkowo proste, jezeli wezmie si¢ pod uwagg fakt,
ze sytuacja na gietdzie w Nowym Jorku ma istotny wpltyw na notowania na
GPW w Warszawie (patrz Fiszeder, 2001b). Poniewaz notowania w Nowym
Jorku koncza sie po zamknigciu sesji na GPW, dlatego inwestorzy moga zare-
agowac na wydarzenia na NYSE dopiero nastgpnego dnia.

Najczesciej badanymi wahaniami okresowymi sg wahania sezonowe,
czyli wahania o okresie rocznym (patrz Zielinski, 1979). Liczne badania
wskazuja, ze Srednie stopy zwrotu w styczniu sa istotnie wicksze od sred-
nich stoép zwrotu w pozostalych miesigcach (patrz np. Bernstein, 1996; Hau-
gen, 1996). Anomalia ta jest czesto okre§lana jako efekt stycznia. W przypad-
ku rynku amerykanskiego efekt stycznia dotyczy przede wszystkim akcji firm
o relatywnie matlej kapitalizacji. Istnieje co najmniej kilka teorii probujacych
wyjasni¢ wystepowanie wigkszych $rednich stop zwrotu w styczniu, jak np.:
wyprzedaz akcji ze wzgledow podatkowych, uzasadnienie oparte na mikro-
strukturze rynku® czy praktyki stosowane przez osoby zawodowo zarzadza-

2 Na przyktad znaczace r6znice migdzy ofertami kupna i sprzedazy w przypadku mato
ptynnych spotek.
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jace portfelami (patrz Haugen, 1996; Elton 1 Gruber, 1998). Sezonowos¢ stop
zwrotu dla polskiego rynku badat np. Szyszka (1999), jednakze ze wzgledu na
krétka historie GPW 1 przyjeta metodologi¢ nie zaobserwowat istotnych sta-
tystycznie zaleznoSci.

Duza czg$¢ badan dotyczacych efektu dnia tygodnia oraz wahan sezono-
wych stop zwrotu nie uwzglednia jednej z podstawowych wiasnosci finan-
sowych szeregow czasowych, a mianowicie zmiennos$ci wariancji warunko-
wych stop zwrotu. Na przyktad wystgpowanie zmiennej wariancji warunkowej
sktadnika losowego w modelu regresji ze zmiennymi zero-jedynkowymi,
opisujacymi wahania okresowe stop zwrotu, obniza efektywnos¢ estymato-
réw parametrow strukturalnych otrzymanych metoda najmniejszych kwadra-
tow. Jezeli dodatkowo w modelu wystepuja opdznione zmienne endogenicz-
ne, to powszechnie stosowana formuta na macierz kowariancji estymatoréw
o’ (X' X) ' jest wowczas nieodpowiednia (patrz punkt 1.3.1), a jej zastosowa-
nie moze prowadzi¢ do btednej decyzji o wystgpowaniu wahan okresowych.
Aby uwzgledni¢ zmienno$¢ warunkowych wariancji, mozna zastosowac¢ mo-
del GARCH. Takie podejscie zostato przedstawione w dalszej czgsci pracy.

Wiekszo$¢ prowadzonych badan dotyczy wahan okresowych stép zwro-
tu, tymczasem podobne wahania moga rowniez dotyczy¢ zmiennosci. Analizy
Famy (1965) oraz Frencha i Rolla (1986) pokazuja, ze zmiennos¢ stop zwro-
tu na NYSE jest wigksza w poniedzialki niz w pozostale dni tygodnia. Oka-
zuje sig, ze zmienno$¢ jest rOwniez wicksza w inne dni tygodnia, jezeli sesja
odbywa si¢ bezposrednio po dniu, w ktérym nie bylo notowan (najczgsciej ze
wzgledu na okres swiateczny). Podobne zjawisko mozna réwniez zauwazy¢
w przypadku kursow walutowych (patrz Baillie i Bollerslev, 1989 oraz Bol-
lerslev, Engle i Nelson, 1994). Na rynku amerykanskim wystepuja rowniez
wahania sezonowe zmiennosci. Wariancja stop zwrotu na NYSE jest istotnie
wigksza w styczniu i pazdzierniku (patrz np. Glosten, Jagannathan i Runkle,
1993). Efekt dnia tygodnia dotyczacy zmiennosci dla polskiego rynku anali-
zowali migdzy innymi Piontek (2000), Skrodzka i Wtodarczyk (2004), Land-
messer (2006), Kluth (2007) oraz Witkowska i Kompa (2007). Wariancja stop
zwrotu na GPW w Warszawie jest rOwniez wigksza w poniedziatki niz w po-
zostale dni tygodnia. W przeprowadzonych badaniach, poza analizami Land-
messer (2006) i Kluth (2007)*, nie uwzglgedniono jednakze efektu ARCH.
Wahania okresowe na GPW w Warszawie badali rowniez za pomoca metod

2% Przyjete przez autorki specyfikacje modelu GARCH nie zapewniaja dodatnio$ci wa-
riancji warunkowej. W badaniu empirycznym niektore oceny parametrow w rownaniach dla
wariancji byly ujemne.
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analizy spektralnej Fiszeder (1999) oraz Gorka i Osinska (2001) i nie wykry-
li wystepowania efektu dnia tygodnia i sezonowosci. Wynikato to prawdopo-
dobnie z zastosowanej metody.

1.6.1. MODELE GARCH OPISUJACE WAHANIA OKRESOWE
W celu uwzglednienia zmiennej wariancji warunkowej analiza efektu

dnia tygodnia moze by¢ przeprowadzona na podstawie nastgpujacej postaci
modelu AR(s)-GARCH( p,q) rozszerzonej o zmienne zero-jedynkowe:

4
n=a,+tar,_ +..+ar,_, —|—Zbkdk, +e&, (1.6.1)
k=1
e, =z, z~N(O,1), (1.6.2)
q » 4
Inh =q, —i—Zaiet{i +Zﬁj Inh,_; +Z'kak,, (1.6.3)
i=1 j=1 k=1

gdzie 7, jest to stopa zwrotu w chwili ¢, d,, to zmienne zero-jedynkowe ozna-
czajace dzien tygodnia. Przyjecie logarytmicznej postaci warunkowej warian-
cji zapewnia jej dodatni znak dla wszystkich mozliwych realizacji szeregu.
Dzigki temu nie trzeba naktada¢ na parametry w réwnaniu dla wariancji do-
datkowych restrykcji, tak jak na przyktad w pracy Hsieha (1989a). Z uwagi na
wystepowanie pomi¢dzy zmiennymi objasniajacymi (zmiennymi zero-jedyn-
kowymi i wyrazem wolnym) wspotliniowosci w rownaniach (1.6.111.6.3) po-
mini¢to zmienne dla pigtku, a w rownaniach (1.6.7 1 1.6.9) zmienne dla grud-
nia®. Ograniczenie parametrow tylko do wartosci nieujemnych moze wptynaé
znaczaco na uzyskane wyniki. Przyjecie modelu w postaci (1.6.1-1.6.3) po-
zwala na jednoczesne badanie efektu dnia tygodnia dla stop zwrotu i zmien-
nosci z uwzglednieniem wystgpowania zmiennej wariancji warunkowej. Ba-
danie istotnosci efektu dnia tygodnia mozna przeprowadzi¢, weryfikujac
hipotezy: b, =b, =...= b, =0 dla stop zwrotu oraz v, =y, =...= 7, =0dla
wariancji. Powyzsza specyfikacja modelu jest r6zna od dwéch postaci zapro-
ponowanych w pracach: Baillie i Bollerslev (1989) oraz Bollerslev i Ghysels
(1996), ktore rowniez pozwalaja modelowac efekt dnia tygodnia w zmienno-
$ci. W modelu przedstawionym w pierwszej pracy cykliczne zmienne zero-je-

2 Brakujace oceny parametrow mozna wyznaczy¢ z odpowiednich tozsamosci.
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dynkowe zostaly uwzglednione w sposob multiplikatywny, natomiast model
zaproponowany w drugiej pracy pozwala na periodyczne zmiany parametrow
w rownaniu dla wariancji.

Na rynku amerykanskim zmienno$¢ jest wieksza nie tylko w poniedziat-
ki, ale rowniez w inne dni tygodnia, jezeli sesja odbywa si¢ bezposrednio po
dniu, w ktérym nie bylo notowan (najczesciej ze wzgledu na okres swiatecz-
ny). Merrill (1982) badat z kolei stopy zwrotu na NYSE w okolicach $wiat
i wykazal, ze sg one najczegsciej dodatnie przed $wigtami, w czasie ktorych nie
ma notowan. Ponizsza specyfikacja modelu AR(s )-GARCH( p,q ) pozwala
opisa¢ wspomniane wiasno$ci, zwigzane z okresami §wigtecznymi:

n=a,tar  +..tar  +ehol, +e hol, +¢,, (1.6.4)

e =zh . z~N(Q,D, (1.6.5)
q p

Inh =, +Y el +> 8, Inh_, +¢ hol, + ¢,hol,, (1.6.6)
i=1 Jj=1

gdzie hol,, =1, jezeli sesja odbywa sie przed dniem, w czasie ktorego nie ma
notowan (poza weekendem), hol,, =0 w pozostale dni, hol,, =1 jezeli se-
sja odbywa si¢ po dniu, w czasie ktdrego nie ma notowan (poza weekendem)
i hol,, =0 w pozostate dni. Dzigki logarytmicznej postaci warunkowej wa-
riancji nie trzeba naktada¢ na parametry w réwnaniu dla wariancji dodatko-
wych restrykcji. Rownanie (1.6.6) pozwala zatem opisa¢ zmniejszong zmien-
no$¢ na sesji przed swigtami. Badanie istotno$ci efektu zwigzanego z okresami
$wigtecznymi przeprowadza si¢ weryfikujgc hipotezy: ¢, =0,e, =0 dla wa-
runkowej warto$ci oczekiwanej oraz o, =0, ¢,= 0 dla warunkowej wariancji.
Zaproponowana specyfikacja modelu ro6zni si¢ od postaci przedstawionych
w pracach: Baillie i Bollerslev (1989) oraz Hsieh (1989a). W pierwszej pra-
cy dodatkowe zmienne zero-jedynkowe opisujace efekt zwigzany ze §wietami
zostaly uwzglednione w rownaniu dla warunkowej wariancji w sposéb mul-
tiplikatywny, w drugiej pracy w rownaniu dla warunkowej wariancji dodano
zmienng oznaczajacg liczbe dni wolnych (poza weekendem) pomiedzy kolej-
nymi sesjami gieldowymi.

Wahania sezonowe stop zwrotu i zmienno$ci mozna opisa¢ za pomoca
nastgpujacego modelu AR(s)-GARCH(p,q):

1
n=atarn e tar +chmkt té, (1.6.7)

k=1
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e =zl . z,~N(.D), (1.6.8)
q P 11

Inh =a,+> e, +> B,Inh_ +> 6m,, (1.6.9)
i=1 Jj=l1 k=1

gdzie m,, to zmienne zero-jedynkowe oznaczajace kolejne miesiace. Jeze-
li nastgpujace hipotezy: ¢, =¢, =...=¢, =0 oraz 6, =0, =...= 6, =0 zo-
stang odrzucone, to wystepuja wahania sezonowe odpowiednio stop zwrotu
i zmiennos$ci. Model w postaci (1.6.7-1.6.9) jest rozny od specyfikacji mo-
delu GARCH zaproponowanych w pracach: Glosten, Jagannathan i Runkle
(1993) oraz Bollerslev i Ghysels (1996), ktore rowniez pozwalaja opisa¢ wa-
hania sezonowe zmiennosci. W modelu przedstawionym w pierwszej pracy
sktadnik losowy z réwnania dla warunkowej warto$ci oczekiwanej jest iloczy-
nem ,,zmienno$ci fundamentalnej” pozbawionej wahan sezonowych i sktad-
nika sezonowego opisanego za pomocg zmiennych zero-jedynkowych?®, nato-
miast model zaproponowany w drugiej pracy pozwala na periodyczne zmiany
parametrow w rownaniu dla wariancji.

Zaprezentowane efekty kalendarzowe powinny by¢ analizowane tacznie,
jednakze z uwagi na duzg liczbe parametrow i problemy zwigzane z ich esty-
macja sa one najczesciej badane oddzielnie. Z tego wzgledu rowniez analiza
empiryczna przedstawiona w nastgpnym punkcie zostala przeprowadzona od-
dzielnie dla poszczegolnych efektow.

1.6.2. ANALIZA EFEKTU DNIA TYGODNIA ORAZ WAHAN
SEZONOWYCH DLA GPW w WARSZAWIE

Przedstawione w punkcie 1.6.1 modele zastosowano do badania efek-
tu dnia tygodnia oraz wahan sezonowych stop zwrotu i zmiennos$ci na GPW
w Warszawie. Analiza zostala przeprowadzona dla indeksow WIG oraz
WIRR. Indeks WIG to najstarszy i obejmujgcy najwigksza liczbe spotek in-
deks charakteryzujacy GPW w Warszawie. Do badania przyjeto okres od
3 pazdziernika 1994 r. (od dnia, kiedy sesje odbywaja si¢ pi¢¢ razy w ty-
godniu) do 30 czerwca 2004 roku. Indeks WIRR poczatkowo byt obliczany
na podstawie wszystkich spotek, notowanych na rynku rownoleglym GPW
w Warszawie (obecnie indeks ten nosi nazwe sWIG80). Indeks WIRR w spo-
sob syntetyczny informuje o zmianach cen najmniejszych spotek. Do badania

% Autorzy uwzglednili w modelu tylko dwie istotne zmienne zero-jedynkowe dla stycz-
nia i pazdziernika.
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przyjeto okres od 31 grudnia 1994 r. (od momentu wprowadzenia indeksu) do
30 czerwca 2004 roku. Badano dzienne stopy zwrotu, obliczane wedtug for-
muty: 7, =100In(y, / y,_,) . Poniewaz warunkowa normalnos¢ procesu (zalo-
zona w rownaniach (1.6.2), (1.6.5) i (1.6.8)) nie byta w stanie wyjasni¢ zwiek-
szonej kurtozy wystepujacej w rozktadach brzegowych, dlatego zastosowano
metode quasi-najwigkszej wiarygodnosci (r6zni si¢ ona od MNW nie ocena-
mi parametrow, lecz srednimi btgdami szacunku — sposobem ich szacowa-
nia). W tabeli 1.5 zaprezentowano oszacowane modele AR-GARCH w po-
staci (1.6.1-1.6.3), pozwalajace opisa¢ efekt dnia tygodnia. Na podstawie
kryterium SIC oraz testow na badanie autokorelacji i efektu ARCH, ustalono,
ze s=q=p=1.

TABELA 1.5. MODEL EFEKTU DNIA TYGODNIA

WIG WIRR
Parametr
Ocena par. Blad oceny Ocena par. Blad oceny
a, 0,0459 0,0301 0,0186 0,0218
a, 0,1576% 0,0216 0,1679* 0,0244
b, 0,0536 0,0725 0,0992 0,0638
b, —0,1252 0,0649 —0,1969* 0,0555
b, -0,1088 0,0613 -0,0685 0,0618
b, 0,1082 0,0657 0,0203 0,0570
b, 0,0722 0,0644 0,1459* 0,0583
o, 0,0393 0,0212 -0,0052 0,0041
a, 0,0245* 0,0059 0,0108 0,0065
B, 0,8739* 0,0377 0,9642* 0,0257
Y, 0,3008* 0,0891 0,2503* 0,0786
Y, -0,1596 0,1176 —0,1172 0,0992
Y, -0,1074 0,1006 0,1037 0,0936
A 0,1123 0,0867 -0,0352 0,0869
Ys —0,1461 0,0945 —-0,2017* 0,0970

Gwiazdka oznacza oceny parametrow, roznigce si¢ istotnie od zera na poziomie istotno-
$ci 0,05.

ZR()DLO: OBLICZENIA WEASNE.

Dla obu indeksow stopy zwrotu byly przecigtnie wicksze w poniedziatki,
czwartki 1 piatki oraz mniejsze we wtorki i §rody. Dla indeksu WIG zaden
z parametrow odpowiadajacych za zmiany stop zwrotu w poszczegélne dni
tygodnia nie byt istotny statystycznie. W przypadku indeksu matych spotek
stopy zwrotu byly istotnie mniejsze we wtorki oraz wicksze w piatki. Dodat-
kowo testowano wystgpowanie efektu dnia tygodnia, tacznie dla wszystkich
dni, weryfikujac hipotezg b, = b, =... = b, = 0. Zastosowano test ilorazu wia-
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rygodnos$ci. Uzyskane wyniki zostaly przedstawione w tabeli 1.6”. Dla obu
indeksow efekt dnia tygodnia byt istotny statystycznie dla stop zwrotu, znacz-
nie silniejszy w przypadku najmniejszych spotek.

TABELA 1.6. TESTOWANIE WYSTEPOWANIA EFEKTOW KALENDARZOWYCH

Badane wahania Weryfikowane hipotezy WIG WIRR
Wahania b =b,=..=b,=0 10,67* 23,56*
tygodniowe Y, =7,=...=7,=0 21,81% 21,47*
Efekt zwigzany e =e,=0 4,23 2,04
ze §wigtami 9,=9,=0 8,70% 1,63
Wahania c,=c,=...=¢,=0 13,80 11,22
sezonowe §,=8,=...=8,=0 35,58* 54,72%*

Gwiazdka oznacza oceny statystyk, w przypadku ktorych, weryfikowana hipoteza zostata
odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Dla indeksu WIG wariancja warunkowa byla przecigtnie wigksza w po-
niedziatki i czwartki oraz mniejsza we wtorki, §rody 1 pigtki, jednakze istotny
statystycznie byt tylko wzrost zmiennosci w poniedziatek. Z kolei dla indeksu
WIRR wariancja warunkowa byta przecigtnie wigksza w poniedzialki i $ro-
dy, a mniejsza we wtorki, czwartki i pigtki. Istotny statystycznie byt wzrost
zmiennos$ci w poniedziatek i jej spadek w pigtek. Efekt dnia tygodnia dla wa-
riancji, badany tacznie dla wszystkich dni, byt rowniez istotny statystycznie
w przypadku obu indeksow (patrz tabela 1.6).

Wyniki estymacji parametrow modeli AR-GARCH w postaci (1.6.4—
—1.6.6), pozwalajacych opisa¢ efekt zwigzany ze swigtami, zostaly przedsta-
wione w tabeli 1.7. Dla obu indekséw stopy zwrotu byly przecigtnie wick-
sze zaro6wno przed, jak i po dniu $wigtecznym, w ktérym nie byto notowan
(poza weekendem), jednakze wzrost ten nie byt istotny statystycznie (tabe-
le 1.6 1 1.7). Efekt zwigzany ze $wigtami byt znacznie silniejszy w przypad-
ku zmiennosci indeksu WIG. Dla obu indekséw wariancja warunkowa prze-
cigtnie malala przed dniem $wiatecznym oraz rosta po dniu §wigtecznym,
jednakze w przypadku najmniejszych spotek zmiany te byly nieistotne sta-

tystycznie.

27 Wyniki testu LR byly niewrazliwe na przyjeta specyfikacje rozktadu warunkowego.
Takie same wyniki uzyskano dla warunkowego rozktadu t-Studenta. Dotyczy to rdwniez pozo-
statych efektow kalendarzowych.
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TABELA 1.7. MODEL EFEKTU ZWIAZANEGO ZE SWIETAMI

Parametr WIG WIRR
Ocena par. Blad oceny Ocena par. Blad oceny

a, 0,0256 0,0294 0,0079 0,0273
a, 0,1590* 0,0217 0,1685*% 0,0237
€, 0,2252 0,1389 0,0819 0,1326
e, 0,2648 0,1851 0,2091 0,1748

) 0,0399 0,0212 -0.0045 0.0047
a, 0,0251* 0,0060 0,0150* 0,0035
B, 0,8670* 0,0409 0,9434* 0,0142
[0 -0,3781%* 0,1439 -0,2178 0,2011
0, 0,4838* 0,1616 0,2217 0,2001

Gwiazdka oznacza oceny parametrow, roznigce si¢ istotnie od zera na poziomie istotno-
$ci 0,05.

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Wyniki estymacji parametréw modeli AR-GARCH w postaci (1.6.7—
—-1.6.9), pozwalajacych opisa¢ wahania sezonowe, zaprezentowano w tabeli
1.8. Dla indeksu WIG stopy zwrotu byly przecigtnie wigksze w styczniu, lu-
tym, kwietniu, sierpniu i grudniu oraz mniejsze w pozostale miesigce, jed-
nakze istotny statystycznie byl tylko wzrost w styczniu i spadek we wrzesniu.
Dla indeksu WIRR stopy zwrotu byly przecietnie wigksze w styczniu, lutym,
maju, sierpniu, wrzesniu, pazdzierniku i listopadzie oraz mniejsze w pozostate
miesiace. Istotny statystycznie byt tylko wzrost w styczniu i spadek w czerw-
cu. Efekt stycznia byt silniejszy w przypadku spoétek z indeksu WIG, czyli du-
zych 1 $rednich, inaczej niz w przypadku rynku amerykanskiego, gdzie efekt
ten dotyczy przede wszystkim akcji firm o relatywnie matej kapitalizacji. Dla
obu indeks6w wahania sezonowe stop zwrotu, badane tacznie dla wszystkich
miesiecy w roku, byly nieistotne statystycznie (patrz tabela 1.6).

Dla indeksu WIG wariancja warunkowa byta przecigtnie wigksza w stycz-
niu, marcu, lipcu, sierpniu, pazdzierniku i grudniu oraz mniejsza w pozostate
miesigce. Istotny statystycznie byt tylko spadek zmiennosci w czerwcu. Dla
indeksu WIRR wariancja warunkowa byta przecietnie wigksza w styczniu, lu-
tym, kwietniu, maju, lipcu, wrzesniu i pazdzierniku oraz mniejsza w pozosta-
e miesigce. Istotny statystycznie byl spadek zmienno$ci w marcu i grudniu
oraz wzrost w kwietniu.

Dla obu indeksow wahania sezonowe zmiennosci, badane tacznie dla
wszystkich miesiecy w roku, byly istotne statystycznie (patrz tabela 1.6); sil-
niejsze w przypadku indeksu najmniejszych spotek.
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TABELA 1.8. MODEL WAHAN SEZONOWYCH

WIG WIRR
Parametr
Ocena par. Blad oceny Ocena par. Blad oceny
a, 0,0456 0,0481 0,0103 0,0218
a 0,1539* 0,0216 0,1598* 0,0242
c, 0,2496* 0,1208 0,1796* 0,0750
c, 0,0098 0,1097 0,0240 0,0900
c, -0,1113 0,0998 -0,0344 0,0742
c, 0,0985 0,0889 -0,0614 0,0900
[N -0,0330 0,0891 0,0253 0,0872
% -0,0429 0,0780 -0,1897* 0,0952
c, -0,0648 0,0930 -0,0094 0,0842
c, 0,0563 0,0964 0,0035 0,1094
c, -0,2210* 0,0974 0,0600 0,0839
Cho -0,0339 0,1048 0,0384 0,1121
c, -0,0227 0,1092 0,0720 0,0965
[ 0,1155 0,0946 -0,1078 0,0831
o, 0,0255 0,0221 -0,0055 0,0049
a, 0,0190* 0,0052 0,0115* 0,0028
B, 0,9052* 0,0317 0,9613* 0,0105
3, 0,0249 0,0268 0,0112 0,0121
3, -0,0104 0,0229 0,0049 0,0136
3, 0,0083 0,0205 -0,0395%* 0,0132
3, -0,0108 0,0246 0,0277* 0,0133
3 -0,0113 0,0191 0,0032 0,0152
S -0,0388* 0,0158 -0,0011 0,0147
3, 0,0081 0,0175 0,0199 0,0181
S 0,0085 0,0200 -0,0188 0,0171
3, -0,0262 0,0203 0,0202 0,0129
3, 0,0525 0,0314 0,0218 0,0132
S, -0,0264 0,0273 -0,0229 0,0136
3, 0,0216 0,0188 -0,0265* 0,0132
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Gwiazdka oznacza oceny parametréw, roznigce si¢ istotnie od zera na poziomie istotno-

$ci 0,05.

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Estymowane w pracy modele pozwolity opisa¢ efekt dnia tygodnia, wa-
hania zwigzane z okresami §wigtecznymi oraz wahania sezonowe stop zwrotu
i zmienno$ci z jednoczesnym uwzglgdnieniem zmiennej wariancji warunko-
wej. Badanie dotyczace zastosowania modeli GARCH opisujacych wahania
sezonowe, efekt dnia tygodnia oraz efekt zwigzany z okresami §wigtecznymi,
do prognozowania zmiennos$ci stop zwrotu na GPW w Warszawie, przedsta-

wiono w punkcie 3.2.5.



Rozdzial II

WIELOROWNANIOWE MODELE GARCH
W ANALIZIE ZALEZNOSCI MIEDZY PROCESAMI
FINANSOWYMI

W aplikacjach finansowych bardzo rzadko zastosowanie jednoréwnanio-
wych postaci modeli GARCH okazuje si¢ wystarczajace. Portfele inwestorow
sktadajg si¢ z wielu aktywow, ktérych stopy zwrotu majg zmienne warian-
cje. Pomiedzy stopami zwrotu roznych aktywow finansowych wystepuja cze-
sto silne zaleznos$ci. Powigzania mogg dotyczy¢ zar6wno instrumentow no-
towanych na tym samym rynku, jak i instrumentéw notowanych na réznych
rynkach. To wszystko powoduje, ze konieczna jest analiza procesow wielo-
wymiarowych. Wieloréwnaniowe modele GARCH naleza do najczgsciej sto-
sowanych modeli opisujacych zaleznos$ci migdzy finansowymi szeregami
czasowymi. Jest to przede wszystkim zasluga bardzo licznych i r6znorodnych
parametryzacji modeli oraz stosunkowo tatwej mozliwosci ich rozszerzania.
Wielorownaniowe modele GARCH pozwalajg opisa¢ nie tylko zmienne wa-
riancje, ale takze kowariancje, odpowiadajace za opis wzajemnych relacji mig-
dzy badanymi zjawiskami. Wnioskowanie dotyczace warunkowych wariancji
1 kowariancji wzbogaca analizy prowadzone dla warunkowych $rednich, ale
takze umozliwia uchwycenie relacji rownoczesnych w sytuacji, gdy brak za-
lezno$ci od poprzednich realizacji badanych zmiennych. Czestym zarzutem
wobec jednorownaniowego modelu GARCH jest brak mozliwos$ci wyjasnia-
nia przyczyn zmiennosci**. Wielorownaniowe modele GARCH pozwalaja na
przeprowadzenie analizy dotyczacej niektorych przyczyn zmiennosci.

O ile w przypadku jednoréwnaniowych modeli GARCH kolejne specy-
fikacje powstawaly w celu uwzglednienia empirycznych wlasnosci szeregow
stop zwrotu, powodujac coraz wicksza ztozonos¢ modelu, o tyle w przypad-
ku modeli wieloréwnaniowych, gtdownym celem byto uproszczenie modelu,

28 Zarzut nie jest do konca prawdziwy, poniewaz model GARCH mozna rozszerzyc¢ o do-
datkowe zmienne w rownaniu dla wariancji (patrz podrozdziat 1.2).
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pozwalajace opisa¢ wicksza liczbe aktywow. Powstawaty, co prawda, ztozone
modele opisujace okreslone charakterystyki procesow finansowych (patrz np.
dwuréwnaniowy model BEKK GJR (Hafner i Herwartz, 1998) czy dwurdéw-
naniowy model CCC FIGARCH (Brunetti i Gilbert, 2000)), jednakze ich za-
stosowania jak na razie ograniczajg si¢ do bardzo matej liczby aktywow. Wie-
loré6wnaniowe modele GARCH nalezg z pewnoscig do ciagle dynamicznie
rozwijajacego si¢ obszaru ekonometrii finansowe;j.

W podrozdziale 2.1 przedstawiono wybrane, wazne z punktu widzenia
zastosowan empirycznych, postacie wielorownaniowych modeli GARCH.
Opisujac kolejne specyfikacje, starano si¢ zwroci¢ uwagg z jednej strony na
fatwos¢ estymacji parametrow modelu, z drugiej za$ na zasadnos¢ przyje-
tych uproszczen. W wickszos$ci prac, w ktorych opisuje si¢ wielorOwnaniowe
modele GARCH przedstawia si¢ tylko kilka wybranych specyfikacji mode-
li (patrz np. Gourieroux, 1997; Tsay, 2005; Osinska, 2006). Szerszego prze-
gladu istniejacych i powstajagcych nowych parametryzacji wieloréwnanio-
wych modeli GARCH dokonano w pracach Bauwensa, Laurenta i Romboutsa
(2006) oraz Silvennoinen i Terdsvirta (2008). W literaturze polskiej szerszy
opis wieloréwnaniowych modeli GARCH (oraz ich bayesowskie porowna-
nie z modelami SV) mozna znalez¢ w pracach Osiewalskiego, Pajor i Pipie-
nia (2006a, 2006b, 2007).

Podrozdziat 2.2 zawiera probe syntetycznego spojrzenia na omawiane pa-
rametryzacje modeli. Przedstawiono szereg klasyfikacji modeli, w tym zapro-
ponowano kilka nowych podzialow. Zaprezentowano rézne metody wyboru
modeli GARCH. W podrozdziale 2.3 oméwiono estymacj¢ parametrow wie-
loréwnaniowych modeli GARCH za pomoca MNW. Podrozdziat 2.4 zawie-
ra omowienie podstawowych testow diagnostycznych do oceny ich jakosci.
Najwigkszy nacisk potozono na wazne, z praktycznego punktu widzenia, testy
statosci wspotczynnikoéw korelacji oraz testy przyczynowosci w wariancji.

W ostatnich dwoch podrozdziatach przedstawiono wyniki badan z zasto-
sowaniem wieloréwnaniowych modeli GARCH dotyczace zalezno$ci migdzy
rynkami akcji. W punkcie 2.5 przeprowadzono analiz¢ powiazan miedzy in-
deksem WIG a wybranymi indeksami rynkow akcji na $wiecie. W badaniu
zastosowano dwuréwnaniowe modele VAR-BEKK. Przeprowadzono migdzy
innymi testy statosci wspolczynnikow korelacji oraz przyczynowosci w wa-
riancji konstruowane na podstawie wieloréwnaniowych modeli GARCH.
W punkcie 2.6 zaproponowano test efektu zarazania (ang. contagion) konstru-
owany na podstawie modelu VAR i testu Tse (2000) na stato$¢ wspotczyn-
nikow korelacji w wielorownaniowym modelu GARCH. Idea testu opiera si¢
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na propozycji zawartej w pracy: Corsetti, Pericoli i Sbracia (2001), gdzie po-
przez efekt zarazania rozumie si¢ istotny wzrost wspotczynnikow korelacji
pomiedzy procesami finansowymi, obserwowanymi w réznych krajach, po
uwzglednieniu wptywu czynnika globalnego. Zaproponowany test zastoso-
wano do badania zalezno$ci pomigdzy indeksem WIG a indeksami wybra-
nych rynkéw akcji na Swiecie.

2.1. POSTACIE WIELOROWNANIOWYCH MODELI
GARCH STOSOWANE DO OPISU WIELOWYMIAROWYCH
FINANSOWYCH SZEREGOW CZASOWYCH

Podobnie jak w przypadku procesow jednowymiarowych, modelujac
zmienno$¢ stop zwrotu, nie mozna poming¢ modelowania warto$ci oczekiwa-
nych stop zwrotu®. Zatézmy, ze wielowymiarowy proces stop zwrotu mozna
przedstawi¢ w postaci:

r,=p t+g,, (2.1.1)

gdzie r, p, € sg wektorami o wymiarach N x1, p, = E (rt|z/)H). Do opisu wa-
runkowych warto$ci oczekiwanych stop zwrotu — p_ stosuje sig czgsto modele
wektorowej autoregresji VAR, zwykle VAR(1), jednakze mozliwe sg bardzo
rozne specyfikacje modelu. Niech g dane bedzie formuta:

e, =H"z,, z,~1ID(0,1,), (2.1.2)

0
gdzie z, jest wektorem o wymiarach N x1, D(0,I,) oznacza okreslong po-
sta¢ wielowymiarowego rozktadu o wartosciach oczekiwanych rownych zeru
1 jednostkowej macierzy kowariancji (najczesciej jest to rozktad normalny lub
t-Studenta), H'? jest macierza o wymiarach N X N .

Posta¢ macierzy H!” nie jest jednoznaczna®, jednakze dla kazdej postaci
spetniajacej warunek H'?H!> = H, otrzymamy te samg posta¢ warunkowej
macierzy kowariancji.

¥ Jezeli zaleznoSci w $rednich sg stabe, to w niektorych zastosowaniach finansowych
nieuwzglednienie zmiennosci §rednich warunkowych moze nie mie¢ istotnego wptywu na uzy-
skane wyniki (patrz Tsay, 2005).

3% Mozna ja otrzymac np. za pomoca dekompozycji Choleskiego.
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Z formuly (2.1.2) wynika, ze:

g | ¢, ~D(O.H,) . (2.1.3)
Macierz H, jest zatem warunkowg macierza kowariancji ¢ oraz r;

Cov, ,(r,)=Cov, ,(¢,)=H, 2.1.4)

i powinna by¢ dodatnio okreslona dla wszystkich mozliwych realizacji. Jezeli
nie jest to wyraznie zaznaczone, to ponizsze postacie wielorownaniowych mo-
deli GARCH beda si¢ roznity jedynie specyfikacja macierzy kowariancji H, .

2.1.1. MopEeL VECH

Ogolng posta¢ wielorownaniowego modelu GARCH (p,q), wprowa-
dzong przez Krafta i Engle’a (1983), zwang postacia VECH (niekiedy VEC),
mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

q P
vech (H)=W-+> Avech (¢,_g' )+ B,vech (H,_)), (2.1.5)
i=1 j=1
gdzie W jest wektorem parametrow o wymiarach N(N+1)/2 X1, A, B, s3
macierzami parametréw o wymiarach: N(N +1)/2x N(N +1)/2, vech (")
oznacza operator wektoryzacji macierzy symetrycznej, ustawiajacy elementy
macierzy znajdujace si¢ ponizej oraz na przekatnej w wektor kolumne.
Zewzgledunaduzaliczbe parametrow, jakie nalezy oszacowac (dlamodelu
(2.1.5), liczba parametrow wynosi [N(N +1)/2][1+(p+q)N(N +1)/2]),
formutowanie warunkow, przy ktorych macierz H, jest dodatnio okreslona®',
anastepnie ich weryfikowanie jest bardzo trudne. Z tego wzgledu model w po-
staci VECH nie znajduje zastosowania w praktyce. Niech N*= N(N +1)/2,
proces VECH jest procesem kowariancyjnie stacjonarnym, jezeli pierwiast-
ki réwnania:

max (p,q)

I.— > (A +B)Z|=0 (2.1.6)

i=1

*' Gourieroux (1997) podaje warunki dodatniej okreslonosci macierzy H..
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leza poza kotem jednostkowym. Ten warunek jest warunkiem wystarczaja-

cym, ale nie koniecznym. Na przyktad dla modelu VECH(1,1) warto$ci wta-

sne macierzy A, + B, musza by¢ mniejsze co do modutu od jednosci.
Bezwarunkowa macierz kowariancji S = E(g,€,) dana jest wowczas for-

mutlg:
max (p,q)
vech(S)=[I.— > (A, +B)]'W. (2.1.7)
i=1
Model diagonalny VECH

W celu ograniczenia liczby parametréw w modelu Bollerslev, Engle
i Wooldridge (1988) wprowadzili diagonalng posta¢ modelu VECH (DVECH,
ang. diagonal VECH), w ktorej zaklada sig, ze macierze A; oraz B, w mo-
delu (2.1.5) sa macierzami diagonalnymi. Oznacza to, ze k/-ty element w ma-
cierzy H, zalezy wylacznie od kl-tych elementéw w macierzach ¢, _.¢'_, oraz
H, ;. Powyzsze ograniczenie zmniejsza, co prawda, liczbg parametrow, kto-
re nalezy oszacowa¢ do [N(N +1)/2](1+ p + ¢q), ale nie rozwigzuje proble-
mu dodatniej okre$lonosci macierzy H,. Diagonalng posta¢ modelu mozna

rowniez przedstawi¢ w nastepujacej formie (dlap =g =1):
h, =w, +aze, ,+bh, dla k= 1,2,..,N, (2.1.8)
hy, =w, +a,e,, €, +b.h,, , dlal<k<I<N. (2.1.9)

Wariancje warunkowe sg zatem opisane za pomocg jednorownaniowych mo-
deli GARCH, a kowariancje warunkowe — za pomocg ich odpowiednikow.
Glownymi zaletami modelu DVECH sa: tatwos$¢ estymacji parametréw oraz
mozliwo$¢ bezposredniej interpretacji parametrow. Kazde réwnanie tego
modelu moze by¢ estymowane oddzielnie (patrz Silvennoinen i Terésvirta,
2008). Model diagonalny VECH (p,q) mozna przedstawi¢ rowniez za pomo-
cg iloczynu Hadamarda’?:

9q P
H=W+> A O(_g )+ B OH , (2.1.10)
i=1

J=1

gdzie W, A, oraz B, sasymetrycznymimacierzamiparametrow o wymiarach

32 Tloczyn Hadamarda dwoch macierzy A i B o wymiarach N X N jest okre§lony w nastg-
pujacy sposob: {4 © B}ij = {A},.j {B}U._
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NXN, okre$lonymi przez relacje A = diag[vech(A")], B = diag[vech(B")]
oraz W = vech(W").
Warunkowa macierz kowariancji jest macierza dodatnio okreslong, jezeli ma-
cierze W', A:, Bj. sa dodatnio potokreslone oraz poczatkowa macierz ko-
wariancji (H, ) jest dodatnio okre§lona. Dodatnia okreslono$¢ H, moze by¢
zagwarantowana przez przyjecie probkowej macierzy kowariancji. Restryk-
cje zapewniajace dodatnig potokreslono$¢ macierzy parametrow mozna nato-
zy¢, stosujac dekompozycje Choleskiego lub zaktadajgc:

W =W'W" A=A"A"", B =B'B’". (2.1.11)

Mozliwe jest dalsze uproszczenie modelu przez zastapienie macierzy A,
oraz B; we wzorze (2.1.10) macierzami o rz¢dach jeden. Najprostsza wersje
modelu (2.1.10) otrzymamy, zastepujac macierze A’ oraz Bj dodatnimi ska-
larami pomnozonymi przez macierz jedynek:

q r
H =W +> ag_ & +> 8H,_,. (2.1.12)
i=1 Jj=1
Dla W' =W W' model (2.1.12) jest okreslany jako skalarno-diagonalny
(skalarna posta¢ diagonalnej postaci modelu VECH).
q P
Zakladajac, ze W™ =0 oraz Zai + Zﬁ . =1, otrzymamy model okreslany

i=1 =1
zintegrowanym wielordOwnaniowym modelem GARCH. Dla g=p=1 mo-

del ma tylko jeden parametr:
H =og &', +(1-a)H, |, (2.1.13)

gdzie 0<a<1.

Wigkszo$¢ powyzszych zatozen jest bardzo silna i moze nie by¢ spetniona dla
rzeczywistych szeregdw czasowych. Model VECH w postaci diagonalnej i je-
g0 uproszczenia nie uwzgledniaja mozliwosci wystgpowania zaleznos$ci po-
migdzy wariancja warunkowa jednego procesu a opoznionymi wariancjami
warunkowymi innych badanych proceséw finansowych.
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2.1.2. MobpEL BEKK

Baba, Engle, Kraft i Kroner (1990) przedstawili nastepujaca posta¢ mo-
delu, nazywang modelem BEKK (p,q,K) * (patrz Engle i Kroner, 1995):

K q K )4
H, =CC+Y 3 D,e &' D, +> > EH, E,, (2.1.14)
k=1 i=1 k=1 j=1
gdzie C, D, oraz E, sa macierzami parametrow o wymiarach Nx N. Czg-
sto przyjmuje si¢, ze macierz C jest macierzg troéjkatng. Powyzsza postac za-
pewnia dodatnig okreslono$¢ macierzy kowariancji H,**. W modelu (2.1.14)
wystepuje N(N +1)/24 (p+ q)KN* parametréw. W badaniach empirycz-
nych najczegsciej wykorzystywana jest posta¢ modelu dla K =1, dlatego
dalsze wzory dla modelu BEKK sa podawane dla tej postaci. Proces BEKK
(p,q,1) bedzie dalej oznaczany jako BEKK (p,q) . Ze wzglgdu na to, Ze r6zne
parametryzacje dajg te¢ samg reprezentacj¢ modelu, wystepuje problem iden-
tyfikowalnosci. Mozna go jednak rozwigzaé, przyjmujac na przyktad restryk-
cje zaproponowane przez Engle’a i Kronera (1995).

Mozna wykazaé, ze o ile spetnione sg pewne nieliniowe restrykcje, nato-
zone na parametry w macierzach W,A[,BA/. ,C,D, oraz E‘/. , to modele VECH
i BEKK sg rownowazne (patrz Engle i Kroner, 1995). Osiewalski i Pipien
(2002) pokazuja, w jaki sposdb mozna otrzymaé¢ model BEKK(1,1), testujac
alternatywne zestawy nieliniowych restrykcji w modelu VECH(1,1). Model
BEKK obejmuje wszystkie dodatnio okreslone postacie modelu diagonalnego
VECH i wigkszo$¢ dodatnio okreslonych postaci modelu VECH.

Proces BEKK(1,1) jest procesem kowariancyjnie stacjonarnym, jezeli
warto$ci wlasne macierzy (D, ®D,)+ (E, ©E,) sa mniejsze co do modutu
od jednosci. Bezwarunkowa macierz kowariancji S dana jest formuta:

vech(S)=[1, —(D,®D,)'—(E,OE,)7 'vech(CC"). (2.1.15)

Parametryzacja modelu BEKK pozwala posrednio opisa¢ zmieniajace si¢
w czasie warunkowe wspotczynniki korelacji pomigdzy szeregami czasowy-
mi (poprzez zmienne warunkowe wariancje i kowariancje) oraz zaleznosci
pomigdzy wariancja warunkowa jednego procesu a opéznionymi wariancjami
warunkowymi innych badanych proceséw finansowych.

3 Nazwa pochodzi od pierwszych liter nazwisk autorow.
** Pod warunkiem, ze rzedy macierzy D, i E. sa rowne N oraz H, jest macierzg dodatnio
okreslong, albo C jest nicosobliwa i H, nieujemnie okreslona.
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Kolejng zaleta tego modelu jest fakt, ze nie naklada on z géry na para-
metry krgpujacych ograniczen. Model BEKK jest jedng z najczesciej stoso-
wanych postaci wielordwnaniowego modelu GARCH w przypadku kilku sze-
regow. Niestety parametry modelu nie maja prostej interpretacji. Dodatkowo
parametryzacja modelu BEKK jest na ogét zbyt ztozona. W badaniach empi-
rycznych spora cze$¢ parametrow jest najczesciej nieistotna statystycznie. Juz
dla czterech szeregdw (lub wigcej) estymacja modelu jest trudna i czasochton-
na*’, a przy wigkszej liczbie szeregéw praktycznie niemozliwa do estymacji.
W niektorych zastosowaniach mozliwe jest jednak uproszczenie modelu, po-
przez zastapienie macierzy D, i E; macierzami diagonalnymi (diagonalny
BEKK) lub nawet skalarami pomnozonymi przez macierz jedynek (skalarny
BEKK)?*. Diagonalny model BEKK (p,¢g) mozna rowniez przedstawié¢ w po-
staci:

q )4
H =CC+) dd,0¢ &, +) ee,OH, , (2.1.16)
i=1 Jj=1

gdzie d, oraz e; sa wektorami parametrow o wymiarach N x1 i zawieraja
diagonalne elementy diagonalnych macierzy odpowiednio D, oraz E .

Diagonalna posta¢ modelu BEKK jest szczegolnym przypadkiem diago-
nalnej postaci modelu VECH (jest mniej ogodlna i zawiera mniej parametrow
niz diagonalna posta¢ modelu VECH). Diagonalna specyfikacja dosy¢ dobrze
opisuje zmienno$¢ wariancji i kowariancji stop zwrotu, jednakze nie uwzgled-
nia mozliwo$ci wystgpowania zaleznosci pomiedzy wariancjg warunkowa
jednego procesu a opoéznionymi wariancjami warunkowymi innych badanych
procesow finansowych. Pomimo uproszczenia modelu przy wigkszej liczbie
szeregow (kilkadziesiat i wigcej), liczba parametréw modelu jest na tyle duza
(estymacja jest czasochtonna), ze w zasadzie uniemozliwia praktyczne wyko-
rzystanie modelu. Skalarna posta¢ modelu BEKK oznacza natomiast, ze mo-
dele opisujace wariancje i kowariancje warunkowe dla wszystkich szeregow
majg takie same parametry, zatem dynamika zmiennosci jest zblizona (cho¢
nie jest identyczna).

35 Bardzo czesto funkcja wiarygodnosci jest ptaska wokot maksimum, czgsto rowniez ite-
racyjna procedura numeryczna jest wrazliwa na przyjete wartosci startowe.

% Niektorzy autorzy jako skalarny BEKK definiuja model, w ktorym macierze D, i E sg
zastapione skalarami pomnozonymi przez macierz jednostkowa.
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2.1.3. MODEL STALYCH WARUNKOWYCH WSPOLCZYNNIKOW
KORELACJI

Bollerslev (1990) wprowadzit model stalych warunkowych wspotczynni-
kéw korelacji (CCC ang. constant conditional correlations), w ktérym zakta-
da sie, ze zmieniajgce si¢ w czasie warunkowe kowariancje sg proporcjonalne
do iloczynu odpowiednich warunkowych odchylen standardowych:

H =DID,, (2.1.17)

gdzie D, oznacza macierz diagonalng o wymiarach NX N, ktorej elementami
sg warunkowe odchylenia standardowe, opisane za pomoca dowolnych jed-
noréwnaniowych modeli GARCH - D, = diag(h*, h.,..., hy;), a I jest ma-
cierza staltych warunkowych wspotczynnikow korelacji.

Na to, aby macierz H, byla dodatnio okreslona dla wszystkich ¢, potrzeba
i wystarcza, by warunkowe wariancje byty wieksze od zera oraz macierz I
byta dodatnio okreslona.

Zaktadajac, ze wariancje warunkowe sa opisane za pomocg jednoréwnanio-

wych modeli GARCH(1,1), model mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

h, =0y, +ai15i2t—1 + Bahi dla i=12,.,N, (2.1.18)
hye = pyJhJh, dla1<i<j<N. (2.1.19)

W modelu wystepuje N(N +5)/2 parametréow. Ze wzgledu na stosunko-
wo prosta posta¢ macierzy warunkowych kowariancji oraz tatwos$¢ estyma-
cji model statych warunkowych wspotczynnikdéw korelacji znalazt zastoso-
wanie w bardzo wielu analizach empirycznych. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
zatozenie o statosci warunkowych wspotczynnikow korelacji jest najczes-
ciej przyjmowane z gory i rzadko bywa analizowane lub testowane. Tym-
czasem niespetnienie powyzszego zalozenia moze prowadzi¢ do bledéw po-
znawczych. Testy statosci wspotczynnikow korelacji w wielorownaniowym
modelu GARCH zostaly przedstawione w punkcie 2.4.2. Model w postaci
(2.1.17) nie uwzglednia rowniez mozliwosci wystepowania zaleznosci pomie-
dzy wariancjg warunkowa jednego procesu a opdznionymi wariancjami wa-
runkowymi innych badanych proceséw finansowych. Jeantheau (1998) oraz
He i Terésvirta (2004) przedstawiaja rozszerzony model statych wspotczynni-
kéw korelacji, ktory pozwala opisaé taka wlasnosé.
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2.1.4. MobDELE DCC

Modele DCC Engle’a
Model DCC (ang. dynamic conditional correlation) wprowadzony przez
Engle’a (2002) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej formie:

H =DRD,, (2.1.20)

R =Q;'QQ", (2.1.21)
o P o P

Q=01->a,=> B)S+> oz, 2z, )+> BQ,,, (2.1.22)
i=1 j=l1 i=1 j=l1

gdzie D, = diag (h*, h)’,..., hy), warunkowe wariancje /,, (dlak =1,2,...,N)
opisane s3 za pomocg jednoréwnaniowych modeli GARCH, z, to wektor stan-
daryzowanych wartosci ¢, , takich ze 7z =¢_/./h, , R, to macierz zmien-
nych w czasie warunkowych wspotczynnikoéw korelacji z,, S oznacza bez-
warunkowg macierz kowariancji z,, a Q, jest macierza diagonalng, ktorej
elementami sg pierwiastki kwadratowe z elementéw diagonalnych macierzy
Q, . Parametry musza dodatkowo spetnia¢ warunek:

9 P
0<> a4y .6,<1.
i=1 j=1

Jednoréwnaniowa specyfikacja modelu GARCH nie musi ogranicza¢ si¢
wylgcznie do standardowego modelu GARCH (p,q) . Moze to by¢ dowolny
jednorownaniowy proces GARCH o normalnym rozktadzie warunkowym g,
o ile spetnione sg warunki stacjonarno$ci i dodatnio$ci wariancji warunkowe;.
Dla Q = P =1 oraz jednoréwnaniowych modeli GARCH(1,1) w modelu wy-
stepuje (N +1)(N +4)/2 parametréw. Dla Q = P =1 ki-ty element macie-
rzy Q, mozna zapisa¢ jako:

Qi = Pu T (2,121 — Pu) + 8@ — Pu) s (2.1.23)

gdzie p,, oznacza bezwarunkowy wspotczynnik korelacji zmiennych z, i z, .
Przyjecie takiej specyfikacji modelu oznacza, ze poszczegodlne kowariancje
s3 opisane za pomocg procesow GARCH o wspolnych parametrach o i
1 roznych bezwarunkowych wspotczynnikach korelacji p,, . Bezwarunkowe
wartosci oczekiwane z gq,,, 1 q,,, sa rtowne odpowiednio p,, oraz 1. Macierz
warunkowych wspotczynnikow korelacji, ktorej kl-ty element dany jest wzo-
rem Py, = Gy, / (@4, 90,)"" , jest dodatnio okreslona, poniewaz macierz kowa-
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riancji Q, jest $rednig wazong z dodatnio okreslonych macierzy S i Q,_,
oraz dodatnio potokreslonych macierzy z, ,z', ;. Zatem aby macierz warun-
kowych kowariancji H,, w modelu DCC, byla dodatnio okreslona, musza
by¢ spetnione podobne warunki, jak w przypadku jednoréwnaniowych mode-
li GARCH (szczegotowe warunki podaja Engle i Sheppard, 2001).

Model w postaci (2.1.23) jest powracajacym do $redniej, jezeli tylko
a+3<1.Dla a+ 3 =1, zamiast rownania (2.1.23), g,,, jest dane wzorem:

qk/t = (I_A)(Zkt—lz[[_l)—i—)\qklz s (2124)

gdzie \=1—a=7.

Zatem g,,, ma posta¢ modelu wyréwnywania wyktadniczego. Model DCC
jest wowczas okreslany jako zintegrowany model DCC. W postaci macierzo-
wej formule (2.1.22) nalezy zastgpi¢ rownaniem:

Qt = (1 - A)(Zz—lz 'z—l) + )‘Qt—l . (2 1 25)

Gtowng zaleta modelu DCC jest mozliwo$¢ estymacji parametrow
w dwoch krokach, dzigki czemu estymacja Jest mozliwa nawet dla duzej licz-

by szeregdéw. Podstawiajgc za S szacunki ZS,S, , mozna jeszcze bardziej
t=1

uprosci¢ estymacje procesOw kowariancyjnie stacjonarnych. Mozliwo$¢ za-
stosowania dowolnych specyfikacji jednorownaniowych modeli GARCH
otwiera drzwi do bardziej zaawansowanych metod opisu wariancji warunko-
wych. Podstawowa wada modelu DCC jest zatozenie, ze parametry odpo-
wiedzialne za zmienne warunkowe wspotczynniki korelacji (o 1 3 oraz A
w ostatniej specyfikacji) sg takie same dla wszystkich szeregéw. Przy bardzo
zréznicowanych aktywach zalozenie, ze dynamika wspotczynnikow korelacji
jest dla wszystkich podobna, moze by¢ trudne do akceptacji. Z tego wzgledu
powstato kilka innych specyfikacji modelu DCC. Na przyktad Billio, Capo-
rin i Gobbo (2006) proponuja blokowo-diagonalng parametryzacje, dla ktorej
dynamika wspotczynnikow korelacji jest zblizona tylko dla szeregdow naleza-
cych do danego bloku. Niestety podzial na bloki musi by¢ okre§lony a priori.
Pelletier (2006) przedstawia model, w ktorym warunkowe wspotczynniki ko-
relacji sa opisane za pomocg modelu przetacznikowego z tancuchem Marko-
wa. Macierz korelacji jest stata w kazdym rezimie, ale moze si¢ r6zni¢ pomig-
dzy rezimami. Cappiello, Engle i Sheppard (2006) rozszerzyli model DCC,
wprowadzajac asymetryczny model DCC. Model ten pozwala opisac sytu-
acje, w ktorej korelacja wzrasta w wigkszym stopniu, gdy stopy zwrotu spa-
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daja niz gdy stopy zwrotu rosng w takim samym stopniu. Inne rozszerzenie
modelu DCC, zaproponowane przez Engle’a (2002), to zastgpienie formuty
na macierz Q, nast¢pujacg specyfikacja:

o P o] P
Q =SO(i'-) A —> B)+) A Oz, )+) B OH,_,
j=1 i=1 J=1

i=1

(2.1.26)

gdzie i jest wektorem jedynek, a A; oraz B, sa macierzami parametrow
o wymiarach N x N . Taka parametryzacja powoduje znaczne zwigkszenie
liczby parametrow, jednakze mozna przyja¢ pewne restrykcje, np. A, =aa’;,
gdzie a, jest wektorem parametrow o wymiarach N x1.

Engle (2007) potaczyt zalety modelu czynnikowego z zaletami modelu
DCC i zaproponowat model czynnikowy DCC. Model ten nalezy raczej trak-
towac jako rozszerzenie czynnikowego modelu GARCH. Kolejng modyfika-
cj¢ modelu DCC okres$lang modelem DECO (ang. dynamic equicorrelation)
zaproponowali Engle i Kelly (2008). Przyjeli oni zatozenie, ze warunkowe
wspotczynniki korelacji sg identyczne dla wszystkich par szeregdw czaso-
wych. Teoretycznie taka restrykcje mozna natozy¢ na dowolna parametry-
zacj¢ wieloroéwnaniowego modelu GARCH, jednakze w przypadku modelu
DCC uzyskuje si¢ znaczace przyspieszenie w estymacji parametréw (znacza-
co upraszcza si¢ funkcja wiarygodnosci i nie jest konieczne odwracanie ma-
cierzy). Zmienny w czasie warunkowy wspotczynnik korelacji dla modelu
DECO-DCC jest réwny:

1 gy

. .
‘ N(N—l)%_:lm

Estymacja parametréw modelu DECO-DCC jest mozliwa dla duzej liczby ak-
tywow, nawet dla kilkuset. Przy bardzo zréznicowanych aktywach, zatozenie,
ze warunkowe wspotczynniki korelacji sa rowne, nie bedzie prawdopodobnie
spelnione. Ze wzgledu na to, ze w modelu DECO przyjeto stosunkowo silne
zalozenie upraszczajace, autorzy zaproponowali od razu pewne modyfikacje
modelu, mianowicie: liniowy model DECO, model rozszerzony o zmieniajg-
ca si¢ w czasie, rowna dla wszystkich aktywow, wariancje i blokowa parame-
tryzacj¢ modelu DECO.

(2.1.27)
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Model DCC Tse i Tsui

Zblizong parametryzacj¢, o bardzo podobnych wtasnos$ciach do modelu
DCC Engle’a, zaproponowali Tse i Tsui (2002). Model ten jest rowniez okre-
$lany mianem modelu DCC i mozna go zapisa¢ w postaci:

H, =DRD, (2.1.28)
R, =(1—-0,—0,)R+0E  +60,R,, (2.1.29)
E =B/ L, L' B, (2.1.30)

gdzie D, = diag(h*, h)7,..., hy}), warunkowe wariancje %, (dlai=1,2,...,N)
opisane s3 za pomocg dowolnych jednoréwnaniowych modeli GARCH, para-
metry 0, i 0, s nieujemne, 6, +6, <1, R, jest symetryczna, dodatnio okre-
slong macierzg parametrow, o wymiarach N X N , z elementami diagonalny-

mi rownymi jeden, E, | jest macierzg korelacji € o wymiarach N x N dla
T=t—-M,t—M+1,..,t—1, B, , jest diagonalng macierza o wymiarach

M
N x N, ktorej i-ty diagonalny element jest rowny (Z 2 )z, =g,/ \/Z

. . . . k=l
oraz L, , jest macierza o wymiarach N XM réwna (Z, ,Z, 552, ) .

Zauwazmy, ze ki-ty element E, | dany jest formula:

M
Z Zktfmzltfm
m=1
M M ’
2 2
(Z Zktfm )(Z thfm )
m=1 h=1

Dla jednorownaniowych modeli GARCH(1,1) w modelu wystgpuje
(N +1)(N +4)/2 parametrow. Warunkiem koniecznym dodatniej okreslo-
nosci E,_, 1 jednoczesnie R, jest nieréwnos¢ M > N . R, jest wowczas
macierzg korelacji, o ile R, | jest macierza korelacji. Model statych warunko-
wych wspotczynnikow korelacji jest zagniezdzony w obu modelach ze zmien-
nymi wspotczynnikami korelacji. Model DCC Tse i Tsui podobnie jak mo-
del DCC Engle’a zaktada, ze dynamika wspoétczynnikéw korelacji jest dla
wszystkich szeregow dos¢ zblizona.

Gloéwna réznica pomigdzy modelami DCC Engle’a oraz Tse i Tsui po-

lega na innej parametryzacji macierzy korelacji. W drugim modelu warun-

Eaenr = (2.1.31)

7 DlaM=1 E | jest rowne macierzy jedynek.
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kowe wspolczynniki korelacji s3 wazong suma wspotczynnikoéw korelacji
z poprzednich okreséw, natomiast w modelu DCC Engle’a macierz korelacji
powstaje z transformacji macierzy Q,. Wedlug Engle’a i Shepparda (2001)
model DCC Tse i Tsui jest mniej elastyczny i wymaga estymacji wigkszej
liczby parametrow.

2.1.5. MODELE CZYNNIKOWE

K-czynnikowy model GARCH
Engle (1987) zaproponowal K-czynnikowy model GARCH (p,q), (ang.
K-factor GARCH) w nastepujacej postaci:

K q P
H =G+) gg' > viwie g w, +> rkyw H_w, |, (21.32)
k=1 i=1 j=1
gdzie v,k oznaczajg parametry, w, 1 g, sa wektorami parametrow o wymia-
rach Nx 1,a G jest symetryczng macierzg parametrow o wymiarach Nx N.
Model ten zapewnia dodatnig okreslono$¢ macierzy H,*, a jednocze$nie ma
relatywnie mniejsza, np. w stosunku do modelu BEKK, liczbe parametrow.
K-czynnikowy model GARCH w postaci (2.1.32) jest szczegdlnym przypad-
kiem modelu BEKK (2.1.14), dla ktérego przyjeto nastgpujace zatozenia:

D, =7, W8, E, =r,w,g (2.1.33)
oraz
[0 ks -
W, = b =1,4,...,1V, 1.
T dlak=r (139
N
> ow, =1 (2.1.35)
n=1

W modelu (2.1.32) k-ty czynnik wspolny — f,, jest liniowa kombinacja €,
zgodnie z formula f,, =w', €, , natomiast g, s3 to tadunki czynnikéw. Model
(2.1.32) mozna rowniez przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

3% Pod warunkiem, ze macierz G jest dodatnio okreslona.
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K
H=Q+) g8k, (2.1.36)
2 : 1.

K
gdzie Q=G- nggvk w', Gw,, var(f, | . )=w, Hw, =h,

k=1

q P
oraz h;t = W;(ka + Z’Yizksz,rfi + Z’%Jz‘khlj,t—j'

i=1 j=1
Na podstawie modelu (2.1.36) wida¢, ze warunkowa macierz kowariancji
g, zalezy wylacznie od wariancji warunkowych K czynnikow wspolnych
oraz kazdy z czynnikdw moze by¢ opisany jako jednorownaniowy proces
GARCH (p,q). Zauwazmy rowniez, ze warunkowa kowariancja dwoch do-
wolnych czynnikow jest niezalezna od czasu:

E_(f.f,)=w,Gw, dla k=1 oraz k,/=12,..K.  (2.1.37)

K-czynnikowy proces GARCH jest kowariancyjnie stacjonarny wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy:

q D
>+ k<1 dla k=12,...K. (2.1.38)

Bezwarunkowa macierz kowariancji S = E(g,e',) jest wowczas dana naste-
pujaca formuta:

K
S=Q+> gg'0’, (2.1.39)

k=1
q )4
gdzie 07 = (W', GW,) /(1= 75 =Y K3).
i=1 j=1
Model w postaci (2.1.36) moze by¢ rowniez wyprowadzony na podsta-
wie modelu:

K
g = gf, 0, (2.1.40)
k=1

gdzie n, ma stalg macierz kowariancji oraz jest nieskorelowane z f, .

K-czynnikowy model GARCH oznacza, ze zmienna w czasie cz¢$¢ macierzy
kowariancji ma zredukowany rzad réwny K (rzad H, pozostaje bez zmian ze
wzgledu na macierz G). Zmienna w czasie cz¢$¢ macierzy kowariancji zale-
zy wylacznie od K wspolnych czynnikéw. Przyjmuje si¢ zatem zatozenie, ze
&, majg wspolng zmienno$¢ warunkowg. Niektore teorie finansowe i ekono-
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miczne sugeruja takie zachowanie zmiennych, na przyktad w teorii arbitrazu
cenowego zaktada sig, ze nieoczekiwana czg$¢ stop zwrotu z aktywow zalezy
od wspolnych czynnikow i ryzyka specyficznego.

Podstawowg zaleta K-czynnikowego modelu GARCH, o nieduzej liczbie
czynnikow, jest tatwo$¢ estymacji parametrow, nawet dla bardzo duzej liczby
szeregdw, za pomocg procedury dwustopniowej. Stabym punktem tej parame-
tryzacji modelu jest taka sama persystencja dla wszystkich wariancji i kowa-
riancji. Dodatkowo, jezeli wybrane czynniki nie beda miaty silnego wplywu
na badane aktywa, to model moze opisywaé¢ zmienno$¢ wariancji i kowa-
riancji stop zwrotu w niezadowalajacym stopniu. Dalsze rozszerzenia mode-
lu czynnikowego zaproponowatl Engle (2007): model czynnikowy podwdjny
ARCH (ang. factor double ARCH) pozwalajacy opisa¢ niewyjasniong zmien-
no$¢ warunkowa oraz model czynnikowy DCC begdacy polaczeniem mode-
lu czynnikowego i DCC. Inne specyfikacje czynnikowego modelu GARCH
1 jego zastosowanie w testach APT zostaly oméwione w punkcie 5.3.

Pelnoczynnikowy model GARCH
Vrontos, Dellaportas i Politis (2003) zaproponowali specyfikacj¢ modelu
czynnikowego, okre$§lona mianem pelmoczynnikowego modelu GARCH:

H=WIW, (2.1.41)

gdzie W jest trojkatng macierzg parametrow z jedynkami na przekatnej o wy-
miarach N x N, X, =diag(o},03,...,05,), 0, jest warunkowg wariancjg i-tego
czynnika, to jest i-tym elementem W~'g, i moze by¢ okreslona przez dowol-
ny jednorownaniowy model GARCH.

Specyfikacja modelu zapewnia dodatnig okreslonos¢ macierzy H,. Kolej-
no$¢ szeregdw w wektorze y, moze mie¢ wptyw na uzyskane wyniki.

Model GARCH z ukrytym czynnikiem
Diebold i Nerlove (1989) wprowadzili model GARCH z ukrytym czynni-
kiem (ang. latent factor ARCH):
g =M+, (2.1.42)

gdzie n, =(,,....My), 1, ~(0,0,) dlai=1,..., Noraz F, jest zmienng ukryta
o nastgpujacym rozkladzie warunkowym F, | ¥, , ~N(0,h). Wowczas:
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Var (e, | ¥,.,)=hh'+diag(0,,,....00) , (2.1.43)

gdzie h, jest wariancja warunkowa, opisang za pomocg jednorownaniowego
modelu ARCH.

King, Sentana i Wadhwani (1994) uogolnili model, tak aby uwzgledniat
zarowno czynniki ukryte, jak i obserwowalne. Model z ukrytym czynnikiem
jest modelem oszczednie sparametryzowanym, jednakze poniewaz czynnik
nie jest obserwowalny, estymacja modelu jest znacznie trudniejsza niz innych
modeli czynnikowych (mozna wykorzysta¢ filtr Kalmana lub podejscie bay-
esowskie). Model ten moze nie by¢ wystarczajacy do opisu finansowych sze-
regow czasowych (patrz np. Osiewalski i Pipien, 2004a).

Ortogonalny model GARCH

Alexander i Chibumba (1996) wprowadzili ortogonalny model GARCH
(ang. orthogonal GARCH, O-GARCH), ktéry moze by¢ traktowany jako
szczegolny rodzaj modeli czynnikowych:

V7 =u, =Af

t t m-t?>

(2.1.44)
H,=V"7VV", (2.1.45)
gdzie V =diag(v,,v,,...,vy), Vv, jest bezwarunkowa wariancjg ¢,, A
to macierz wektorow wlasnych (ortogonalnych) o wymiarach N xm,
f =(f, fy--f,.)' jest wektorem o warunkowych wartosciach oczekiwanych
rownych zeru: E, (f,) =0, oraz warunkowej macierzy kowariancji rownej
Q, = diag(a;/ ,(72 ,...,aj.m ), a; jest opisane za pomocg jednoréwnaniowego
stacjonarnego modelu GARCH (dla i =1,2,...,m ), a warunkowa macierz ko-
wariancji u, jestrownaV,=A QA' .
W praktyce parametry dla populacji (w macierzach Vi A ) sg zastgpione sza-
cunkami, uzyskanymi na podstawie proby, a m jest wybierane na podstawie
analizy gtéwnych sktadowych w odniesieniu do standaryzowanych reszt ..
Podstawowg zaletg ortogonalnego modelu GARCH jest fatwos¢ estyma-
cji, nawet dla bardzo duzej liczby szeregdéw. Specyfikacja modelu umozliwia
réwniez estymacje macierzy kowariancji (przy matej liczbie czynnikow), tak-
ze dla mato ptynnych aktywow, dla ktorych ciezko byloby osiagnaé zbiez-
no$¢ iteracyjnych procedur numerycznych realizujacych kryterium estyma-
cji w przypadku innych modeli. Z drugiej strony przyjmuje si¢ zatozenie, ze
czynniki sg nieskorelowane. Analiza gléwnych sktadowych zapewnia brak
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korelacji dla rozktadéw bezwarunkowych, ale nie gwarantuje braku korela-
cji dla rozktadow warunkowych. Van der Weide (2002), zamiast zatozenia
o ortogonalnosci macierzy A , przyjmuje zatozenie o jej odwracalnosci i pro-
ponuje uogolniony ortogonalny model GARCH (GO-GARCH). W modelu
GO-GARCH liczba czynnikow nie moze by¢ mniejsza niz liczba aktywow,
co jest mozliwe w modelu O-GARCH. Lanne i Saikkonen (2007) proponuja
jeszcze inne uogodlnienie ortogonalnego modelu czynnikowego, mianowicie
GOF-GARCH (ang. generalized orthogonal factor). Niektore czynniki w tym
modelu mogg by¢ warunkowo homoskedastyczne.

Jezeli badane aktywa nie sg silnie skorelowane, to modele ortogonal-
ne mogg opisywac zmiennos$¢ wariancji i kowariancji stop zwrotu w nieza-
dowalajacym stopniu. Model ortogonalny ze wszystkimi czynnikami sto-
sowali Ding i Engle (2001), okres$lajac go jako model GARCH glownych
sktadowych. Specyfikacja modeli ortogonalnych zapewnia dodatnig pot-
okreslono$¢ macierzy kowariancji H, . Modele sa kowariancyjnie stacjonar-
ne, jezeli kazdy z m jednoréwnaniowych modeli GARCH jest kowariancyj-
nie stacjonarny.

2.1.6. MopEL GARCH-M

Bollerslev, Engle i Wooldridge (1988) przedstawili wielorownaniowg
posta¢ modelu GARCH-M:

r=a+ o, +¢, g=H"z, z,~D(I,), (2.1.46)

gdzie r, jest to wektor stop zwrotu o wymiarach N x1, a — wektor parame-
trow o wymiarach N x1, X\ — staly parametr, ®_, — wektor udzialdw po-
szczegbdlnych walorow w portfelu rynkowym o wymiarach N x1 (udziat
i-tego waloru jest okre$lony jako iloraz wartosci rynkowej danego waloru
do wartosci rynkowej wszystkich walorow). Bollerslev, Engle i Wooldridge
(1988) przyjeli model VECH, a szacowali jego diagonalng postac, jednakze
mozliwa jest dowolna parametryzacja H,. Nalezy jednakze pamigtac, Ze es-
tymacja parametrow modelu powinna odbywac si¢ jednoczesnie (estymacja
laczna), poniewaz macierz informacji nie jest macierza blokowo-diagonal-
na ze wzgledu na parametry warunkowych wartosci oczekiwanych i kowa-
riancji, a to znacznie ogranicza liczbe mozliwych do zastosowania specyfi-
kacji modelu dla wigkszej liczby aktywow. Dalsze parametryzacje modelu
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GARCH-M oraz jego zastosowania do weryfikacji modelu CAPM omowio-
no w punkcie 5.2.

2.1.7. GRUBE OGONY WARUNKOWEGO ROZKEADU
WIELOWYMIAROWEGO

W formutach (2.1.2) i (2.1.3) przyjmuje si¢ czesto wielowymiarowy
rozktad normalny. Jednakze podobnie, jak w przypadku modeli jednoréw-
naniowych, warunkowa normalno$¢ z,, zalozona w (2.1.2), nie jest w sta-
nie opisac¢ zwiekszonej kurtozy wystepujacej w rozktadach brzegowych stop
zwrotu wigkszosci proceséw finansowych. Z tego wzgledu czesto stosuje
si¢ warunkowe rozktady posiadajace grubsze ogony niz te, ktore wystepu-
ja w rozktadzie normalnym. Najczgsciej przyjmuje si¢ rozktad t-Studenta.
Jezeli x, ma wielowymiarowy rozktad t-Studenta z v stopniami swobody,
wowczas var(x,)=v/(v—2),dla v>2,i=12,..,N,a z, =\|(v—2)/vx,
ma standaryzowany wielowymiarowy rozktad t-Studenta. Wielowymiarowa
funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu t-Studenta dla z, jest okre-
$lona wzorem:

T((v+N)/2)
[r(v—2)]"’T(v/2)

g(z,)= (1+@v—=2)"z"z) "2, (2.1.47)
gdzie I' oznacza funkcje gamma.

Mozliwe sg rowniez inne specyfikacje wielowymiarowego rozktadu wa-
runkowego, na przyktad skosny rozktad t-Studenta dopuszczajacy asymetrie,
mieszanina rozktadow normalnych (patrz Vlaar i Palm, 1993), uogélniony
rozktad hiperboliczny (patrz Mencia i Sentana, 2005). Modele GARCH z po-
wyzszymi rozkladami warunkowymi pozwalaja nie tylko lepiej opisa¢ grube
ogony rozktadow bezwarunkowych stop zwrotu, ale rowniez asymetri¢ tych
rozktadow. Model GARCH z warunkowym rozktadem t-Studenta najczgsciej
wystarczajaco dobrze opisuje zwickszong kurtoze wystepujaca w rozktadach
brzegowych proceséw finansowych, a estymacja jego parametréw jest sto-
sunkowo prosta. Problemem, ktory pozostaje nadal do rozwigzania dla takie-
go modelu jest okres$lenie wlasnos$ci estymatorow MNW. Osiewalski i Pipief
(2004a, b, 2005) stosuja podejscie bayesowskie jako dogodng alternatywe,
proponujac konkretne procedury numeryczne, gldéwnie algorytm Metropolisa
i Hastingsa z rodziny MCMC.
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2.1.8. INNE POSTACIE MODELI GARCH

Ponizej przedstawiono kilka mniej znanych parametryzacji modelu, ktére
zdaniem autora moga w przysztosci okazac si¢ wazne.

Uogélniony dynamiczny model kowariancji — GDC

Uogolniony dynamiczny model kowariancji (ang. general dynamic cova-
riance) zostal zaproponowany przez Kronera i Ng (1998), a nastepnie rozsze-
rzony, tak aby obejmowat modele DCC, przez Bauwensa, Laurenta i Rombo-
utsa (2006):

H =DRD, +®x20,, (2.1.48)
gdzie D, =(d,), d, =0, da i=12..N, d,=0 dla i=j,
i,j=12,..,N, O, =(0;,), R, jest okreslone tak, jak w modelach DCC,
®=(d;),p;=0dlai=12,..N,¢,=0¢;, 0, =w, +a"¢_g'_a,+g" H_g,
i,j=12,..,N, a,, g sa wektorami parametrow o wymiarach N x1 oraz
Q= (w,) jest dodatnio okre§long macierzg symetryczna.

Model GDC obejmuje, jako szczegolne przypadki, kilka podstawowych
specyfikacji wielorownaniowego modelu GARCH. Rozwazmy nastepujace
warunki:

(ila) =0, =0 (dla DCC Engle’a) lub 6, =0, =0,

(ilb) S=1I, (dlaDCC Engle’a)lub R=1,,,

(i2) a,=al,,g =41 dlai=12,.,N, gdzie |, jesti-ta kolumna jed-

nostkowej macierzy o wymiarach Nx N, «; i §, dlai=12,...,N
s skalarami,

(3) ¢,=0dlai=j,i,j=12,..,N,

(i4) o;,=1dlai=j,i;j=12,.,N,

(i5) A=a(0l)),G= 5(w;")vgd2ie A=[aa,,.,a,],G= (81,855 8y ]
sg macierzami o wymiarach N XN, o i A sg wektorami o wymia-
rach N X1 oraz o 1 B sa skalarami.

Model GDC redukuje si¢ do modeli:

— DCC(1,1) lub modelu ze zmiennymi warunkowymi wspoétczynnikami

korelacji, gdy zachodza (i2) i (i3),

—CCC =z warunkowymi wariancjami opisanymi przez procesy

GARCH(1,1), gdy zachodza (ila), (i2) i (i3),
— DVECH(1,1) z restrykcjami, gdy zachodza (i1) i (i4),
— BEKK(1,1,1), gdy zachodzg (i1) i (i4),
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— K-czynnikowego modelu GARCH, gdy zachodza (i1), (i4) i (i5).
Warunek (ilb) jest warunkiem identyfikujacym dla modeli VECH, BEKK
oraz K-czynnikowego modelu GARCH. W modelu GDC wystepuje stosun-
kowo duza liczba parametrow, tj. [N(7N —1)+4]/2, dlatego model moze
by¢ wykorzystywany do testowania réznych parametryzacji jedynie dla ma-
lej liczby szeregow.

Asymetryczny wplyw dodatnich i ujemnych stép zwrotu na wariancje
i kowariancje

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, wplyw dodatnich i ujem-
nych stop zwrotu na wariancje i kowariancje moze by¢ asymetryczny. Po-
wstato kilka specyfikacji modelu wielorownaniowego pozwalajacych opisaé
ten efekt. Zauwazmy, ze parametryzacja modelu moze dotyczy¢ € lub z,.
Kroner i Ng (1998) zaproponowali asymetryczny dynamiczny model kowa-
riancji (ADC, ang. asymmetric dynamic covariance). Model r6zni si¢ od mo-
delu GDC jedynie specyfikacja 0, :

0, =w,+a'e &, a +g ' H_ g +b v _v' b, (2.1.49)

gdzie v, = max[0,—¢,] .
Model ten obejmuje, jako szczegdlne przypadki, rézne postacie wieloréw-
naniowych modeli GARCH rozszerzone tak, aby uwzglednia¢ asymetrycz-
ng reakcje inwestorow na dobre i zte informacje. Hansson i Hordahl (1998)
rozszerzajg model DVECH (posta¢ 2.1.10), dodajgc w roéwnaniu macierzy
kowariancji sktadnik D®wv, ,v', |, gdzie D jest diagonalng macierza para-
metrow. Z kolei Hafner i Herwartz (1998) rozszerzajg dwuré6wnaniowy mo-
del BEKK, dodajac skfadniki D'¢ &' D/ _, +D¢ &'\ D/ _ .,
gdzie D, i D, sa macierzami parametrow o wymiarach 2x2, [, , jest
zmienng zero-jedynkowa. Taka parametryzacj¢ mozna traktowac jako uogol-
nienie jednoréwnaniowego modelu GJR-GARCH. Dwuréwnaniowy model
EGARCH zaproponowali Braun, Nelson i Sunier (1995), natomiast macie-
rzowg posta¢ modelu EGARCH przedstawit Kawakatsu (2006). Cappiello,
Engle i Sheppard (2006) rozszerzyli model DCC, wprowadzajac asymetrycz-
ny model DCC. Model ten pozwala opisac¢ sytuacj¢, w ktorej korelacja wzra-
sta w wigkszym stopniu, gdy stopy zwrotu spadaja, niz gdy stopy zwrotu ros-
ng w takim samym stopniu.
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Parametryzacje z dekompozycja Choleskiego

Inng propozycja zapewniajaca dodatnig okreslono$¢ macierzy H, jest za-
stosowanie dekompozycji Choleskiego. Kawakatsu (2003) proponuje model
GARCH z czynnikiem Choleskiego (ang. Cholesky factor GARCH model).
Podobny model przedstawia Tsay (2005). W obu postaciach parametryzacja
modelu dotyczy macierzy otrzymanych na podstawie dekompozycji Chole-
skiego. Kawakatsu zaklada, ze H, =L,L,, natomiast Tsay - H, =L,G L, .
Dzigki temu dodatnia okreslono$¢ macierzy H, jest zapewniona bez naktada-
nia restrykcji. Wada obu modeli jest fakt, ze kolejnos¢ szeregow w wektorze
y, moze mie¢ wplyw na uzyskane wyniki.

Model kopula-GARCH

Koncepcja lezaca u podstaw modelu kopula-GARCH opiera si¢ na twier-
dzeniu Sklara (1959), ktore mowi, ze N wymiarowy tgczny rozktad moze by¢
rozdzielony na N rozktadow brzegowych oraz funkcje kopuli, ktora catko-
wicie opisuje zalezno$ci migdzy N zmiennymi. Model kopula-GARCH zo-
stal zaproponowany przez Pattona (2006a) oraz Jondeau i Rockingera (2006).
Specyfikacja modelu polega na okresleniu: réwnan dla wariancji warunko-
wych (niekoniecznie jednorownaniowych, np. wariancja moze zaleze¢ row-
niez od innych op6znionych wariancji), postaci rozktadéw brzegowych dla
kazdego szeregu oraz postaci funkcji warunkowej kopuli. Funkcja kopuli
zmienia si¢ w czasie poprzez parametry, ktore moga by¢ funkcja przeszitych
danych. Jak na razie model taki moze by¢ stosowany tylko dla bardzo matej
liczby szeregdw (patrz np. Doman, 2006).

Modele GARCH dla danych o czestotliwosci wyzszej niz dzienna
Podobnie jak w przypadku modeli jednoréwnaniowych, analiza danych
o czestotliwosci wyzszej niz dzienna moze dostarczy¢ dodatkowych infor-
macji o wlasno$ciach proceséw finansowych. W badaniu mozna zastosowac
wszystkie modele GARCH, ktore stosuje si¢ dla danych dziennych. Z uwagi
na specyficzne wilasnosci danych intraday, modele takie powinny by¢ jednak-
ze rozszerzone lub zmodyfikowane. Autokorelacja stop zwrotu jest znacznie
silniejsza w przypadku danych o wysokiej czestotliwosci. Sumy ocen parame-
trow o, 1 3, w modelu GARCH (1,1) sa natomiast mniejsze w stosunku do
analogicznych wynikéw, uzyskanych na podstawie danych o czestotliwosci
dziennej* (patrz np. Ghose i Kroner, 1995; Andersen i Bollerslev, 1997; En-

¥ Obserwowana dla danych intraday persystencja wariancji jest znacznie stabsza.
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gle, 2000 dla szeregdow jednowymiarowych). Goodhart, Hall, Henry i Pesaran
(1993) pokazuja, ze uwzglednienie bezposrednio w modelu waznych infor-
macji (np. dotyczacych publikacji danych finansowych) moze spowodowaé
znaczace zmiany w ocenie wlasno$ci badanych procesow. Estymacja parame-
trow wigkszosci specyfikacji wielorownaniowych modeli GARCH jest trudna
1 bardzo czasochtonna juz w przypadku danych dziennych. Zastosowanie da-
nych intraday dodatkowo znaczaco wydtuza czas estymacji, z tego wzgledu
liczba takich badan jest na razie bardzo ograniczona.

Dla danych obserwowanych w okresach krotszych niz godzina relatyw-
nie duze znaczenie maja wahania cykliczne oraz krotkie wzrosty zmienno-
$ci po publikacji informacji makroekonomicznych (terminy publikacji takich
danych sg wczes$niej znane). Przewidywanie takich wahan nie jest mozliwe
na podstawie klasycznych modeli GARCH. Z tego wzgledu, na bazie mode-
lu GARCH, powstatlo wiele alternatywnych postaci modelu stuzacych mo-
delowaniu i prognozowaniu zmiennos$ci, majacych zastosowanie wylacznie
w przypadku danych o bardzo wysokiej cze¢stotliwosci (patrz np. Chan, Chan
i Karolyi, 1991; Martens, 2002). W przypadku danych o bardzo wysokiej cze-
stotliwos$ci kluczowe jest uwzglednienie wahan cyklicznych, powtarzajacych
si¢ w ciggu dnia lub tygodnia. Do opisu danych o ultrawysokiej czestotliwosci
zaproponowano rowniez szereg modeli, ktorych zwigzek z modelami GARCH
jest niewielki (np. model ACD, Engle i Russel, 1998). Zagadnienia te naleza
do analizy mikrostruktury rynku i wymagaja odrgbnych klas modeli.

2.2. UWAGI O WIELOROWNANIOWYCH
PARAMETRYZACJACH MODELI GARCH

Wieloréwnaniowy model GARCH powinien z jednej strony dobrze opi-
sywac wilasnos$ci finansowych szeregdéw czasowych, a z drugiej strony powi-
nien by¢ stosunkowo tatwy w estymacji. Polaczenie tych dwoch celow jest
bardzo trudne z uwagi na to, ze w przypadku wigkszosci specyfikacji wraz
ze wzrostem liczby aktywow gwattownie wzrasta liczba parametréw modelu.
Nalezy takze pamigtac, ze model taki powinien zapewnia¢ dodatnig okreslo-
no$¢ macierzy kowariancji. Najtrudniejszym problemem w przypadku anali-
zy duzej liczby aktywow staje si¢ estymacja parametrow. Numeryczna opty-
malizacja funkcji wiarygodnosci jest w takiej sytuacji trudna i czasochtonna.
Z tego wzgledu istniejace specyfikacje wielorownaniowych modeli GARCH
dobrze opisujg wlasnosci finansowych szeregéw czasowych tylko w przypad-
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ku niewielkiej liczby aktywow. Mozna dlatego przypuszczaé, ze jeszcze przez
dhugi czas, wielorownaniowe modele GARCH bedg naleze¢ do dynamicznie
rozwijajacego si¢ obszaru ekonometrii finansowe;.

Liczba powstatych parametryzacji wielor6wnaniowych modeli GARCH
jestjuz na tyle duza, ze celowe bytoby przeprowadzenie ich klasyfikacji, ktora
utatwitaby wybor odpowiedniej specyfikacji. Bauwens, Laurent i Rombouts
(2006) wyrozniaja trzy nie wylaczajace sie wzajemnie podejscia do konstruk-
cji wielorownaniowych modeli GARCH. Pierwsze podejscie jest bezposred-
nim uogdlnieniem jednoréwnaniowego modelu GARCH, zaproponowane-
go przez Bollersleva (1986). Do tej kategorii mozna zaliczy¢ modele VECH,
BEKK, model wynikajacy z koncepcji RiskMetrics*, parametryzacje z de-
kompozycjg Choleskiego, czynnikowy model GARCH oraz pelnoczynniko-
wy model GARCH. Drugie podejscie polega na liniowej kombinacji jedno-
rownaniowych modeli GARCH. Mozemy tutaj zaliczy¢ modele ortogonalne
i modele z ukrytym czynnikiem. Trzecie podejscie polega na nieliniowej kom-
binacji jednorownaniowych modeli GARCH. Do tej kategorii mozemy za-
liczy¢ model statych warunkowych wspotczynnikéw korelacji, model DCC
1 uogodlniony dynamiczny model kowariancji.

Przyjmujac jako kryterium stopien powigzania z innymi modelami, moz-
na dokona¢ klasyfikacji na trzy grupy. Pierwsza, to modele, ktore nie sg za-
gniezdzone w innych parametryzacjach, jak np. VECH i uog6lniony dyna-
miczny model kowariancji. Do drugiej grupy mozna zaliczy¢ modele, ktore
powstaly w wyniku natozenia pewnych restrykcji na parametry juz istnieja-
cych specyfikacji, np. modele: skalarno-diagonalny, zintegrowany, BEKK
i jego uproszczenia, czynnikowe modele GARCH. Trzecia grupa obejmuje
modele powstate jako rozszerzenie istniejacych parametryzacji, np. rozsze-
rzenia modelu CCC, model DCC i jego rozszerzenia oraz macierzowa po-
sta¢ modelu EGARCH. Zauwazmy, ze niektore specyfikacje mozna zaliczy¢
do dwoch grup. Na przyktad mogly one powstac jako rozszerzenie istnieja-
cych modeli, np. model GO-GARCH jako rozszerzenie modelu O-GARCH,
a z drugiej strony mozna je wyprowadzi¢ poprzez odpowiednie restryk-
cje z istniejacych specyfikacji, tak jest w przypadku czynnikowych modeli
GARCH (a wigc i modelu GO-GARCH), ktére sg szczegolnymi przypadka-
mi modelu BEKK.

Ze wzgledu na rodzaj informacji, jakie mozna uzyskaé¢ na podstawie
modelu, wielor6wnaniowe parametryzacje mozna podzieli¢ na dwie grupy.

40 Koncepcja ta zostata omowiona w podrozdziale 3.3.
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Pierwsza grupa obejmuje modele, ktorych gléwnym celem jest opis dynami-
ki warunkowych wariancji i kowariancji szeregéw czasowych. Mozemy tutaj
zaliczy¢ np. model BEKK, model K-czynnikowy czy model DCC. Druga gru-
pa to modele, ktore dodatkowo maja za zadanie opisac¢ inne wlasnosci szere-
gow finansowych. Najczesciej modele te maja swoje odpowiedniki w postaci
modeli jednoréwnaniowych. Do tej kategorii mozemy zaliczy¢ dwuréwnanio-
wy model BEKK GJR (Hafner i Herwartz, 1998), dwur6wnaniowy model FI-
GARCH (Brunetti i Gilbert, 2000) oraz macierzowa posta¢ modelu EGARCH
(Kawakatsu, 2006).

Istotny z praktycznego punktu widzenia wydaje si¢ podzial na modele,
ktorych parametry szacuje si¢ jednostopniowo oraz modele, ktorych parame-
try mozna szacowac za pomocg procedur dwustopniowych, korzystajac z jed-
noréownaniowych modeli GARCH*. Do pierwszej kategorii mozemy zaliczy¢
model BEKK, do drugiej natomiast — model K-czynnikowy, ortogonalny lub
DCC. W przypadku diagonalnego modelu VECH nie stosuje si¢ co prawda
procedury dwustopniowej, ale parametry tego modelu mozna oszacowac od-
dzielnie dla kazdego réwnania, czyli estymuje si¢ parametry jednoréwnanio-
wych modeli GARCH 1 ich odpowiednikéw dla warunkowych kowariancji.

Z ekonomicznego punktu widzenia wazne moze by¢, czy parametry mo-
delu posiadaja bezposrednia interpretacj¢. Niestety parametry wigkszosci zto-
zonych parametryzacji modeli GARCH nie majg prostej interpretacji parame-
tréw, dotyczy to w szczegdlnosci ogodlnych postaci modeli VECH i BEKK.
Do modeli, ktorych parametry maja bezposrednig interpretacj¢ mozna zali-
czy¢ diagonalny BEKK, diagonalny VECH, skalarno-diagonalny, zintegro-
wany, statych warunkowych wspoétczynnikow korelacji.

Jeszcze inng klasyfikacje modeli przedstawiaja Silvennoinen i Terédsvirta
(2008). Dziela oni modele na cztery grupy. Pierwsza obejmuje modele, w kto-
rych bezposredniej parametryzacji podlega macierz kowariancji, np. mode-
le VECH, BEKK i macierzowa posta¢ modelu EGARCH. Do drugiej grupy
zaliczaja modele czynnikowe, np. K-czynnikowy, O-GARCH, GO-GARCH,
GOF-GARCH oraz pelnoczynnikowy. Trzecia grupa to modele, w ktorych
bezposredniej parametryzacji podlegaja warunkowe wariancje i korelacje, np.
modele statych warunkowych wspoétczynnikow korelacji i DCC wraz z ich ro-
zszerzeniami oraz STCC-GARCH (ang. smooth transition conditional corre-
lation) (Silvennoinen i Terdsvirta, 2005). Najwig¢cej modeli, powstatych w os-
tatnich kilku latach, nalezy wlasnie do tej grupy. Silvennoinen i Terdsvirta

4 Estymacja zostala szczegdtowo przedstawiona w nastepnym podrozdziale.
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(2008) oczekuja, ze podobnie bgdzie w najblizszym czasie i w tym kierunku
spodziewaja si¢ dalszego rozwoju wieloréwnaniowych parametryzacji mode-
li GARCH. Do czwartej grupy zaliczaja podej$cia semiparametryczne i nie-
parametryczne.

Wyboér odpowiedniej parametryzacji modelu GARCH jest sprawg klu-
czowg we wszystkich zastosowaniach empirycznych. Przyjecie okreslonej
postaci modelu moze w istotny sposob wptyna¢ na wyniki analiz aplikacji
modeli (patrz Kroner i Ng, 1998). Niestety nie ma jednej uniwersalnej meto-
dy selekcji odpowiedniej specyfikacji. Podobnie jak dla modeli jednorowna-
niowych, wazna role przy wyborze postaci modelu odgrywaja testy diagno-
styczne. Z jednej strony pozwalajg wyeliminowacé z rozwazan pewne postacie
modelu, czgsto bez koniecznosci ich estymacji, co w przypadku modeli wie-
lorownaniowych jest duzym utatwieniem. Z drugiej strony umozliwiaja doko-
nanie oceny poprawnosci przyjetych specyfikacji.

Przy wyborze postaci wielorownaniowego modelu GARCH mozna ko-
rzysta¢ z kryteriow podobnych do tych, jakie stosuje si¢ przy wyborze jedno-
rownaniowych modeli. Na przyktad mozna wykorzysta¢ kryteria informacyj-
ne, a w przypadku modeli zagniezdzonych — test ilorazu wiarygodnosci (np.
w modelu GDC). Mozna réwniez zastosowac inne miary, zwigzane bezpo-
srednio z konkretnym zastosowaniem. Na przyktad w niniejszej pracy oce-
niano rézne postacie wieloréwnaniowych modeli GARCH ze wzgledu na,
migdzy innymi, liczbe przekroczen VaR (podrozdziat 4.2), odchylenie stan-
dardowe stopy zwrotu portfela (podrozdziaty 4.3 oraz 5.1) i redukcje ryzyka
zabezpieczonego portfela (podrozdziat 6.2).

Wybdr postaci modelu wielorownaniowego jest zadaniem trudniejszym
niz wybor modelu jednorownaniowego. W odréznieniu od modeli jednoréw-
naniowych, jak na razie (w przypadku wickszej liczby szeregow czasowych),
podstawowym kryterium jest najczesciej tatwos¢ estymacji, a dopiero w dru-
giej kolejnosci zdolnos¢ do opisywania okreslonych wtasnosci szeregéw cza-
sowych. Ponizej podano orientacyjne liczby szeregdéw, dla ktorych estyma-
cja okreslonych postaci modelu ma sens wylacznie z praktycznego punktu
widzenia. Wraz z rozwojem nowych algorytméw nalezy oczekiwaé, ze kaz-
da z postaci modelu bgdzie mozna oszacowac dla wigkszej liczby szeregow.
Dla dwoch, trzech lub czterech szeregdw mozna zastosowac wszystkie przed-
stawione wyzej modele®. Dla liczby szeregdw wigkszej niz cztery estymacja
wielu postaci jest czesto zbyt czasochtonna, zeby wykorzystywac je w prak-

42 Poza specyfikacjami, gdzie wyraznie zaznaczono, ze jest to model dwuréwnaniowy
i modelem VECH.
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tyce (np. model BEKK). Dla kilkudziesigciu aktywow mozna zastosowac zin-
tegrowany wielorownaniowy model GARCH, upraszczajaca parametryza-
cje modelu kowariancyjnie stacjonarnego dla modelu skalarno-diagonalnego,
model stalych wspotczynnikow korelacji, ortogonalne modele GARCH oraz
model DCC i K-czynnikowy model GARCH, szacowane w dwoch krokach.
Dla kilkunastu szeregoéw mozna dodatkowo stosowac upraszczajgcg parame-
tryzacje modelu kowariancyjnie stacjonarnego dla diagonalnej postaci mode-
lu BEKK. Dla liczby szeregdéw od pigciu do okoto dziesigciu, poza wspomnia-
nymi modelami, mozna zastosowa¢ takze diagonalng posta¢ modelu BEKK.
Dla kilkuset aktywow w zasadzie mozna wykorzystac tylko modele, ktorych
parametry szacowane sg w dwoch krokach i w pierwszym kroku dla kazde-
g0 szeregu czasowego estymowane sg parametry jednordéwnaniowych modeli
GARCH, mianowicie: model statych wspotczynnikow korelacji, ortogonalny
model GARCH, model DECO-DCC i K-czynnikowy model GARCH.

Warto podkresli¢, ze w badaniach empirycznych czgsto proste postacie
modeli GARCH wypadaja lepiej niz ztozone parametryzacje. Na przyktad
w badaniu Dinga i Engle’a (2001) modele skalarno-diagonalny, zintegrowany
oraz stalych wspoétczynnikéw korelacji okazaty si¢ najlepsze ze wzgledu na
wyniki testow diagnostycznych (patrz formuty (2.4.2-2.4.4))* w przypadku
pigciu spotek z rynku amerykanskiego.

W kolejnych rozdziatach pracy pokazano, ze wybor najlepszej postaci
modelu GARCH zalezy przede wszystkim od rodzaju zastosowania mode-
li, miary, na podstawie ktérej dokonuje si¢ oceny i wiasnosci badanych sze-
regdw finansowych. Nasuwa si¢ zatem pytanie, czy jest w ogdle mozliwe
wytypowanie modeli, ktore beda lepiej si¢ sprawdzaly w okreslonych apli-
kacjach finansowych. Wyniki przeprowadzonych analiz sugeruja, ze wybor
takiego modelu bez przeprowadzenia odpowiednich badan moze by¢ obarczo-
ny bardzo duzym btedem. Mozna natomiast na podstawie analizy wewnatrz
proby dla tej samej miary, na podstawie ktorej dokonuje si¢ oceny poza pro-
ba, wskazac postacie modeli, ktére beda prawdopodobnie lepiej zachowywaty
si¢ w konkretnym zastosowaniu. Takie badanie wewnatrz proby ma wigksze
szanse na wybor najlepszych parametryzacji niz analiza statystycznych wtas-
nosci szeregdw czasowych i kryteriow informacyjnych.

4 Testy diagnostyczne dotyczace wieloréwnaniowych modeli GARCH przedstawiono
w podrozdziale 2.4.
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2.3. ESTYMACJA PARAMETROW ZA POMOCA MNW

Dla niektorych specyfikacji wieloréwnaniowych modeli GARCH, jak np.
modeli VECH, BEKK (p,q,K) czy K-czynnikowego modelu GARCH moze
wystgpi¢ problem identyfikowalnosci. Rozne parametryzacje daja te sama re-
prezentacje modelu. Na przyktad, dla modelu BEKK(1,1) (formuta 2.1.14
z K =1) macierze D, i —D, jaki E, i —E, prowadza do tej samej postaci
H, (patrz Engle i Kroner, 1995; Osiewalski, Pajor i Pipien, 2007). Problem
ten mozna stosunkowo tatwo rozwigzaé, zaktadajac na przyktad, ze elemen-
ty diagonalne macierzy C oraz elementy d,, oraz e, w macierzach D, i E,
sa dodatnie. Przyktadowe restrykcje dla modelu BEKK (p,¢,K) dla K >1
zapewniajgce identyfikowalno$¢ mozna znalez¢ w pracy Engle’a i Kronera
(1995).

Najczesciej stosowang metoda estymacji wieloréwnaniowych modeli
GARCH jest metoda najwigkszej wiarygodnos$ci. Generalnie procedury, sto-
sowane przy estymacji modeli wielorownaniowych, sa analogiczne do pro-
cedur stosowanych przy estymacji modeli jednorownaniowych. Zatézmy, ze
y, Jjest realizacjag wielowymiarowego procesu stochastycznego, dla ktorego
warunkowa warto$¢ oczekiwana, warunkowa macierz kowariancji oraz wa-
runkowy rozktad sa réwne odpowiednio p,(0,), H,(8,) oraz p(y, |g0,¢t_]),
gdzie ¢,'=(8,,m,") oznacza wektor zawierajacy prawdziwe parametry dla
warunkowych warto$ci oczekiwanych i warunkowej macierzy kowariancji
(0,) oraz parametry (m,) funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa z,.
Przy estymacji za pomocag MNW zaklada sig, ze standaryzowane reszty z,
majg identyczne niezalezne rozktady. Dodatkowo nalezy przyja¢ okreslona
posta¢ funkcji gestosci g(z(0);n). Estymacja parametrow za pomocg MNW
sprowadza si¢ do maksymalizacji logarytmu funkcji wiarygodno$ci L,(g) dla
proby zawierajacej T obserwacji (,,V,,..., V), wzgledem wektora parame-
trow ¢'=(0',q") , gdzie

L(9)=> Inf(y,|6t_)> 2.3.1)

fO et =[] g (2, —p)l). (232)

Jezeli g(.) nalezy do klasy rozktadow eliptycznych, to znaczy jest funkcja
z' z,, to estymator MNW jest niezalezny od wyboru metody dekompozycji

t Tt

H, '?, poniewaz z',z, =(y, —p,)'H,'(y, — ).
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Najczesciej jako g(z,(0);n) przyjmuje si¢ wiclowymiarowy rozktad nor-
malny, ktory jak wiadomo jest jednoznacznie okreslony przez dwa pierwsze
momenty, dlatego w funkcji wiarygodnosci znajduja si¢ wyltacznie parame-
try dla warunkowych wartos$ci oczekiwanych i macierzy kowariancji, a zatem
wektor nieznanych parametrow jest rowny ¢=0 . Logarytm funkcji wiary-
godnosci dla wielorownaniowego modelu GARCH o warunkowym rozkta-
dzie normalnym, moze by¢ wyrazony jako:

T
L, (0)= —% TN In(27)+ Z(ln|Ht| +(y, —p,)'H, ' (y, - ut)) . (23.3)
t=1
Wartosci pochodnych czastkowych wykorzystywane w procesie estymacji sa
na ogo6t przyblizane za pomocg metod numerycznych. Alternatywnie pochod-
ne czastkowe mogg by¢ wyznaczone analitycznie, co zwigksza doktadnosc¢
szacunku i przyspiesza estymacj¢ (patrz Hafner i Herwartz, 2008).

Podobnie jak w przypadku jednoréwnaniowych modeli GARCH do esty-
macji parametroéw modeli GARCH mozna zastosowa¢ metode quasi-najwigk-
szej wiarygodnosci (patrz Bollerslev i Wooldridge, 1992). Idea wnioskowa-
nia na podstawie estymacji quasi MNW jest wykorzystanie estymatora MN'W
parametrow w sytuacji, gdy funkcja wiarygodnosci jest budowana na podsta-
wie gestosci rozktadu normalnego, a nie na podstawie gestosci wynikajacych
z zatozen o typie rozktadu z,.

Asymptotyczne wlasnosci estymatorow MNW i quasi-MNW, dla wielo-
rownaniowych modeli GARCH, sa trudne do wyprowadzenia na podstawie
tylko podstawowych warunkéw regularnosci. Gourieroux (1997) udowodnit
asymptotyczng normalnos$¢ estymatora quasi-MNW bez precyzowania para-
metryzacji warunkowej macierzy kowariancji na podstawie bardzo rozszerzo-
nych warunkéw regularnosci dotyczacych migdzy innymi pochodnych funkcji
wiarygodnosci oraz stacjonarno$ci obserwowanego procesu. Wiasnosci doty-
czace okreslonych specyfikacji wielorbwnaniowych modeli GARCH zostaty
udowodnione czesto przy restrykcyjnych zatozeniach, na przyktad dotycza-
cych istnienia okreslonych momentoéw ¢, lub z,. Jeantheau (1998) udowodnit
zgodno$é estymatora quasi-MNW parametréw 0., dla zaproponowanej przez
niego postaci modelu GARCH:

Y, = E(Y, |¢H)+s,, g, =Dn, (2.3.4)

q P
H =W+ Ag +> BH,_, (2.3.5)

i=1 j=1
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gdzie D, oznacza macierz diagonalng o wymiarach N x N , ktorej elementami
sa warunkowe odchylenia standardowe, opisane za pomoca jednoréwnanio-
wych modeli GARCH, n, jest wektorem sktadnikow losowych o wymiarach
N x1, o $rednich rownych zero i stalej macierzy warunkowych wspotczyn-
nikow korelacji I', H, w tym przypadku oznacza wektor H, = (#,,...,h,,)".
Model ten mozna okresli¢ jako rozszerzenie modelu CCC Bollersleva (1990).
Zgodno$¢ estymatora zostata udowodniona dla nastepujacych zatozen:

Al) Przestrzen parametrow © jest zwarta.

A2) Dla kazdego 6, €© model posiada dokladnie jedno silnie stacjo-

narne i ergodyczne rozwigzanie o rozkladzie stacjonarnym £, .
A3) Istnieje stata ¢, taka, ze dla kazdego ¢ oraz kazdego 6 €© zacho-
dzi det(H,,)>c.

A4) Dla kazdego 6, €© zachodzi E, (|log(det(H,’90 ))|)<oo.

AS) Model jest identyfikowalny**.

A6) H,, jest ciagla funkcja 0.
Ling i McAleer (2003) dowiedli asymptotycznej normalnosci estymatora quasi-
MNW parametrow ﬁT dlamodelu w postaci (2.3.4-2.3.5) rozszerzonego dodat-
kowo o wektor ARMA, tj. ~T(0, —8,) — N(0,F,'G,F,") dla T — oo, gdzie
macierze F, i G, okreslone sg jako® G, = E[(0L(0,)/90)OL(0,)/00"],
9°1,(8,)
00,00,
nosci odpowiadajacego t-tej obserwacji. Powyzsza wlasno$¢ zostata udowod-
niona dla nastgpujacych zatozen:

B1) Y, jest procesem kowariancyjnie stacjonarnym.

B2) E ||Yt||6 < oo, gdzie ||Yt|| oznacza norme euklidesowa wektora.

B3) G, jest macierza dodatnio okre§long oraz T';' © Ty >, “.

B4) Model jest identyfikowalny.

Comte i Lieberman (2003) wykazali zgodnos$¢ estymatora quasi-MNW
parametrow ﬁT dla modelu BEKK (posta¢ (2.1.14)), ktory przedstawiaja
W nieco zmienionej postaci:

F,=—FE , 1(0,) — logarytm naturalny czynnika funkcji wiarygod-

q_ P
vech (H,) = vech(C) + ZA[vech (g,,8" )+ Zijech (H,_,). (2.3.6)
j=1

i=1

4 Szczegdtowe warunki podaje Jeantheau (1998).

* Macierze F i G, mogg by¢ oszacowane na podstawie formut zawartych w pracy Linga
i McAleera (2003), gdzie przedstawiono ich zgodne estymatory.

4 Tloczyn Hadamarda jest okreslony w nastepujacy sposob {A © B},;f = {A},‘/ {B}fj‘, na-
tomiast A > B oznacza, ze dla kazdego i oraz j zachodzi {A}ij > {B}ij'
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Dowdd opierat si¢ na nastepujacych zatozeniach:
C1) Przestrzen parametréw © jest zwarta, macierze C, Ai oraz ﬁj sg cig-
glymi funkcjami @ oraz istnieje ¢ >0 takie, ze inf,_, detC(08)>c.
C2) Model jest identyfikowalny.
C3) Skfadniki losowe z, maja rozklad ciagly wzgledem miary Lebes-
gue’a o dodatniej gestosci w otoczeniu poczatku uktadu wspodirzed-

nych. . )
C4) Dla kazdego 0€©, zachodzi p ZA,.(O)—ka?.j(G)
i=1 j=1
p(A) oznacza promien spektralny A, tj. najwicksza co do modutu
warto$¢ wilasng danej macierzy A.

<1, gdzie

Comte 1 Lieberman (2003) udowodnili réwniez asymptotyczng
normalno$¢ estymatora parametrow ﬁr dla modelu BEKK, t.
JT (6, —0,) — N(0,F,'G,F;") dla T — 0o, gdzie macierze F, i G, okreslo-

0’1 (90)]

jako G, = E[(01,(8,)/ 00)(L,(0,)/00")], F, =—E
ne sg jako G, = E[(91,(0,)/ 98)(9/,(8,)/ 96", F, 50,00

Przy wyprowadzeniu tej wlasnosci przyjeli nastepujace zatozenia:
D1) Spetnione sa warunki C1-C4, natomiast macierze C(0), A.(0)
oraz 1§j (0) maja ciagte pochodne az do rzedu trzeciego na © .

D2) z, saniezalezne.

D3) Istniejg skonczone momenty 6smego rzgdu &,

Wyniki dotyczace wiasnos$ci estymatora quasi-MNW dla modelu BEKK od-
nosza si¢ rowniez do wszystkich parametryzacji, bedacych szczegdlnymi
przypadkami modelu BEKK (jak np. K-czynnikowy model GARCH 1 (G)
O-GARCH, patrz van der Weide, 2002). Caty czas prowadzone sg intensywne
badania nad wlasno$ciami estymatorow MNW i quasi-MNW, dlatego nalezy
si¢ spodziewac, ze w kolejnych latach zostang opublikowane wyniki dla coraz
to innych specyfikacji modeli oraz ewentualnie ztagodzone zostang konieczne
do wyprowadzenia wtasnosci warunki.

Zarowno metoda MNW, jak i qusi-MNW opierajg si¢ na zalozeniu nor-
malnosci wielowymiarowego rozktadu z, . W pewnych sytuacjach wskazane
jest jednak zastosowanie modeli GARCH o warunkowym rozktadzie, ktory
lepiej opisuje rzeczywiste stopy zwrotu. Na przyktad, jezeli celem jest uzy-
skanie prognoz gestosci predyktywnych (patrz Diebold, Hahn 1 Tay, 1999) lub
konstrukcja prognoz VaR, to pozadane moze by¢ ztagodzenie zatozenia o wa-
runkowej normalnosci i zastosowanie na przyktad rozktadu majacego grub-
sze ogony.



2.3. Estymacja parametréw za pomoca MNW 97

Jezeli rozktad warunkowy ¢ jest rozkladem t-Studenta, to logarytm funk-
cji wiarygodno$ci mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

v+ N

L.(9)=T

InT" [

—InT [%] —%ln((y —2)r)

1< NI
_EE :1n|Ht|_V_; E :11’1(1—}—()/,—HI)'H;I(y[—H[)/(V—Z)),
- - (2.3.7)

gdzie I' oznacza funkcj¢ gamma, a n w tym przypadku jest rowne v . Nie-
stety wlasnosci estymatora MNW nie zostaly tu jeszcze w pelni okreslone.
Mozliwe sg rowniez inne specyfikacje rozktadu warunkowego (patrz punkt
2.1.7).

Alternatywne podej$cie polega na zastosowaniu semiparametrycznych
metod estymacji (patrz Hafner i Rombouts, 2007). W pierwszej kolejnosci
szacowane sg parametry modelu za pomocg quasi-MNW. Oszacowane na
podstawie otrzymanego modelu reszty sa wykorzystywane w drugim kroku
do estymacji nieparametrycznej funkcji g(.). Nastgpnie parametry modelu
GARCH s3 szacowane z zastosowaniem g(.), w celu okreslenia funkcji wia-
rygodnosci.

Na podstawie przedstawionych powyzej formut na funkcje wiarygodno-
Sci (wzory (2.3.1-2.3.2), (2.3.3) oraz (2.3.7)) estymacja parametrOw warun-
kowych warto$ci oczekiwanych i warunkowej macierzy kowariancji odbywa
si¢ jednoczesnie*’. Zauwazmy, ze parametry rownan dla warunkowych warto-
$ci oczekiwanych moga by¢ szacowane oddzielnie, bez estymacji parametrow
warunkowej macierzy kowariancji. Nie dotyczy to modelu GARCH-M, dla
ktérego macierz informacji nie jest macierzg blokowo-diagonalng ze wzgledu
na parametry warunkowych warto$ci oczekiwanych i warunkowej macierzy
kowariancji. Przy tacznym szacowaniu parametrow dla warunkowych warto-
$ci oczekiwanych i warunkowej macierzy kowariancji estymatory sa jednak-
ze efektywniejsze. L.aczna estymacja dla wielu parametryzacji, przy wigkszej
liczbie szeregdw, jest niestety bardzo trudna, dlatego albo przyjmuje si¢ pro-
sta specyfikacje warunkowych warto$ci oczekiwanych, albo parametry mode-
lu GARCH sg szacowane na podstawie reszt §, =y, — i, . Okreslenie wptywu
dwustopniowego podejscia na wlasnosci estymatorow parametrow réznych
specyfikacji modelu GARCH w skonczonych probach wymaga dalszych ba-
dan. Estymacja K-czynnikowego modelu GARCH, zastosowanego do testo-

4 W miejsce p, wystarczy wstawi¢ odpowiednie formuty dla warunkowych wartosci
oczekiwanych.
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wania modelu APT ze szczeg6lnym uwzglednieniem metody dwustopniowe;j,
zostala przedstawiona w punkcie 5.3.

Parametry modelu DCC mogg by¢ oszacowane za pomocg metody dwu-
stopniowej, co znacznie utatwia estymacje. Niech 0'=(0',,0',) oznacza wektor
parametroéw, gdzie 0, to parametry dla warunkowych wartosci oczekiwanych
1 wariancji, 0, to parametry w macierzy Q, (posta¢ (2.1.22)) Logarytm na-
turalny funkcji wiarygodno$ci moze by¢ zapisany jako suma dwoch sktadni-
kow:

LT(e):LVT(91)+LCT(92|01)’ (2.3.8)

gdzie L,,(0,) to skladnik zwigzany ze zmiennoscig:

L, (0)= —%i(Nln(Zw) +1n|D, [ +2,'D, %, ), (2.3.9)

t=1

natomiast L., (0, |01) to sktadnik zwigzany z korelacja:
T
Ly (0,]0)= —%Z(ln| R,|+2 R 'z, —z'2,). (2.3.10)
t=1
L,,(8,) mozna zapisa¢ jako:

LVT(91) = _%Z

i=1

, (2.3.11)

Tln(27m)+ i[ln (h,) +;—]

it

czyli jako sume logarytmow funkcji wiarygodnosci jednoréwnaniowych mo-
deli GARCH. Oznacza to, ze w pierwszym kroku jednoréwnaniowe mode-
le GARCH moga by¢ szacowane oddzielnie dla kazdego aktywa. Poniewaz
z, nie zalezg od parametréw 0,, przy estymacji w L, (0, |01) mozna pomi-
ng¢ z',z,. Zatem w pierwszym kroku maksymalizowana jest funkcja L, ,(0,)
wzgledem 0, , a nastepnie w drugim kroku L., (0, |91) wzgledem 0, pod wa-
runkiem, ze znane sg szacunki parametrow él, otrzymane w pierwszym kro-
ku. Estymatory parametrow sg wowczas zgodne (patrz Engle i Sheppard, 2001).
Wriasno$¢ ta moze by¢ udowodniona przy spelnieniu nastepujacych zatozen:
El) (i) Dla kazdego 0, € ©, istnieje E[log f,(€,,0,)] 1 jest skonczona
dlar=12,....
(i1) {log f,(¢,,0,)} spelnia mocne jednostajne funkcyjne prawo
wielkich liczb® (ULLN ang. uniform law of large numbers).

# Scidle rzecz biorac, chodzi tu o funkcyjne mocne prawo wielkich liczb jednostajne
wzgledem supremum-normy na przestrzeni parametrow.
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(iii) Dla kazdego 0 '=(0',0',) €O, gdzie © =0, x0O, istnieje
E[log f,(¢,,0,)] 1 jest skonczona dla t =1,2,....
(iv) {log f,(¢,,0)} spetnia mocne ULLN.

E2) (1) 0,'=(0',,,0",,) jest jednoznacznie wyznaczonym wektorem
parametrow, lezagcym we wnetrzu © =0, X0, jednostajnie
wzgledem t, zbior © jest zwarty, a 0, spelnia warunki dodat-
niej okreslono$ci macierzy H, podane przez Engle’a i Sheppar-

da (2001). .

(i1) {ZVT(B )=E(T ’IZIOg /,(g,,0,))} jest jednostajnie ograniczo-
ny na ©,. ol

(iii) {Lcr(0)=E(T~ Zlog £,(¢,,0))} jestjednostajnie ograniczony
na ©. =1

E3) (i) Dla wszystkich 0,€©,, VL,(8,)=E(VL,,(c".0,)) <o,
gdzie € =(g,&,,...,6;).
(i) Dla wszystkich 0 €O, VZc_r (0)=E(VL.,(g',0)) <.
E4) (i) Dla wszystkich 0, €O, V> Ly7(0,)= E(V’L,.(g",0,)) < co.
(i) Rodzina funkcji E(V°L,,(g",.)), T=12,.., jest jednakowo
ciaglana ©, wzgledem T .
(iii) {V’log f,(s,,0,)} spetia mocne ULLN.
(iv) Dla wszystkich 0 €O, VZZCT(B) =E(V’L.,(g",0)) < cc.
(v) Rodzina funkcji E(V’L.,(¢",.)), T=12,..., jest jednakowo
ciggtana © wzgledem T .
(vi) {V’logf,(s,,0)} spemia mocne ULLN.
ES) () {A, ;= Voo, ZVT(GI,O)} jest ograniczony i jednostajnie ujemnie
okreslony.
(i) {A,,, = Vo, Ler(0,)} jest ograniczony i jednostajnie ujemnie
okreslony.

Dwustopniowa estymacja parametréw wymaga modyfikacji formuly na ma-
cierz kowariancji parametrow 0,. Dodatkowe zatozenie zostato przyjete do
dowodu asymptotycznej normalno$ci estymatora:

E6) {T""°V', In f,(¢,,0,,).7 V', In f,(¢,.0,,.0,,)} spenia warunki
centralnego twierdzenia granicznego z macierza kowariancji B, ,
oraz B, jest ograniczony i jednostajnie dodatnio okreslony.

Jezeli speinlone sa warunki E1-E6, to rozktad estymatora quasi-MNW parame-

trow 0, jest asymptotycznie normalny, tj. /T (9, —8,) — N(0,A,'B,A"")

dla 7 — oo, gd21e

ee, 1nf(010) 0
" Vo IN£(8,) Vi In £3(8,)]
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T
B, =var|Y {T""*V', In £,(¢,.8,,).7 "*V', In f,(£,,0,,.8,,)}

(=1
Estymatory parametrow 0, i 0,, otrzymane przez oddzielng mak-
syrnahzaqe; L,.(0) 1 L.(0, |0 nie sg najefektywniejsze. Jezeli
0.=0,,+A,, 'V, Inf, 0,,,0,), gd21e 0, oznacza estymator parame-
trow otrzymany przez jedng iteracje algorytmu Newtona- Raphsona A Jest
zgodnym estymatorem drugiej pochodnej L., a V,In f2(8 0,,.0, 0) jest
zgodnym estymatorem gradienta funkcji L, , wowczas T 2(9. —6,) ma ten
sam rozktad graniczny co T (9 0,), gdzie 0 oznacza estymator parame-
trow przy estymacji jednostopniowe;.

Znaczne uproszczenie funkcji wiarygodnos$ci mozna uzyskac przez przy-
jecie zatozenia, ze warunkowe wspotczynniki korelacji sg réwne dla wszyst-
kich par szeregdéw. Takie podejscie zaproponowali Engle i Kelly (2008) dla
modelu DECO-DCC. Ciekawa propozycj¢ estymacji parametréw mode-
lu DCC, okreslong mianem metody MacGyvera, przedstawit Engle (2007).
W drugim kroku zamiast estymowa¢ parametry zwigzane z korelacja jedno-
czesnie dla wszystkich szeregow czasowych, zaproponowal estymacje dla
wszystkich par szeregdéw, a nastepnie wyznaczenie median ocen parametrow.
Taki sposob estymacji jest mozliwy do zastosowania dla dowolnie duzej licz-
by szeregébw czasowych. Duzym plusem takiego podejscia jest fakt, ze dhu-
g0$¢ szeregdbw czasowych nie musi by¢ taka sama dla wszystkich badanych
aktywow. Uzyskane w ten sposob estymatory sa zgodne®, ale nie sa asymp-
totycznie efektywne. Na razie nie jest mozliwe wyznaczenie $srednich bledow
szacunku parametréw dla tej metody estymacji.

Parametry modelu CCC réwniez mogg by¢ oszacowane za pomocag me-
tody dwustopniowej. W pierwszym kroku szacowane sg parametry jednorow-
naniowych modeli GARCH, oddzielnie dla kazdego aktywa, nastepnie w dru-
gim kroku szacuje si¢ parametry macierzy I' na podstawie standaryzowanych
reszt z, =D, 'g, wedtug formuty:

1
:?Zztzt. (2.3.12)
t=1

Parametry diagonalnego modelu VECH mozna oszacowaé¢ oddzielnie
dla kazdego réwnania. Estymuje si¢ parametry jednorownaniowych modeli
GARCH i ich odpowiedniki dla warunkowych kowariancji (patrz Silvennoi-
nen i Terdsvirta, 2008).

4 Pod warunkiem, ze estymatory dwuréwnaniowych modeli DCC byty zgodne.
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Naktadane podczas estymacji restrykcje na parametry wielorbwnaniowych
modeli GARCH, majace zapewni¢ dodatnig okre§lono$¢ warunkowej macie-
rzy kowariancji, sg czesto restrykcjami wystarczajacymi, ale nie koniecznymi.
Wyniki Nelsona i Cao (1992) nie zostaty jeszcze rozszerzone na wieloréwna-
niowe modele GARCH. Moze si¢ zatem zdarzy¢, ze naktadajac restrykcje, od-
rzucamy prawdziwe wartosci parametréw jako niedopuszczalne.

Engle i Mezrich (1996) zwracaja uwagg, Ze mozna znacznie ograniczy¢
liczbe parametréw w wieloréwnaniowym modelu GARCH, wyrazajac wa-
runkowa macierz kowariancji za pomocg bezwarunkowej macierzy kowarian-
cji oraz innych parametréw. Procedura ta jest okreslana mianem celowania
w wariancj¢ (ang. variance targeting) i mozna ja stosowaé¢ w przypadku pro-
cesOw kowariancyjnie stacjonarnych. Za bezwarunkowa macierz kowariancji
nalezy przyjac jej zgodny estymator. W ogdlnym przypadku, czyli dla modelu
VECH(1,1), macierz wyrazéw wolnych jest rowna:

W=(,.— A, —B,) vech(S), (2.3.13)

A~ T \
gdzie S :%Zsts“ N*=N(N+1)/2.
t=1

Na przyktad dla diagonalnego modelu BEKK(1,1) iloczyn macierzy wyrazow
wolnych dany jest formuta:

CC'=S®(ii'—dd, —ege,), (2.3.14)

gdzie i jest kolumnowym wektorem o N skladowych, przy czym kazda
z nich réwna jest jedno$ci. W modelu wystepuje wowcezas tylko N(p + q)
parametrow. Dla skalarno-diagonalnego modelu BEKK(1,1) iloczyn macie-
rzy wyrazoéw wolnych okreslony jest jako:

CC'=(1-o,—5)S. (2.3.15)
Estymacja upraszczajacej parametryzacji modelu przebiega w dwodch kro-
kach®. W pierwszym kroku estymuje si¢ bezwarunkowa macierz kowariancji

~ 1 ,
S= ?Zstat , a uzyskane szacunki podstawia si¢ do estymacji wielorowna-
t=1

niowego modelu GARCH w drugim kroku. Macierz kowariancji estymato-
ra parametrow powinna zosta¢ poprawiona, tak aby uwzgledni¢ niepewnos¢

50 Dla modelu DCC estymacja bedzie wowczas przebiegata w trzech krokach.



10?2 Rozdziat II. Wieloréwnaniowe modele GARCH w analizie zaleznosci miedzy...

zwigzang z szacunkiem w pierwszym kroku®'. Jezeli proces €, nie jest kowa-
riancyjnie stacjonarny, to przyjeta parametryzacja modelu bedzie btgdna.

Alternatywne rozwigzanie, majace réwniez na celu ztagodzenie proble-
moéw zwigzanych z duzg liczba parametrow dla wigkszej liczby aktywow, za-
proponowali Ledoit, Santa-Clara i Wolf (2003). W podejsciu okre§lanym jako
elastyczny model GARCH, zamiast szacowa¢ wszystkie parametry w mode-
lu DVECH 1acznie, estymacja jest przeprowadzana najpierw dla modeli jed-
noréwnaniowych w celu otrzymania szacunkéw warunkowych wariancji, na-
stepnie, przyjmujgc warunkowe wariancje jako dane, estymuje si¢ parametry
dotyczace warunkowych kowariancji w modelach dwuréwnaniowych. W ko-
lejnym kroku uzyskane szacunki podlegajg transformacji®? do pelnego mode-
lu, tak aby zapewni¢ dodatnig potokreslono$¢ warunkowej macierzy kowa-
riancji.

Estymacja parametrow najbardziej ztozonych specyfikacji wielorowna-
niowego modelu GARCH, jak na przyktad modelu BEKK, jest trudna i cza-
sochtonna juz nawet dla nieduzej liczby szeregéw. Trudno$¢ wynika przede
wszystkim z duzej liczby parametrow, jakie nalezy oszacowac. Czgsto funk-
cja wiarygodnosci jest ptaska wokdét maksimum, moga wystepowac maksima
lokalne, czasami natomiast numeryczna procedura estymacyjna jest wrazliwa
na przyjete wartosci startowe. W celu utatwienia estymacji, przy niektorych
specyfikacjach modeli, stosuje si¢ przeskalowanie danych, dzieki czemu moz-
na szybciej osiagna¢ zbieznos¢ bez koniecznosci posiadania ,,dobrych” warto-
$ci startowych. Ogromnie pomocne moze by¢ badanie funkcji wiarygodnosci
przez losowe przeszukiwanie przestrzeni parametrow.

W wigkszos$ci podstawowych pakietow statystycznych i ekonometrycz-
nych nie jest jeszcze mozliwa estymacja parametrow wielordwnaniowych
modeli GARCH. W nielicznych programach, takich jak RATS i SAS oraz
EViews, mozna estymowac kilka podstawowych parametryzacji. W jezykach
programowania Gauss, Matlab, S-PLUS i Ox dostgpne sg naktadki pozwalaja-
ce na estymacj¢ wybranych specyfikacji modeli. Parametry wszystkich mode-
li stosowanych w badaniach w niniejszej ksigzce byly estymowane w Gaussie
z wykorzystaniem kodoéw zroédlowych napisanych przez autora.

51 Co moze by¢ zadaniem trudnym na podstawie klasycznych metod estymacji.
52 Transformacja polega na minimalizacji r6znic normy Frobeniusa miedzy odpowiedni-
mi macierzami.
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2.4. TESTY DIAGNOSTYCZNE

Testy specyfikacji dotyczace wielorownaniowych modeli GARCH moz-
na podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza grupa to testy jednowymiarowe, stoso-
wane oddzielnie dla kazdego sposrod badanych szeregow. Zostaly one omo-
wione w rozdziale pierwszym. Druga grup¢ stanowig testy wielowymiarowe,
stosowane do badanych szeregéw tacznie. Jednowymiarowe testy dostarczaja
pewnych wskazowek, jednakze jednoczesna korelacja sktadnikéw losowych
powoduje, ze statystyki szacowane dla pojedynczych réwnan nie sg niezalez-
ne. Ponizej przedstawiono wybrane testy dotyczace wielorownaniowych mo-
deli GARCH. W osobnych punktach oméwiono wazne z praktycznego punktu
widzenia testy stato$ci wspdtczynnikéw korelacji oraz testy przyczynowosci
w wariancji. Testy wykorzystywane w okreslonych zastosowaniach finanso-
wych zostaly rowniez przedstawione w dalszych rozdziatach pracy.

Jezeli warunkowy wielowymiarowy rozkiad g, jest normalny:

g |4, ~N(OH,) (2.4.1)

i specyfikacja modelu jest prawidtowa, wowczas dla standaryzowanych reszt

z, = H "¢, powinny zachodzi¢ nastepujace warunki (patrz Ding i Engle,

2001):

E(zz')=1,, (24.2)
Cov(zlfzft) =0 dlai=j, (2.4.3)
Cov(z;z,,,)=0 dla k>0. (2.4.4)

Weryfikujac warunki rownania (2.4.2), mozna wykry¢ btedna specyfika-
cje réwnan dla warunkowych warto$ci oczekiwanych lub kowariancji. Testo-
wanie rownania (2.4.3) pozwala na weryfikacje hipotezy o warunkowej nor-
malnos$ci rozktadu®. Testowanie rownania (2.4.4) ma na celu sprawdzenie
poprawnosci specyfikacji H, (niezaleznie od prawdziwosci zalozenia o wa-
runkowym rozkladzie z, ). Test rownania (2.4.4) dla modelu warunkowo ho-
moskedastycznego (w H ) moze by¢ traktowany jako wielowymiarowy test na
wystepowanie efektu ARCH. W celu wykrycia blednych specyfikacji wszyst-

*» Na przyktad, jezeli w (2.4.1) warunkowy wielowymiarowy rozklad € jest rozkladem
t-Studenta, to E(zz,’) = [v/(v-2)]1 oraz Cov(zifzilz) =2v¥/[(v-4)(v-2)*] dlai#.
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kie testy powinny by¢ przeprowadzane rownolegle. Warunki (2.4.2-2.4.4)
moga by¢ weryfikowane za pomocg testu dla warunkowych momentéw (Ne-
wey, 1985; Tauchen, 1985). Na przyktad warunki (2.4.3) mozna zapisa¢, jako
E(m,)=0, gdzie m, jest wektorem o wymiarach N(N —1)/2x1, ktoérego
i-tym elementem jest (e; —1)(e}, —1), dla i = j. Hipoteza jest weryfikowana
na podstawie statystyki d, = TR’ , gdzie R? jest wspotczynnikiem determina-
cji dla rownania regresji stalej rownej jeden wzgledem [m',s'], s, jest to wek-
tor pierwszych pochodnych czastkowych logarytmu funkcji wiarygodnos$ci
o wymiarach /x1 zakladajacy, ze okreslone warunki sg spetnione. Statystyka
d, ma asymptotyczny rozktad X’ o N (N +1)/2 stopniach swobody. Inne
specyfikacje testu mozna konstruowac przez dodanie warunkow dotyczacych
odpowiednich momentow (patrz Ding i Engle, 2001).

Zupehnie inne podejscie polega na sprawdzeniu og6lnej adekwatnos$ci
modelu, to jest zgodno$ci zaktadanej 1 ,,prawdziwej” funkcji gestosci, czy-
i f(y,|0,n,9, )1 p(yt|90,1]0,1/1,,1) (dla wszystkich ). Diebold, Hahn i Tay
(1999) proponuja procedure bazujaca na gestosci predyktywne;j.

Tse (2002) dzieli testy diagnostyczne dla warunkowo heteroskedastycz-
nych modeli na trzy kategorie: statystyki taczne (portmanteau statistics), testy
mnoznika Lagrange’a oraz testy oparte na resztach modelu. Statystyki tgcz-
ne to testy typu Boxa, Pierce’a i Ljunga. Sg one najczesciej stosowane jako
testy wystepowania efektu ARCH (zostaty przedstawione w punkcie 2.4.1).
Bollerslev, Engle i Wooldridge (1988) oraz Engle i Kroner (1995) proponu-
ja testy mnoznika Lagrange’a dla wieloréwnaniowych modeli GARCH. Z ko-
lei Sentana i Fiorentini (2001) przedstawiajg wstgpny test na wystepowanie
efektu ARCH dla czynnikow ukrytych. Do testow LM mozna réwniez zali-
czy¢ test Tse (2000) na stato§¢ warunkowych wspotczynnikow korelacji (opi-
sany w punkcie 2.4.2).

Testy oparte na resztach modelu polegaja na badaniu istotnosci parame-
trow w réwnaniu regresji iloczyndéw (lub kwadratow) standaryzowanych reszt
wzgledem okreslonych zmiennych objasniajgcych®. Tse (2002) proponuje
estymacj¢ nastepujacych rownan regresji:

il —1=d',5, +, dlai=12,..,N, (2.4.5)

it 7

i, — py =d, 8, ¢ dlal<i<j<N, (2.4.6)

je Ty it

%% Zauwazmy, ze zmienne objasniajace zalezg od oszacowanych wczesniej parametrow
modelu.
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gdzie 0, =¢,/ hllt/ 2, Py, = hyt / (hzt ﬂ)” 2 d i d , s3 szacunkami odpowied-
IllO dtt = (ult 1’”121—2’ zzt—M)' 1 dl]t = (uzt—l jt—l’uzt—zujt—z""’uit—Mujt—M)" 6
oraz §, sa wektorami parametr()w.

Jako zmienne objasniajace moga by¢ wybrane inne zmienne, w zalezno$ci od
celu konkretnej analizy. Jezeli Si (estymator MNK) i 0 (estymator MNW)
majg asymptotyczny rozktad normalny oraz 0 jest asymptotycznie efektyw-
ne, szacunki MNW parametrow 0 spelniaja warunek JT (é —0)— N(0,K)
oraz przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, przyjmujacej prawidto-
wa specyfikacje rownan dla warunkowych wartosci oczekiwanych i warun-
kowej macierzy kowariancji, statystyki 7 ) . i‘iﬁfll:isi oraz T Y I:USA!;IIZUSU
majg asymptotyczny rozktad x> o M stopniach swobody, gdzie

(1, (1 ,

:phm[;tz;di[di[], Lij—phm[?;dwd j] (2.4.7)
Qi = E[(uzzt - I)Z]Lz _QjKQvis - E[(I/l” it 1)2 ]Lgf _Q;jKQ';ja
(2.4.8)
1 r 8”2 1 & a(uz jt pz)
=plim|= "d, —Z|, =plim|— d,l#.

Q=r [T; g ao'] -P T; A TY
(2.4.9)

Oczywiscie w powyzszych formulach odpowiednie elementy sg szacowane
na podstawie proby. Zaleta testow opartych na resztach modelu jest mozli-
wos¢ koncentracji na wybranych, przypuszczalnych przyczynach btednej spe-
cyfikacji modelu.

W wicekszosci testow zaklada sie warunkowa normalno$¢. Wrazliwo$¢
poszczegblnych testow na odstepstwa od normalnosci rozkladu jest rozna.
Niektore testy sg niewrazliwe na wystepowanie rozkladow asymetrycznych
o grubych ogonach, wrazliwo$¢ innych testow zalezy od sity asymetrii oraz
grubosci ogondéw rozktadow.
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2.4.1. WIELOWYMIAROWE TESTY NA WYSTEPOWANIE
EFEKTU ARCH

Hosking (1980) przedstawia wielowymiarowa wersje¢ testu Ljunga-Boxa.
Statystyka ma postac:

HM(M)=T*Y (T = j) '1r{C,'(0) €, (/) G, ') €, ()}, (24.10)

J=1

gdzie Y, =vech(y,y',), Cy (j) jest to szacunek macierzy autokowariancji
rzedu j:

Cy (N=T"'> (Y, -Y)Y,-Y) dla;=01.,T-1. (2411
t=j+1
Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej o braku efektu ARCH staty-
styka HM (M) ma asymptotyczny rozklad y? o K’M stopniach swobody.
Duchesne i Lalancette (2003) uogo6lnili powyzsza statystyke, przy wykorzy-
staniu analizy spektralnej, zwigkszajac asymptotyczng moc testu.
Ling i Li (1997) zaproponowali alternatywng statystyke taczna:

LL(M) = Ti‘]éz( N, (2.4.12)

T
_ Z (é ', H;Iét - N)(é 't—h H;—lhét—h - N)
gdzie R(h) ==

T

S H, '8, —NY

t=h+1
Przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy zerowej o statosci warunkowej warian-
cji statystyka LL(M) ma asymptotyczny rozklad y* o M stopniach swobo-
dy. Wlasnos$ci asymptotyczne testu nie zaleza od specyfikacji warunkowego
rozktadu, jednakze moc testu moze by¢ zmniejszona ze wzgledu na stratg in-
formacji wynikajacg z transformacji reszt &', I:lflﬁt. Duchesne i Lalancette
(2003) twierdza, ze przy nieprawidtowym wyborze warto$ci M test moze by¢
nieefektywny, dlatego proponuja mocniejszg wersje testu opartg na funkcji
gestosci spektralnej. Test wykorzystujacy rowniez funkcje gestosci spektral-
nej przedstawili Hong i Shehadeh (1999).
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2.4.2. TESTY STALOSCI WSPOLCZYNNIKOW KORELACJI
W WIELOROWNANIOWYM MODELU GARCH

Wspodlezynniki korelacji pomigdzy procesami odgrywaja istotng role
w wielu analizach finansowych. Wystarczy chocby wspomnie¢ o analizie port-
felowej, zarzadzaniu ryzykiem czy wycenie portfela aktywow. Przy wyborze
portfela wazne sa nie tylko stopy zwrotu i zmienno$ci, ale rowniez wspotczyn-
niki korelacji pomigdzy aktywami. W ostatnich kilkunastu latach zauwazono,
ze wspotczynniki korelacji pomigdzy réoznymi procesami finansowymi zmie-
niajg si¢ w czasie. Wzrost wspotczynnikéw korelacji wystepuje najczesciej
w okresach wzrostu zmiennosci i jest najbardziej widoczny w okresach kry-
zysow finansowych. Istniejg r6zne metody badania statosci korelacji. W pracy
przedstawiono testy dotyczace wielorownaniowego modelu GARCH.

Ze wzgledu na stosunkowo prosta posta¢ macierzy warunkowych kowa-
riancji oraz fatwo$¢ estymacji, model statych warunkowych korelacji znalazt
zastosowanie w wielu analizach empirycznych. Jednakze zatozenie o statosci
wspotczynnikow korelacji jest najczgsciej przyjmowane z gory i rzadko bywa
testowane. Tymczasem niespetnienie powyzszego zatozenia moze prowadzié¢
do bteddéw poznawczych i mie¢ istotny wptyw na wyniki analiz finansowych.
Rowniez w przypadku stosowania modeli uwzgledniajacych zmieniajace si¢
w czasie warunkowe wspdlczynniki korelacji warto rozwazy¢ prostsza specy-
fikacje modelu.

Testowanie stato§ci warunkowych wspotczynnikéw korelacji dla proce-
sOw ze zmiennymi wariancjami jest trudne, poniewaz btedna parametryzacja
rownan dla wariancji moze doprowadzi¢ do podjecia btednych decyzji. Pra-
ce dotyczace statosci korelacji w wielorownaniowym modelu GARCH moz-
na podzieli¢ na dwie grupy>. Pierwsza obejmuje wszystkie analizy dotyczace
testowania statosci korelacji warunkowych przy zatozeniu, ze bezwarunkowe
wariancje badanych procesow sa state. Druga grupa to prace, w ktérych bada
si¢ stalos¢ korelacji bezwarunkowych. W analizach tych przyjmuje si¢ zato-
zenie, ze wariancje bezwarunkowe procesOw moga zmieniac si¢ w czasie.
Ramchand i Susmel (1998) wprowadzili dwuréwnaniowy model pozwalaja-
cy testowac¢ statos¢ korelacji bezwarunkowych. W modelu tym zaktada sig, ze
w kazdym z reziméw korelacja jest stata, natomiast réznice moga wystegpo-
wac pomiedzy rezimami. Rezimy sg okreslane na podstawie zmienno$ci wy-
branego procesu.

55 Patrz Fiszeder (2003a).
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Testy statosci warunkowych wspotczynnikéw korelacji w wielorowna-
niowym modelu GARCH mozna podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza grupa
obejmuje wszystkie analizy, w ktérych do podjecia decyzji konieczna jest
estymacja wielorownaniowego modelu GARCH, uwzgledniajacego zmie-
niajace si¢ w czasie warunkowe wspotczynniki korelacji. Procedura testo-
wania stalosci wspdlczynnikow korelacji jest dwustopniowa. Najpierw sza-
cowany jest wielorownaniowy model GARCH, uwzgledniajacy zmieniajace
si¢ w czasie warunkowe korelacje lub warunkowe kowariancje, a nastepnie,
na podstawie otrzymanego modelu, szacowane sg wspdlczynniki korelacji,
ktore poddaje si¢ testowaniu. Baillie i Myers (1991), obliczajac optymalny
wskaznik zabezpieczenia przy zastosowaniu kontraktoéw terminowych na to-
wary, szacujg dwuréwnaniowe diagonalne modele VECH. Dla wyliczonych
w ten sposob wskaznikow zabezpieczenia testuja wystgpowanie pierwiast-
kéw jednostkowych (w analogiczny sposéb mozna by zbadaé stato$¢ wspot-
czynnikdéw korelacji). Ragunathan i Mitchell (1997) wyliczaja zmieniajace si¢
w czasie wspolczynniki korelacji na podstawie diagonalnej postaci modelu
VECH, a nastgpnie testuja wystgpowanie trendu liniowego, szacujac rOwna-
nie regresji wzgledem statej i zmiennej czasowej ¢ . Nalezy jednak zauwazyc¢,
ze wyniki tak przeprowadzonych testow zaleza w duzym stopniu od przyjete;j
w pierwszym kroku postaci wielorownaniowego modelu GARCH.

Statos¢ warunkowych wspoétczynnikéw korelacji moze by¢ rowniez te-
stowana posrednio. Mozna dokona¢ wyboru migdzy dwiema postaciami wie-
lorownaniowych modeli GARCH: modelem zakladajagcym stato$¢ warun-
kowych korelacji a modelem pozwalajagcym uwzgledni¢ zmieniajace si¢ w
czasie warunkowe korelacje. Longin i Solnik (1995) wprowadzaja do modelu
stalych warunkowych korelacji trend:

hye =y +10)h, \/E , (2.4.13)

a nastepnie, stosujac test ilorazu wiarygodnosci, dokonuja wyboru pomig¢dzy
rozszerzonym modelem a modelem stalych warunkowych korelacji. Osiewal-
ski i Pipien (2001, 2004a, b, 2005) dokonuja estymacji i poréwnania réznych
postaci wielorownaniowych modeli GARCH, stosujagc metody bayesowskie.
Poréwnuja oni prawdopodobienstwa a posteriori dla modeli o stalych i zmien-
nych wspotczynnikach korelacji.

Tse 1 Tsui (2002) testujg stalos¢ warunkowych wspotczynnikow korelacji
bezposrednio na podstawie sformutowanego przez nich modelu ze zmiennymi
wspotczynnikami korelacji. Model statych wspotczynnikow korelacji jest za-
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gniezdzony w modelu ze zmiennymi wspotczynnikami korelacji, dlatego we-
ryfikujac hipoteze 6, =6, = 0, mozna testowac zatozenie o stato$ci warunko-
wych wspotczynnikdéw korelacji.

Druga grupa testow statosci korelacji warunkowych to analizy, ktore nie
wymagaja estymacji modeli o zmieniajacych si¢ wspotczynnikach korelacji,
a decyzja podejmowana jest na podstawie statystyk obliczonych przy wyko-
rzystaniu modelu statych warunkowych wspotczynnikow korelacji. Ponizej
omoOwiono cztery tego typu testy.

Test Bollersleva

Bollerslev (1990) jako pierwszy zaproponowat test na stalos¢ korelacji
warunkowych w wieloréwnaniowym modelu GARCH. Test jest oparty na
statystyce Ljunga-Boxa, obliczonej dla iloczynéw standaryzowanych reszt
z poszczegolnych rownan modelu. Wartosci krytyczne sa odczytywane z roz-
ktadu x’. LiiMak (1994) zwracaja jednakze uwage, ze powyzsza statystyka
nie jest asymptotycznie zbiezna do rozktadu x*, zatem przyblizenie rozkta-
dem x’ jest nieodpowiednie. Poza tym test zaproponowany przez Bollersleva
(1990) weryfikuje hipotez¢ o braku korelacji miedzy p, a £,_i>P,—2>---» (gdzie
p, oznacza warunkowy wspotczynnik korelacji), a to nie gwarantuje stalosci
warunkowych wspotczynnikow korelacji (patrz Bera 1 Kim, 2002).

Test Bery i Kima

Bera i Kim (2002) przedstawili test na stalo§¢ warunkowych korelacji
w dwuroéwnaniowym modelu GARCH. Niech p oznacza oceng¢ wspotczyn-
nika korelacji w modelu stalych warunkowych wspotczynnikow korelacji,
uzyskang metodg najwigkszej wiarygodnosci, a z, (dla i =1,2) — standary-
zowane reszty, obliczone na podstawie tego modelu. Statystyka IM (ang. in-
formation matrix) jest szacowana wedlug nastgpujacej formuty:

[> €& —1-2p")T

IM = —=! , 2.4.14
AT(1+4p" +pY) ( )

. _ilt_laim _221_[)211
gdzie &, _—ﬂ oraz &, = —1 — .
Zakladajac, ze z, ma rozklad normalny oraz prawdziwa jest hipoteza ze-

rowa (hipoteza o statosci korelacji), statystyka /M ma asymptotyczny roz-
klad x* o jednym stopniu swobody. Wyniki testu sa wrazliwe na grube ogo-
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ny rozktadu warunkowego, dlatego w przypadku leptokurtycznych rozktadow
warunkowych nalezy korzysta¢ ze skorygowanej statystyki, odpornej na od-
chylenia od rozktadu normalnego:

T 2

>,

=
= T—z’
=1

_ 1
gdzie n, =¢,&, —1—26" oraz 1 Z?Znt.

t=1

IM

s

(2.4.15)

Test Bery 1 Kima jest testem typu macierzy informacji, zatem obok sta-
losci warunkowych wspotczynnikdéw korelacji, weryfikuje jednoczesnie inne
cechy modelu.

Test Tse

Kolejny test statosci korelacji warunkowej zostat zaproponowany przez
Tse (2000). Konstrukcja testu oparta jest na statystyce LM . Statos¢ korelacji
moze by¢ testowana przez badanie hipotezy H,:6;, =0 (dla 1<i<j<N),
gdzie 0, sa parametrami w rozszerzonym modelu statych warunkowych

y
wspotczynnikow korelacji:

h, = o,y + el + Bk, dla i=1,2,..,N, (2.4.16)
hyy =y A1, (2.4.17)
P = Py T 6,818, dla1<i<j<N. (2.4.18)

W réwnaniu (2.4.16) zalozono, ze wariancje warunkowe sg opisane przez mo-
dele GARCH(1,1), jednakze cala procedura testu jest dalej rozszerzona na
ogolny przypadek modelu GARCH (p,q). Oczywiscie istnieje problem re-
strykcji, jakie musza by¢ natozone na parametry 6, aby zapewni¢ dodat-
nig okreslonos¢ warunkowej macierzy kowariancji oraz p, €(—1,1) dla
kazdego ¢. Oznaczmy parametry modelu jako 0= (oy,,q;,, /5,155y, Qyys
ButsPrasees Py_1ns02seOy_1y)' - W rozszerzonym modelu ze zmieniajacy-
mi si¢ w czasie wspotczynnikami korelacji wystepuje P= N +2N para-
metrow. Liczba niezaleznych restrykcji wynosi zatem M = N(N —1)/2.
Jezeli s=0L,(0)/00 oznacza P-elementowy wektor pierwszych pochod-
nych czastkowych logarytmu funkcji wiarygodnosci, a S to macierz o wy-
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miarach 7 x P, w ktorej wiersze sa pochodnymi czastkowymi 0/,(0)/00'
dla t=1,...,T, to statystyka LM (oznaczana przez Tse jako LMC) moze by¢
oszacowana wedtug nastgpujacych formut:

LMC=8§'S'S)"'s =1'S(S'S)'S'1, (2.4.19)

gdzie § i S sg obliczane przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, 1
jest wektorem jedynek o wymiarach 7' x1.
Statystyka LMC ma asymptotyczny rozklad x* o M stopniach swobody.
Wprowadzajac nastgpujace oznaczenia:
oh, oh oh
=, e, =—", f,=—", (2.4.20)

Doy, day 9B,
pochodne czastkowe 4, wzgledem ¢, , oy, oraz 3, dla i=12,..,N moga
by¢ obliczone wedtug nastgpujacych wzordw rekurencyjnych:

dit =1+ 6ildi,z—l 5
e, =, 05, (2.421)
ﬁz = hi,t—l + ﬁilfi,m >

gdzie d, =1, ¢, =¢;, oraz S =iy

Pochodne czastkowe logarytmu funkcji gestosci dla ¢ -tej obserwacji dane sg

nastgpujacymi wzorami:
91,0) (z,z,—1)d

it<it it

aa,‘o Zhit
9L(0) (2,2, —De,
da,  2h,
6Zt (6) — (Z;Zir _1) fit (2.4.22)
25, 2h,
8O i,

dp;
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01,(9) . i
8t—6ij = (Zit Zy— pt])git—l Ejt—l’
gdzie ' =(z, ,...,zy,)' =T, 'z, oraz T, ={p!} . Jezeli prawdziwa jest hipo-

i

teza zerowa, to I, =T dla kazdego ¢, a zatem z, =T"'z, oraz p;] =p’.
W tym przypadku z, sg standaryzowanymi resztami obliczonymi na podsta-
wie modelu statych warunkowych wspoétczynnikoéw korelacji.

Jezeli wariancje warunkowe bylyby opisane przez model GARCH (p,q),
woweczas pochodne czastkowe 4, wzgledem o, oraz (3, moga by¢ obli-
czone wedtug nastepujacych wzorow rekurencyjnych:

P
dit =1+ Zﬁih di,z—h >
h=1
) P
e =Cr it Bueu, s> (2.4.23)
h=1

P
fiht - hi,t—h + Zﬁih f;h,t—h s
h=1

gdzie d, =0h, / o, e,, =Oh, / o, oraz f,, =Oh, /[, . Pochodne czastko-
we [, wzgledem «y,q; oraz (3, dane sa wzorami (2.4.22), z tym Ze e, oraz
f,, nalezy zastapi¢ odpowiednio e,, oraz f, .

Jezeli $rednie warunkowe €, sg rozne od zera, to macierz § musi by¢
rozszerzona o pochodne czgstkowe /, wzgledem parametrow wystepujacych
w rownaniach dla $rednich warunkowych. W przypadku gdy $rednie warun-
kowe sg funkcjami liniowymi ze wzglgdu na parametry, macierz informacji
jest macierza blokowo-diagonalng i statystyka LMC moze by¢ oszacowana
tylko na podstawie parametréw wystepujacych w réwnaniach dla wariancji

warunkowych.

Test Engle’a i Shepparda

W przypadku bardzo duzej liczby aktywow tatwiejszy do zastoso-
wania moze by¢ test Engle’a i Shepparda (2001). Weryfikowana jest hi-
poteza H,:R,=R (dla t=12,.,T) wobec hipotezy alternatywnej
H, :vech(R,) = vech(R) + Bvech(R, ) +....+3,vech(R,_,) Przy zatozeniu
prawdziwosci hipotezy zerowej wszystkie parametry w ponizszym réwnaniu
powinny by¢ rowne zeru:
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Y =06, +6Y. +6Y,+.+56Y_,+n, (2.4.24)

gdzie Y, =vech'[(R™"°D;'e,)(R""’D, '¢,)'—1,], vech" oznacza modyfika-
cj¢ operatora vech , polegajaca na wyborze tylko elementéw ponizej przekat-
nej, D, = diag(h*, h)’,..., hy), R jest macierza korelacji dla standaryzowa-
nych reszt. R ’D; g, jest wektorem wspdlnie standaryzowanych reszt (przy
zalozeniu H) o wymiarach N x1. Istotno$¢ parametrow w rOwnaniu moze
by¢ weryfikowana za pomocg statystyki: (SX'XS " /&7, ktora jest asympto-
tycznie zbiezna do rozkladu x* o s+1 stopniach swobody, gdzie 5 jest wek-
torem ocen parametrow rownania (2.4.24), a X macierza wartosci zmiennych
objasniajacych.

Test moze by¢ zastosowany dla standaryzowanych reszt na podstawie
jednoréwnaniowych modeli GARCH, co powoduje, Ze jest tatwy w konstruk-
cji, nawet dla bardzo duzej liczby aktywow. Wada natomiast jest niemoz-
no$¢ rozréznienia miedzy zmieniajacymi si¢ warunkowymi wspotczynnikami
korelacji a nieprawidtowymi specyfikacjami jednorownaniowych modeli wa-
riancji warunkowych.

2.4.3. TESTY PRZYCZYNOWOSCI DLA WARIANCJI

Postepujaca globalizacja, integracja oraz liberalizacja rynkow finanso-
wych, a takze postgp technologiczny powoduja coraz silniejsze powigzania
miegdzy rynkami kapitatowymi calego swiata. Coraz wigksza role w propa-
gacji kryzysow i zjawisk szokowych zaczynaja odgrywacé powigzania przez
rynki finansowe. Dlatego wazne z praktycznego punktu widzenia, szczegol-
nie w kontekscie efektu zarazania przedstawionego w podrozdziale 2.6, moga
by¢ testy przyczynowosci dla wariancji. Ponadto Vilasuso (2001) pokazuje,
ze przyczynowos$¢ w wariancji moze wplywac na wyniki testowania przyczy-
nowosci dla $rednich.

Ponizej przedstawiono dwa podejscia do testowania przyczynowosci dla
wariancji. Pierwsze podejscie jest dwustopniowe i polega na wykorzysta-
niu jednorownaniowych modeli GARCH. Do tej grupy mozna zaliczy¢ test
autorstwa Cheunga i Ng (1996). Drugie podejscie polega na zastosowaniu
wielorownaniowego modelu GARCH. Rozwazane tutaj testy przyczynowo-
Sci opierajg si¢ na koncepcji Grangera, ktora nalezy rozumie¢ w kontekscie
korelacji migdzy badanymi procesami ekonomicznymi. Decyzje o tym, czy
badana relacja ma charakter przyczynowy podejmuje badacz na podstawie
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wiedzy 1 do§wiadczenia®. Zatem rozpatrywane testy nie sa w stanie wykry¢
sity sprawczej, moga najwyzej weryfikowa¢ nastepstwo zdarzen. Informacje
0 wystepowaniu przyczynowosci w sensie Grangera mogga by¢ jednakze z po-
wodzeniem wykorzystane przy prognozowaniu, w tym przypadku przy pro-
gnozowaniu zmiennosci.

Test Cheunga i Ng

Koncepcje przyczynowosci dla drugich momentéw mozna traktowac jako
naturalne rozszerzenie przyczynowosci w sensie Grangera dla §rednich. Niech
X, 1Y, oznaczajg stacjonarne procesy stochastyczne iniech /, i J, oznaczaja
zbiory informacji okreslone jako [, ={X, ;j >0} i J, ={X,_ .Y, ;j>0}.

Y, jest przyczyng X, w wariancji, jezeli:

E{(X, = i, )1} = EA(X, = )]0 (2.4.25)

gdzie /., jest warunkowg wartoScig oczekiwang zmiennej X, ., (przy usta-
lonym 1,).

Sprzezenie zwrotne wystepuje wtedy, gdy Y, jest przyczyng X,, a X, jest
przyczyna Y,. Przyczynowo$¢ jednoczesna w wariancji wystepuje wtedy,
gdy:

E{(X,,, — qu,t+1)2

3= EAX, L~ )| (2.4.26)

gdzie K, ={J,UY, }.
Pojecia (2.4.25) 1 (2.4.26) sa zbyt ogdlne, zeby mozna je testowac empirycz-
nie. Konieczne jest przyjecie dodatkowych zatozen dotyczacych struktury
procesow. Zaldzmy, ze

X, = iy, +h%e (2.4.27)

x,t Tt
Y= py, +hy3C,, (2.4.28)

gdzie €, i ¢, sg niezaleznymi procesami biatoszumowymi o wariancji jeden.
Przyjmijmy dodatkowo, ze $rednie warunkowe fiy,, i, s opisane rowna-
niami ARMA, natomiast h,,, h,, — rownaniami GARCH"'. Niech U, i V,

Y.t t t

% Patrz Osinska (2006).
57 Mozliwe specyfikacje nie ograniczajg si¢ wytacznie do modeli ARMA-GARCH (patrz
Cheung i Ng, 1996).
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oznaczaja kwadraty standaryzowanych reszt:
U =(X,—py,) h, =¢, (2.4.29)
Vo= —py ) T hy, =, (2.4.30)
natomiast p(k) jest wspolczynnikiem korelacji wzajemne;j

p(k) = EU,

t

GUEUHEVAHT,  k=0,4£1L+2,....  (2431)

Hipoteza zerowa zaklada brak przyczynowosci od opdznienia j do k. Staty-
styka w postaci:

S= Tzk: r(i)%, (2.4.32)

ma rozkltad y* o k— j+1 stopniach swobody. T oznacza liczebno$¢ proby.
Jezeli nie ma informacji a priori o kierunku przyczynowos$ci, mozna przyjac
—j=k=m. Warto$¢ parametru m powinna by¢ na tyle duza, zeby objaé
najwicksze mozliwe opoznienie w zwigzku przyczynowym. Dla jednokierun-
kowej zalezno$ci przyczynowej nalezy przyja¢ j=1 oraz k=m.

Do zalet testu Cheunga i Ng mozna zaliczy¢ tatwos¢ konstrukeji oraz od-
porno$¢ na asymetrig i leptokurtyczno$¢ warunkowsa rozktadoéw. Test posia-
da réowniez kilka wad. Zaleznos$ci przyczynowe dotyczace wartosci oczeki-
wanych zmiennych mogg istotnie wplywaé na wyniki testu. Warto§¢ m musi
by¢ ustalona. W przypadku zbyt matej wartosci m mozna pomina¢ istniejacy
zwigzek przyczynowy o wickszym opdznieniu, za duza warto§¢ m powoduje
natomiast obnizenie mocy testu. Hafner i Herwartz (2004) pokazuja, ze moc
testu jest bardzo niska w przypadku, gdy hipoteza alternatywna zaktada wie-
lorownaniowy proces GARCH. Hong (2001) zaproponowat dwie modyfika-
cje testu polegajace na nadaniu wyzszych wag wartosciom wspotczynnikow
korelacji wzajemnej dla odstepu nizszego rzedu, co moze prowadzi¢ do wzro-
stu mocy testu. Wyniki badania wtasnosci testow Cheunga i Ng (1996) oraz
Honga (2001) mozna znalez¢ w pracy Osinskiej (2008).

Testy przyczynowos$ci w wielorownaniowym modelu GARCH

Powstato kilka testow przyczynowos$ci dla wariancji konstruowanych
na podstawie wielorownaniowego modelu GARCH, mig¢dzy innymi w pra-
cach Comte’a i Liebermana (2000), Caporale’a, Pittisa i Spagnolo (2002)
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oraz Hafnera i Herwartza (2004). Testy te sprowadzaja si¢ do weryfikacji re-
strykcji, natozonych na parametry wielorownaniowego modelu GARCH, naj-
cze$ciej modelu BEKK™, Testy majg posta¢ LR (patrz Caporale, Pittis i Spa-
gnolo, 2002) Iub Walda (patrz Hafner i Herwartz, 2004). Dla najprostszej
postaci dwuréwnaniowego modelu BEKK (réwnie (2.1.14)) o wymiarach
K = p=¢q =1 hipoteza o braku przyczynowos$ci ma postac restrykcji, nato-
zonych na parametry w macierzach D, i E, , tak aby staly si¢ one odpowied-
nio gornymi lub dolnymi macierzami trojkatnymi. W szczegolnosci hipoteza
H,:d, =e, =0 oznacza, ze h,, nie jest przyczyna A, , podczas gdy A, jest
przyczyna h,, . Testy oparte na wielorownaniowym modelu GARCH réwniez
nie sg pozbawione wad. Przyjecie btednej parametryzacji modelu, np. pomi-
nigcie asymetrycznego wpltywu dodatnich i ujemnych stép zwrotu na warian-
cje 1 kowariancje, moze powodowac istotne zmniejszenie mocy testu.

2.5. ZALEZNOSCI MIEDZY RYNKAMI AKCJI NA SWIECIE

Wieloréwnaniowe modele GARCH sg stosowane do badania zalezno$ci
migdzy réznymi procesami finansowymi (np. cenami akcjami, warto$ciami
indeksow, kursami walutowymi, stopami procentowymi, cenami SUrowcow).
Analizuje si¢ miedzy innymi: stalo$¢ korelacji miedzy aktywami, wzrost ko-
relacji w okresach wzrostu zmiennosci (patrz podrozdziat 2.6), wzrost kore-
lacji w dlugim okresie zwigzany z globalizacja, liberalizacjg rynkéw finanso-
wych oraz postepem technologicznym, przeptyw informacji miedzy réznymi
rynkami.

Wielorownaniowe modele GARCH sg rowniez stosowane do badania za-
lezno$ci miedzy wariancjami aktywow. Analizy prowadzone na podstawie
ro6znych postaci wielorownaniowych modeli GARCH pozwalajg mi¢dzy in-
nymi odpowiedzie¢ na pytania: czy zmienno$¢ jednego aktywu wplywa na
zmienno$¢ innych aktywow; czy zmiennos$¢ aktywu wplywa na zmiennos$¢ in-
nych aktywow bezposrednio przez warunkowa wariancje lub posrednio przez
warunkowe kowariancje; czy zjawisko szokowe wptywajgce na okreslony ry-
nek (lub instrument finansowy) powoduje wzrost zmiennos$ci na innych ryn-
kach (lub innych instrumentéw finansowych) i w jakim stopniu; jezeli tak,
to czy pozytywne i negatywne zjawiska szokowe majg taki sam wplyw na
zmienno$¢ aktywow?

8 Hafner i Herwartz (2004) podaja restrykcje rowniez dla modelu VECH.
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Bada si¢ rowniez wpltyw tempa wzrostu i zmiennosci proces6w ekono-
micznych na stopy zwrotu aktywdw oraz wptyw zmienno$ci proceséw eko-
nomicznych na zmienno$¢ aktywow finansowych (patrz punkt 5.3). W niekto-
rych pracach analizuje si¢ odwrotna zaleznos¢, tzn. wplyw zmiennosci rynkow
finansowych na zmienne makroekonomiczne, jak np. na wielkos¢ eksportu czy
tempo wzrostu produkeji (patrz Kim, 2000).

W podrozdziale 2.5 wielorownaniowe modele GARCH zastosowano do
badania zalezno$ci migedzy rynkami akcji. Zalezno$ci pomigdzy réznymi ryn-
kami akcji na §wiecie byty przedmiotem wielu analiz. Duza czg$¢ z tych prac
dotyczyta badania korelacji. Mozna analizowaé zar6wno korelacje bezwarun-
kowe, jak i warunkowe. W wigkszo$ci prac dotyczacych powigzan miedzy
rynkami akcji na §wiecie estymuje si¢ bezwarunkowe wspotczynniki korela-
cji. Statos¢ korelacji bezwarunkowych moze by¢ testowana na podstawie sza-
cunkow wspotczynnikow korelacji, obliczonych dla réznych okreséw. Wyniki
tak przeprowadzonych badan sg jednak niejednoznaczne. Na przyktad Kapla-
nis (1988) nie udato si¢ odrzuci¢ hipotezy zerowej o statosci korelacji mie-
sigcznych stop zwrotu, obliczonych dla 10 wybranych rynkow akcji w okresie
1967-1982. Podobne wyniki uzyskat Ratner (1992) dla okresu 1973-1989.
Koch i Koch (1991) pokazuja, ze zalezno$ci pomiedzy rynkami byly silniej-
sze w latach 1980 1 1987, w poréwnaniu z rokiem 1972. W wielu pracach do-
tyczacych zalezno$ci pomigedzy rynkami akcji badano skutki krachu gietdo-
wego w pazdzierniku 1987 roku. King i Wadhwani (1990), Bertero i Mayer
(1990), Lee i Kim (1993), King, Sentana i Wadhwani (1994) pokazuja, Ze po
krachu gietdowym w Nowym Jorku nastapit znaczny wzrost korelacji pomie-
dzy r6znymi rynkami akcji na $wiecie.

Jedna z podstawowych wiasnosci finansowych szeregow stop zwrotu
jest zmienno$¢ warunkowych wariancji, dlatego tez analiza korelacji powin-
na uwzgledniac¢ ten fakt empiryczny. Klaassen (1999) testuje stato$¢ korelacji
warunkowych na podstawie reszt z jednoréwnaniowych modeli AR-GARCH.
Szacuje on rdwnanie regresji dla wspotczynnikéw korelacji obliczonych jako:

cov(é,.2,)/ (h,h,)"” wzgledem stalej oraz zmiennych czasowych ¢ i ¢,

gdzie: ¢, £, oznaczajg reszty z jednorownaniowych modeli AR-GARCH,
a h,, h, —wariancje warunkowe, oszacowane na podstawie modeli GARCH.
Wplyw zmiennych ¢ i #* na wspotczynniki korelacji bada za pomocg testu
Walda. Tak skonstruowany test pozwala odrzuci¢ hipotezg o statosci kore-
lacji, ale tylko wowczas, gdy wspotczynniki korelacji zmieniajg si¢ zgodnie
z funkcja liniowa lub kwadratowa.
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Analiza zalezno$ci wystgpujacych pomigdzy rynkami akcji moze by¢
réwniez przeprowadzona na podstawie wielor6wnaniowych modeli GARCH.
Na przyktad Hamao, Masulis i Ng (1990) pokazali wystepowanie silnych za-
leznosci dotyczacych zaréwno stop zwrotu, jak i wariancji, pomigdzy ryn-
kami akcji w Nowym Jorku, Tokio i Londynie. Z kolei Ramchand i Susmel
(1998) zbadali korelacje pomiedzy tygodniowymi stopami zwrotu, obliczony-
mi dla rynku akcji w USA a stopami zwrotu, obliczonymi dla rynkéw w Japo-
nii, Anglii, Niemczech i Kanadzie w okresie styczen 1980 — styczen 1990. Hi-
poteza zerowa o stalosci korelacji zostata odrzucona w dwéch przypadkach:
zalezno$ci pomiedzy rynkami w USA i Anglii oraz pomig¢dzy rynkami w USA
i Kanadzie. Chesnay i Jondeau (2001) badali korelacje bezwarunkowe pomig-
dzy tygodniowymi stopami zwrotu indeksow S&P 500, DAX i FTSE 100 na
podstawie trzyrownaniowego modelu MS-GARCH (ang. Markov — switching
GARCH). W przeciwienstwie do pracy Ramchanda i Susmela (1998) rezimy
zostaly okreslone jednoczesnie dla trzech indekséw. Wszystkie wspdtczyn-
niki korelacji, oszacowane dla rezimu o wigkszej zmiennosci, byty znacznie
wigksze od korelacji uzyskanych dla rezimu o mniejszej zmiennosci.

W wielu pracach bada si¢ rowniez zaleznosci migedzy wariancjami
stop zwrotu na rynkach akcji na $wiecie. Badania z zastosowaniem mode-
li GARCH dotycza zaréwno jednorownaniowych, jak i wielorownaniowych
modeli GARCH. Analizy przeprowadzane na podstawie jednoréwnaniowych
modeli GARCH polegaly najcz¢sciej na modyfikacji rownania dla wariancji
warunkowej i wprowadzeniu dodatkowej zmiennej objasniajacej w posta-
ci opdznionych kwadratow (lub wartosci bezwzglednych) stoép zwrotu (lub
sktadnikéw resztowych z modeli opisujacych wewnetrzng strukture) indek-
sow z innych rynkéw (patrz np. Susmel i Engle, 1994). Analizy z zastoso-
waniem wieloréwnaniowych modeli GARCH dotyczyly zar6wno standar-
dowych postaci, jak i rozszerzonych parametryzacji modeli (patrz np. Ng,
2000). Poza analizami dotyczacymi transmisji zmienno$ci bada si¢ rowniez,
czy stopy zwrotu indeksow rynku akcji maja wspdlng wariancj¢ (np. Engle
i Susmel, 1993).
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2.5.1. ANALIZA POWIAZAN MIEDZY INDEKSEM WIG
A WYBRANYMI INDEKSAMI RYNKOW AKCJI NA SWIECIE”

Sytuacja na innych rynkach akcji na §wiecie ma istotny wptyw na ko-
niunkture¢ na GPW w Warszawie. W pracy zbadano zaleznoSci wystepujace
pomiedzy indeksem WIG a wybranymi indeksami rynkéw akcji: S&P 500,
DAX, FTSE 250, BUX. Indeks WIG to najstarszy i obejmujacy najwicksza
liczbe spotek indeks charakteryzujacy GPW w Warszawie. Pozostale indeksy
opisujg klimat inwestycyjny w Stanach Zjednoczonych, Niemczech, Wielkiej
Brytanii i na Wegrzech. Gospodarka amerykanska ma silny wplyw na gospo-
darke $wiatowa, Niemcy sg najwiekszym partnerem gospodarczym Polski,
Wegry sa przyktadem kraju z Europy Srodkowo-Wschodniej, natomiast spo-
srod gield europejskich najwieksze znaczenie ma gietda w Londynie, dlate-
go analizowano indeks FTSE. Wymienione indeksy majg bardzo silny wptyw
na koniunktur¢ na GPW w Warszawie (patrz np. Fiszeder, 2001b). Badanie
mozna by réwniez przeprowadzi¢ na zupelnie innej grupie indekséw. Prezen-
towany jest tutaj punkt widzenia oparty na faktach i obserwacjach. Z metodo-
logicznego punktu widzenia, uzywajac terminologii Lakatosa (1995), ozna-
cza to obracanie si¢ w tzw. ,,pasie ochronnym”, nie za§ w ,,twardym rdzeniu”.
Uwaga ta dotyczy réwniez innych analiz prowadzonych w pracy. Zatem uzy-
skanych wynikéw nie mozna jednoznacznie uogoélnia¢ na dowolne procesy fi-
nansowe. Warto jednakze nadmieni¢, ze w pracy badano na og6t spotki o naj-
wigkszej kapitalizacji oraz indeksy gietdowe i inne instrumenty finansowe
notowane na GPW w Warszawie o najwigkszym obrocie, zatem ich wybor
nie jest przypadkowy. Powyzsze zastrzezenia odnosza si¢ do wigkszosci ba-
dan empirycznych dotyczacych zastosowan modeli dla rzeczywistych szere-
goéw czasowych. Stosujac dalej terminologi¢ Lakatosa proponowane w pracy
modyfikacje metodologiczne mozna zaliczy¢ do heurystyki pozytywnej pro-
gramu badawczego. To wlasnie heurystyka pozytywna sktada si¢ z wyarty-
kutowanego zbioru sugestii lub wskazéwek, w jaki sposoéb zmieniac¢ ,,obala-
ne wersje” programu badawczego, jak modyfikowac, udoskonala¢ ,,obalony”
pas ochronny. Heurystyka pozytywna ustanawia program, tworzacy tancuch
coraz bardziej skomplikowanych modeli nasladujacych rzeczywistos¢ i wy-
jasniajacych wystepujace anomalie.

W badaniu zastosowano dwuréwnaniowe modele VAR(1)-GARCH(1,1).
Oczywiscie mozna by estymowaé parametry modelu VAR-GARCH dla

% Punkt 2.5.1 opracowano na podstawie pracy Fiszeder (2008b).
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wszystkich indeksow tacznie, ale w tym przypadku konieczne bytoby przy-
jecie uproszczonej parametryzacji modelu GARCH, zaktadajacej na przyktad
stato§¢ warunkowych wspotczynnikdéw korelacji lub brak zalezno$ci pomie-
dzy wariancja warunkowa jednego indeksu a opdznionymi wariancjami wa-
runkowymi innych badanych indeksow. Jak pokazaty przedstawione dalej
wyniki, oba zalozenia nie sg spelnione dla badanych indeksow. Model VAR
pozwolit opisa¢ wystepujaca autokorelacje stop zwrotu oraz wzajemne relacje
w czasie migdzy stopami zwrotow indekséw. Zastosowanie wieloréwnanio-
wego modelu GARCH pozwolilo opisa¢ zmieniajace si¢ w czasie warunkowe
wariancje i kowariancje stop zwrotu. Fiszeder (2001a) estymowal parametry
modeli AR-BEKK dla indeksu WIG i wybranych indekséw akcji na $wie-
cie, jednakze tamto badanie rdznito si¢ zasadniczo od analizy przedstawione;j
w tej pracy. Po pierwsze, we wczesniejszej pracy nie uwzgledniono wzajem-
nych zalezno$ci migdzy stopami zwrotu, co moglo wptynaé na relacje doty-
czace drugich momentow. Po drugie, nie przeprowadzono testow statosci wa-
runkowych wspotczynnikéw korelacji, a decyzja o wyborze parametryzacji
modelu byta nieformalna (na podstawie wykresow) i nie poparta testami. Po
trzecie, nie zastosowano testow przyczynowosci, dlatego nie okreslono do-
ktadnych relacji migdzy stopami zwrotu i wariancjami badanych procesow.

Analizowano dzienne, logarytmiczne stopy zwrotu z okresu od 3 paz-
dziernika 1994 r.°° do 31 stycznia 2008 roku. W pierwszej kolejnosci testowa-
no stalo$¢ warunkowych wspotczynnikow korelacji pomiedzy stopami zwro-
tu badanych indeksow gietdowych. W badaniu zastosowano test Tse (2000),
zaprezentowany punkcie 2.4.2. Estymowano parametry modelu stalych wa-
runkowych wspotczynnikéw korelacji. Wyniki testu Tse przedstawiono w ta-
beli 2.1. Dla modelu dwuréwnaniowego statystyka LMC ma asymptotyczny
rozklad x° o jednym stopniu swobody.

W tabeli 2.1 zaprezentowano rowniez szacunki wspotczynnikow kore-
lacji otrzymane na podstawie modelu statych warunkowych wspotczynni-
koéw korelacji. Najsilniejsza zalezno$¢ wystgpowata miedzy stopami zwro-
tow indeksow WIG i BUX. Powigzania gospodarcze migdzy gospodarkami
Polski i Wegier nie sg na tyle silne, aby thumaczy¢ tak wysoka korelacje, dla-
tego wynik ten moze wydawac¢ si¢ zaskakujacy. Tak silne zalezno$ci wynika-
ja jednakze z przeptywow miedzynarodowego kapitatu portfelowego, a Pol-
ska i Wegry naleza do tego samego segmentu rynku. Duza wrazliwos¢ gietdy
w Budapeszcie na przeplywy kapitatu portfelowego wynika z bardzo znacza-

% We wczesniejszym okresie notowania nie odbywaty si¢ codziennie.
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cego udziatu kapitatu zagranicznego w obrotach na tej gietdzie. Koniunktu-
ra na wigkszosci rynkow akcji na $wiecie jest w duzym stopniu uzalezniona
od koniunktury na rynku akcji w Nowym Jorku, dlatego najstabsza korelacja
miedzy indeksami WIG i S&P 500 moze rowniez budzi¢ zdziwienie. Noto-
wania w Nowym Jorku konczg si¢ po zamknigciu sesji na GPW w Warsza-
wie, dlatego inwestorzy mogg zareagowa¢ na wydarzenia na NYSE dopiero
nastepnego dnia. Koncowa cze$¢ notowan w Warszawie odbywa si¢ jednakze
juz w trakcie sesji w Nowym Jorku, dlatego cz¢s¢ informacji, naptywajacych
na rynek, moze by¢ juz zdyskontowana dzien wczes$niej. Zatem wplyw giel-
dy nowojorskiej na gietde warszawska rozktada si¢ na dwa dni i z tego wzgle-
du w tabeli 2.1 podano wyniki dla obu relacji. Ze zrozumiatych wzgledow
zalezno$¢ jednoczesna jest stabsza. Bardzo interesujacy jest wynik testu Tse
dla stop zwrotu indeksow WIG i S&P 500. Inny charakter ma zaleznos¢ jed-
noczesna, gdzie wystepuje stalos¢ warunkowych wspotczynnikow korelacii,
a inny — zalezno$¢ miedzy indeksem S&P 500 a notowaniami nast¢pnego dnia
indeksu WIG, gdzie mamy do czynienia ze zmiennymi warunkowymi wspot-
czynnikami korelacji. Prawidlowe opisanie obu zalezno$ci jednocze$nie nie
jest mozliwe za pomoca znanych modeli proceséw stochastycznych, w tym
réwniez nie jest mozliwe za pomoca modelu VAR-BEKK.

TABELA 2.1. TESTOWANIE STALOSCI WARUNKOWYCH WSPOLCZYNNIKOW KORELACJI

Badane indeksy | LMC WSPOlCZyI.l.mk
korelacji
WIG, — S&P 500, 1,13 0,17
WIG, - S&P 500, , | 5,71* 0,27
WIG, - BUX | 14,11* 0,42
WIG, — DAX, 5,56* 0,33
WIG, - FTSE 250, | 4,61* 0,32

Gwiazdka oznacza wartosci statystyk, w przypadku ktorych hipoteza o statosci warunko-
wych wspotczynnikéw korelacji zostata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODLO: FISZEDER (2008b).

Wyniki testu Tse (2000) wskazuja, ze dla wszystkich par indeksow, poza
jednoczesng zalezno$cig migdzy indeksami WIG i S&P 500, nalezy odrzucié¢
hipoteze o stalosci warunkowych wspotczynnikow korelacji. Z dalszej anali-
zy nalezato zatem wyeliminowa¢ model statych warunkowych wspotczynni-
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kéw korelacji. Estymowano model BEKK, ktory zapewnia dodatnia okreslo-
nos$¢ macierzy warunkowych kowariancji dla wszystkich mozliwych realizacji
i nie naktada z gory na parametry zbyt krepujacych ograniczen. W przypad-
ku analizy kilku szeregéw czasowych model BEKK jest jedna z najczesciej
stosowanych w badaniach empirycznych postaci wielorownaniowego modelu
GARCH. Szacowano parametry modelu VAR(1)-BEKK(1,1) w postaci®':

he=ay, tayn, by, +e,, (2.5.1)
By =y + gl + byt 6y, (2.5.2)
g | ¢, ~1,(0,H), (2.5.3)
1 1
My o, _1% G| |G G i d, d,| || [Cua
My hy, Cy Cp |G Oy dy  dy| || |E2a
' '
% d, d, + € én by g S e
dy dy €1 €y My hy, € €
2.5.4)

Dla wszystkich par indekséw model z warunkowym rozktadem t-Studenta
opisywat badane szeregi lepiej niz model z warunkowym rozktadem normal-
nym. Wyniki estymacji przedstawiono w tabeli 2.2. Na podstawie przedsta-
wionych w tabeli 2.2 wynikOw mozna przypuszczaé, ze micdzy indeksem
WIG a badanymi indeksami gield na $wiecie istniejg bardzo silne krotkookre-
sowe powigzania dotyczace nie tylko Srednich procesow, ale rowniez warian-
cji. Oszacowane modele bardzo dobrze opisujg zmienno$¢ i zalezno$ci migdzy
stopami zwrotu badanych indeksow (poza opisana wyzej jednoczesng zalez-
no$cig migdzy indeksami WIG i S&P 500). Ze wzglgdu na ztozong parame-
tryzacj¢ modelu GARCH nie jest do konca jasne, jak ksztattujg si¢ zaleznosci
przyczynowe miedzy wariancjami badanych indeksow. Dlatego zastosowano
test przyczynowosci dla wariancji. Analiz¢ przeprowadzono na podstawie te-
stu Caporale’a, Pittisa i Spagnolo (2002).

' Analiza wlasnosci standaryzowanych reszt pokazuje, ze taka specyfikacja modelu jest
wystarczajaca.
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TABELA 2.2. DWUROWNANIOWE MODELE VAR(1)-BEKK(1,1)

Parametr | WIG-SP500 | WIG-BUX | WIG-DAX | WIG-FTSE
. 6,13e-4* 6,94e-4* 8,11e-4* 7,56e-4*
10 (2,05¢-4) (2,02¢-4) (2,07e-4) (2,05¢-4)
0,0709* 0,0836* 0,0920* 0,0968*
1 (0,0172) (0,0180) (0,0179) (0,0176)
b 0,3426* 0,0541* 0,0678* 0,1048*
1 (0,0224) (0,0163) (0,0156) (0,0223)
. 7,13e-4% 8,84e-4* 9,55e-4* 5 46e-4*
20 (1,36e-4) (2,07e-4) (1,75e-4) (1,34e-4)
-0,0113 0,0555* 0,0150 0,0078
2 (0,0087) (0,0147) (0,0124) (0,0096)
b -0,0155 0,0701* -0,0234 -0,0145
2 (0,0175) (0,0188) (0,0179) (0,0179)
. 0,24e-3 1,52¢-3 1,49-3 0,93¢-3
i (32,16e-3) (4,70e-3) (5,28¢-3) (24,26e-3)
. 2,18e-3 0,51e-3 -0,65¢-3 1,29¢-3
12 (3,49-3) (13,96e-3) (12,09¢-3) (17,61e-3)
. 0,81e-3 1,84e-3 0,90e-3 0,88¢-3*
gl (0,85¢-3) (21,13¢-3) (6,00e-3) (0,28¢-3)
. 0,05¢-3 2,30e-3 0,74e-3 0,01e-3
2 (11,31e-3) (16,87¢-3) (7,28¢-3) (16,61e-3)
q 0,2639* 0,2183* 0,2481* 0,2418*
1 (0,0226) (0,0164) (0,0199) (0,0194)
q -0,0340 0,0416* -0,0049 0,0253
12 (0,0237) (0,0181) (0,0159) (0,0196)
d 0,0057 0,0289* 0,0120 0,0201*
2 (0,0067) (0,0147) (0,0112) (0,0082)
d 0,2037* 0,3264* 0,2576* 0,2338*
2 (0,0151) (0,0227) (0,0178) (0,0161)
. 0,9574* 0,9744* 0,9636* 0,9652%
i (0,0077) (0,0037) (0,0061) (0,0057)
. 0,0093 -0,0196* 0,0008 -0,0075
12 (0,0055) (0,0070) (0,0043) (0,0052)
. -0,0013 -0,0080* -0,0037 -0,0057*
gl (0,0019) (0,0039) (0,0031) (0,0021)
. 0,9777* 0,9259* 0,9643* 0,9696*
2 (0,0033) (0,0096) (0,0050) (0,0043)
, 8,3137* 7,3004* 9,6436* 9,6084*
(0,7629) (0,5949) (0,9710) (0,9904)

Stopy zwrotu r

1P

123

r,, dotycza indeksu WIG oraz drugiego indeksu w parze. W nawiasach,
pod ocenami parametrow, podano $rednie btedy szacunku. Gwiazdka oznacza oceny parame-
trow rdzniace si¢ istotnie od zera na poziomie istotnosci 0,05, parametr v oznacza liczbg stopni
swobody warunkowego rozktadu t-Studenta.

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.
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TABELA 2.3. TESTOWANIE PRZYCZYNOWOSCI

zlz(lil?z:l:lgzri Dla srednich | Dla wariancji
WIG — S&P 500 0,43 1,51
S&P 500 > WIG 183,33* 14,58*
WIG —» BUX 4,33%* 8,12%
BUX — WIG 15,71%* 26,56*
WIG — DAX 0,23 0,94
DAX —» WIG 21,08* 1,40
WIG — FTSE 250 0,86 11,55%
FTSE 250 - WIG 40,97* 7,86*

Gwiazdka oznacza wartosci statystyk, w przypadku ktorych hipoteza zaktadajaca, ze dany
indeks nie jest przyczyna innego indeksu zostata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODEO: FISZEDER (2008b).

W pierwszej kolejnosci dodatkowo zastosowano rowniez test przyczyno-
wosci Grangera. We wszystkich przypadkach hipoteza zaktadajaca, Ze stopy
zwrotu badanych indeksow (badane pojedynczo) nie sg przyczyna stop zwro-
tu indeksu WIG zostata odrzucona. Natomiast przy badaniu odwrotnej zalez-
nosci tylko hipoteza, wedtug ktorej stopy zwrotu indeksu WIG nie sg przyczy-
ng stop zwrotu indeksu BUX zostata odrzucona.

Nieco inaczej wygladaja wyniki testowania przyczynowosci dla warian-
cji. Hipoteza zakladajaca, ze wariancja warunkowa badanych indeksow nie jest
przyczyng wariancji warunkowej indeksu WIG zostala odrzucona dla wszyst-
kich szeregdw poza indeksem DAX. W przypadku odwrotnych zalezno$ci od-
rzucona zostata hipoteza, wedtug ktérej wariancja warunkowa indeksu WIG
nie jest przyczyna wariancji warunkowej indeksu BUX i osobno indeksu FTSE
250. Na podstawie wynikow testow wida¢ wyraznie, ze najbardziej ztozone
relacje wystepuja migdzy indeksami WIG i BUX. Przyczyna tych zaleznosci
sg przeptywy migdzynarodowego kapitatu portfelowego. Wzajemne powigza-
nia dotyczace wariancji migdzy indeksami WIG i FTSE 250 rowniez wynikaja
z przeptywu kapitalu miedzynarodowego, poniewaz duzy udziat w zagranicz-
nym kapitale obecnym na polskim rynku majg inwestorzy z Londynu. Warto
rowniez podkresli¢, ze pomimo zblizonych szacunkdéw wspotezynnikdw kore-
lacji migdzy indeksem WIG i indeksami FTSE 250 oraz DAX silniejsze po-
wigzania wystepuja migdzy indeksami WIG i FTSE 250.
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Dla nieco szerszej grupy indekséw (poza indeksami S&P 500 i BUX)
analize¢ przyczynowosci przeprowadzila Osinska (2004). W badaniu zalez-
nosci miedzy indeksem WIG a zagranicznymi indeksami rynku akcji, pomi-
jajac przyczynowos¢ jednoczesng, tylko wariancja indeksu DJIA wptywata
na wariancj¢ indeksu WIG. Na uzyskane wyniki duzy wptyw miat zapewne
przyjety test. Autorka zastosowata test Cheunga i Ng (1996), ktory jest kon-
struowany na podstawie jednoréwnaniowych modeli GARCH. Test jest sto-
sunkowo tatwy w konstrukceji, jednakze moc testu jest bardzo niska w przy-
padku, gdy hipoteza alternatywna zaktada wieloréwnaniowy proces GARCH
(patrz Hafner i Herwartz, 2004). Poza tym zaleznosci przyczynowe dla $red-
nich mogg istotnie wplywaé na wyniki testu dla wariancji. Nalezy zatem przy-
puszczaé, ze rzeczywiste zalezno$ci przyczynowe mig¢dzy badanymi indek-
sami s3 znacznie silniejsze niz wynikaloby z przedstawionych przez Osinska
(2004) wynikéw badan.

Na podstawie oszacowanych modeli VAR-BEKK wyliczono punktowe
oceny warunkowych wspotczynnikow korelacji oraz warunkowych odchylen
standardowych. Ich przebieg dla wybranej pary indekséw, mianowicie WIG,
1S&P 500, przedstawiono na rysunku 2.1. Oszacowane wspoétczynniki kore-
lacji znaczaco zmieniaty si¢ w czasie. Obok okresow, kiedy zaleznosci pomig-
dzy indeksami WIG i S&P 500 byty bardzo silne, wystepowaty réwniez okre-
sy, w ktorych korelacje byly bardzo stabe, a nawet ujemne. Znaczacy wzrost
zalezno$ci pomigdzy GPW w Warszawie a rynkiem akcji w Nowym Jorku
nastapil w listopadzie 1997 roku. Bardzo duzy wplyw na zachowanie pol-
skich inwestorow wywart kryzys finansowy w krajach Dalekiego Wschodu,
a szczegoblnie kryzys na gietdzie w Hongkongu (koniec pazdziernika i listo-
pad 1997 r.). Pokazat on, Ze koniunktura na GPW w Warszawie moze w bar-
dzo duzym stopniu zaleze¢ od sytuacji na innych rynkach kapitalowych na
swiecie. Najsilniejsze korelacje wystgpowaty w okresach kryzysoéw finanso-
wych (kryzys w krajach Dalekiego Wschodu, kryzys w Rosji). Wystepuja-
ce w tych okresach spadki cen akcji na wigkszosci rynkéw kapitatowych na
Swiecie byly zwiazane z efektem zarazania (efekt ten oraz zagadnienia zwia-
zane z transmisjg zjawisk szokowych oméwiono w nastepnym podrozdziale).
Krotkotrwaty wzrost wspdlczynnikow korelacji jest najczesciej zwigzany ze
wzrostem wariancji warunkowej przynajmniej jednego z badanych indeksow.
W latach 1997-2000 korelacja byta znacznie silniejsza niz w pozostatych la-
tach.

Wzrost warunkowej wariancji byl prawie zawsze zwigzany ze spadkami
cen akcji. Zmienno$¢ indeksu WIG bylta zdecydowanie wigksza od zmienno-
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$ci indeksu S&P 500 (wyjatkiem byt krotki okres w 2002 r.). Rynki wscho-
dzace, a do takich zaliczana jest GPW w Warszawie, charakteryzuja si¢c wigk-
szg zmiennos$cig niz rynki rozwinigte. Warto podkresli¢, ze zamach na World
Trade Center w dniu 11 wrze$nia 2001 r. nie spowodowal znaczacego wzro-
stu zmiennos$ci indeksu WIG, a w przypadku indeksu S&P 500 wzrost ten byt
znacznie stabszy niz ten, jaki obserwowano w trakcie kryzyséw finansowych.
Wystepujacy pod koniec 2007 roku i na poczatku 2008 r. wzrost zmiennosci
zwigzany z kryzysem w sektorze kredytow hipotecznych w Stanach Zjedno-
czonych nie doréwnywat jeszcze temu, co mozna bylo zaobserwowac w po-
przednich kryzysach finansowych®,

Porownujac przebieg oszacowanych warunkowych odchylen standardo-
wych, mozna zauwazy¢ do$¢ istotng réznice miedzy badanymi indeksami. Dla
indeksu WIG odchylenia od poziomu $redniego majg raczej krotkotrwaly cha-
rakter i zmienno$¢ powraca do $redniej (wielu autorow uznaje takie zachowa-
nie si¢ zmiennosci jako typowe dla procesow finansowych). Wptyw zjawisk
szokowych na wariancje stop zwrotu indeksu S&P 500 jest zdecydowanie
bardziej dlugotrwaly (odchylenia zmiennosci od poziomu $redniego trwaty
nawet dluzej niz pig¢ lat). Konkluzja ta jest zgodna z wnioskami wynikajacy-
mi z analizy jednoréwnaniowych modeli GARCH, gdzie suma ocen parame-
trow o, + 3, byta wigksza dla indeksu S&P 500 (por. wyniki badania w pod-
rozdziale 1.5). Wydaje si¢, ze do opisu zmienno$ci indeksu S&P 500 najlepiej
nadawatby si¢ model Spline-GARCH wprowadzony przez Engle’a i Range-
la (2008). Na podstawie tego modelu, podobnie jak na podstawie sktadniko-
wego modelu GARCH zaproponowanego przez Engle’a i Lee (1999), moz-
na dokona¢ dekompozycji zmiennosci na dwa sktadniki. Pierwszy sktadnik
opisuje krotkookresowa dynamike warunkowej zmienno$ci zwigzang z krot-
kotrwalymi czynnikami, drugi natomiast powolne zmiany wariancji zwigza-
ne z czynnikami o dlugotrwatym wptywie. Dlugookresowy sktadnik okresla
bezwarunkowa zmiennos$¢ i moze by¢ interpretowany jako trend, wokot kto-
rego fluktuuje warunkowa zmienno$¢. W modelu Spline-GARCH zatozenie
o powrocie dlugookresowego sktadnika do statego poziomu, zwanego zmien-
noscig o niskiej czestotliwosci, zostato ztagodzone.

62 Sytuacja zmienila si¢ znaczaco w pazdzierniku 2008 r., gdy doszto do spektakularnych
spadkow na wigkszosci rynkow akcji na Swiecie.
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RYSUNEK 2.1. WARUNKOWE WSPOLCZYNNIKI KORELACJI ORAZ WARUNKOWE
ODCHYLENIA STANDARDOWE STOP ZWROTU DLA INDEKSOW WIG 1S&P
ZRODEO: FISZEDER (2008b).
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2.6. EFEKT ZARAZANIA®

Postepujaca globalizacja, integracja oraz liberalizacja rynkéw finanso-
wych, a takze postep technologiczny powoduja coraz silniejsze powiaza-
nia migdzy rynkami kapitalowymi calego $wiata. Propagacja kryzysow i zja-
wisk szokowych byta przedmiotem wielu badan i analiz. Po krachu gieldowym
w pazdzierniku 1987 r. zauwazono, ze w okresie kryzysu nastapit dos¢ znaczny
wzrost korelacji pomiedzy wigkszoscig rynkow akcji na $wiecie. Znaczne spad-
ki na gieldach: w Meksyku w grudniu 1994 roku, w Hongkongu w pazdzierni-
ku 1997 r. czy w Moskwie w sierpniu 1998 r. pokazaty, ze wzrost korelacji po-
miedzy réznymi procesami finansowymi (nie tylko na rynkach akcji, ale np. na
rynkach obligacji czy rynku walutowym) jest zjawiskiem charakterystycznym
dla wielu kryzysow finansowych. Ucieczke kapitatow z krajow Ameryki Lacin-
skiej, wywolang kryzysem walutowym w Meksyku, nazwano ,,efektem tequili”.
Podobny efekt w przypadku kryzysu w krajach Dalekiego Wschodu nazwano
»Zrypa azjatycka”. Istotny wzrost zalezno$ci pomiedzy réznymi rynkami finan-
sowymi na §wiecie, spowodowany transmisjg zjawisk szokowych, jest okresla-
ny w literaturze anglojezycznej jako contagion, czyli zaraza albo inaczej efekt
zarazania. Nalezy jednak podkresli¢, ze nie jest to jedyna definicja pojecia con-
tagion. Wsrod ekonomistow toczy si¢ dyskusja o tym, ktore z kanatéw transmi-
sji zjawisk szokowych powinny by¢ okre§lane mianem efektu zarazania.

Efekt zarazania jest zjawiskiem waznym co najmniej z kilku powodow.
Po pierwsze, w okresach znacznego wzrostu korelacji pomiedzy r6znymi ryn-
kami finansowymi na $wiecie zanikajg korzysci wynikajace z migdzynarodo-
wej dywersyfikacji aktywow. Po drugie, w wielu modelach dotyczacych za-
chowania inwestorow zaktada si¢, ze reakcje inwestorow sa inne po duzych
spadkach cen niz reakcje po matych spadkach czy po wzrostach. Zrozumienie
zachowania inwestorow w okresach kryzysow jest kluczowe w wyjasnieniu
miedzynarodowej transmisji zjawisk szokowych. Po trzecie, negatywny szok
dotyczacy jednego kraju moze spowodowac odptyw kapitalu z innego kraju,
nawet jesli sytuacja gospodarcza tego kraju jest dobra i handlowe powigza-
nia pomig¢dzy tymi krajami sa ograniczone. Nawet krotkotrwaty efekt mogtby
doprowadzi¢ do kryzysu finansowego w innym kraju. Zatem istnienie efek-
tu zarazania uzasadniatoby interwencje migdzynarodowych instytucji finan-
sowych, jak na przyktad Migdzynarodowego Funduszu Walutowego, w celu
stabilizacji przeplywow finansowych.

% Podrozdziat 2.6 opracowano na podstawie pracy Fiszeder i Razik (2004).
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W literaturze funkcjonuje co najmniej kilka roznych definicji efektu zara-
zania. W najbardziej ogélnym znaczeniu pod poj¢ciem efektu zarazania rozu-
mie si¢ transmisje zjawisk szokowych pomiedzy krajami. Efekt zarazania nie
musi dotyczy¢ okresu kryzysu, moze réwniez wystepowaé w okresie dobrej
koniunktury gospodarczej, jednakze najbardziej spektakularny przebieg przy-
biera wlasnie w okresie kryzysow.

W wezszym znaczeniu efekt zarazania definiuje si¢ jako transmisj¢ zja-
wisk szokowych pomigdzy krajami, ktorej nie da si¢ wyjasni¢ przez powia-
zania fundamentalne. Powyzszy efekt zarazania jest czesto okreslany w lite-
raturze anglojezycznej jako pure contagion lub excess co-movement. Przez
powigzania fundamentalne rozumie si¢ tutaj bowiem rzeczywiste powigza-
nia finansowe, gospodarcze oraz polityczne. Jezeli zjawisko szokowe dotyka
jednoczesnie wielu krajow, to nie jest traktowane jako pure contagion, ponie-
waz zjawisko szokowe jest wspodlne dla kilku gospodarek. Na przyktad wzrost
migdzynarodowych stop procentowych czy spadek migdzynarodowego popy-
tu moze wptyna¢ na spowolnienie wzrostu gospodarczego w kilku krajach.
Jako efekt zarazania w wezszym znaczeniu traktuje si¢ wszystkie zjawiska,
ktorych nie potrafimy zrozumie¢ lub wyjasni¢ przez rzeczywiste powigza-
nia finansowe, gospodarcze czy polityczne. Jest to oczywista wada powyzszej
definicji. Najczesciej jako przyczyne wystgpowania efektu zarazania w wez-
Szym znaczeniu wymienia si¢ zachowania stadne

W najbardziej restrykcyjnym znaczeniu przez efekt zarazania rozumie si¢
wzrost korelacji pomigdzy procesami finansowymi, obserwowanymi w roz-
nych krajach, w okresie kryzysu w stosunku do korelacji wystepujacej przed
kryzysem.

Jak dotad, powstato kilka roznych teorii, probujacych wyttumaczy¢ wy-
stepowanie efektu zarazania. Valdes (1997) dowodzi, ze kryzys w jednym kra-
jumoze ograniczy¢ ptynno$¢ inwestoroéw i zmusic ich do przebudowy portfeli
oraz sprzedazy czgsci aktywow w krajach nie dotknietych przez kryzys. We-
dhug teorii rownowagi przedstawionej przez Massona (1999) efekt zarazania
wynika z naglej zmiany oczekiwan inwestorow. Mullainathan (2002) koncen-
truje rozwazania na czynnikach psychologicznych i twierdzi, ze inwestorzy
wybidrczo pamictajg zdarzenia z przesztosci. Z tego wzgledu kryzys w jed-
nym kraju moze przywota¢ wspomnienia poprzednich kryzysoéw i zmieni¢
oczekiwania inwestorow. Drazen (1999) sugeruje, ze efekt zarazania moze
by¢ zwiazany z czynnikami politycznymi i jako przyktad podaje dewaluacje
w 1993 roku w krajach Europejskiego Systemu Walutowego. Odstapienie od
przyjetych ustalen przez jeden kraj zmniejsza polityczne koszty podjecia ta-
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kiej decyzji przez inne kraje i prowadzi do nagltych zmian w polityce gospo-
darczej. Borensztein i Gelos (2000) oraz Calvo i Mendoza (2000) twierdza,
ze sposdb oceniania zarzadzajacych funduszami moze by¢ czesto przyczyna
nasladowania strategii innych funduszy i przynajmniej w czgsci odpowiadac
za efekt zarazania. Przyczyng rozprzestrzeniania si¢ kryzyséw moga by¢ row-
niez zachowania stadne, jak i strategie inwestycyjne funduszy.

Nalezy jednakze podkresli¢, ze w praktyce bardzo trudno jest okreslic re-
latywne znaczenie poszczegodlnych przyczyn. Po pierwsze, dostepnosé¢ infor-
macji na temat niektorych kanatow transmisji jest bardzo ograniczona, po dru-
gie, r6zne kanaly transmisji sg ze soba $cisle powiazane.

2.6.1. STALOSC WSPOLCZYNNIKOW KORELACJI

Wystepowanie efektu zarazania mozna testowaé za pomocg wielu rdz-
nych metod matematycznych czy ekonometrycznych. W analizach empirycz-
nych najczgsciej bada si¢ statos¢ wspotczynnikoéw korelacji 1 wlasnie takie
podejscie zastosowano w niniejszej pracy. Ponizej przedstawiono zapropono-
wany test efektu zarazania konstruowany na podstawie modelu VAR i testu
Tse (2000) na stato§¢ wspotczynnikow korelacji w wielorownaniowym mo-
delu GARCH. Idea testu opiera si¢ na propozycji zawartej w pracy: Corsetti,
Pericoli i Sbracia (2001), dlatego na wstgpie wyjasniono podstawowe zatoze-
nia takiego podejscia.

Mozna bada¢ efekt zarazania w najbardziej restrykcyjnym znaczeniu
i testowac istotno$¢ wzrostu wspotczynnikéw korelacji w okresie kryzysu.
Mozliwe jest rowniez badanie istotno$ci wzrostu wspolczynnika korelacji po
uwzglednieniu powigzan fundamentalnych. W wigkszo$ci prac, dotyczacych
powigzan miedzy rynkami akcji na $§wiecie, analizuje si¢ korelacje bezwa-
runkowe. Stalos¢ korelacji bezwarunkowych moze by¢ testowana na podsta-
wie szacunkow wspdtczynnikoéw korelacji, obliczonych dla ré6znych okresow.
Wyniki tak przeprowadzonych badan sg jednak niejednoznaczne (patrz pod-
rozdziat 2.5). Boyer, Gibson i Loretan (1997), a takze Forbes i Rigobon (2002)
twierdza, ze testowanie stalosci korelacji na podstawie szacunkow wspol-
czynnikéw korelacji, obliczonych dla réznych okresow, moze by¢ mylace,
poniewaz mogta nastgpi¢ zmiana wariancji. W okresach kryzysow nastgpu-
je znaczny wzrost zmiennos$ci stop zwrotu, dlatego szacunki wspotczynnikdw
korelacji sg nieporownywalne z szacunkami, uzyskanymi dla okresow przed
kryzysem. Forbes i Rigobon (2002) przedstawiaja formute korekty wspot-
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czynnika korelacji uwzgledniajaca zmiang wariancji. Skorygowany wspot-
czynnik korelacji oblicza si¢ wedlug wzoru:

p, = Pe —, 2.6.1)
1+6[1=(p.)]

gdzie § =0} /0 —1, 0} oraz o oznaczaja wariancje odpowiednio dla okre-
sow o duzej i matej zmiennosci, p, to wspotczynnik korelacji obliczony dla
okresu o wigkszej zmiennosci.

Testujac wystepowanie efektu zarazania, hipotezy mozna zapisa¢ w nastepu-
jacy sposéb H,:p =p oraz H :p > p, gdzie: p oznacza wspdlczynnik
korelacji dla okresu przed kryzysem. Hipoteza alternatywna zaktada wysta-
pienie efektu zarazania.

Corsetti, Pericoli i Sbracia (2001) pokazuja jednakze na podstawie mode-
lu jednoczynnikowego, ze formuta (2.6.1) oznacza przyjecie zatozenia, iz sto-
py zwrotu w kraju bedacym zrodtem kryzysu sa funkcja czynnika globalnego
1 nie zalezg od czynnikow lokalnych (var(e;) =0 w modelu (2.6.3)). W celu
testowania efektu zarazania wprowadzaja wspdtczynnik wspotzaleznosci zde-
finiowany w nastepujacy sposob:

1+, 1+6
— : (2.6.2)
P 1_1_)\]_0 (1+6) T I 1+X)
14+ A7 !
. var(e ;) var ‘ C)
gdzie \, = ——"—, )\/.C ( oraz
v, var(f) v; Var(f| C)
=, +7,f +e,
o +7.f +e (2.6.3)

r=o; 0y, Feg,

7; oznacza stopy zwrotu indeksu rynku akcji w kraju i, 7, — stopy zwrotu in-
deksu w kraju bedacym zrodlem kryzysu, f— czynnik globalny, «;, a;, v, 7;
— parametry strukturalne, €;,€; — skladniki losowe, ktére w tym przypadku
sg zwigzane z czynnikami lokalnymi, p — wspotczynnik korelacji obliczony
dla okresu przed kryzysem, 6 = var (rj | C )/ var(r;) —1, C oznacza wystapie-
nie kryzysu.
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Jezeli wzrost korelacji mozna wyjasni¢ za pomoca modelu w posta-
ci (2.6.3), to jest on okreslany jako wspotzalezno$c. W przeciwnym wypad-
ku, tzn. gdy wzrost korelacji jest zbyt silny, aby mozna byto go wyjasni¢ za
pomoca tego modelu, wystgpuje efekt zarazania. Z taka sytuacja mamy do
czynienia wowczas, gdy pewien czynnik lokalny staje si¢ w pewnym mo-
mencie czynnikiem globalnym. Testujac wystepowanie efektu zarazania, hi-
potezy mozna zapisaé w nastepujacy sposob H, :p“ = ¢ (wspdlzaleznos¢)
oraz H, :p > ¢ (efekt zarazania), gdzie: p© oznacza wspotczynnik korela-
cji dla okresu kryzysu. Najwieksza trudnoscig w przeprowadzeniu powyzsze-
go testu jest uzyskanie szacunkow A, i )\jc . Corsetti, Pericoli i Sbracia (2001)
proponujg dwa podejscia. Pierwsze to przyjecie za czynnik globalny ,,indek-
su $wiatowego” lub innego indeksu, dobrze odzwierciedlajagcego zmiany na
najwazniejszych rynkach akcji na $§wiecie. Drugie podejscie to zastosowanie
analizy gtownych sktadowych.

Jedng z podstawowych wilasnos$ci proceséw finansowych jest zmiennos¢
warunkowych macierzy kowariancji stop zwrotu, stad analiza korelacji po-
winna rowniez uwzglednia¢ ten fakt empiryczny. W niniejszej pracy zapro-
ponowano test efektu zarazania oparty na modelu VAR i tescie Tse (2000)
na stato$¢ wspotczynnikow korelacji w wielorownaniowym modelu GARCH.
Przez efekt zarazania rozumie si¢ tutaj istotny wzrost wspotczynnikoéw kore-
lacji pomiedzy procesami finansowymi, obserwowanymi w réznych krajach,
po uwzglednieniu wptywu czynnika globalnego. Tak okreslony efekt zaraza-
nia jest blizszy definicji w wezszym sensie, wedtug ktorej efekt zarazania de-
finiuje si¢ jako transmisj¢ zjawisk szokowych pomig¢dzy krajami, niemozliwej
do wyjasnienia poprzez powiazania fundamentalne.

Szacowany jest nastepujacy model VAR (k) -CCC-GARCH( p,q ):

he=aytayn, by, +otayn, by, te,, (2.6.4)
Fy =y +ayh,  +byr, ot ayh,  +byn, e, (2.6.5)
g |4, ~N(OH,), (2.6.6)

H =

l Y 0 '1 plm ’ 2.6.7)
0 b,

p 1 ’

0 Jh,,
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gdzie 7, 1 r,, to stopy zwrotu badanych instrumentéw finansowych (najcze-
$ciej sa to indeksy gieldowe), €, =(¢,,,¢,,)', ¥, , oznacza zbidr wszystkich
informacji dostgpnych w chwili ¢ —1, H, to warunkowa macierz kowariancji,
hy,, 1 hy,, to warunkowe wariancje opisane za pomocg jednordwnaniowych
modeli GARCH, p jest wspolczynnikiem korelacji pomigdzy ¢, a «,,.

Przyjecie postaci modelu VAR ma na celu wyeliminowanie wptywu auto-
korelacji oraz zalezno$ci migdzy stopa zwrotu jednego indeksu a opdzniony-
mi stopami zwrotu drugiego indeksu. Jako wielorownaniowy model GARCH
przyjeto model statych warunkowych wspotczynnikow korelacji, w ktorym
zaktada sie, ze zmieniajace si¢ w czasie warunkowe kowariancje sa proporcjo-
nalne do iloczynu odpowiednich warunkowych odchylen standardowych. Hi-
poteza o stato$ci warunkowych wspdtczynnikéw korelacji jest weryfikowana
za pomoca testu Tse (2000), ktory nie wymaga estymacji parametréw mode-
lu o zmieniajacych si¢ wspolczynnikach korelacji. Jezeli warunkowe wspot-
czynniki korelacji w wielordwnaniowym modelu GARCH w postaci (2.6.7)
sq state, to efekt zarazania nie wystepuje. W przeciwnym wypadku, tzn. gdy
warunkowe wspolczynniki korelacji zmieniajg si¢ w czasie, testuje si¢ stato§¢
wspotczynnikdéw korelacji w nastepujacym modelu:

he = tayh by, etay s, by, Forg e, (2.6.8)
By =y +ayh,  +byr, ot ayn,  +byn, o ey, (2.69)

g |, ~N@OH,), (2.6.10)
H — \/E 0 '1 pl \/hn,t 0
t 0 \ h22,z‘ p 1 O \ h22,z‘ 7

gdzie 7, to stopa zwrotu czynnika globalnego. Wprowadzenie do modelu 7,
powoduje usunigcie wptywu czynnika globalnego. Jezeli hipoteza o stalo$ci wa-
runkowych wspotczynnikow korelacji w wieloréwnaniowym modelu GARCH
w postaci (2.6.11) zostanie odrzucona, to w badanym okresie wystepuje efekt
zarazania. Z badania nalezy wykluczy¢ sytuacje, gdy pomiedzy badanymi sze-
regami wystepowatl znaczny spadek warunkowych wspotczynnikow korelacji
nie poprzedzony ich wczesniejszym wzrostem (np. spadek wspotczynnikow
korelacji do wartosci ujemnych). Takie sytuacje wystepuja bardzo rzadko i sg
najczesciej zwiazane ze znaczacg przebudowa indekséw lub naglymi zmiana-
mi w postrzeganiu atrakcyjno$ci okreslonych rynkéw lub segmentéw rynku

2.6.11)
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akcji. Znaczacy spadek warunkowych wspotczynnikow korelacji bez wcze-
$niejszego wzrostu zdarzyt si¢ na przyktad pod koniec ,,hossy internetowe;j”
w okresie styczen—marzec 2000 roku w Stanach Zjednoczonych. Inwestorzy
zaczgli postrzegac spotki nalezace do indeksu DJIA jako przewarto$ciowane
w stosunku do warto$ci fundamentalnej, co spowodowato ich spadek. W tym
czasie ceny spodtek nalezacych do indeksu Nasdaq Composite kontynuowatly
wzrosty®, w efekcie czego nastapit znaczacy spadek wspotczynnikow korela-
cji miedzy tymi indeksami (patrz Fiszeder, 2003a). Konstrukcja powyzszego
testu oznacza, ze nie kazda zmiana warunkowych wspotczynnikow korelacji
musi oznacza¢ wystepowanie efektu zarazania. Po pierwsze, zmiana korelacji
moze nie by¢ istotna statystycznie, po drugie, moze by¢ wynikiem dziatania
czynnika globalnego. Na przyktad wzrost korelacji pomigdzy indeksami giel-
dowymi réznych rynkéw akcji na $wiecie, spowodowany zjawiskiem szoko-
wym dotykajacym jednoczesnie wigkszo$¢ gospodarek na §wiecie, nie bedzie
traktowany jako efekt zarazania. Jezeli badanie dotyczy rynkow akcji, to za
czynnik globalny proponuje si¢ przyjecie indeksu dobrze odzwierciedlajacego
zmiany na najwazniejszych rynkach akcji na §wiecie.

2.6.2. ANALIZA EFEKTU ZARAZANIA DLA INDEKSU WIG

Analizg efektu zarazania dla polskiego rynku akcji zajmowali si¢ mig-
dzy innymi Fiszeder i Razik (2003), (2004) oraz Serwa i Bohl (2005). W ni-
niejszym badaniu zastosowano przedstawiony w punkcie 2.6.1 test konstru-
owany na podstawie wielorownaniowego modelu VAR(1)-GARCH(1,1)%.
Analizg przeprowadzono dla podobnych indeksow, ktore byly przedmiotem
badania w podrozdziale 2.5. Zamiast indeksu S&P 500 zastosowano indek-
sy DJIA i Nasdaq Composite, a zamiast FTSE 250 — indeks FTSE 100. Wy-
brane indeksy naleza do jednych z najsilniej skorelowanych z indeksem WIG
(patrz Fiszeder, 2001b). Stosowane procedury estymacyjne i testy wymaga-
ja relatywnie dlugich szeregéw czasowych, stad niemozliwe jest przeprowa-
dzenie badania dotyczacego bardzo krotkiego okresu. Z tego wzgledu analiza
efektu zarazania zostala przeprowadzona dla okreséw rocznych. W tabeli 2.4
przedstawiono szacunki wspotczynnikow korelacji pomiedzy stopami zwro-
tu indeksu WIG a stopami zwrotu badanych indeksow w latach 1997-2003.

¢ Mimo jeszcze wigkszego ich przewarto$ciowania.
% Wyniki weryfikacji dla pozostatych dwoch testow zaprezentowanych w punkcie 2.6.1
przedstawiono w pracach Fiszedera i Razika (2003, 2004).
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Najsilniejsze zaleznosci wystgpowaly w latach 1997 i 1998 i byly zwigzane
z kryzysami finansowymi w krajach Dalekiego Wschodu i Rosji.

TABELA 2.4. WSPOLCZYNNIKI KORELACJI MIEDZY INDEKSEM WIG A BADANYMI INDEKSAMI

DJIA Nasdaq BUX DAX FTSE 100
ololololololole | on]ae
1997 0,53 0,21 0,52 0,23 0,55 0,48 0,34 0,15 0,35 0,14
1998 0,55 0,17 0,52 0,14 0,55 0,41 0,47 0,20 0,48 0,21
1999 0,47 0,11 0,44 0,07 0,40 0,36 0,24 0,12 0,25 0,13
2000 0,50 0,20 0,52 0,23 0,32 0,23 0,26 0,10 0,31 0,19
2001 0,23 0,11 0,26 0,17 0,52 0,37 0,38 0,06 0,36 0,07
2002 0,13 0,02 0,18 0,11 0,51 0,44 0,37 0,18 0,37 0,21
2003 0,16 0,17 0,12 0,05 0,42 0,38 0,33 0,12 0,28 0,08

Lata

W kolumnach oznaczonych (1) i (2) przedstawiono szacunki wspotczynnikow korelacji,
odpowiednio przed i po usunigciu wptywu czynnika globalnego. Oceny wigksze od 0,12 sg sta-
tystycznie istotne.

ZRODEO: FISZEDER I RAZIK (2004).

W tabeli 2.4 podano réwniez szacunki wspotczynnikdéw korelacji po usu-
nigciu wptywu czynnika globalnego. Jako czynnik globalny przyjeto stopy
zwrotu indeksu ACWI (ang. All Country World Index). Powyzszy indeks jest
obliczany przez firm¢ Morgan Stanley Capital International i w 2004 roku
konstruowany byt na podstawie akcji notowanych w 49 krajach. Obejmuje
on zar6wno wszystkie najwazniejsze rynki rozwinigte, jak i rynki rozwijajace
sie. Wspotczynniki korelacji szacowano na podstawie sktadnikéw resztowych
w réwnaniach (2.6.4) i (2.6.5). Szacunki wspotczynnikow korelacji pomig-
dzy stopami zwrotu indeksu WIG a stopami zwrotu indekséw DJIA, Nasdaq
Composite, DAX i FTSE 100 byty $rednio ponad dwukrotnie wigksze od sza-
cunkow wspolczynnikow korelacji po usunieciu wpltywu czynnika globalne-
go. W przypadku zalezno$ci pomiedzy indeksami WIG i BUX te rdznice byty
znacznie mniejsze. Nawet po usuni¢ciu wptywu czynnika globalnego kore-
lacje pomiedzy tymi indeksami byly stosunkowo silne. Warto réwniez zwro-
ci¢ uwage na stabszg korelacje pomigdzy indeksem WIG a indeksami DJIA
i Nasdaq Composite w latach 2001-2003 (efekt ten jest rowniez dobrze wi-
doczny na rysunku 2.1 dla indeksu S&P 500). Przedstawione w tabeli 2.4 sza-
cunki wspolczynnikow korelacji dotyczg rozktadow brzegowych, natomiast
zaproponowany w niniejszej pracy test efektu zarazania opiera si¢ na warun-
kowych wspolczynnikach korelacji. Najpierw estymowano parametry mode-
li VAR(1)-GARCH(1,1) w postaci (2.6.4-2.6.7). Hipoteza o stato$ci warun-
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kowych wspotczynnikow korelacji w wieloréwnaniowym modelu GARCH
w postaci (2.6.7) byta weryfikowana za pomoca testu Tse (2000) (statysty-
ka LM1 w tabeli 2.5). Warunkowe wspotczynniki korelacji pomiedzy indek-
sem WIG a indeksami DJIA, Nasdaq Composite, BUX, DAX i FTSE 100
w roku 1997 oraz pomiedzy indeksem WIG a indeksami DJIA i Nasdaq Com-
posite w roku 1998 znaczaco zmienialy si¢ w czasie. W pozostatych okresach
nie byto podstaw do odrzucenia hipotezy o stato§ci warunkowych wspotczyn-
nikow korelacji. We wszystkich przypadkach, gdy warunkowe wspotczynni-
ki korelacji zmieniaty si¢ istotnie w czasie, estymowano parametry modeli
VAR(1)-GARCH(1,1) w postaci (2.6.8-2.6.11). Hipoteza o statosci warunko-
wych wspotczynnikoéw korelacji w modelu GARCH w postaci (2.6.11) byta
rowniez weryfikowana za pomoca testu Tse (statystyka LM 2 w tabeli 2.5).
Dla zaleznosci pomig¢dzy indeksem WIG a indeksami Nasdaq Composite
i BUX w roku 1997 hipoteza o statosci korelacji zostala odrzucona. Analiza
warunkowych wspotczynnikoéw korelacji oszacowanych na podstawie mode-
lu VAR(1)-BEKK(1,1) wskazuje, ze w badanych okresach nastapil wzrost ko-
relacji, co w potaczeniu z wynikami zaproponowanego testu oznacza, ze tyl-
ko w tych dwoch przypadkach wystepowat efekt zarazania. Zaobserwowany
efekt zarazania byt zwigzany z kryzysami finansowymi w krajach Dalekiego
Wschodu. We wszystkich innych badanych przypadkach wzrost korelacji albo
nie byl istotny statystycznie, albo wynikat z wptywu czynnika globalnego (jak
na przyktad podczas kryzysu finansowego w Rosji w 1998 roku).

TABELA 2.5. TEST EFEKTU ZARAZANIA

Lata DJIA Nasdaq BUX DAX FTSE 100
LM1 | LM2 | LM1 | LM2 | LM1 | LM2 | LM1 | LM2 | LM1 | LM2
1997 | 7,94% | 3,24 | 9,29% | 5,78% | 10,35% | 4,47* | 4,48* | 2,42 | 7,56% | 2,39
1998 | 6,79* | 1,97 | 6,45* | 1,54 3,07 - 3,76 - 3,83 -
1999 | 1,63 - 2,84 - 0,13 - 0,31 - 3,67 -
2000 | 0,81 - 0,97 - 0,25 - 2,76 - 0,64 -
2001 | 0,17 - 0,35 - 1,46 - 0,42 - 3,83 -
2002 | 0,80 - 0,69 - 3,04 - 1,65 - 2,79 -
2003 1,61 — 3,29 — 0,83 — 2,30 — 1,18 —

LM1 i LM2 to statystyki testu Tse (2000) na stato$¢ warunkowych wspotczynnikow ko-
relacji odpowiednio w modelach (2.6.7) 1 (2.6.11). Gwiazdka oznacza oceny statystyk, w przy-
padku ktorych hipoteza o statosci warunkowych wspotczynnikow korelacji zostata odrzucona
na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODEO: FISZEDER I RAZIK (2004).
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Zaproponowany test oparty na wielorownaniowym modelu GARCH
uwzglednia zarowno wplyw czynnika globalnego, jak i zmienno$¢ warunko-
wych macierzy kowariancji, jednakze z uwagi na stosowane metody estyma-
cyjne moze by¢ stosowany tylko w przypadku dtugich szeregow czasowych.
W pracy Fiszedera i Razika (2004) zbadano krotkookresowe efekty kryzy-
sow finansowych na podstawie pozostatych dwoéch testow przedstawionych
w punkcie 2.6.1, dla tych samych indeksow akcji, ktore stosowano w niniej-
szym opracowaniu. Wedtug testu konstruowanego na podstawie wieloréwna-
niowego modelu GARCH efekt zarazania wystgpowat najrzadziej.



Rozdzial III

PROGNOZOWANIE PROCESOW FINANSOWYCH

Prognozowanie jest jednym z najwazniejszych, jesli nie najwazniejszym
zastosowaniem modeli GARCH. W wigkszosci zastosowan finansowych
przedstawionych w dalszej czesci pracy (np. szacowanie VaR, konstrukcja
portfela optymalnego, szacowanie wspotczynnika zabezpieczenia) wykorzy-
stuje si¢ prognozy wariancji lub kowariancji, dlatego temu tematowi po§wie-
cono nieco wigcej uwagi. Przy omawianiu prognozowania mozna rozrdznic:
estymacj¢ warunkowych momentow (wartosci oczekiwanej, wariancji, kowa-
riancji) na pierwszy okres poza obserwacja (sa one funkcjami parametrow
przy znanych przesztych danych), prognozowanie tych momentéw na dalsze
okresy (momenty te zalezg takze od nieznanych przysztych obserwacji) oraz
prognozowanie poziomu zjawiska (przysztych wartosci procesu) bez wzgledu
na horyzont®. Modele AR-GARCH (VAR-GARCH)* znajdujg zastosowanie
w budowie prognoz, zar6wno poziomu procesu (prognozuje si¢ ceny lub sto-
py zwrotu), jak i wariancji warunkowe;j (prognozuje si¢ zmiennos¢) lub kowa-
riancji warunkowej (rzadziej wspotczynnikow korelacji).

W podrozdziale 3.1 przedstawiono skrotowo wplyw efektu ARCH na kon-
strukcje prognoz poziomu procesu (przysztych wartosci procesu). Uwzgled-
nienie efektu ARCH przy konstrukcji prognoz stop zwrotu ma najczgsciej nie-
wielki wptyw na uzyskane prognozy, a zwigkszenie trafthosci prognoz moze
wynika¢ z uzyskania efektywniejszych estymatorow parametrow modeli, na
podstawie ktorych buduje si¢ prognoze. Prognozowanie cen i stop zwrotu nie
bylo przedmiotem badan autora, dlatego temu tematowi po$wigcono niewie-
le miejsca w pracy.

Zasadnicza cz¢$¢ tego rozdziatlu, podrozdziat 3.2, dotyczy prognozowania
zmiennosci. Omoéwiono w niej zagadnienia zwigzane z pomiarem zmiennosci,
przedstawiono najcze$ciej stosowane do prognozowania zmiennosci modele

% Wiecej na temat konstrukcji prognoz na podstawie modeli nieliniowych mozna znalez¢
np. w pracy Bruzdy (2007).
¢ Ewentualnie inne parametryzacje rownan dla srednich warunkowych.
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oraz metody oceny trafno$ci prognoz zmienno$ci. Zagadnienia te byty juz czes-
ciowo omawiane w pracach Doman i Doman (2004), oraz Fiszeder (2004c),
jednakze tutaj zostaly znaczgco rozszerzone. Wybor miary zmienno$ci moze
mie¢ wptyw na oceng trafnosci poszczego6lnych metod prognozowania. Przyje-
cie do oceny trafnosci prognoz zmiennosci kwadratow dziennych stop zwrotu
jako realizacji zmiennosci moze prowadzi¢ do btednych wnioskow.

W pracy przedstawiono nast¢pujace modele i metody prognozowania
zmienno$ci: modele GARCH, metoda zmiennosci historycznej, model bta-
dzenia przypadkowego dla wariancji, metoda wariancji ruchomej, metoda
wyrownywania wykladniczego dla wariancji, model stochastycznej zmien-
nosci. Omowiono réwniez zagadnienia zwigzane z modelowaniem danych
o czestotliwosci wyzszej niz dzienna, modelowanie zmiennosci zrealizowa-
nej i zmienno$¢ implikowana. Zaproponowano roéwniez nowy sposob wyko-
rzystania informacji o maksymalnych i minimalnych notowaniach do esty-
macji parametrow modelu GARCH. Prognozy, budowane na podstawie tak
oszacowanego modelu, sg na ogoét trafniejsze od prognoz konstruowanych na
podstawie modelu GARCH szacowanego w sposob tradycyjny, czyli z wy-
korzystaniem danych obejmujacych jedynie ceny zamknigcia. W pracy zapre-
zentowano réwniez podstawowe metody oceny trafno$ci prognoz zmiennosci.
Wyboér odpowiedniego kryterium oceny jest rOwnie wazny, jak wybor metody
prognozowania. Nie istnieje jedna miara oceny trafno$ci prognoz zmiennosci,
ktora bytaby powszechnie akceptowana we wszystkich zastosowaniach. Oka-
zuje sig, ze wybor metody oceny trafnosci prognoz moze wpltywaé w duzym
stopniu na ocen¢ trafnosci.

W tej czesci pracy sprobowano rowniez sformutowaé szersze wnioski
z dotychczas przeprowadzonych badan empirycznych dotyczacych prognozo-
wania zmiennosci na podstawie modeli GARCH. Przeprowadzono dziesiatki
badan dotyczacych oceny trafnosci prognoz zmienno$ci. Wyniki dotychczaso-
wych analiz nie wskazujg jednoznacznie okreslonej klasy modeli, na podsta-
wie ktorych uzyskiwatoby si¢ najtrafniejsze prognozy. Autorzy badan bardzo
rzadko poréwnuja uzyskane przez siebie wyniki z wynikami podobnych analiz
i na ogo6t nie probujg wyjasniac réznic w uzyskanych rezultatach. Do nielicz-
nych prac, w ktérych dokonuje si¢ oceny poréwnania trafnosci réznych metod
prognozowania zmiennosci mozna zaliczy¢ prace Poona i Grangera (2003).
Niniejsza praca jest rozszerzeniem oceny przedstawionej przez powyzszych
autoréw, w kierunku zastosowania modeli GARCH. Cz¢$¢ dotyczacg progno-
zowania zmienno$ci zamyka badanie empiryczne przeprowadzone dla GPW
w Warszawie dotyczace prognozowania zmienno$ci dziennych i tygodnio-
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wych stop zwrotu. Jest ono znaczacym rozszerzeniem analiz przedstawionych
w pracy Fiszedera (2007b). Przeprowadzone badanie jest jednym z najszer-
szych w literaturze ze wzgledu na modele GARCH, rozszerzone o dodatkowe
informacje, miedzy innymi o prawdziwy zakres zmiany, r6znice miedzy lo-
garytmami z maksymalnej i minimalnej ceny w ciggu dnia, sum¢ kwadratow
stop zwrotu o czestotliwosci wyzszej niz dzienna, kwadrat stopy zwrotu in-
deksu gieldy w Stanach Zjednoczonych. Poza tradycyjnie stosowanymi posta-
ciami modeli GARCH, jak: IGARCH, GARCH-M, EGARCH, GJR-GARCH,
TGARCH, FIGARCH, modele GARCH z warunkowym rozktadem normal-
nym i t-Studenta analizowano réwniez modele opisujace wahania sezono-
we, efekt dnia tygodnia oraz efekt zwigzany z okresami $wigtecznymi, model
GARCH z progowym efektem GARCH-M, model GARCH z indeksem giel-
dy w Stanach Zjednoczonych w $redniej oraz model GARCH szacowany na
podstawie przeskalowanego prawdziwego zakresu zmiany. Dodatkowo zasto-
sowano rowniez inne metody prognozowania zmiennosci, w tym rowniez me-
tody stosowane przez praktykow rynku finansowego: model btadzenia przy-
padkowego dla wariancji, metode zmiennos$ci historycznej, metod¢ wariancji
ruchomej, metode¢ wyré6wnywania wyktadniczego dla wariancji, model zmien-
nosci stochastycznej, model btadzenia przypadkowego dla zmiennos$ci zreali-
zowanej oraz zmienno$¢ implikowana, wyznaczong na podstawie cen opcji.

W celu sformutowania ogdlnych wnioskéw z przeprowadzonych badan
uzyskane wyniki dotyczace trafno$ci prognoz poszczegdlnych specyfikacji
modeli porownano z wlasno$ciami badanych szeregow czasowych, rankin-
giem modeli wedlug kryterium informacyjnego Schwarza oraz z wynikami
analizy trafno$ci prognoz zmienno$ci wewnatrz proby. Pokazano, ze mozna,
przeprowadzajac analiz¢ wewnatrz proby dla tej samej miary, na podstawie
ktorej dokonuje si¢ oceny poza proba, wskazaé postacie modeli umozliwia-
jace skonstruowanie trafniejszych prognoz zmienno$ci. Takie badanie we-
wnatrz proby ma wigksze szanse na wybor najlepszych parametryzacji modeli
niz analiza statystycznych wilasnos$ci szeregdw czasowych i kryteriéw infor-
macyjnych.

W podrozdziale 3.3 przedstawiono modele i metody najczesciej wyko-
rzystywane do prognozowania macierzy kowariancji stop zwrotu: wielowy-
miarowe modele GARCH, bezwarunkowa macierz kowariancji, ruchoma
macierz kowariancji, metode wyrownywania wykladniczego dla macierzy
kowariancji, wielowymiarowy model stochastycznej zmiennos$ci. Omdwiono
réwniez modelowanie danych o czestotliwosci wyzszej niz dzienna, modelo-
wanie kowariancji zrealizowanej, korelacje implikowana i redukcje do sze-
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regu jednowymiarowego. W odrdznieniu od zmiennosci, prognoza macierzy
kowariancji bardzo rzadko jest celem ostatecznym badania. Oceny trafhosci
prognoz macierzy kowariancji dokonuje si¢ na ogo6t na podstawie miar, kto-
re wykorzystuje si¢ w okreslonych zastosowaniach. Z tego wzgledu w pod-
rozdziale tym nie ma analizy empirycznej dotyczacej prognozowania macie-
rzy kowariancji. Wyniki takich badan zostaty przedstawione w rozdziale 4
(prognozowanie VaR), w rozdziale 5 (konstrukcja portfela optymalnego) oraz
w rozdziale 6 (zabezpieczanie przed ryzykiem).

3.1. PROGNOZOWANIE POZIOMU PROCESU

Obecnos¢ efektu ARCH wprawdzie nie wptywa na sposob budowy pro-
gnoz punktowych poziomu procesu dla symetrycznej funkcji straty®® ¢, ale
wplywa na: ocen¢ doktadnosci prognoz, konstrukcje prognoz przedziatowych,
konstrukcje prognoz poziomu procesu dla asymetrycznej funkcji straty oraz
konstrukcje prognoz prawdopodobienstwa przyjecia przez zmienng okreslo-
nych warto$ci (por. Baillie i Bollerslev, 1992; Andersen, Bollerslev, Christof-
fersen i Diebold, 2006). Ponizej wyjasniano te zagadnienia na przyktadach.

Niech y, bedzie procesem ARMA(k,/):

¢(B)y, =0(B)e,, (3.1.1)

gdzie: ¢(B)=1—¢ B—..— ¢kB", 0(B)=1+0,B+...+0,B', B jest operato-
rem przesunigcia. Predyktor o najmniejszym btedzie sredniokwadratowym
ma posta¢ (patrz Box i Jenkins, 1983; Bera 1 Higgins, 1993):

EGe [0)=3 0BG, |00+ 0BG, | ), (3.12)

gdzie: E(y,, |¢,) dla i < s, oblicza si¢ rekurencyjnie wedtug formu-
1}’ (312)9 E(ytfv—i |wz):y,+s,,» dlaiZs, E(6t+s—j |1/)t):0 dla ] < s,
EG,.,, |4)=¢.,  daj>s.

% O ile wariancja warunkowa nie wptywa na $rednig warunkowa, a taka sytuacja wyste-
puje w przypadku wielu proceséw finansowych, poniewaz wyzszej oczekiwanej stopie zwrotu
towarzyszy na ogot wigksze ryzyko (patrz model GARCH-M).

% Pod pojeciem funkcji straty rozumie si¢ tutaj funkcje realizacji procesu oraz predykto-
ra, reprezentujaca ilosciowo skutki btedu predykcji.
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Zaktadajac, ze moduty pierwiastkow rownania charakterystycznego czesci AR sa
wicksze od jednosci, btad prognozy na s okresow w przod dany jest wzorem:

s—1
6. =Y —EQ, [0)=D Ve (3.1.3)
i=0

gdzie parametry 7, wynikaja z rozwinigcia ¢(B)'0(B).
Wariancja btgdu prognozy wynosi:

var (e,, | 4) =Y VG, | %), (3.1.4)

Jezeli proces ma wariancj¢ warunkowo homoskedastyczng oraz
E(e,.,,; | 1) =0, to formula (3.1.4) ma nastepujaca postaé:

var (e,

wt)=ozivf- (3.1.5)

Wariancja predykcji jest rosngcg funkcja horyzontu prognozy i nie zalezy od
zbioru informacji 1),. Jezeli jednak wystepuje efekt ARCH i proces ma wa-
riancj¢ warunkowo heteroskedastyczna, wowczas wariancja predykcji zmie-
nia si¢ w czasie zgodnie ze wzorem (3.1.4) i moze nawet si¢ zdarzy¢, ze
nastapi jej spadek wraz ze wzrostem horyzontu prognozy™. Sytuacja taka wy-
stepuje, gdy prognoza jest budowana w okresie o bardzo duzej zmiennosci
(por. Bera i Higgins, 1993).

W przypadku, gdy funkcja straty jest asymetryczna, wowczas zmienno$é
wariancji ma réwniez istotny wplyw na budowe prognoz dla poziomu zjawi-
ska. Zat6zmy, ze y, , dane jest formula:

Ve = Mr+l\t + Jt+l\tzt+l AT 11D D’ (316)
gdzie p,,. =E (y, +1|1ZJ,) , Ufﬂ‘t =var (y, +1|¢,), D oznacza rozktad o $redniej
rownej zeru i wariancji jeden. Rozwazmy przykladowg asymetryczng funk-
cj¢ straty postaci:

Lie,))= a|et+1|l(et+1 >0)+ b|e[+1|l(et+l <0), (3.1.7)

gdzie a,b >0, I(.) oznacza zmienng zero-jedynkowa przyjmujaca wartos¢ je-
den, gdy spelniony jest odpowiedni argument.

70 Formuta na E(¢? | V) w przypadku wystepowania efektu ARCH zostata przedstawio-
na w postaci wzoru (3.2.26).
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Optymalna prognoza y, jest dana formula:
j>t+1\t = 'utH\t + O-Hl\tD_l(a / (a + b)) (318)

i jest rowna sredniej warunkowej wtedy i tylko wtedy, gdy D' (a/(a+b) =0,
gdzie D(.) oznacza dystrybuantg.

Zmienno$¢ wariancji ma rowniez wptyw na konstrukcje prognoz przedziato-
wych. Przedzial prognozy dla prawdopodobienstwa p mozna zapisa¢ jako:

(’%-H\t + O-t+1\tD71(p / 2);Mt+1\t + O-H—l\tDil(l -pP / 2)) (319)

W wielu zastosowaniach praktycznych decydent jest zainteresowany progno-
zami, czy okre§lona zmienna przyjmie wartosci powyzej (alternatywnie poni-
zej) pewnego progu. Funkcje straty mozna zapisa¢ na przyktad jako:

LG D) = (1G> )= $iy, ) (3.1.10)

Prognoza prawdopodobienstwa jest w tym przypadku réwna:

Vi =1=F ((c—u,ﬂ‘t)/ a,m). (3.1.11)

Zmiennos¢ wariancji wplywa na prognozg, jezeli tylko ¢ —p, ), = 0. Szcze-
golnym, waznym przypadkiem jest sytuacja, gdy ¢ =0 i zwigzana jest z pro-
gnozowaniem znaku zmiennej.

3.2. PROGNOZOWANIE ZMIENNOSCI

Zmienno$¢ jest jednym z wazniejszych poje¢ wspotczesnych finansow.
Znaczenie zmienno$ci wynika zarowno z teorii finanséw, jak i1 z zastosowan
praktycznych. Zmiennos¢ stop zwrotu instrumentow finansowych spowodo-
wana jest po czgsci docierajacymi do inwestorow informacjami, wptywajacy-
mi na przyszte stopy zwrotu, po czesci jest efektem rynkowego obrotu walo-
rami (patrz Hull, 1998). Prognozy zmienno$ci odgrywaja wazng role, miedzy
innymi w wycenie aktywow finansowych, w wyborze strategii inwestycyjnej,
w zarzadzaniu ryzykiem, w polityce pieni¢znej panstwa. Literatura dotycza-
ca prognozowania zmiennosci instrumentéw finansowych jest niezwykle bo-
gata (patrz Poon i Granger, 2003), ale ciggle nie ma jednoznacznych wska-
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zowek dotyczacych wyboru najlepszej metody prognozowania zmiennos$ci.
Wyniki badan empirycznych sa niejednoznaczne, a czgsto nawet sprzeczne.
W ostatnich dwudziestu latach powstato wiele uogoélnien i rozszerzen mode-
lu GARCH, jednakze jak dotad, nie ma zgody, co do jakosci konstruowanych
na ich podstawie prognoz zmiennoséci. Wyniki dotychczasowych badan nie
wskazuja jednoznacznie okreslonej klasy modeli, na podstawie ktérych uzy-
skiwatoby si¢ najlepsze prognozy zmiennosci dla proceséw finansowych.

3.2.1. POMIAR ZMIENNOSCI

Zmiennos¢ nie jest bezposrednio obserwowalna i jest pojeciem niejedno-
znacznym’!. NajczeSciej pod pojeciem zmiennosci instrumentu finansowego
(lub portfela instrumentoéw finansowych) rozumie si¢ miar¢ niepewnosci co
do cen lub stop zwrotu instrumentu finansowego. W pracy najczesciej zakla-
da sig, ze szeregi czasowe cen lub stop zwrotu sg realizacjami procesow sto-
chastycznych z czasem dyskretnym’. Zmienno$¢ instrumentu finansowego
mozna rozpatrywac zaréwno w odniesieniu do cen instrumentu finansowe-
go, jak i stop zwrotu instrumentu finansowego. Najczesciej procesy cen in-
strumentow finansowych sg niestacjonarne’, dlatego w niniejszej pracy bada
si¢ zmienno$¢ stop zwrotu. Istnieje wiele miar zmiennosci stop zwrotu, na
przyktad: wariancja, odchylenie standardowe, semiwariancja, semiodchylenie
standardowe’™, odchylenie przecigtne, odchylenie miedzykwartylowe, rozstgp
1 wspotczynniki zmiennosci. Najbardziej znanymi i najczesciej stosowanymi
miarami zmiennosci stop zwrotu sa z pewnoscig wariancja i odchylenie stan-
dardowe”. Wariancja stop zwrotu moze by¢ oszacowana na podstawie for-
muty:

6? :%2(73—7)2, (3.2.1)
i=1

gdzie 7 jest to $rednia arytmetyczna stop zwrotu.

"' Punkt 3.2.1 jest rozszerzeniem rozwazan przedstawionych w pracy Fiszedera (2004c).

2 Takie podejscie jest przyjmowane zwykle w ekonometrii finansowej (wyjatkiem sa
formuty na wyceng opcji).

7 Na przyktad wigkszos¢ cen akcji, kursdéw walutowych oraz cen surowcow.

™ Semiwariancj¢ i semiodchylenie standardowe zalicza si¢ rowniez do miar zagrozenia.

5 Ostatnie wyniki badan wskazuja, ze odchylenie przecigtne moze by¢ lepsza miara
zmienno§$ci niz wariancja.
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Roéwnanie (3.2.1) moze by¢ przedstawione w postaci:
1 11
6’ :;er —7. (3.2.2)
i=1

Dla wigkszosci szeregow finansowych, obserwowanych z czestotliwoscia
dzienng lub wyzszg, drugi czton rownania jest bardzo maty w stosunku do
pierwszego i moze by¢ pominigty’®. Dodatkowo nalezy wspomnieé, ze szacu-
nek Sredniej stop zwrotu, dla danych o wysokiej czestotliwosci, bardzo rzad-
ko rozni si¢ istotnie od zera.

Praktycy rynku zajmujacy si¢ na co dzien inwestowaniem podaja czgsto
zmienno$¢ w skali roku. Wariancj¢ dla okresu jednego roku obliczajg na pod-
stawie formuty:

o[ (M= na’(r), (3.23)

gdzie 7,(n) — n-okresowa stopa zwrotu, o [7.(n)] — wariancja stop zwrotu dla
okresu jednego roku, o (r,) — wariancja stop zwrotu dla danych dziennych,
n — liczba dni sesyjnych w roku (najczesciej przyjmuje si¢ 250 lub 252).
Oczywiscie jest to wzor przyblizony. Przy konstrukcji formuty (3.2.3) zakta-
da sig, ze dni, podczas ktorych nie ma sesji moga by¢ pominigte przy oblicza-
niu zmiennosci’’.

Poczatkowo do szacowania wariancji i odchylenia standardowego wyko-
rzystywano dane dzienne lub ewentualnie dane o mniejszej czestotliwosci. Jako
realizacje dziennej zmiennosci, do oceny prognoz, przyjmowano natomiast
kwadraty (rzadziej wartosci bezwzgledne) dziennych stop zwrotu. Pomimo
tego, ze kwadrat stopy zwrotu jest nieobcigzonym estymatorem zmiennosci,
to jest zanieczyszczony szumem (patrz Andersen i Bollerslev, 1998). Kwadrat
sktadnika losowego z rownania dla warunkowej $redniej mozna zapisac jako:

e =hz'=h +h(z—1). (3.24)
Warto$¢ oczekiwana drugiego sktadnika po prawej stronie jest rowna zeru,

jednakze w zastosowaniach empirycznych, dla danych dziennych lub ty-
godniowych, wariancja z jest o caly rzad wieksza niz wariancja A, (czyli

6 W wielu zastosowaniach finansowych, dla danych o wysokiej czestotliwosci, szacunek
oczekiwanej stopy zwrotu, na podstawie $redniej stopy zwrotu z proby, prowadzi do obnizenia
skutecznos$ci metod (patrz np. Figlewski, 1994). Wynika to z bledéw zwigzanych z estymacja
oczekiwanej stopy zwrotu.

7 Na temat innych zatozen patrz punkt 4.1.
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var (h)). W zwigzku z tym panowato powszechne przekonanie, ze prognozy
zmienno$ci konstruowane na podstawie modeli GARCH charakteryzuja si¢
stabg jakoscig (patrz np. Pagan i Schwert, 1990; Day i Lewis, 1992; Cumby,
Figlewski i Hasbrouck, 1993; West i Cho, 1995; Jorion, 1995). Do oceny traf-
noéci prognoz mozna zastosowaé¢ wspotczynnik determinacji R’, oszacowa-
ny dla nastepujgcego rownania’:

r=g,+0h +e, (3.2.5)

gdzie 7, oznacza stopg zwrotu w momencie prognozowanym I, A, to pro-
gnoza wariancji warunkowej dla momentu 7' skonstruowana na podstawie
modelu GARCH. Badania empiryczne pokazaty, ze szacunki wspotczynnika
R* dla modelu w postaci (3.2.5), gdzie za 7, przyjeto dzienng stopg zwrotu,
a model GARCH byt szacowany na podstawie danych dziennych, przyjmuja
zaskakujaco niskie wartosci, rzadko przekraczajace 0,05. Jednakze Andersen
i Bollerslev (1998) dowodza teoretycznie, ze niskie szacunki wspotczynni-
ka R’ nie §wiadcza o stabej jakosci konstruowanych prognoz, lecz sg natu-
ralne dla tego typu modeli, przy tak okreslonej realizacji zmiennos$ci. Z tego
wzgledu jako zmienno$¢ zrealizowana lepiej jest przyja¢ sume kwadratow
stop zwrotu o czgstotliwosci wyzszej niz dzienna (dane o czgstotliwosci wyz-
szej niz dzienna okres$lane sg mianem danych intraday)” 8

M
RV, =>"rl, (3.2.6)
m=l1

gdzie r,,, jest to stopa zwrotu dla danych o wysokiej czestotliwosci, M — licz-
ba obserwacji w ciggu dnia.

Wystepuje tu analogia do tego, jak szacowano wcze$niej zmiennos$¢
dla danych o czegstotliwosci mniejszej niz dzienna (np. zmienno$¢ miesigcz-
ng), wykorzystujac dane dzienne (np. French, Schwert i Stambaugh, 1987;
Schwert, 1990). Oceny trafnos$ci prognoz zmiennosci mozna wowczas doko-
naé, szacujac wspotczynnik R? dla rownania:

RV, = o +oh +e. (3.2.7)

8 Metody oceny trafno$ci prognoz zmienno$ci zostaty opisane w punkcie 3.2.3.

W najnowszych pracach sugeruje si¢ przyjmowanie wartosci bezwzglednych zamiast
kwadratéw stop zwrotu, jednakze ta kwestia wymaga dalszych badan.

8 Takie podejscie byto juz stosowane wczesniej w literaturze, zanim zastosowali je An-
dersen i Bollerslev (1998), patrz np. Hsieh (1989a).



3.2. Prognozowanie zmiennosci 147

Badania empiryczne pokazuja, ze wraz ze wzrostem czestotliwosci obserwa-
cji (do pewnego momentu), zwigkszaja si¢ szacunki wspotczynnika R’ (patrz
np. Andersen i Bollerslev, 1998, Martens, 2001). Na przyktad dla danych do-
tyczacych kursow walutowych, obserwowanych z czestotliwoscig dzienna, R?
oszacowany dla rownania (3.2.5) ksztaltowat si¢ na poziomie zaledwie 0,05.
Dla danych obserwowanych co godzing (M = 24), szacunek R’ dla réwnania
(3.2.7) wzrasta do 0,2—-0,3, a dla danych obserwowanych w okresach 5-minu-
towych (M = 288) wzrasta do 0,4-0,5 (patrz Andersen i Bollerslev, 1998).
Znaczgcg poprawe trafnosci prognoz mozna réwniez zaobserwowaé na pod-
stawie innych miar oceny jako$ci prognoz (patrz Andersen, Bollerslev i Lan-
ge, 1999). Poprawe wynikdw mozna wyjasni¢ wzrostem ilosci informacji, ja-
kie zawiera szereg czasowy o wigkszej czestotliwosci informacji. Przyjecie,
jako realizacji zmienno$ci, sum kwadratow stop zwrotu o czestotliwosci wyz-
szej niz dzienna, zamiast kwadratow dziennych stop zwrotu, wydaje si¢ intui-
cyjnie uzasadnione. Rozwazmy nastepujacy przyktad: cena aktywu w ciggu
sesji ro$nie o 3%, a nast¢pnie spada do ceny zamknigcia z poprzedniej sesji.
Kwadrat dziennej stopy zwrotu informuje o braku zmiennosci, podczas gdy
cena zmieniala si¢ znaczgco w ciggu sesji.

Roéwniez badania teoretyczne przy zalozeniu, ze proces cen instrumentu
finansowego jest procesem z czasem cigglym, uzasadniajg aproksymowanie
nieobserowalnej zmiennosci sumg kwadratéw stop zwrotu o czestotliwosci
wyzszej niz dzienna (patrz np. Andersen, Bollerslev, Diebold i Labys, 2001).
Uzyteczne moze by¢ przyjecie zatozenia, ze ceny instrumentow finansowych
mozna opisac przez procesy stochastyczne z czasem cigglym. Przy ogélnych
zatozeniach proces logarytmu ceny moze by¢ wowczas okreslony przez naste-
pujace stochastyczne rownanie rozniczkowe:

dp(t) = p(t)dt + o ()dW (1), (3.2.8)

gdzie u(t) to proces oznaczajacy dryf (Srednig), o(¢) — proces oznaczajacy
zmienno$¢, a W (t) oznacza standardowy proces Browna.
Jednookresowa stopa zwrotu dana jest formuta:

r(t)=p@t)—pt—1)= f,u(s)ds + fo(s)dW(s). (3.2.9)

Formalng miarg ex-post zmiennosci stop zwrotu, wyprowadzong na podsta-
wie teorii zmienno$ci kwadratowej, dla semimartyngatlu moze by¢ zmienno$¢
zintegrowana (patrz Andersen, Bollerslev, Christoffersen i Diebold, 2006):
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t
V()= f o (s)ds. (3.2.10)
t—1
Przy dyskretyzacji procesu, dla matego przedziatu czasowego A , mozna za-

pisac:
r(t,A)= pt)— p(t— A) =~ u(t — A)A+o(t — A)AW (1), (3.2.11)

gdzie AW () =W (t)—W({t—A)~ N(0,A).
Zmiennos$¢ zrealizowang mozna woéwczas zdefiniowac jako:

1/A
RV(,A)=> r’(t—1+ jAA). (3.2.12)
=1
Zmiennos$¢ zrealizowana jest zgodnym (a zatem asymptotycznie nieobciazo-
nym) estymatorem zmienno$ci zintegrowane;j:

RV(t,A)— IV(f), jesli A —0. (3.2.13)

W przypadku wystepowania nieciaglosci cen, zwigzanych ze skokami
(ang. jumps), mozemy zapisac:

dp(t) = p(t)dt + o ()dW (t) + j(H)dq(t), t€[0,T], (3.2.14)

gdzie ¢g(t) przyjmuje warto$¢ jeden, gdy skok wystepuje i zero — w przeciw-
nym wypadku, j(¢) odpowiada za intensywno$¢ skoku.

W takiej sytuacji formalng miarg ex-post zmiennosci stop zwrotu moze by¢
zmienno$¢ kwadratowa®':

oV (t) = f F(s)ds+ Y K(s), (3.2.15)

gdzie k(t)= j(¢)I(q(¢t)=1), I(.) oznacza zmienng zero-jedynkowa.
Zmiennos$¢ zrealizowana jest zgodnym (a zatem asymptotycznie nieobciazo-
nym) estymatorem zmienno$ci kwadratowe;j:

RV(t,A)— QV (1), jesli A — 0. (3.2.16)

81 W przypadku procesu bez skokoéw zmiennos¢ kwadratowa redukuje si¢ do zmienno-
$ci zintegrowane;.
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Wiadomo rowniez, ze w przypadku, gdy proces logarytmu ceny jest procesem
Browna, to zmienno$¢ zrealizowana jest efektywniejszym estymatorem wa-
riancji niz kwadrat dziennej stopy zwrotu.

Badania Pattona (2006b) oraz Hansena i Lunde’a (2006) pokazuja, ze
w zalezno$ci od zastosowanej miary zmienno$ci, bledy w ocenie trafno-
$ci poszczegdlnych metod prognozowania mogg przyjmowac rozmiary od
znaczacych (w przypadku kwadratu dziennej stopy zwrotu) do nieistotnych
(w przypadku kwadratow 5-minutowych stop zwrotu). Na ptynnych rynkach
z cigglym systemem notowan opisywanie cen instrumentéw finansowych
jako procesow stochastycznych z czasem ciagtym, mimo oczywistej idealiza-
cji, moze zatem dostarcza¢ cennych informacji, nie tylko z teoretycznego, ale
rowniez z praktycznego punktu widzenia.

Istotng kwestig przy analizie danych o czestotliwosci wyzszej niz dzienna
jest wybor odpowiedniej czestotliwosci danych. Analizy teoretyczne pokazu-
ja, ze im wyzsza czg¢stotliwos¢ danych, tym suma kwadratéw odpowiednich
stop zwrotu (postac (3.2.6)) lepiej aproksymuje nieobserwowalng zmiennos¢.
Jednakze czynniki zwigzane z mikrostrukturg rynku (np. ptynno$¢, réznice
miegdzy oferta kupna a ofertg sprzedazy, interwencje specjalistow) powodu-
ja, ze zwigkszanie czestotliwosci ma sens, ale tylko do pewnego momentu.
Andersen, Bollerslev, Diebold i Labys (2000) oraz Oomen (2001) pokazuja,
ze wystepowanie dodatniej (ujemnej) autokorelacji stop zwrotu powoduje, iz
miara w postaci (3.2.6) niedoszacowuje (przeszacowuje) ,,prawdziwa” zmien-
nos$¢. Poniewaz dla danych o czestotliwosci wyzszej niz dzienna autokorela-
cja jest stosunkowo silna (dla indekso6w najczesciej wystepuje dodatnia auto-
korelacja, a dla pojedynczych akcji — cze$ciej ujemna autokorelacja), dlatego
niedoszacowanie lub przeszacowanie zmiennosci moze by¢ stosunkowo duze.
Oomen (2001) szacuje, ze dla indeksu FTSE-100, obserwowanego w okre-
sach I-minutowych, zmiennos¢ jest niedoszacowana w okoto 35%. Ustala-
jac czestotliwos¢ obserwacji, nalezy zatem dokona¢ kompromisu pamigtajac,
ze zwigkszanie czgstotliwosci z jednej strony powoduje lepsza aproksymacje
nieznanej zmiennosci (wskazuja na to badania teoretyczne), a z drugiej strony
powoduje wzrost bledow zwigzanych z mikrostrukturg rynku. Z tego wzgledu
wybrana czestotliwos$¢ obserwacji moze by¢ rézna dla réoznych rynkéw finan-
sowych, a nawet pojedynczych instrumentow finansowych. Zaproponowano
rézne metody wyboru ,,optymalne;j” czestotliwosci obserwacji. Niektorzy au-
torzy przedstawiajg roOwniez szereg propozycji, majacych na celu wyelimino-
wanie bledow, zwigzanych z mikrostruktura rynku, jak np. filtrowanie danych
czy podprobkowanie (ang. subsampling).
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Wyniki badan Andersena, Bollersleva i Langego (1999) pokazuja, ze
przyjmujac za realizacje zmiennos$ci sumy kwadratow stop zwrotu o czgsto-
tliwo$ci wyzszej niz dzienna, uzyskuje si¢ znaczny wzrost trafno$ci prognoz
konstruowanych na podstawie modelu GARCH, nie tylko w przypadku jed-
nodniowego horyzontu prognozy, ale rowniez w przypadku dtuzszego hory-
zontu prognozy (tydzien i miesigc).

Miara zmienno$ci zrealizowanej, zdefiniowana w rownaniu (3.2.6), moze
by¢ stosowana tylko w przypadku rynkow finansowych, na ktoérych notowania
odbywaja si¢ przez calg dobe (np. niektore rynki walutowe). Poniewaz na wigk-
szo$ci rynkow finansowych czas pracy jest ograniczony, dlatego miara ta po-
winna by¢ wowczas skorygowana w nastepujacy sposob:

D
RV2, =1/ 4> ri, (3.2.17)
d=1

gdzie r,, jest to tzw. nocna stopa zwrotu (ang. overnight return), tzn. stopa
zwrotu obliczana od ceny zamknigcia w dniu # — 1 do ceny otwarcia w dniu ¢,
r,, to stopa zwrotu dla danych o czgstotliwosci wyzszej niz dzienna.

Odstep czasowy miedzy ostatnim notowaniem danego dnia a pierwszym noto-
waniem nastepnego dnia jest dtugi w poréwnaniu z odstepem czasowym dla sto-
py zwrotu o czestotliwosci wyzszej niz dzienna, co powoduje, ze w tym czasie
publikowanych jest relatywnie wigcej informacji gospodarczych (niektére infor-
macje sg publikowane celowo po zamknieciu notowan, z kolei informacje do-
tyczace zagranicznych rynkéw finansowych moga pojawiac si¢ po zamknieciu
notowan, ze wzgledu na roéznice czasowe pomiedzy krajami). Z tego powodu
nocne stopy zwrotu majg inne wlasnosci. Mianowicie charakteryzuja si¢ zdecy-
dowanie wicksza zmiennoscig i jednoczesnie sg trudniejsze do prognozowania.
Dlatego tez zaczgto konstruowaé miary zmiennos$ci, w ktérych pomija si¢ noc-
ng stope zwrotu. Najprostsza postaé jest rOwna sumie kwadratow stop zwrotu
o czgstotliwosci wyzszej niz dzienna, z pomini¢gciem nocnej stopy zwrotu:

D
RV3, => 1. (3.2.18)
d=1

Miara w postaci (3.2.18) daje jednakze zanizone szacunki zmiennoSci.
W zwiazku z tym Martens (2002) proponuje przeskalowanie RV'3, za pomo-
cg pewnego wspolczynnika c :

D
RVA, =(1+0)) 1], . (3.2.19)

d=1
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Za wspotczynnik ¢ przyjmuje nastepujacy iloraz:

s (3.2.20)

D
gdzie 0., = var(r,,), 0. = Var(zrd,t)‘
d=1

Badania empiryczne pokazuja, ze przyjecie jako realizacje zmienno$ci miar
w postaci (3.2.18) i (3.2.19) powoduje dalszy wzrost trafnosci prognoz kon-
struowanych na podstawie modelu GARCH (Martens, 2002; Doman, 2004).
Nalezy jednakze zauwazy¢, ze pomini¢cie nocnych stop zwrotu powoduje
wygladzenie szeregu realizacji zmiennosci, dlatego wzrost trafnosci prognoz
konstruowanych na podstawie modelu GARCH nie jest zaskoczeniem. Wyda-
je si¢ jednak, ze rozumowanie polegajace na dopasowywaniu miary realizacji
zmienno$ci do wariancji konstruowanej na podstawie modelu GARCH, jest
btedne, poniewaz proces GARCH nie jest procesem generujacym rzeczywi-
ste dane finansowe, lecz jest dalekim od ideatu przyblizeniem proceséw gene-
rujacych te dane. Zdajg si¢ to po czeSci rowniez potwierdza¢ rezultaty badan
przeprowadzonych przez Martensa, gdzie wyniki uzyskane dla kontraktow
terminowych na indeks S&P 500 byty niezgodne z wynikami symulacji.

W przypadku, gdy nie sg dostepne odpowiednie dane o wysokiej czgsto-
tliwos$ci alternatywa moze by¢ wykorzystanie danych o cenach maksymal-
nych i minimalnych w ciggu dnia. Takie dane sa powszechnie dostepne dla
wigkszosci aktywow finansowych. Na przyktad dla geometrycznego ruchu
Browna zachodzi nastepujgce rownanie:

E[(max{p(7)|t —1<7<¢t} —min{p(7)|t—1§ T< t})z] = 4log(2)o’.
(3.2.21)

Zatem jako przyblizenie realizacji zmienno$ci w chwili # mozna przyjac:

2 1

o, Zog) (max{p(r)|t 1< 7 <t} —min{p(r)|t —1< 7 < t})z,

(3.2.22)

Przyblizenie wynika z faktu, ze dla rzeczywistych procesow czynnik, przez
ktory mnozony jest kwadrat rozstepu jest na ogot rozny od 1/4log(2). Miara ta
moze by¢ rowniez z powodzeniem stosowana w przypadku, gdy dane intra-
day sa dostepne, ale czynniki zwigzane z mikrostruktura rynku maja istotny
wplyw na kwotowania. Najczesciej jest tak w przypadku mato ptynnych akty-
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wow. Badania Pattona (2006b) pokazuja dodatkowo, ze miara (3.2.22) stoso-
wana jako przyblizenie zmienno$ci daje podobne wyniki jak zmiennos¢ zre-
alizowana, wyznaczona na podstawie czterech, pigciu lub sze$ciu obserwacji
w ciggu dnia.

Miarg oparta réwniez na wykorzystaniu informacji o cenach maksy-
malnych 1 minimalnych jest prawdziwy zakres zmian (TR — ang. true ran-
ge). W analizie technicznej miara ta jest stosowana mi¢dzy innymi do oceny
zmienno$ci cen. Pojecie TR zostato wprowadzone przez Wildera (1978). Dla
danego instrumentu finansowego i chwili ¢ prawdziwy zakres zmiany jest ob-
liczany jako:

TR, =max{H, - L, C L

=1~

C , —H

t

, } (3.2.23)
gdzie H, i L, oznaczaja odpowiednio ceng¢ maksymalng i minimalng w chwili
t, C,_, to cena zamknigcia w chwili  —1.

Prawdziwy zakres zmian daje wyzsze szacunki zmiennosci niz suma kwadra-
tow stop zwrotu o czestotliwosci wyzszej niz dzienna, dlatego powinien by¢
przeskalowany?*.

W praktycznych zastosowaniach nigdy nie uda si¢ uzyskac idealnej mia-
ry zmiennos$ci, nawet korzystajac z danych o bardzo wysokiej czestotliwosci.
Jednakze pomimo wielu wad, suma kwadratow stop zwrotu o czestotliwosci
wyzszej niz dzienna, jest zdecydowanie lepsza miarg zmienno$ci niz suma
kwadratow dziennych stop zwrotu 1 dlatego w pierwszej kolejnosci powinna
by¢ stosowana do oceny jako$ci prognoz zmiennosci.

3.2.2. MODELE ZMIENNOSCI I METODY
PROGNOZOWANIA ZMIENNOSCI

Jednym z najczgsciej wykorzystywanych, do prognozowania zmienno-
$ci stop zwrotu modelem, jest model GARCH. Stosowane w niniejszej pra-
cy postacie jednorownaniowych modeli GARCH =zostaly zaprezentowane
w podrozdziale 1.2. Ponizej przedstawiono sposob konstrukeji prognoz dla
tych parametryzacji modeli. W dalszej cze$ci omdwiono rowniez najczescie]
stosowane przez praktykoéw rynku oraz inne wybrane metody prognozowa-
nia zmienno$ci: metod¢ zmiennos$ci historycznej, model btadzenia przypad-

82 Patrz formuta (3.2.41).
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kowego, metod¢ wariancji ruchomej, metode wyréwnywania wyktadniczego,
a takze model stochastycznej zmiennosci.
Zatozmy, ze proces stop zwrotu mozna przedstawi¢ w postaci:

n= e (3.2.24)

Na ogot analize prognozowania zmiennos$ci stop zwrotu przeprowadza si¢ dla
g,, czyli pomija si¢ oczekiwang zmienno$¢ . W niektorych zastosowaniach
finansowych moze si¢ jednak okaza¢, ze nalezy rowniez dodatkowo uwzgled-
ni¢ zmienno$¢ bezwarunkowa, wynikajaca z p, (patrz Fiszeder, 2006c¢).

Modele GARCH
Przyjmujac za v, = & — h,, model GARCH (p,q) mozna przedstawié¢ w posta-
ci modelu ARMA (m.p) dla &

m P
&=+ (0, +B)E =D Bl Vs (3.2.25)
i=1 j=l1

gdzie:m =max {p, q}, o, = 0dlai>goraz 3, =0 dlaj > p. Korzystajac  for-
muty (3.2.25), predyktor dla warunkowej wariancji dla modelu GARCH (p,q),
na s okresoOw w przod, mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

E(’

t+s

U= a0+ (0 4 BIECE, |6~ 5 Ew,, |4,
- . (3.2.26)

gdzie: E (5,2“7,. | ¥,) dla i < s, oblicza si¢ rekurencyjnie wedlug formu-
y 3.2.26), E(c.,, |v)=¢.,, dlai>s, E(v,, ; |¢)=0 dlaj <s,
Ew,,  |v)=v,,  daj>s.
Formuta (3.2.26) moze by¢ réwniez wykorzystywana przy konstrukcji prze-
dzialéw ufnosci dla wartosci $redniej procesu.

Prognoza wariancji warunkowej na s okreséw w przod moze by¢ skonstru-
owana na podstawie szacunku wariancji warunkowej na jeden okres w przod.
Oznaczmy predyktor warunkowej wariancji jako E(e’, |v,)=h iy

Na przyktad dla modelu GARCH(1,1), dokonujac kolejnych podstawien
w (3.2.26), otrzymamy formute:

s—2

htﬂ\rp = Zao (Ozl + 51 )l + (al + ﬁl )Fl h,ﬂ‘,p
i=0

_ a,[1=(a, +6)""] + (o, + 5, )S_1h¢+1\z ) (3.2.27)
l—a, — 0, !
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Dla  procesu  kowariancyjnie  stacjonarnego, podstawiajac = za
o,/ (1—a, — 3)=o’, otrzymamy wzor na prognoze z wykorzystaniem wa-
riancji bezwarunkowe;j:

h

=0 +(a,+B) ' (h o). (3.2.28)

t+s|tp tHllep

Kolejne prognozy wygasaja w tempie wyktadniczym do poziomu warian-
cji bezwarunkowej. Prognozy konstruowane na podstawie modelu GARCH
uwzgledniajg zatem wlasno$¢ procesdOw kowariancyjnie stacjonarnych, pole-
gajaca na powrocie zmiennosci do $rednie;j.

Analogiczne wzory dla prognoz wariancji warunkowej mozna wyzna-
czy¢ dla innych postaci jednoréwnaniowych modeli GARCH. Formuty pro-
gnoz na jeden okres w przod wynikajg na ogot z samego zapisu modelu i sg
funkcjami parametrow przy znanych przesztych danych. Predyktory dla para-
metryzacji modeli GARCH stosowanych w niniejszej pracy podano w tabeli
3.1. Predyktory dla innych, bardziej ztozonych specyfikacji modeli GARCH
podaja Angelidis i Degiannakis (2006). Trudniejsze jest na ogdt wyprowadze-
nie wzoréw dla dtuzszego horyzontu prognozy. Ponizej podano formuty tylko
dla podstawowych postaci modeli GARCH.

Dla modelu IGARCH(1,1) wystarczy skorzysta¢ z rownania (3.2.27), pa-
migtajac, ze o, + [, = 1. Prognoza wariancji warunkowej dana jest zatem for-
muty:

h =(6—Do,+nh

H»s‘tp - l+1‘fl7'

(3.2.29)

Jezeli o, = 0, to prognozy wariancji rosng do nieskofnczonosci wraz ze wzro-
stem horyzontu. W przeciwnym wypadku prognozy s takie same dla wszyst-
kich horyzontow.

Nie zawsze jest mozliwe wyprowadzenie prostej formuly dla prognoz na
s okresow w przod, bez przyjecia dodatkowych zatozen. Na przyktad, aby wy-
znaczy¢ prognoze dla modelu GJR-GARCH(1,1) (patrz tabela 1.1), mozna przy-
jaé, ze P(z,,, = h;lll‘fst 1 <0)=0,5%. Wowczas prognoza wariancji jest rowna:

By = o’ +(ay + 0,50, +6,)" (. = o), (3.2.30)

gdzie 0> =, / (1— o, — 0,50, — ).

8 Zatozenie jest prawdziwe dla rozktadow symetrycznych.
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Dla modelu EGARCH (patrz tabela 1.1) mozna tatwo wyprowadzi¢ wzory
na prognozy na s okresow w przod, jednakze dla logarytmu wariancji warunko-
wej, to jest E(In(h, +S)|¢t). Niestety transformacja prognozy E(In(#,.)|1),) na
E(h, |9, nie jest prosta, poniewaz zalezy od catego rozkladu f'(y, ., | 1,), ktory

t+s
na 0got nie jest dostgpny w jawnej postaci (mozna go aproksymowac za pomoca
symulacji Monte Carlo). Tsay (2005) podaje formuty na prognozy wariancji wa-
runkowej dla modelu EGARCH(1,1) z warunkowym rozktadem normalnym.

Dla modelu FIGARCH(1,d,1) (patrz tabela 1.1) prognozy najlepiej wyli-
czy¢ rekurencyjnie:

=ay(1=8)" + ML)k

z‘+.s‘7]‘t+.s‘72p’

(3.2.31)

t+s‘t+.>'71p

gdzie htﬂ‘tJer =¢’ dla s<0, \(L)=A\L+\L’ +---, a parametry A odno-
szg si¢ do przedstawienia procesu FIGARCH w postaci nieskonczonego pro-
cesu ARCH: 4, = a,(1— B(1)) " + A(L)e].

W przypadku estymacji parametrow modelu metoda quasi-MNW, dla wigk-
szosci specyfikacji modeli GARCH opisywanych powyzej, formuty dla prognoz
warunkowych wariancji nie zaleza od przyjetej specyfikacji rozktadu z,, pod wa-
runkiem, ze E (thH) =0 oraz F (szt_]) =1. To oznacza, ze punktowa pro-
gnoza wariancji moze by¢ skonstruowana na podstawie szacunkow parametrow,
uzyskanych za pomoca quasi-MNW (tzn. przyjmujac rozktad normalny z,).
Oczywiscie przez przyjecie wlasciwego rozkladu z, mozna zwigkszy¢ efektyw-
nos$¢ estymatorow parametrow modelu i przez to doktadnos$¢ prognoz punkto-
wych zmiennosci. Jednakze z punktu widzenia prognozowania gtowna przewaga
trudniejszej estymacji, bedacej nastepstwem przyjecia bardziej ztozonego rozkta-
du z,, polega nie tyle na wzroscie efektywnos$ci punktowych prognoz zmiennosci,
co na lepszej aproksymacji ogonow rozktadu predyktywnego f'(r;, , ‘ V; é).

W przypadku modeli GARCH jednookresowy rozktad predyktywny r,
jest bezposrednio okreslony przez rozktad z,. Na przyktad zaktadajac, Ze z,
jest IID o standaryzowanym rozkltadzie normalnym:

g(z,)=(2m) " exp(—z; /2), (3.2.32)
warunkowy rozktad 7, jest dany formuta:
glv, =m0y exp(<1/20,2, 0~y )", (3.2.33)

. 1 s . . .
gdzie Ty jest zwiazane z Jakobianem przy transformacji z z, do 7.
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Modele GARCH z dodatkowa zmienng objasniajaca

Prognozy zmienno$ci moga by¢ konstruowane na podstawie modelu
GARCH, rozszerzonego przez wprowadzenie do rownania dla wariancji wa-
runkowej dodatkowej zmiennej objasniajacej (lub zmiennych objasniajacych):

q P
ht+1\tp =a, + Eaigtz-iﬂ + Z]/gjht-j-H + ’7Jr—k+1' (3234)

i=1 j=
Jako J, .., przyjmuje si¢ na przyktad zmienno$¢ zrealizowana, aproksymo-
wang na podstawie danych o czestotliwos$ci wyzszej niz dzienna, wielko$é
obrotéw, zmienno$¢ innych aktywow finansowych. Wprowadzenie do mo-
delu GARCH opo6znionych warto$ci sum kwadratow stop zwrotu o czestotli-
wosci wyzszej niz dzienna, prowadzi czesto do znacznego wzrostu trafnosci
skonstruowanych prognoz (patrz Martens, 2002; Hol i Koopman, 2002; Bla-
ir, Poon i Taylor, 2001; Doman, 2004). Konstrukcja prognoz na dwa i wigcej
okresow w przod wymaga najczesciej znajomosci przysztych wartosci dodat-
kowej zmiennej objasniajgcej. Niestety wartosci te nie sg na ogot znane. W ta-
kiej sytuacji jedng z mozliwosci jest przyjecie zatozenia, ze wartosci dodatko-
wych zmiennych nie zmieniajg si¢ w kolejnych okresach.

Wazna kwestig jest rozrdznienie mi¢dzy modelami statystycznymi pro-
cesOw brzegowych (modelami brzegowymi, uzytecznymi w opisie dynamiki
1 prognozowaniu) oraz modelami warunkowymi (shuzagcymi badaniu wptywu
natychmiastowego badz op6znionego, ale klopotliwymi w prognozowaniu).
W kontek$cie ekonometrii finansowej i wielorownaniowych modeli GARCH
zwracajg na to uwage Osiewalski i Pipien (2004b). Nalezy podkresli¢, ze
porownywanie wilasnosci prognostycznych modeli warunkowych i brzego-
wych nie ma wigkszego sensu, jesli nie uwzglgdni si¢ formalnie niepewnosci
o przyszlych wartosciach zmiennych objasniajacych w modelu warunkowym.
Uwzglednienie tej niepewno$ci moze pokazac, ze prognozy konstruowane na
podstawie modeli warunkowych z dodatkowymi zmiennymi objasniajagcymi
nie sg istotnie trafniejsze. Wida¢ to rowniez po czesci w wynikach badania
przedstawionego w punkcie 3.2.5. Model uwzgledniajacy indeks S&P 500
w réwnaniu dla sredniej warunkowej wypada bardzo dobrze w rankingu mo-
deli wedtug kryterium informacyjnego Schwarza, jednakze trafno$¢ prognoz
konstruowanych na podstawie tego modelu jest juz znacznie mniejsza.

Predyktory dla modeli zmiennoSci
W tabeli 3.1 przedstawiono predyktory dla jednoréwnaniowych para-
metryzacji modeli GARCH oraz innych metod prognozowania zmiennosci
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stosowanych w badaniach empirycznych przedstawionych w dalszej czesci
pracy. Estymacja wariancji warunkowych (lub wariancji) przeprowadzana
jest na pierwszy okres poza obserwacja (sg one funkcjami parametrow przy
znanych przesztych danych). Prognozy na s okresow w przod mozna wyli-

czy¢ rekurencyjnie na podstawie formut podanych w tabeli 3.1 i przyjmujac
2

€t+s‘t+x71 P = ht+x‘t+x71p'

TABELA 3.1. PREDYKTORY DLA WYBRANYCH METOD PROGNOZOWANIA ZMIENNOSCI

Model lub Posta¢ modelu Predyktor

metoda

GARCH(L,1) hr =0, + algzz—l + ﬁlh/—] ht+l‘tp =a, + algrz + ﬁ]h/

EGARCH(LD | infy, =y + 02, +9( 2| —V2/m) | by, =explag + 07, +7( 2|2/ 7)
+6,Inh,_, +0,Inh,]

TGARCH(L, 1)

\/}Tx:‘)‘o +(ae” —are )+ Bh,

By =0 +(05°e” —aye))+ Bfh T

gJI;RﬁCH(l,l) h =a,+ algtz—l + wllt—lglz—l + Bk, h, iy = o + (Y15/2 + wll,f:‘,z +Bh,
AGARCH(LY) | j = o +ay(e, , — Y[l ) + Bk, By = 0+ ay (e, _%\/E)z B,

IGARCH(I,1)

h =0, +a|5/2-1 +A=a)h,,

=a, +a18f +A=a)h,

ht+l\rp

FIGARCH(1,4,1)

p(L1= L)' e} =a, +[1-BLD)] v,

ht+l\:p = aO(] - 61)7l + )‘(L)ht

zmiennosci

p=¢p. ,+n,

GARCH(1,1)
5 2
z dodatkowg h=ay+ae,+ph +vJ,_, By = g + Bl +7J,
zmienng
Zmienno$ci 1 &L 1 ¢
2 2 2 2
hist . ol = r‘ o =— 7
1storycznej i -2 - i+l)ep t—1 ;
1 2 2 2 2
Btadzenia o} =12, Ty =11
przypadkowego
Wariancji 1 & 1 <
. 2 2 2 2
ruchomej o, = ; Z 7 Oevllep = ; Z 7
i=t—k i=t—k+1
Wyréwnania
wykladniczego | 2 _ )2 (1 ))2 Ty =07 +(A=N)r7
dla wariancji !
Stochastycznej rn=0exp(0,5p,))e,, Py = ép,»

_ 2
ht+l\1p =0 eXp(pzﬂ\tp)

Opis modeli GARCH przedstawiono w rozdziale pierwszym, pozostate metody i mode-
le omowiono ponize;j.

ZRODEO: OPRACOWANIE WEASNE.

Dla modeli EGARCH, GJR-GARCH i GARCH z dodatkowa zmienng ob-
jasniajaca trzeba przyja¢ dodatkowe zalozenia, np. te, ktore przedstawiono wy-
zej. W przypadku prognoz konstruowanych na podstawie metody zmiennosci
historycznej, modelu bladzenia przypadkowego dla wariancji, metody warian-
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cji ruchomej i wyréwnywania wyktadniczego dla wariancji przyjmuje si¢ cze-
sto, ze prognozy zmiennosci dla okresow ¢+ 1,¢ + 2,...,¢ + k sg rOwne.

Metoda zmiennosci historycznej

Przy konstrukcji prognozy zmiennos$ci na podstawie metody zmiennoS$ci
historycznej przyjmuje si¢, ze prognoza wariancji jest §rednig ze wszystkich
dostepnych w danej chwili realizacji wariancji w okresach wcze$niejszych:

1 t
O rsir = 77200 (3.2.35)

i=1

: 2
gdzie o; .

riancji w chwili 7.

Jezeli jako realizacje wariancji przyjmiemy &, to prognozy konstruo-
wane na podstawie metody zmiennoS$ci historycznej sg prognozami wariancji
bezwarunkowej ¢,. Prognozy takie mogg by¢ trafne, jezeli wariancja jest sta-
fa. W przypadku wystgpowania efektu ARCH, jest to najmniej polecana me-
toda konstrukcji prognoz zmiennosci.

jest to prognoza wariancji w chwili ¢+ s, a o, to realizacja wa-

Model bladzenia przypadkowego dla wariancji

Prognoza wariancji, budowana na podstawie modelu btadzenia przypad-
kowego bez dryfu, jest wyznaczana na poziomie zaobserwowanej wariancji
w okresie poprzedzajacym konstrukcje prognozy:

ofﬂ‘tp =0 (3.2.36)
Prognoza konstruowana na podstawie modelu btadzenia przypadkowego jest
czesto okre$lana mianem prognozy naiwnej i wykorzystuje si¢ ja najczesciej
do poréwnania innych bardziej zaawansowanych metod.

Metoda wariancji ruchomej

Praktycy rynku finansowego juz dawno zauwazyli, ze nowsze dane za-
wierajg bardziej aktualne informacje o procesach finansowych, dlatego bardzo
czgsto postuguja sie metodami sredniej ruchomej i wygtadzania wyktadnicze-
go. Prognoza wariancji, budowana na podstawie metody wariancji ruchomej,
jest konstruowana na poziomie $redniej z k ostatnich realizacji wariancji:

t

o2 =1 > ol (3.2.37)

t+s‘tp - k
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Liczba obserwacji (k), na podstawie ktorych szacuje si¢ $rednia, jest nazy-
wana statg wygladzania. Zamiast metody $redniej ruchomej prostej mozna sto-
sowac¢ metodg sredniej ruchomej wazonej. Uwaza si¢, ze poniewaz nowsze dane
zawieraja bardziej aktualne informacje o prognozowanym zjawisku, powinny
im by¢ nadawane wigksze wagi niz obserwacjom starszym. Przy konstrukcji
prognozy na podstawie modelu sredniej ruchomej dla okresu # +1 nie uwzgled-
nia si¢ obserwacji pochodzacych z okresdéw wezesniejszych od ¢ — k +1, kto-
re takze dostarczajg pewnych informacji o ksztattowaniu si¢ wartosci zmienne;j
prognozowanej w przesztosci. Dodatkowo nie wiadomo, przy jakich zatoze-
niach estymator jest zgodnym estymatorem warunkowej wariancji.

Metoda wyréwnywania wykladniczego dla wariancji

Metoda wyréwnywania wykladniczego (EWMA — ang. exponential-
ly weighted moving average) uwzglednia obserwacje pochodzace z okresow
wczesniejszych, a jednocze$nie nadaje nowszym danym wicksze wagi:

2
O-er‘tp

=o2 +(1-N\)o?. (3.2.38)

Parametr A jest nazywany parametrem wygasania (ang. decay factor) i przyj-
muje wartosci z przedziatu (0,1). Wada tej metody jest niejednoznaczno$¢
przy okreslaniu warto$ci parametru A. Jego wybor zalezy od charakteru pro-
gnozowanego procesu. Jezeli nie ma czgstych i znacznych zmian ,,trendu
w wariancji”, to wigksza wagg trzeba przywiazywac do prognoz w poprzed-
nim okresie (parametr A bliski jednos$ci).

Metoda wyréwnywania wyktadniczego jest czasami okreslana w lite-
raturze finansowej jako model RiskMetrics®. Praktycy rynku finansowego
przyjmuja najczesciej state wartosci statej wygladzania i parametru wygasa-
nia. Analitycy JP Morgan, dla dziennych stop zwrotu, przyjmowali k =25
oraz A = 0,94 %, Warto$ci te zostaly wybrane na podstawie badan jako sred-
nie dla spétek, notowanych na gietdzie w Nowym Jorku. Stata wygtadza-
nia rowna 0,94 oznacza, ze przy estymacji efektywnie korzysta sie z okre-
su obserwacji, wynoszacego okoto trzydziestu dni. W pracach Fiszedera
(2004c, 2004d, 2005b) wyboru statej wygtadzania, w metodzie $redniej ru-
chomej oraz parametru wygasania, w metodzie wyrownywania wyktadni-
czego, dokonywano dla kazdego okresu, na podstawie probki wstepnej. Wy-

8 Koncepcja RiskMetrics zostata opracowana przez bank inwestycyjny JP Morgan w ce-
lu pomiaru ryzyka rynkowego za pomocg warto$ci zagrozone;j.
85 Dla danych miesigcznych czgsto przyjmuje sie k=601 A =0,97.
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bierano te wartosci, dla ktorych pierwiastek btedu sredniokwadratowego byt
najmniejszy w probce wstepnej®t. W wyniku takiego wyboru parametrow k
i A konstruowane prognozy zmienno$ci sg na ogot trafniejsze.

Jezeli przyjmiemy, ze realizacja o) jest ¢ oraz e, = o,z, , WOWczas mo-
del (3.2.38) mozna traktowa¢ jako model IGARCH(1,1) bez stalej a, (bez
dryfu). Zatem najlepszym rozwigzaniem (lepszym niz przyjmowanie z gory
okreslonych warto$ci) powinna by¢ estymacja parametru A .

Modele stochastycznej zmiennoSci

W ostatnich kilku latach coraz wigksza popularno$cia cieszy si¢ model
stochastycznej zmiennosci (ang. stochastic volatility — SV). W najprostszej
postaci model ten mozna przedstawi¢ w formie:

r=0exp(0,5p,)¢, (3.2.39)

p=9p.+0, (3.2.40)

gdzie |¢|<1, a ¢, 7, sa procesami bialoszumowymi: & ~ N(0,1),
n, ~N(O, 05 ).

Model SV lepiej opisuje zmiennos¢ finansowych szeregdw czasowych niz
modele klasy GARCH, poniewaz w modelu tym wystepuje dodatkowy sktad-
nik losowy, przez co zmiennos¢ nie jest okreslona w sposob deterministyczny.
Badania empiryczne pokazuja jednakze, ze lepsze dopasowanie tego modelu
w probie niekoniecznie przektada si¢ na trafniejsze prognozy zmiennosci. Wie-
cej informacji o roznych specyfikacjach modeli SV mozna znalez¢ migdzy in-
nymi w pracach Taylora (1994), Ghyselsa, Harvey’a i Renaulta (1996), Shep-
harda (1996) oraz Pajor (2003). Parametry modelu SV mozna oszacowac za
pomoca metody quasi-najwiekszej wiarygodnosci, w ktorej do budowy funkcji
wiarygodnosci wykorzystuje sie filtr Kalmana¥’. Uzyskane w ten sposob esty-
matory parametrow sg zgodne, jednakze estymatory sg nieefektywne. Znacznie
efektywniejsze estymatory parametréw mozna uzyskac za pomoca efektywnej
metody momentéw (EMM) oraz metody Monte Carlo, opartej na tancuchach
Markowa (MCMC). Jezeli parametry modelu byly szacowane z wykorzysta-
niem filtru Kalmana, to prognoz¢ warunkowej wariancji dla chwili # + s mozna
stosunkowo tatwo wyznaczy¢ na podstawie filtru Kalmana.

8 Szczegdlowy opis tego podejscia zostat przedstawiony w punkcie 3.2.5.
87 Ogolna postac filtru Kalmana zostata przedstawiona w punkcie 4.4.1.
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Modelowanie danych o czestotliwosci wyzszej niz dzienna

Dane o czestotliwo$ci wyzszej niz dzienna mogg by¢ wykorzystane nie
tylko do oceny trafno$ci prognoz, ale rowniez do samej konstrukcji prognoz
zmienno$ci. Mozna to zrobi¢ na dwa sposoby. Pierwszy sposob polega na
bezposrednim szacowaniu parametrow modeli i konstrukcji prognoz zmien-
nosci na podstawie stop zwrotu, obserwowanych z czestotliwoscia wyzsza
niz dzienna. Mozna tutaj zastosowa¢ wszystkie modele, ktore wykorzystuje
si¢ dla danych dziennych, w tym modele GARCH. Badania Andersena, Bol-
lersleva i Langego (1999) pokazuja, ze w przypadku modeli GARCH zwigk-
szanie czestotliwos$ci obserwacji do jednej godziny powoduje wzrost trafnosci
konstruowanych prognoz zmiennosci (parametry modeli GARCH dla danych
o czestotliwos$ci wyzszej niz dzienna zostaly oszacowane na podstawie mo-
delu dla danych dziennych, przy zalozeniu, ze proces cen instrumentu finan-
sowego jest cigglym procesem dyfuzji). Dalsze zwickszanie czestotliwosci
prowadzi jednakze do pogorszenia wynikdéw. Dla danych obserwowanych
w okresach krotszych niz godzina relatywnie duze znaczenie maja wahania
cykliczne oraz krotkie wzrosty zmiennos$ci po publikacji informacji makro-
ekonomicznych (terminy publikacji takich danych sg wcze$niej znane). Prze-
widywanie takich wahan nie jest mozliwe na podstawie klasycznych modeli
GARCH. Z tego wzgledu na bazie modelu GARCH powstato wiele alter-
natywnych postaci, stuzacych modelowaniu i prognozowaniu zmiennosci,
a majacych zastosowanie wylacznie w przypadku danych o bardzo wysokiej
czestotliwosci. Tego typu modele nie byly jednak przedmiotem analiz w ni-
niejszej pracy.

Modelowanie zmiennosci zrealizowanej

Drugi sposéb wykorzystania danych o czgstotliwo$ci wyzszej niz dzien-
na polega na bezposrednim modelowaniu zmiennosci zrealizowanej (naj-
czgsciej logarytmu zmiennoSci zrealizowanej, aby zapewni¢ bezwarunko-
wa homoskedastyczno$¢). Jako zmienno$¢ zrealizowang przyjmuje si¢ sume
kwadratow stop zwrotu dla danych o czestotliwosci wyzszej niz dzienna.
Do opisu zmiennosci zrealizowanej mozna zastosowaé wickszo$¢ modeli,
ktore wykorzystuje si¢ do opisu wartosci sredniej stop zwrotu w przypad-
ku dziennych stoép zwrotu, np. modele AR, ARMA czy ARFIMA. Charak-
terystyczng wiasnos$cia zmiennosci zrealizowanej jest dtuga pamig¢. Prob-
lemy dotyczace pomiaru zmienno$ci zrealizowanej zostaty przedstawione
w punkcie 3.2.1.
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Wykorzystanie informacji o maksymalnych i minimalnych notowaniach

Zamiast danych intraday mozna wykorzysta¢ informacje o maksymal-
nej i minimalnej cenie w ciggu dnia. Dane takie sg powszechnie dostepne dla
wigkszosci aktywow. Powstato co najmniej kilka r6znych metod szacowa-
nia zmiennosci, opartych na tego typu danych. Kilka z nich przedstawia Tsay
(2005). Jedng z mozliwosci jest przyjecie miary (3.2.22) jako realizacj¢ zmien-
nosci i bezposrednie modelowanie oraz prognozowanie za pomoca takich sa-
mych metod, jak w przypadku modelowania zmiennos$ci zrealizowane;.

Fiszeder (2005b) zaproponowat, aby estymacj¢ modelu GARCH prze-
prowadzi¢ na podstawie przeskalowanego prawdziwego zakresu zmiany.
Prawdziwy zakres zmiany (patrz formuta (3.2.23)) daje zawyzone szacunki
zmiennosci. Skalowanie mozna przeprowadzi¢ na dwa sposoby, korzystajac
z kwadratéw stop zwrotu lub wartosci bezwzglednych stop zwrotu. Przeska-
lowania TR dokonuje si¢ na podstawie formuty:

STR, = (3.2.41)

gdzie a = f—z %2 TR’ lub a:%i |”i , b:;i: |TRl.| w za-
i=1 i=1 i=l1 i=l1

lezno$ci od przyjetej metody skalowania®®,

Skalowanie dla warto$ci bezwzglednych stop zwrotu prowadzi na ogédt do
zanizonych szacunkéw prognoz, dlatego sugerujemy stosowanie skalowa-
nia dla kwadratow stép zwrotu. Prognozy budowane na podstawie modelu
GARCH, szacowanego dla przeskalowanego prawdziwego zakresu zmiany,
sa na 0got znaczaco trafniejsze od prognoz konstruowanych na podstawie mo-
delu GARCH szacowanego w sposob tradycyjny, czyli z wykorzystaniem da-
nych obejmujacych jedynie ceny zamknigcia.

Zmienno$¢ implikowana

Jezeli dana jest cena opcji oraz formula wyceny opcji, to mozna wyliczy¢
odchylenie standardowe stop zwrotu (o) aktywu, dla ktérego zostata wystawiona
opcja. Nie pozwala to jednakze unikng¢ problemu oceny zmienno$ci na podsta-
wie danych historycznych, poniewaz do oceny traftnho$ci wycen opcji konstruo-
wanych na podstawie okreslonych modeli wyceny konieczna jest znajomos$¢ od-
chylenia standardowego stop zwrotu. Nie jest zatem mozliwa ocena poprawnosci
formuty wyceny opcji dla rzeczywistych danych finansowych bez oceny zmien-

8 We wszystkich formutach zaktada sie, ze $rednia stopa zwrotu nie rdzni si¢ istotnie
od zera.
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nosci na podstawie danych historycznych. Wyznaczone na podstawie ceny opcji
i formuty wyceny opcji odchylenie standardowe stop zwrotu jest okre§lane mia-
nem implikowanego odchylenia standardowego i stanowi rynkowe oszacowanie
zmienno$ci instrumentu bazowego. Na przyktad dla modelu Blacka i Scholesa
(BS, Black i Scholes, 1973)* niemozliwe jest przedstawienie odchylenia stan-
dardowego jako funkcji pozostatych parametréw, dlatego wyznaczenia zmien-
nosci dokonuje si¢ metodami numerycznymi. W klasycznej formule BS zaklada
sig, ze o jest stale. Merton (1973) uogolnit ten model, dopuszczajac zmiennos¢
o. Przy takim zatozeniu implikowane odchylenie standardowe jest srednim od-
chyleniem dla catego okresu, do wygasnigcia opcji. Poniewaz formuta BS na
cen¢ opcji jest nieliniowa funkcja o, dlatego implikowane odchylenie standar-
dowe moze by¢ obcigzonym szacunkiem . Bodie i Merton (1995) pokazali, ze
dla opcji o krotkim czasie do wygasniecia obcigzenie to moze by¢ zminimali-
zowane przez wybor opcji z ceng wykonania rowng biezacej cenie rynkowej in-
strumentu pierwotnego. Z tego wzgledu do obliczania zmiennosci implikowanej
wybierane sa opcje at-the-money (wigcej informacji na ten temat mozna znalez¢
w podrozdziale 6.1). Nalezy takze pamigtac, ze ceny opcji uwzgledniajg rowniez
premi¢ za ryzyko zmiennoSci, przed ktéorym nie mozna si¢ zabezpieczy¢ (Bol-
lerslev i Zhou, 2006). Zmienno$¢ implikowana moze by¢ rowniez obcigzonym
szacunkiem zmiennosci, ze wzgledu na przyktad na bledng specyfikacje modelu
wyceny opcji lub z uwagi na fakt, ze ceny nie odpowiadaja réwnowadze rynko-
wej (rynek jest nieefektywny). Przy obliczaniu zmienno$ci implikowanej nalezy
rowniez pamigta¢ o wystepowaniu efektow u§miechu zmiennosci czy grymasu
zmiennosci, ktorych wystgpowanie moze w znaczacym stopniu wplynac na uzy-
skane szacunki zmienno$ci. W takich przypadkach mozna zastosowac¢ $rednig
arytmetyczng wazong z implikowanych odchylen standardowych, obliczonych
z opcji o roznych terminach do wygasnigcia lub réznych cenach wykonania. Na
ogot nie daje to jednakze trafniejszych prognoz zmienno$ci niz zmienno$¢ impli-
kowana, obliczona z opcji bedacych w cenie i o najkrotszym terminie do wygas-
ni¢cia. Mozna spodziewac si¢, ze prognozy zmienno$ci uzyskane na podstawie
cen opcji beda trafniejsze niz prognozy konstruowane na podstawie modeli sza-
cowanych wylacznie dla danych historycznych, poniewaz uwzgledniajg oczeki-
wania inwestorow (na przyktad terminy publikacji wielu istotnych danych ma-
kroekonomicznych czy finansowych sa wczesniej znane). Wazng kwestig jest
oczywiscie odpowiednia ptynnos$¢ rynku, ktéra w przypadku opcji dla wielu in-
strumentow bazowych nie jest wystarczajaca.

8 Zagadnienia dotyczace wyceny opcji przedstawiono w podrozdziale 6.1.
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O popularnosci zmiennosci implikowanej wérod inwestorow moze §wiad-
czy¢ fakt, ze gielda CBOE (Chicago Board of Options Exchange) juz w 1993
roku wprowadzita na bazie zmiennos$ci implikowanej indeks zmiennos$ci VIX,
wyznaczany na podstawie opcji ATM dla indeksu S&P 100 i $rednim czasie
do wykonania 30 dni. Podobne indeksy wprowadzono pozniej dla indeksow
Nasdaq 100 (VXN) i DJIA (VXD), a takze na wielu innych gietdach akc;ji, np.
na indeks DAX (VDAX).

Prognozy wielookresowe

W przypadku prostych metod prognozowania zmienno$ci, takich jak
model bladzenia przypadkowego dla wariancji, metoda wariancji rucho-
mej, metoda wyrownywania wyktadniczego dla wariancji, przyjmuje si¢ na
0go6l, ze prognozy zmiennosci dla okresow ¢+ 1,z + 2,...,t + k s3 rowne, tzn.
Ol iy = Oz == 0,y - Konstruowane w ten sposéb prognozy zmienno-
$ci nie uwzgledniajg waznej cechy proceséw kowariancyjnie stacjonarnych,
mianowicie powrotu zmiennos$ci do $redniej, czyli do poziomu wariancji bez-
warunkowe;j. Zaktadajac, Ze nie wystepuje autokorelacja stop zwrotu, progno-
za zmiennos$ci dla okresu [z 41,7 + k], jest wowczas réwna:

2 _ 2
U[t+l,t+k] ltp — kgt+l\t1; .

(3.2.42)

Wilasnos¢ powrotu zmiennosci do sredniej jest uwzgledniana przy kon-
strukcji prognoz na podstawie modelu GARCH (patrz formuta (3.2.28)).
Zaktadajac, ze nie wystepuje autokorelacja stop zwrotu, prognoza zmien-
nosci dla okresu [7 + 1,7 4 k], na podstawie modelu GARCH(1,1), jest dana
formuta:

Ry =Ko 4y, =) (1= (0 +8) Y=y = 8) " (3.243)

Zatem im dtuzszy horyzont prognoz wielookresowych (wigksza wartos¢ k),
tym mniejsza zmienno$¢ prognoz na jednostke czasu. Zmienno$¢ prognoz
wariancji, konstruowanych za pomocg prostego przeskalowania prognoz jed-
nookresowych, bedzie przeszacowana (patrz Andersen, Bollerslev, Christof-
fersen i Diebold, 2006).

W przypadku prognozowania na podstawie modeli GARCH z dodatko-
wa zmienng objasniajacg czgsto wystepuja problemy z uzyskaniem wartosci
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zmiennych objasniajacych dla dalszych okresow i konieczne jest ich progno-
zowanie™.

Konstrukcja rozktadu predyktywnego dla przedziatu czasowego jest
znacznie bardziej zlozona, niz w przypadku jednookresowego horyzontu.
Wielookresowy rozktad predyktywny moze by¢ zdefiniowany przez jedno-
okresowe rozktady:

PRI TS T O L0 LD VO LY

S| i dr, (3.2.44)

Niestety rozktadu tego nie daje si¢ przedstawi¢ w postaci prostych formut
analitycznych. Mozna zastosowa¢ metody numeryczne (Monte Carlo; zob.
prace o bayesowskim prognozowaniu na podstawie modeli GARCH i SV) lub
przyblizaé rozktad za pomocg parametrycznych lub nieparametrycznych me-
tod estymacji, opartych na warunkowej $redniej i wariancji.

3.2.3. METODY OCENY TRAFNOSCI PROGNOZ ZMIENNOSCI

Nie istnieje jedno kryterium trafnosci prognoz, ktére byloby powszechnie
akceptowane we wszystkich zastosowaniach (patrz Diebold, Gunther i Tay,
1998). Ten problem dotyczy szczegdlnie prognozowania zmienno$ci, gdzie
mamy do czynienia z nieliniowoscig i heteroskedastycznoscia. Stad w bada-
niach empirycznych wykorzystywane sa bardzo rézne miary jakos$ci prognoz,
w tym rowniez specyficzne miary oparte na ekonomicznych kryteriach, maja-
ce zastosowanie tylko w $cisle okreslonych sytuacjach.

Miary oceny doktadnosci prognoz mozna podzieli¢ na dwie grupy:

— miary symetryczne — oparte na symetrycznej funkcji straty, przeszaco-
wane i niedoszacowane prognozy majg taki sam wpltyw na oceng traf-
nosci prognoz;

— miary asymetryczne — oparte na asymetrycznej funkcji straty, w odmien-
ny sposob uwzgledniajg przeszacowane i niedoszacowane prognozy.

Miary symetryczne
Najczgsciej stosowane w przypadku oceny jakosci prognoz zmiennos$ci

% Patrz wczedniejsze uwagi na temat uwzglednienia przy ocenie trafno$ci prognoz nie-

pewnosci o przysztych warto$ciach takich zmiennych.
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miary symetryczne przedstawiono w tabeli 3.2°. Sredni absolutny btad pro-
gnozy skorygowany o heteroskedastycznos$¢ i pierwiastek btedu sredniokwa-
dratowego skorygowany o heteroskedastycznos¢ sa rowniez okreslane odpo-
wiednio jako $redni absolutny btad procentowy — MAPE (ang. mean absolute
percentage error) 1 pierwiastek procentowego btedu sredniokwadratowego —
RMSPE (ang. root mean squared percentage error).

Obserwacje nietypowe wywieraja mniejszy wplyw na logarytmiczng
funkcje straty niz na pozostate miary (patrz Poon i Granger, 2003). Miernik
ten nalezy stosowa¢ wowczas, gdy nie chcemy, aby kilka skrajnych duzych
warto$ci miato decydujacy wplyw na oceng trafnosci prognoz.

TABELA 3.2. SYMETRYCZNE MIARY OCENY DOKEADNOSCI PROGNOZ

Lp. Miara Postaé miary
Blad $redni IS, .
ME =— -

! (ang. mean error) m ;(UT o)

5 | Wzgledny _blqd $redni RME — ME /iigi
(ang. relative mean error) m
Sredni absolutny biad R o PR

3 (ang. mean absolute error) MAE = m ;‘ o=
Blad $redniokwadratowy MSE =LS 02 — o2\

4 (ang. mean squared error) 5 m ;(UT )
Pierwiastek bledu sredniokwadratowego  en

> (ang. root mean squared error) RMSE =~ MSE
Sredni absolutny btad prognozy R
skorygowany o heteroskedastyczno$é _ IS %%

6 (ang. heteroscedasticity adjusted HMAE m ; ar

mean absolute error)

Pierwiastek bledu sredniokwadratowego 5
7 skorygowany o heteroskedastyczno$¢ 1 & [17 L3 ]
(ang. heteroscedasticity adjusted

root mean squared error)

m

1 >
8 | Logarytmiczna funkcja straty LL= ;Z <ln(g;p) —In(o? ))2
T=1
m 2
9 |QLIKE OLIKE =13 Ino?, +- 7
m o

Tp

S - - o - 5 L
o’ jest to rgahzaqa wariancji w okresie prognozowanym 7, 6>, — prognoza wariancji
w okresie 7, m — liczba prognoz.

ZRODEO: OPRACOWANIE WEASNE.

! We wszystkich ponizszych wzorach na miary oceny doktadnos$ci prognoz, zamiast wa-
riancji o7, i GZTP, mozna réwniez przyja¢ odchylenia standardowe o i O, jednakze moze to
prowadzi¢ w niektorych sytuacjach do wyboru niewlasciwej metody prognozowania (tzn. ta-
kiej, dla ktorej optymalne prognozy znaczaco r6éznig si¢ od prawdziwych wariancji warunko-
wych) jako najbardziej trafnej (patrz Patton, 2006b).
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Miary asymetryczne

W niektérych zastosowaniach bardziej wlasciwe wydaje si¢ uzycie asy-
metrycznych miar oceny trafno$ci prognoz. Na przyklad niedoszacowanie
zmiennosci stopy zwrotu z akcji prowadzi do zanizonego szacunku ceny opcji
call wystawionej na dang akcje. Niedoszacowanie zmiennosci ma zatem wigk-
sze znaczenie dla wystawcy niz dla nabywcy opcji call. Odwrotna sytuacja wy-
stepuje w przypadku przeszacowania zmiennosci. Preferencje inwestorow naj-
czesciej nie sa symetryczne. Jest to dodatkowy argument za tym, aby do oceny
trafno$ci prognoz zmienno$ci przyjmowac miary asymetryczne. Najczesciej
stosowane w przypadku oceny jako$ci prognoz zmienno$ci miary asymetrycz-
ne, to funkcja straty LINEX oraz $rednie mieszane btedy prognoz.

Funkcja straty LINEX:
LINEX = iz {exp[a(o; — o7 )]—a(o; —o7)—1}. (3.2.45)
m -

Jezeli a> 0, to funkcja (3.2.45) jest w przyblizeniu liniowa w przypadku
przeszacowania zmiennosci (aﬁp > 07) oraz wykladnicza w przypadku nie-
doszacowania zmiennosci (J?p < 7). Oznacza to, ze bledy niedoszacowania
zmienno$ci majg wickszy wptyw na funkcje niz bledy przeszacowania. Dla
a < 0 sytuacja jest doktadnie odwrotna. Wybor parametru a jest subiektywny
i zalezy od konkretnego zastosowania. Christoffersen i Diebold (1997) przed-
stawiajg analityczne rozwigzanie dla optymalnej predykcji na podstawie funk-
cji LINEX, przy zatozeniu, ze proces jest warunkowo normalny.

Srednie mieszane bledy prognozy (ang. mean mixed error, patrz Brailsford
i Faff, 1996):

1 m m
MME@U)= ;{Z\ (07 —0;)K, |+ Z\ (07 —07,)L, " ] (3.2.46)
=1 =1
1 m m 05
MME(0)=— S| =o)L+ > |07 — 03K, ] (3.2.47)
T=1 T=1
1gdy 02 <02, 1 gdy 02 > o2
gdzie K, = B0 LTy, = B0
0 gdy o >0y, 0 gdy o <oy,

Btedy niedoszacowania zmiennos$ci maja wickszy wptyw na miar¢ MME(U),
a bledy przeszacowania — na miar¢ MME(O).
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Model regresji

Do oceny prognoz wykorzystuje si¢ bardzo czgsto model regresji. Mozna
testowac, czy okre§lone zmienne majg wplyw na uzyskane prognozy. Oceny
prognoz mozna dokona¢ na podstawie rGwnania regresji:

aL(o-]% b O-Zz"p )
o’

gdzie L(Jﬁ,aip) oznacza zastosowana do oceny prognoz funkcj¢ straty, x, |
to wektor zmiennych obja$niajacych, nalezacy do ¢, ,, v oznacza wektor
wspolczynnikow regresji.
Jezeli wspotczynnik regresji jest istotnie rézny od zera, to mozna uzyskac traf-
niejsze prognozy, wykorzystujac przy konstrukeji prognoz informacje o od-
powiedniej zmiennej x, ,. Mozna zatem powiedzie¢, ze model, na podstawie
ktorego konstruowano prognoze¢ nie jest optymalny. Poniewaz w réwnaniu
(3.2.48) wystepuje najczesciej autokorelacja oraz zmienna wariancja sktadni-
ka losowego, dlatego przy estymacji bledow standardowych wspotczynnikow
regresji nalezy zastosowac estymator odporny na tego typu charakterystyki
(patrz np. Newey i West, 1987). Jezeli w badaniu zastosowano nachodzace na
siebie okresy (np. miesigczne stopy zwrotu rozpatrywane codziennie), to esty-
matory MNK parametréw rownania regresji moga by¢ niezgodne za sprawa
na przyklad regresji pozornej (patrz Christensen i Prabhala, 1998; Fleming,
1998), dlatego nalezy wowczas zastosowac inng metode estymacji, np. uogol-
niong metode momentow. Taka sytuacja moze wystapi¢ na przyktad przy ana-
lizie zmienno$ci implikowanej, poniewaz wyznaczona zmienno$¢ dotyczy ca-
tego okresu do wygasniecia opcji.

Przyjmujac kwadratows funkcje straty postaci L(o;,07,)= (07 —o07,)’
oraz x, = oip, otrzymamy rownanie regresji, ktore jest bardzo czesto stosowa-
ne do oceny trafno$ci prognoz:

—a+v'x, +ep (3.2.48)

o7 =", + 'yla;p +e&;. (3.2.49)

Pagan i Schwert (1990) podaja, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, aby prognoza zmiennoSci byta nieobcigzona, jest: 7, =01 ~, =1. Jednakze
Taylor (1999) twierdzi, ze powyzsze warunki sa dostateczne, ale niekoniecz-
ne. Jezeli 1 , oznacza bezwarunkowg $rednig o7, wowezas v, = (1—, ) ,
jest warunkiem na nieobcigzono$¢ prognozy. Nalezy réwniez pamigtac, Ze
prawdziwa warto$¢ o, jest nieznana i nalezy ja oszacowac, dlatego szacunki
parametrow 7, i 7, sg obcigzone (E(9,) >0 oraz E(4,) <1).
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Jedng z miar, ktora jest najczesciej stosowana przy poroéwnywaniu roz-
nych metod prognozowania zmiennosci jest wspotczynnik determinacji R>.
Niestety wspotczynnik determinacji nie penalizuje prognoz obcigzonych, dla-
tego dla obcigzonych prognoz zmiennosci szacunki wspotczynnika R> moga
by¢ wyzsze niz dla prognoz nieobcigzonych. Blair, Poon i Taylor (2001) sto-
sujg nieco inng miare wspoétczynnika:

> (o703,
r=1 )
Z (O'i - /~ng )2
r=1

Wspoélczynnik P przyjmuje na ogdt wartoSci mniejsze niz tradycyjnie sto-
sowany wspotczynnik R*, a w niektérych sytuacjach moze nawet przybieraé
warto$ci ujemne (patrz Poon i Granger, 2003).

Poréwnania dwoch (lub wigcej) prognoz mozna réwniez dokona¢ bezpo-
$rednio na podstawie jednego rownania regresji (patrz np. Canina i Figlewski,
1993 lub Jorion, 1995):

P=1- (3.2.50)

U? =% +71U(21)Tp +'Yza(22)rp + & (3.2.51)
gdzie o(zi)Tp oznacza prognoz¢ wariancji dla okresu 7' skonstruowang na pod-
stawie i-tej metody. Jezeli prognozy afmp zawieraja dodatkowg informacje
r6zng od tej, ktora zawarta jest w prognozach aé)Tp, pozwalajaca wyjasnic¢
przyszta zmienno$¢, to ocena parametru 7y, powinna by¢ istotna statystycznie.
W przypadku prognoz silnie skorelowanych (a taka zaleznos¢ istnieje migdzy
prognozami konstruowanymi na podstawie wiekszosci modyfikacji modelu
GARCH) wystepuje jednakze problem wspotliniowosci.

W badaniach empirycznych do oceny trafno$ci prognoz zmiennosci wy-
korzystywane sa rowniez miary oparte na okreslonej postaci funkcji uzytecz-
nosci (patrz np. West, Edison i Cho, 1993 oraz Fleming, Kirby i Ostdiek,
2001 stosuja takie miary przy budowie portfeli papierow warto§ciowych) lub
specyficzne miary oparte na ekonomicznych kryteriach, ktére mozna wyko-
rzysta¢ tylko w $cisle okreslonych zastosowaniach (np. Engle, Hong, Kane
i Noh, 1993 do oceny przyjmuja zyskownos¢ okreslonej strategii inwestycyj-
nej). W niniejszej pracy oceny trafnosci prognoz zmiennosci dokonano poza
metodami czysto statystycznymi (punkt 3.2.5), rowniez ze wzgledu na traf-
no$¢ prognoz wartosci zagrozonej (punkt 4.2.3), w odniesieniu do konstrukcji
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portfeli efektywnych (punkty 5.1.2 i 5.1.3) oraz w odniesieniu do wyceny in-
strumentéw pochodnych (punkt 6.1.3).

Przy ocenie prognoz zmienno$ci na ogoét nie bierze si¢ pod uwage btedow
szacunku zwigzanych z estymacja parametréw modelu, na podstawie ktorego
konstruowana jest prognoza. W zastosowaniach praktycznych dlugos¢ pro-
by, na podstawie ktorej estymuje si¢ parametry jest bardzo duza w poréwna-
niu z horyzontem prognozy, dlatego wplyw bledu, zwigzanego z estymacja
parametrow, bedzie prawdopodobnie relatywnie maly w poréwnaniu z ble-
dem, jaki wynika z prognozowania na podstawie modelu. Zastosowanie me-
tod bayesowskich pozwala uwzgledni¢ bezposrednio bledy zwigzane z esty-
macjg parametrow modelu.

Badania Fiszedera (2005b), Hansena i Lunde’a (2006) oraz Pattona
(2006b) pokazaty, ze rankingi metod prognozowania zmiennosci zaleza w du-
zym stopniu od przyjetej miary zmiennosci. Patton pokazuje, ze sposrod po-
wszechnie stosowanych miar oceny prognoz zmiennos$ci tylko biad $rednio-
kwadratowy jest funkcja straty niewrazliwa na blad wynikajacy z zastosowania
niedoskonalego estymatora prawdziwej wariancji warunkowej. Na przyktad
przyjecie jako realizacje zmienno$ci kwadratow dziennych stop zwrotu, dla
wigkszo$ci kryteriow trafnosci prognoz, moze prowadzi¢ do wyboru mniej
trafnych metod prognozowania zmiennosci. Patton (2006b) oraz Hansen
i Lunde (2006) podajg warunki, jakie musza by¢ spetnione, aby funkcja straty
byla niewrazliwa na blad zwigzany z przyblizaniem prawdziwej zmiennosci.
Patton przedstawia rodzing¢ funkcji, ktora przy spetnieniu pewnych warunkoéw
dotyczacych odpowiednich momentow jest niewrazliwg funkcja straty:

1 2b+4 2 \b+2 1 2 \b+1 2 2 \b+2
— (¥ (o (0} (07— (o dlab ¢ {-1,-2},
(bH)(bH)(T (©3,)" )= @) (o7 = (07,)"7) dilabg (1.2}
22y
Uor030) =162 — 02 402 In(0% 1 07,) dlab=—1,
or /U%,7 —In(o} /0'72-/7)—1 dlab=-2.
(3.2.52)

Dla b=0 otrzymujemy blad $redniokwadratowy, natomiast dla p=—-2 —
funkcje straty QLIKE (z doktadnoscia do statych).

Badanie istotnoS$ci réznic miedzy miarami trafnosci prognoz

Nawet znaczna r6znica w szacunkach okre§lonej miary oceny trafnosci
prognoz migdzy réznymi metodami konstrukcji nie gwarantuje, ze jest ona
statystycznie istotna. Mozna testowaé rownos$¢ szacunkdéw miar trafnosci pro-
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gnoz konstruowanych na podstawie r6znych metod lub wyzszos¢ okreslonej
metody, czy tez metod nad wybranym benchmarkiem. Do pierwszej grupy
mozna zaliczy¢ testy zaproponowane przez Diebolda i Mariano (1995), We-
sta (1996) oraz Giacomini i White’a (2006), do drugiej natomiast test skon-
struowany przez White’a (2000). Test zaproponowany przez Diebolda i Ma-
riano (1995) nie uwzglednia niepewnosci zwigzanej z estymacijg parametrow
modeli, na podstawie ktorych konstruuje si¢ prognoze. Niepewno$¢ ta zosta-
fa uwzgledniona w tescie Westa (1996), opisanym ponizej w odniesieniu do
wariancji i btedu sredniokwadratowego. W tescie Giacomini i White’a (2006)
weryfikuje si¢ hipoteze dotyczaca warunkowej rownosci szacunkdéw miar traf-
nos$ci prognoz konstruowanych na podstawie ré6znych metod. Zaproponowano
rowniez szereg dodatkowych testow bedacych rozszerzeniami lub modyfika-
cjami powyzszych testow. Do drugiej grupy testow mozna zaliczy¢ procedure
przedstawiong przez Hansena, Lunde’a i Nasona (2003, 2005), ktéra polega
na konstrukeji zbioru ufnosci modelu, na podstawie ktorego wybiera si¢ naj-
lepsza metode lub grupe metod prognozowania zmiennosci®2.

West i Cho (1995) przedstawiajg procedur¢ testowania istotno-
$ci réznic dla btedu sredniokwadratowego. Niech afrp oznacza progno-
z¢ o, skonstruowana na podstawie [-tej metody, & to wektor zawie-
rajacy wszystkie parametry, we wszystkich rOZWZaZanych modelach,
g = O'; _012Tp’ Cz E(ulT) C/ - mleT 1(0-; _6-1271’) , 0= (61’62""’61)"
g,(0,8) = (i} — (i, — Cyrontiz — €)', B to macierz o wymiarach (1 —1) x/,
ktorej pierwsza kolumna jest rowna (—1,—1,...,—1)', a pozostale kolumny
zaw1erajq macierz jednostkowa, S= F + Z =7 /(k+ 1)](F +F' s
F =m ZT L g8, s Wartos¢ k jest ustalana na podstawie automa-
tycznej reguty Jako czes¢ catkowita z liczby 1,1447 (3 /5§y m'”, gdzie
5O =4, —i-ZZ W, 80 = =2>" @@= =w'T’,w, w jest wektorem jedy-
nek, a n jest czgécia catkowitg z 4(m / 100) Przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej BO = 0 statystyka dana formuta:

m0'B'(BSB") 'B0 (3.2.53)

ma asymptotyczny rozktad Xol—1 stopniach swobody.

2 W tescie korzysta si¢ z metod bootstrapowych.
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3.2.4. TRAFNOSC METOD PROGNOZOWANIA ZMIENNOSCI
NA PODSTAWIE MODELI GARCH W SWIETLE BADAN EMPIRYCZNYCH

Przeprowadzono dziesiatki badan empirycznych, w ktérych oceniano
trafno$¢ prognoz zmienno$ci. Duza czg$¢ tych badan dotyczyta miedzy in-
nymi modelu GARCH. Wyniki dotychczasowych badan nie wskazujg jed-
noznacznie okreslonej klasy modeli, na podstawie ktorych uzyskiwaloby sie
najtrafniejsze prognozy zmiennosci dla proces6w finansowych. Niektorzy au-
torzy preferujg prostsze modele, jak na przyktad modele regresji (np. Dim-
son i Marsh, 1990), inni bardziej ztozone, jak modele GARCH (np. Akgi-
ray, 1989) czy modele stochastycznej zmiennosci (np. Yu, 2002); jeszcze inni
twierdza, ze najlepsze prognozy zmiennosci mozna uzyskac na podstawie cen
opcji (tzw. zmiennos$¢ implikowana, np. Jorion, 1995). Wyniki zalezag w du-
zej mierze od przyjetego do oceny kryterium oraz od miary zmiennos$ci. Ba-
dania Pattona (2006b) pokazuja, ze rdznice w rankingach, uzyskiwane dla
réznych kryteridow oceny prognoz, moga wynika¢ z przyjecia zbyt mato do-
ktadnej miary realizacji zmiennosci (np. kwadratu dziennej stopy zwrotu).

Wiekszo$¢ analiz ogranicza si¢ jednak do kilku wybranych modeli, co
nie upowaznia do wyciagania szerszych wnioskow. Duzy wplyw na otrzyma-
ne wyniki ma réwniez przyjeta do badania czestotliwo$¢ danych oraz okres,
dla jakiego buduje si¢ prognoze. Prognozy zmiennosci, uzyskane na pod-
stawie modeli GARCH, s3 bardziej doktadne w przypadku danych o wyso-
kiej czgstotliwos$ci 1 bardzo krétkiego horyzontu prognozy (patrz np. West
i Cho, 1995; Andersen i Bollerslev, 1998; Christoffersen i Diebold, 2000),
w przeciwienstwie do dlugiego horyzontu, dla ktérego prognozy obliczone
na podstawie innych modeli, sa bardzo czgsto doktadniejsze (np. Lamoureux
i Lastrapes, 1993). W przypadku dlugiego horyzontu prognozy wyniki traf-
no$ci moga by¢ znacznie znieksztalcone przez stosowanie wzorow przybli-
zajacych, jak np. reguta pierwiastka kwadratowego z czasu (patrz formula
(4.1.1)). W prognozowaniu zmiennosci dla dtugiego horyzontu pomocne sg
inne zmienne ekonomiczne, jak np. spread stop procentowych czy wskazni-
ki finansowe (patrz Andersen, Bollerslev, Christoffersen i Diebold, 2006). In-
teresujacy jest fakt, ze zwigkszanie proby do estymacji modelu, na podsta-
wie ktorego buduje si¢ prognoze, nie powoduje wzrostu doktadnosci prognoz
(patrz West i Cho, 1995), co jest sprzeczne z obserwowanym dlugotermino-
wym wplywem zjawisk szokowych na wariancje.

Na podstawie wielu przeprowadzonych badan mozna sprobowac sformu-
lowa¢ pewne wnioski dotyczace trafnoséci prognoz konstruowanych na pod-
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stawie modeli GARCH. Prognozy te s najcz¢$ciej trafniejsze od prostych
metod konstrukeji, takich jak model zmiennosci historycznej, model btadze-
nia przypadkowego, metoda wariancji ruchomej czy metoda wyréwnywania
wyktadniczego dla szeregow bedacych realizacjami procesow kowariancyj-
nie stacjonarnych (patrz Poon i Granger, 2003). W przypadku proceséw nie-
stacjonarnych trafniejsze prognozy od modelu GARCH mozna czgsto uzy-
ska¢ na podstawie metody wyrownywania wyktadniczego. Na ogét modele
GARCH uwzgledniajace asymetryczny wplyw stopy zwrotu na wariancje
(poza modelem EGARCH, gdzie wystepuje logarytm wariancji) wypadaja le-
piej w rankingach niz modele GARCH. Prognozy konstruowane na podstawie
modeli GARCH sa najczesciej przeszacowane, szczeg6lnie w okresach o ob-
nizonej zmiennosci. Rozszerzenie réwnania dla wariancji warunkowej w mo-
delu GARCH o dodatkowa zmienna (np. zmienno$¢ zrealizowana aproksy-
mowang na podstawie danych o czestotliwosci wyzszej niz dzienna) czgsto
prowadzi do wzrostu trafno$ci prognoz.

Dotychczasowe wyniki poroéwnania trafno$ci modeli GARCH 1 stocha-
stycznej zmiennosci nie sg jednoznaczne. Pordwnanie modeli w probie wy-
pada zdecydowanie na korzy$¢ modelu SV (patrz Osiewalski, Pajor i Pipien,
2004), co wynika z faktu, ze brany jest pod uwagg caty model statystyczny.
Rezultaty dotyczace trafnosci prognoz zmiennosci sg juz jednakze zréznico-
wane (patrz Poon i Granger, 2003). Wynika to z faktu, Ze ocenia si¢ jedynie
wybrany aspekt modelu, w tym przypadku trafnos$¢ prognoz zmiennosci, kon-
struowanych na podstawie tego modelu.

Na wyniki estymacji parametréw modeli GARCH duzy wptyw maja war-
tosci ekstremalne zwigzane z kryzysami finansowymi czy zalamaniami ryn-
kowymi, dlatego takie zdarzenia majg rowniez istotny wptyw na wyniki ana-
liz trafnos$ci prognoz zmienno$ci.

Prognozy zmiennos$ci, konstruowane na podstawie cen opcji, sg na ogo6t
obcigzone (czesciej przeszacowane), jednakze mimo to sa czgsto trafniejsze
niz prognozy konstruowane na podstawie innych modeli szacowanych dla da-
nych dziennych, w tym modeli GARCH (patrz Poon i Granger, 2003). Prze-
waga zmienno$ci implikowanej uwidacznia si¢ szczegdlnie w prognozowaniu
duzego i naglego wzrostu zmienno$ci. Warunkiem koniecznym trafnych pro-
gnoz jest odpowiednia ptynno$¢ rynku opcji. W przeciwnym wypadku czyn-
niki zwigzane z mikrostrukturg rynku, takie jak na przyktad réznice miedzy
oferta kupna i sprzedazy mogag powodowac znaczne obcigzenie szacunkow.
Niestety tylko wybrane instrumenty finansowe spetniaja warunek odpowied-
niej ptynnoséci. Wazna jest takze dostepnos¢ opcji o okresach waznosci zbli-
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zonych do horyzontu prognozy. W badaniu Xu i Taylora (1995) oraz Chri-
stensena i Prabhala (1998) zastosowano takie opcje i prognozy wyznaczone
na podstawie zmiennosci implikowanej byly zdecydowanie trafniejsze niz
prognozy konstruowane na podstawie danych historycznych. Natomiast Day
i Lewis (1992), Lamoureux i Lastrapes (1993) oraz Canina i Figlewski (1993)
nie zastosowali takich danych i nie zaobserwowali przewagi zmiennos$ci im-
plikowanej. Niestety przy prognozach krotkookresowych bardzo rzadko moz-
na skorzysta¢ z takich opcji.

W ostatnich kilku latach zaczeto bezposrednio modelowaé zmiennosé
zrealizowang za pomoca modeli, ktére tradycyjnie stosuje si¢ do opisu war-
tosci $redniej. Dotychczasowe wyniki badan wskazuja, ze prognozy zmien-
nosci skonstruowane na podstawie tak oszacowanych modeli (szczegélnie
uwzgledniajacych dhuga pamiec) sa czesto trafniejsze niz prognozy konstruo-
wane na podstawie modeli szacowanych na podstawie dziennych stop zwrotu,
w tym modeli GARCH, a takze niz prognozy konstruowane na podstawie cen
opcji (patrz np. Andersen, Bollerslev, Diebold i Labys, 2003; Pong, Shackle-
ton, Taylor i Xu, 2004). Pong, Shackleton, Taylor i Xu (2004) twierdza, ze
przewaga takich prognoz wynika z samego modelowania zmiennosci zreali-
zowanej, a nie z zastosowania modeli opisujacych dluga pamigc.

Prognozy zmiennos$ci konstruowane na podstawie modeli szacowanych
dla danych o czgstotliwosci wyzszej niz dzienna powinny by¢ teoretycznie
doktadniejsze niz dla danych dziennych, poniewaz przy ich konstrukcji wy-
korzystuje si¢ znacznie wigksza ilo$¢ informacji. Potwierdzajg to na ogot wy-
niki badan empirycznych. Wniosek ten dotyczy nie tylko modeli GARCH.
Wzrost czgstotliwosci danych powoduje wzrost traftnosci prognoz, ale tylko
do pewnego momentu. Dla danych o bardzo wysokiej czestotliwosci wigk-
sze znaczenie majg wahania cykliczne oraz czynniki zwigzane z mikrostruk-
turg rynku (dla mato ptynnych aktywow czynniki zwigzane z mikrostruktu-
ra rynku wptywaja znacznie na wlasnosci takich stop zwrotu, utrudniajac ich
wykorzystanie). Gléwnym problemem z zastosowaniem danych o wysokiej
czestotliwosci jest ich dostepnosé. Dane takie sa dostgpne najczesciej tylko
dla najbardziej ptynnych instrumentow finansowych. Koszty pozyskania da-
nych o wysokiej czestotliwos$ci sg na ogot wyzsze niz danych dziennych, kto-
re s3 powszechnie dostepne. Konieczno$¢ przetwarzania duzej ilo$ci informa-
cji wydtuza znacznie czas estymacji parametroéw modeli.

Konstruowanie prognoz na podstawie danych o czestotliwosci mniejszej
niz dzienna prowadzi na ogét do spadku trafnosci prognoz zmiennosci dla
krotkiego horyzontu w stosunku do konstrukceji prognoz na podstawie danych
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dziennych. Jest to zwigzane ze zmniejszeniem si¢ ilosci informacji. Z dru-
giej strony, przy prognozach dla bardzo odlegtych horyzontéw prognozy wy-
korzystanie danych dziennych prowadzi do wigkszych blteddéw prognozy niz
konstrukcja prognoz bezposrednio na podstawie danych o mniejszej czgstotli-
wosci (patrz np. Figlewski, 1997).

Usrednianie prognoz konstruowanych na podstawie r6znych metod, czyli
konstrukcja tzw. prognoz kombinowanych, prowadzi najczesciej do wzrostu
trafnosci prognoz. Natomiast specyfikacja rownania dla sredniej ma nieistot-
ny wpltyw na traftno$¢ prognoz zmiennosci (patrz np. Hansen i Lunde, 2005).

3.2.5. PROGNOZOWANIE ZMIENNOSCI STOP ZWROTU
DLA GPW w WARSZAWIE

Literatura dotyczaca prognozowania zmiennos$ci z zastosowaniem mo-
deli GARCH dotyczaca polskiego rynku finansowego, jest juz stosunkowo
bogata. Pierwsze badania w tym zakresie prowadzili migdzy innymi Pion-
tek (2003a), Doman i Doman (2004), Fiszeder (2004c, 2004d, 2005b, 2007b),
Osiewalski, Pajor 1 Pipien (2004) oraz Pipien (2006). Pojawiajg si¢ kolejne
prace, w ktorych bada si¢ trafno$¢ prognoz wybranej specyfikacji modelu.
Tylko w pracach Doman i Doman oraz Fiszedera do oceny jako$ci prognoz
wykorzystano dane o wysokiej czestotliwos$ci. Zastosowanie do oceny danych
intraday jest o tyle wazne, ze wykorzystanie w badaniu tylko danych dzien-
nych moze spowodowac btedng ocene wynikow (patrz punkt 3.2.3). W pracy
Doman i Doman (2004) przedstawiono wyniki dotyczace prognozowania tyl-
ko dla wybranych specyfikacji modeli GARCH, najcze¢sciej najlepszych we-
dhug kryteriow informacyjnych, przez co niemozliwe jest poréwnanie traf-
nosci prognoz dla wszystkich rozwazanych specyfikacji modeli GARCH.
Niniejsze badanie obejmuje szerszg klase modeli GARCH, szczegdlnie mo-
deli rozszerzonych o dodatkowe informacje oraz dotyczy znacznie szerszego
okresu badania, co moze mie¢ znaczacy wplyw na uzyskane wyniki®’. Ponad-
to przeprowadzono analiz¢ wlasnosci wariancji oraz zbadano, jaki jest wptyw
tych wlasnos$ci na trafno$¢ prognoz zmiennosci.

Ocena trafno$ci wybranych metod prognozowania zmiennosci zostala
przeprowadzona dla indeksu WIG20 oraz spotki PKN Orlen. Indeks WIG20
obejmuje dwadzies$cia najwigkszych i najbardziej ptynnych spotek notowa-

% Przyjety w pracy Doman i Doman (2004) okres poréwnan prognoz charakteryzuje si¢
stosunkowo niskg zmiennos$cig rynku.
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nych na GPW w Warszawie®. Spotka PKN Orlen zostata wybrana jako spotka
o najwickszym obrocie w okresie konstrukcji prognoz. Wybér indeksu oraz
spoiki jest celowy 1 zostat podyktowany checig uniknigcia problemow zwig-
zanych z mikrostruktura rynku, a bedacych nastgpstwem wykorzystania da-
nych o wysokiej czestotliwosci. W przypadku mato ptynnych aktywdéw nie
wiadomo doktadnie, jaki wptyw na uzyskane wyniki analizy trafho$ci metod
prognozowania ma mikrostruktura rynku (badania teoretyczne i symulacyj-
ne pokazuja, ze wptyw ten moze by¢ znaczacy). Do analizy przyjeto dzienne
stopy zwrotu od 2 stycznia 2001 roku do 29 grudnia 2006 roku (1504 obser-
wacje). Prognozy wariancji konstruowano na jedna sesj¢ oraz osobno na pigcé
sesji do przodu, dla okresu od 2 stycznia 2004 roku do 29 grudnia 2006 roku
(757 dziennych oraz 151 tygodniowych stép zwrotu). Parametry wszystkich
analizowanych modeli estymowano 757 razy, dodajac za kazdym razem ko-
lejng obserwacj¢. Dla danych dziennych ocena trafnosci prognoz zmiennosci
zostala zatem dokona dla stosunkowo dtugiego okresu (757 obserwacji dzien-
nych, 151 obserwacji tygodniowych®, 57 tys. obserwacji 5-minutowych).
Wtasnosci procesow w krotkim okresie moga znacznie odbiegaé od wlasno-
sci dlugookresowych (np. kilka miesiecy o znacznie podwyzszonej zmienno-
$ci zwigzanej z kryzysem finansowym), dlatego ocena trafthosci powinna by¢
przeprowadzana dla dtuzszego okresu.

Badano procentowe logarytmiczne stopy zwrotu, obliczane wedlug for-
muty®: r, =100In(P, / P_,), gdzie P, jest ceng zamknigcia w chwili ¢. Dla in-
deksu WIG20, dla catego badanego okresu, wystgpowata staba autokorelacja
pierwszego rzedu o niestabilnej strukturze w czasie®’, nieistotna statystycz-
nie przy oddzielnym badaniu dla okresu estymacji i prognozowania. Stopy
zwrotu spotki PKN Orlen pozbawione byly autokorelacji. W obu przypad-
kach przyjeto nastgpujaca specyfikacj¢ rownania dla Sredniej: », =y +¢,.

Glownym celem badania byta ocena trafnosci prognoz zmiennosci konstru-
owanych na podstawie roznych specyfikacji modeli GARCH, ktorych parametry
sg estymowane na podstawie danych dziennych. W pracy nie rozwazano modeli

¢ Indeks WIG20 obok indeksu WIG jest najbardziej znanym i analizowanym indeksem
rynku akcji w Polsce. W odréznieniu od indeksu WIG obejmuje tylko spotki najbardziej ptynne.

% W przypadku dtuzszego horyzontu prognozy niewskazane jest stosowanie nachodzg-
cych na siebie okresow, np. tygodniowe stopy zwrotu rozpatrywane codziennie, poniewaz sa-
siednie stopy zwrotu zawierajg zblizone informacje o aktywach.

% Przeskalowanie stop zwrotu nie wptywa na uzyskane wyniki, przyspiesza natomiast
czgsto znaczgco estymacj¢ parametrow za pomocg metod numerycznych.

7 Podobny wniosek uzyskano w pracy Doman i Doman (2004) dla indeksu WIG, ktory
ma bardzo zblizone wlasno$ci do indeksu WIG20.
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dla danych o czgstotliwo$ci wyzszej niz dzienna ani modeli zmienno$ci zrealizo-
wanej. W dwoch przypadkach korzystano z danych intraday w postaci zagrego-
wanej. Ze wzgledu na cel pracy przy wyborze metod prognozowania zmienno-
$ci najwigkszy nacisk potozono na modele klasy GARCH. Dodatkowo zbadano,
czy mozliwe jest zwiekszenie trafnosci prognoz zmiennosci konstruowanych na
podstawie modeli GARCH przez wykorzystanie dodatkowych informacji.
Analizowane metody prognozowania zmienno$ci mozna podzieli¢ na
trzy grupy. Pierwsza grupa obejmuje modele klasy GARCH, ktorych parame-
try byly estymowane na podstawie dziennych stop zwrotu, z wykorzystaniem
wylacznie cen zamknigcia: GARCH, model GARCH z warunkowym rozkta-
dem t-Studenta (oznaczony jako GARCH-t), IGARCH, GARCH-M, model
GARCH z progowym efektem GARCH-M (GARCH-MT), EGARCH, GJR-
GARCH, TGARCH i FIGARCH. Druga grupa obejmuje inne metody, ktore
zastosowano rowniez dla dziennych stop zwrotu”: model btgdzenia przypad-
kowego dla wariancji (RW), metod¢ zmiennos$ci historycznej (HA), metode
wariancji ruchomej (MA), metodg wyrownywania wyktadniczego dla warian-
cji (ES) oraz model stochastycznej zmiennosci (SV). Trzecia grupa obejmuje
metody'®, w ktorych wykorzystuje si¢ dodatkowe informacje: model GARCH
szacowany na podstawie przeskalowanego prawdziwego zakresu zmiany
(GARCH dla TR - formuta (3.2.41)), model GARCH rozszerzony o dodatko-
we zmienne objasniajace w chwili # —1 (formuta 3.2.34) — kwadrat prawdzi-
wego zakresu zmiany (GARCH z TR), kwadrat r6znicy mig¢dzy logarytmami
z maksymalnej i minimalnej ceny w ciggu dnia (GARCH z HL), sum¢ kwa-
dratoéw stop zwrotu o czestotliwosci wyzszej niz dzienna (GARCH z 5MR)!™!
oraz kwadrat stopy zwrotu indeksu S&P 500 (GARCH z S&P). Badano row-
niez modele GARCH opisujace wahania sezonowe (GARCH z sez.), efekt
dnia tygodnia (GARCH z tyg.) oraz efekt zwigzany z okresami Swigtecznymi
(GARCH z $w.), model GARCH z indeksem S&P 500 w $redniej (S&P w $red-
niej), model bladzenia przypadkowego dla zmienno$ci zrealizowanej, oblicza-
nej jako suma kwadratow stop zwrotu o czestotliwosci wyzszej niz dzienna
(RW intra) oraz zmienno$¢ implikowana wyznaczona na podstawie cen, osob-
no opcji call (ZI call) i opcji put (ZI put)'®. Indeks S&P 500 zostat uwzgled-

% Modele te zostaly omdwione w podrozdziale 1.2.

* W nawiasach podano przyjete w dalszej czeSci pracy oznaczenia.

10 Metody i modele nalezace do grupy drugiej i trzeciej zostaty przedstawione w punkcie
3.2.2. Wyjatkiem s3a modele z wahaniami cyklicznymi przedstawione w podrozdziale 1.6.

101" Ze wzglgdu na ograniczong dostgpno$é danych intraday dla spotki PKN Orlen pomi-
ni¢to analiz¢ modelu GARCH rozszerzonego o zmiennos$¢ zrealizowana.

102 Zmienno$¢ implikowana badano tylko dla indeksu WIG20, poniewaz opcje na akcje
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niony w badaniach, poniewaz koniunktura na GPW podobnie jak i na innych
rynkach akcji na §wiecie jest w duzym stopniu uzalezniona od koniunktury na
rynku akcji w Nowym Jorku (patrz Fiszeder, 2001b, 2003a). Indeks S&P 500
dobrze mierzy koniunkture na szerokim rynku akcji i jest jednym z najczesciej
analizowanych indekséw rynku akcji w Stanach Zjednoczonych. Poszerzenie
rownania dla wariancji o sume kwadratow stdp zwrotu o czestotliwosci wyz-
szej niz dzienna oraz r6znice miedzy logarytmami z maksymalnej i minimal-
nej ceny w ciggu dnia powodowato czesto wzrost trafnosci prognoz zmienno-
$ci w innych badaniach.

Estymacji parametréw modeli GARCH dokonano metodg quasi-najwigk-
szej wiarygodnosci. Wyjatkiem jest model GARCH z warunkowym rozkta-
dem t-Studenta, w przypadku ktérego zastosowano metod¢ najwigkszej wia-
rygodnosci. Na podstawie kryterium informacyjnego Schwarza i testow na
wystepowanie efektu ARCH jako wystarczajacy do opisu zmienno$ci wa-
runkowej wariancji przyjeto model GARCH(1,1). Parametry modelu stocha-
stycznej zmiennosci estymowano za pomocg metody quasi- najwiekszej wia-
rygodnosci, w ktorej do budowy funkcji wiarygodnosci wykorzystuje sie filtr
Kalmana. Wyboru statej wygladzania w metodzie wariancji ruchomej oraz
parametru wygasania w metodzie wyrownywania wyktadniczego dokonywa-
no dla kazdego okresu na podstawie probki wstepnej. Wybierano te wartosci,
dla ktorych pierwiastek btedu sredniokwadratowego byt najmniejszy w prob-
ce wstepnej. Probka wstepna miata 150 obserwacji, stala wygtadzania mogla
przyjmowac¢ wartosci od 5 do 120, a parametr wygasania od 0,01 do 0,99'%
(co 0,01). Wartosci statej wygladzania ograniczono do 120, aby ruchoma wa-
riancja szybciej odzwierciedlata aktualne zmiany na rynku'®. Na ogét rowno-
legle w badaniu stosuje si¢ rowniez wariancj¢ bezwarunkowa, ktorej szacunek
moze by¢ traktowany jako ruchoma wariancja o bardzo duzej wartos$ci statej
wygladzania. Dodatkowo badano metode MA ze stala wygtadzania réwna 25
oraz metode wyrownywania wyktadniczego z parametrem wygasania row-
nym 0,94, okres§lang dalej jako model RiskMetrics.

Jako realizacje wariancji do oceny traftho$ci prognoz dla indeksu WIG20
przyjeto sumy kwadratow S-minutowych stop zwrotu (formuta (3.2.17)), na-
tomiast dla spotki PKN — sumy kwadratéw godzinnych stop zwrotu. Zmien-

wprowadzono dopiero 17 pazdziernika 2005 roku. Z powodu niskiej ptynnosci 4 lipca 2007 r.
zawieszono obrot wszystkimi seriami opcji na akcje.

13 W metodzie wyré6wnywania wyktadniczego dla wariancji bardzo rzadko si¢ zdarza,
aby wyznaczony parametr wygasania przyjmowat wartosci ponizej 0,9.

104 Warto$¢ stalej wygtadzania rowna 120 przyjmowali inni badacze (patrz np. Hendricks,
1996; Walter i Lopez, 2000).
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no$¢ szacowana jako suma kwadratéw stop zwrotu o czestotliwosci 5, 10,
15, 30 i 60 minut byla w przypadku stop zwrotu spotki PKN przeszacowa-
na w stosunku do zmiennosci obliczanej na podstawie danych dziennych, od-
powiednio o 38,8%, 21,3%, 13,3%, 6,0% oraz 3,3%. W duzej mierze bylo to
zwigzane z niskg ptynnoscig oraz ujemng autokorelacjg stop zwrotu dla da-
nych intraday!'®.

Zmiennos$¢ implikowana byta obliczana na podstawie cen opcji notowa-
nych na GPW w Warszawie!%. Zastosowano opcje at-the-money (ATM) o naj-
blizszym terminie do wygasnigcia oraz model Blacka i Scholesa (BS). Dla ta-
kich opcji obcigzenie wynikajace z zastosowania modelu BS jest minimalne,
poza tym opcje te naleza do najbardziej ptynnych, dzieki czemu minimalizuje
si¢ negatywny wpltyw niesynchronicznych transakcji. Dla mato plynnych in-
strumentow ceny zamkniecia opcji i instrumentu bazowego moga pochodzié¢
z odlegtych momentow w ciagu dnia, w zwigzku z czym cena opcji w danym
momencie odpowiadata innej cenie instrumentu bazowego niz wynikaloby
to z cen zamknigcia. Aby wyeliminowa¢ wplyw wygasania opcji, na tydzien
przed wygasnigciem analizowano kolejng seri¢ opcji ATM o najblizszym ter-
minie do wygasnigcia. W badaniu uwzgledniono wyptacone w okresie wazno-
$ci opcji dywidendy'”’. Przyjeto stosowany przez GPW w Warszawie sposob
obliczania stopy procentowej wolnej od ryzyka. W obliczeniach wykorzystu-
je si¢ stopy procentowe WIBOR i WIBID!%.

Badania dotyczace zmiennosci implikowanej dla instrumentéw pochod-
nych na polskim rynku finansowym prowadzili migdzy innymi Piontek (1999),
Majewska (2004) oraz Phuciennik i Buszkowska (2008). W badaniu Majew-
skiej (2004) porownano zmienno$¢ implikowana z szacunkami zmiennosci
otrzymanymi na podstawie innych podstawowych metod. Badanie to zatem
nie dotyczyto trafnosci prognoz zmiennos$ci. Pluciennik i Buszkowska mode-
lowali i prognozowali zmienno$¢ implikowana, traktujac ja jako zmienna ob-
serwowalng 1 nie porownywali wynikow z rzeczywistg zmienno$cia instru-
mentu finansowego. W pracy Piontka (1999) prognozy zmienno$ci obliczone
na podstawie cen opcji dla kursu USD/PLN dla 10 obserwacji miesigcznych,

195 Warto zwroci¢ uwagg, ze tak silny wptyw czynnikow zwigzanych z mikrostruktura
rynku wystepuje nawet w przypadku najbardziej pltynnej w badanym okresie spotki notowanej
na GPW w Warszawie.

1% Sa to opcje europejskie.

197 Wartoé¢ indeksu zostata zmniejszona o warto$¢ biezaca wyptaconych w okresie waz-
nosci opcji dywidend, w odpowiedniej proporcji, zgodnej ze sktadem indeksu.

108 Szczegdtowy opis procedury mozna znalez¢ na stronach GPW w Warszawie: www.
gpw.com.pl.
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nie byty trafniejsze niz prognozy skonstruowane na podstawie modelu zmien-
nosci historycznej (odchylenia standardowego stop zwrotu).

Oceny trafnosci prognoz dokonano na podstawie nastepujacych miar:
wzglednego bledu $redniego (RME), sredniego absolutnego btedu (MAE),
pierwiastka btedu sredniokwadratowego (RMSE), logarytmicznej funkcji stra-
ty (LL), sredniego absolutnego btedu prognozy skorygowanego o heteroskeda-
stycznos¢ (HMAE), pierwiastka bledu sredniokwadratowego skorygowanego
o heteroskedastyczno$é (HRMSE), wspotczynnika determinacji R* dla funk-
cji regresji realizacji wariancji wzgledem prognoz wariancji, funkcji straty LI-
NEX!%, W badaniu zastosowano stosunkowo duza liczb¢ miar oceny doktadno-
$ci prognoz, poniewaz kazda z tych miar ktadzie nacisk na inne charakterystyki
przy ocenie prognoz. Z pewnymi wyjatkami rankingi badanych modeli byty
zblizone'"? wedlug odpowiednio MAE i HMAE oraz RMSE i HRMSE, dlate-
go pominigto prezentacje wynikow dla miar HMAE i HRMSE. W pominigtych
rankingach bardzo dobrze wypadl model SV, co sugeruje, ze prognozy konstru-
owane na jego podstawie sg trafniejsze dla matych warto$ci zmiennosci. Od-
wrotna sytuacja wystgpita w przypadku modelu GARCH dla TR.

Dla kazdego modelu podano réwniez procent prognoz przeszacowanych,
oceny parametrow w rownaniu regresji realizacji wariancji wzgledem prognoz
wariancji, ocen¢ wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona dla prognoz wa-
riancji warunkowych skonstruowanych na podstawie modelu GARCH i pro-
gnoz skonstruowanych na podstawie innych modeli. Ponadto testowano istot-
no$¢ roznic dla btedu sredniokwadratowego (patrz West i Cho, 1995).

Ocena trafnosci dziennych prognoz zmiennosci dla indeksu WIG20'"

W pierwszej kolejnosci zaprezentowano wyniki dla dziennych prognoz
dla indeksu WIG20. W ponizszych analizach prognozowana jest zawsze wa-
riancja stop zwrotu''2. W tabeli 3.3 podano procent prognoz przeszacowanych
oraz szacunki dla: RME, MAE, RMSE oraz logarytmicznej funkcji straty. Dla
wigkszo$ci metod prognozy zmiennoS$ci sg czgsciej przeszacowane, jednakze

19 Dla funkcji straty LINEX badano wartosci wspotczynnikow rowne: -2, -1, 1, 2. Wyni-
ki zaprezentowano tylko dla warto$ci—1 i 1, poniewaz rankingi byly prawie identyczne do ran-
kingéw dla warto$ci odpowiednio —2 i 2.

110 Modele, ktore plasowaty si¢ wysoko (nisko) w rankingu wedtug MAE lub RMSE,
zajmowaty na ogot wysokie (dalekie) pozycje w rankingach wedlug odpowiednio HMAE lub
HRMSE.

- Czeé¢ wynikow dotyczacych dziennych prognoz indeksu WIG20 zostata opublikowa-
na w pracy Fiszedera (2007b).

112 W przypadku modeli GARCH i SV prognozuje si¢ wariancje¢ warunkowa.



3.2. Prognozowanie zmiennosci 181

sumarycznie niedoszacowane. Prognozy obliczane na podstawie ZI put oraz na
podstawie wariancji bezwarunkowej (metoda HA) byly znaczaco przeszacowa-
ne''3, natomiast prognozy konstruowane na podstawie modelu SV — znaczgco
niedoszacowane. Najdoktadniejsze prognozy wedtug kryteriow MAE i RMSE
sg konstruowane odpowiednio na podstawie metody wariancji ruchomej opty-
malizowanej dla kazdego okresu i modelu GARCH dla TR. Najmniej doktadne
prognozy budowane sg na podstawie modelu RW, ZI put i modelu HA.

TABELA 3.3. OCENA DOKEADNOSCI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA INDEKSU
WIG20: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, RME, MAE, RMSE I LOGARYTMICZNA
FUNKCJA STRATY

% RME MAE RMSE LL
Model przeszac. w % Ocena | Rank. | Ocena | Rank. | Ocena | Rank.
GARCH 62,75 3,90 0,835 11 1,850 12 0,310 9
GARCH-t 62,75 3,31 0,837 13 1,844 10 0,310 9
IGARCH 62,22 2,59 0,849 16 1,844 10 0,314 15
GARCH-M 61,96 4,14 0,835 11 1,855 15 0,310 9
GARCH-MT 62,09 5,54 0,828 7 1,869 19 0,308 7
GJR-GARCH 62,75 3,53 0,837 13 1,851 13 0,312 13
TGARCH 65,26 2,69 0,855 19 1,882 20 0,323 17
FIGARCH 57,07 8,93 0,828 7 1,867 18 0,306 5
RW 30,78 9,04 1,794 27 3,148 27 7,673 27
HA 78,34 23,34 1,282 25 2,184 24 0,674 26
MA 52,84 8,58 0,806 1 1,745 2 0,302 3
MAk =25 51,39 9,49 0,848 15 1,810 4 0,325 18
ES 58,26 6,00 0,831 10 1,816 7 0,312 13
RiskMetrics 53,37 8,93 0,811 2 1,811 5 0,295 2
SV 48,61 19,69 0,825 6 1,933 22 0,331 21
GARCH dla TR 66,05 -2,35 0,813 3 1,721 1 0,284 1
GARCH z TR 66,05 -1,73 0,859 20 1,802 3 0,311 12
GARCH z HL 65,65 -1,28 0,854 18 1,812 6 0,309 8
GARCH z 5SMR 65,26 -2,29 0,879 22 1,827 8 0,330 20
GARCH z S&P 60,11 6,79 0,821 4 1,851 13 0,303 4
GARCH z sez. 61,43 5,15 0,863 21 1,883 21 0,328 19
GARCH z tyg. 59,45 6,02 0,853 17 1,865 16 0,337 22
GARCH ze $w. 61,56 4,66 0,830 9 1,338 9 0,317 16
S&P w sredniej 61,03 7,15 0,821 4 1,865 16 0,307 6
RW intra 49,27 0,07 1,054 23 2,320 26 0,433 23
Z1 call 52,05 5,97 1,064 24 2,173 23 0,610 24
Z1 put 81,11 -41,38 1,387 26 2,186 25 0,665 25

ZRODEO: FISZEDER (2007B) ORAZ OBLICZENIA WEASNE.

13 Prognozy te byly rowniez najczesciej przeszacowane.
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Rankingi modeli uzyskane na podstawie kryteriow MAE i RMSE, z pew-
nymi wyjatkami, sg zblizone. Duze warto$ci nietypowe majg wicksze znacze-
nie w przypadku miary RMSE. Modele S&P w $redniej, SV, GARCH-MT
oraz FIGARCH wypadaja lepiej wtedy, gdy duze réznice migdzy progno-
73 a wartoscig rzeczywista majg nieco mniejsze znaczenie. Z kolei mode-
le GARCH rozszerzone o dodatkowe informacje: GARCH z TR, GARCH
z SMR i GARCH z HL plasuja si¢ wyzej w rankingu dla RMSE. Wedtug lo-
garytmicznej funkcji straty najdoktadniejsze prognozy sa konstruowane na
podstawie modelu GARCH dla TR, natomiast najmniej doktadne — na podsta-
wie modelu RW.

W tabeli 3.4 przedstawiono oceny parametrow funkcji regresji realizacji
wariancji wzgledem prognoz wariancji, szacunki wspotczynnika determina-
cji dla tej funkcji oraz szacunki funkcji straty LINEX. Dla modeli RW, HA,
RW intra oraz ZI oceny parametréw <, 1 7y, W rOwnaniu regresji roznity si¢
istotnie odpowiednio od zera i jednosci. Najwigkszy szacunek wspolczynnika
determinacji otrzymano dla modelu GARCH dla TR, najmniejszy natomiast
— dla modelu HA. Nalezy podkreslié, ze niskie szacunki wspotczynnika R* —
w granicach 0,2—0,3 — nie S$wiadczg o stabej jakosci prognoz, ale sg charakte-
rystyczne dla prognoz zmiennosci.

Znaczaco rdzne rankingi otrzymano stosujgc do oceny prognoz miary
asymetryczne. Jezeli wicksza wage przywigzuje si¢ do btedow przeszacowa-
nia zmienno$ci niz do bledéw niedoszacowania (a = —1 dla funkcji LINEX),
to pierwsze miejsce w rankingu zajmuje model SV. Na ostatnich miejscach
w rankingach, wedlug tego kryterium, znalazty si¢ modele RW i RW intra.
Jezeli natomiast wigksza wage przypisa¢ btgdom niedoszacowania zmienno-
$ci (a =1), to najdoktadniejsze prognozy sa konstruowane na podstawie mo-
delu MA, a najmniej doktadne — na podstawie ZI call. Modele, ktore zajmuja
wysokie (odlegle) miejsca w rankingu dla a < 0, zajmujg najcze¢sciej odlegte
(wysokie) miejsca w rankingu dla @ > 0. Wyjatkiem sa tutaj modele RW, HA
1 ZI call, ktére w obu rankingach plasujg si¢ na ostatnich miejscach. Wyniki
funkcji straty LINEX i wcze$niejszych miar wyraznie wskazuja, ze prognozy
konstruowane na podstawie modelu SV sg niedoszacowane w przypadku du-
Zej zmiennosci.
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TABELA 3.4. OCENA DOKEADNOSCI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA INDEKSU
WIG20: WSPOLCZYNNIK DETERMINACJI R% FUNKCJA STRATY LINEX

LINEX a=1
Model A 1 ® VINEX 2= (<10°)
Ocena | Rank. | Ocena | Rank. | Ocena | Rank.

GARCH -0,371 1,253 0,248 12 0,598 6 2,453 15
GARCH-t -0,330 1,223 0,250 10 0,615 9 2,243 13
IGARCH -0,125 1,097 0,244 14 0,695 17 1,846 11
GARCH-M -0,328 1,232 0,242 15 0,599 7 2,727 18
GARCH-MT -0,368 1,274 0,233 17 0,566 4 3,509 23
GJR-GARCH -0,397 1,264 0,246 13 0,599 7 2,497 16
TGARCH -0,387 1,247 0,218 20 0,620 11 3,118 20
FIGARCH -0,036 1,120 0,230 19 0,638 15 3,148 21
RW 1,462* | 0,212* 0,094 25 7,3e+6 26 15,379 25
HA 4,567* | —1,234* | 0,011 27 1,257 23 17,516 26
MA -0,107 1,159 0,332 2 0,615 9 0,459 1
MAk =25 0,094 1,048 0,275 4 0,751 18 0,707 4
ES -0,063 1,101 0,269 6 0,663 16 1,337 9
RiskMetrics —-0,042 1,124 0,277 3 0,625 12 1,525 10
SV -0,163 1,357 0,208 22 0,506 1 4,576 24
GARCH dla TR -0,319 1,149 0,345 1 1,180 22 0,659 2
GARCH z TR —-0,087 1,030 0,275 4 1,082 21 0,867 5
GARCH z HL —-0,083 1,032 0,268 7 0,931 20 1,078 6
GARCH z 5MR -0,109 1,036 0,256 9 0,915 19 1,203 7
GARCH z S&P -0,331 1,269 0,249 11 0,565 3 2,631 17
GARCH z sez. -0,218 1,181 0,215 21 0,626 13 3,027 19
GARCH z tyg. -0,185 1,173 0,232 18 0,628 14 2,044 12
GARCH ze $w. -0,369 1,263 0,259 8 0,575 5 2,407 14
S&P w sredniej -0,336 1,277 0,238 16 0,558 2 3,160 22
RW intra 1,088* | 0,399* 0,160 23 1,5e+9 27 0,668 3
ZI call 1,092% | 0,422% 0,059 26 1,947 24 43,684 27
Z1 put 0,300 0,590%* 0,113 24 3,990 25 1,277 8

Parametry y,i v, oraz R? dotyczg rownania regresji realizacji wariancji wzgledem prognoz
wariancji. Gwiazdkg oznaczono oceny parametrow v, iy, istotnie roznigce si¢ odpowiednio od
zera i jednosci na poziomie 0,05. Srednie bledy szacunku estymowane byly na podstawie for-

muty Newey i West.

ZRODLO: FISZEDER (2007B) ORAZ OBLICZENIA WEASNE.

Interesujaca moze by¢ réwniez analiza dokladnosci prognoz w czasie,
tzn. w jakich okresach poszczegdlne modele daja trafne prognozy. Na rysun-
ku 3.1 przedstawiono realizacje zmienno$ci wraz z prognozami wariancji dla
wybranych czterech metod: modelu GARCH, SV, modelu GARCH dla TR

oraz ZI call.
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RYSUNEK 3.1. DZIENNE PROGNOZY WARIANCJI STOP ZWROTU DLA INDEKSU WIG20
7ZRODLO: OPRACOWANIE WEASNE.

Dla wigkszej przejrzystosci pominigto kilka obserwacji nietypowych
zmienno$ci zrealizowanej z czerwca 2006 r. (pomini¢to dane z 13 i 16 czerw-
ca 2006 r. wynoszace odpowiednio 32,197 oraz 30,209 oraz kilka wartosci
zblizonych do 11). W okresach o duzej zmienno$ci zwigzanej najczesciej
ze spadkami na rynku, np. pazdziernik 2005 r., luty 2006 r., maj—czerwiec
2006 r., prognozy konstruowane na podstawie modelu GARCH sag znacznie
trafniejsze od prognoz skonstruowanych na podstawie modelu SV, cho¢ réw-
niez znaczaco niedoszacowane. Najbardziej trafne sa w tych sytuacjach pro-
gnozy konstruowane na podstawie modelu GARCH dla TR. Z kolei w okre-
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sach o nizszej zmiennos$ci wystgpujacych najczesciej w okresach powolnych
wzrostow na rynku, np. sierpien 2004 r., maj—czerwiec 2005 r., najbardziej
trafne sa prognozy konstruowane na podstawie modelu SV. Na bardzo sta-
ba trafhos¢ prognoz wyznaczanych na podstawie cen opcji call miat wptyw
okres sierpien—wrzesien 2006 r., podczas ktdrego nastgpito zmniejszenie wa-
han po wczesniejszych duzych zmianach, wbrew oczekiwaniom wigkszosci
uczestnikow rynku opcji. Poza tym okresem prognozy sa najczgsciej niedo-
szacowane.

Podsumowujac rézne kryteria oceny prognoz, mozna stwierdzi¢, ze miej-
sce w rankingu badanych modeli zalezy w duzym stopniu od przyjetego kry-
terium. Nie mozna wskaza¢ modelu, na podstawie ktérego mozna by kon-
struowa¢ najdoktadniejsze prognozy wedlug wszystkich rozwazanych miar
traftnosci. Pomijajac funkcje straty LINEX dla a =—1, ktéra przywiazuje
wigksza wage do btedow przeszacowania zmiennos$ci niz do btedéw niedosza-
cowania, najlepiej w rankingach wypada model GARCH dla TR. Drugg naj-
lepsza metoda wydaje si¢ wykorzystanie wariancji ruchome;j, gdzie stala wy-
gladzania jest wybierana dla kazdego okresu na podstawie probki wstepnej.
W innych tego typu badaniach warto$¢ tego parametru jest ustalana na ogoét
arbitralnie, co znacznie zwigksza bledy prognoz. Zauwazmy, ze model MA
z k=25 wypada w rankingach juz znacznie gorzej. Stosunkowo wysoko
w rankingach plasuje si¢ réwniez stosowany przez praktykéw rynku model
RiskMetrics. Najmniej doktadne prognozy, wedhug wickszosci miar oceny
trafnosci, sg konstruowane na podstawie modeli RW, RW intra oraz HA. Za-
tem prognozy konstruowane na podstawie najprostszych metod sg najmniej
trafne.

Bardzo stabo w rankingach wypadty rowniez prognozy konstruowane na
podstawie zmiennosci implikowanej. ZI prognozowana na podstawie opcji put
jest znaczaco wigksza niz zmienno$¢ obliczona na podstawie opcji call. Wy-
nik ten jest zgodny z rezultatami innych badan dotyczacych np. rynku w Sta-
nach Zjednoczonych (patrz Noh, Engle, Kane, 1993). Przyczyng wyzszej ZI1
dla opcji put moze by¢ fakt, ze opcje te sa czesto stosowane przez inwestorow
do zabezpieczania portfela, dlatego sa oni sktonni zaptaci¢ za nie relatywnie
wiecej niz za opcje call. Dodatkowo analizowano zmienno$¢ §rednig obliczo-
ng jako $rednia z ZI call i ZI put. Wyniki zostaly pominigte, poniewaz wska-
zywaly na stabszg trafno$¢ prognoz niz w przypadku ZI wyznaczonej tylko
na podstawie opcji call. Staba trafno$¢ ZI moze wynika¢ co najmniej z kilku
powodow (patrz punkt 3.2.2). Najwazniejsza, jak si¢ wydaje w tym przypad-
ku, jest r6znica miedzy horyzontem prognozy a okresem waznosci opcji oraz
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niska plynnos$¢ rynku opcji. Wyznaczona ZI dotyczy calego okresu waznosci
opcjiijej przeskalowanie do danych dziennych nie rozwigzuje tego problemu.
W badaniu nalezatoby uwzgledni¢ strukture terminowg ZI'*, co przy jeszcze
nizszej ptynnosci na innych seriach kontraktow, mogloby si¢ wigzac z jeszcze
wigkszymi btgdami szacunku''.

Wykorzystanie dodatkowych informacji w modelu GARCH daje miesza-
ne rezultaty. Badanie pokazato, ze wyniki zaleza nie tylko od rodzaju informa-
cji, ale rowniez od sposobu ich wykorzystania (por. w tabelach np. GARCH
dla TR i GARCH z TR czy GARCH z S&P i S&P w $redniej).

Prognozy zmienno$ci skonstruowane na podstawie wigkszos$ci metod sa
bardzo silnie skorelowane z prognozami konstruowanymi na podstawie mo-
delu GARCH (patrz tabela 3.5). Podobnie réznice w szacunkach wielu miar
oceny trafnosci prognoz migdzy réznymi metodami sa czesto niewielkie. Na
przyktad w przypadku tylko pigciu metod: RW, HA, modelu GARCH opisu-
jacego efekt dnia tygodnia oraz ZI call i put bledy $redniokwadratowe roz-
nity si¢ istotnie od btedu dla modelu GARCH (patrz tabela 3.5). Z drugiej
strony niektore réznice sg znaczgce z ekonomicznego punktu widzenia. Gdy-
by dodatkowy btad w szacunku zmienno$ci potraktowaé jako dodatkowe ry-
zyko, to na przyktad réznica migdzy szacunkami RMSE, mi¢dzy modelem
GARCH szacowanym w tradycyjny sposob a modelem szacowanym na pod-
stawie przeskalowanego prawdziwego zakresu zmiany (0,129), dodaje oko-
o 5,8 punktu procentowego dodatkowego ryzyka (mierzonego odchyleniem
standardowym) w skali roku, w przypadku tradycyjnej metody estymacji.
Uzyskane wyniki raczej sugeruja stabg moc testu na rownos¢ MSE.

Badanie wlasnosci statystycznych

W wigkszo$ci prac na temat prognozowania zmiennosci bardzo ogolniko-
wo analizuje si¢ wlasnosci badanych szeregdw czasowych, przez co niemozliwe
jest sformutowanie bardziej ogélnych wnioskow dotyczacych poszczegdlnych
metod prognozowania. W badaniu przeprowadzono szereg testow dotyczacych
prawidtowosci przyjetych specyfikacji modeli GARCH (patrz tabela 3.6). Wy-
niki testowania restrykcji nakladanych na parametry modeli GARCH, omawia-
ne w dalszej czgsci pracy, byly niewrazliwe na przyjeta specyfikacje rozkltadu
warunkowego. Wnioski plynace z wynikow testow sa czesto zgodne z rezulta-
tami analizy kryterium informacyjnego Schwarza (SIC, patrz tabela 3.5). Inte-
resujace jest rdwniez poréwnanie pozycji poszczegdlnych specyfikacji modeli

114 Patrz podrozdziat 6.1.
115 Na wielu seriach przez dtugi czas nie dochodzito do zadnych transakcji.
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GARCH w rankingach przy prognozowaniu zmienno$ci i odniesienie uzyska-
nych rezultatow do wynikow testowania i kryterium SIC.

TABELA 3.5. WSPOLCZYNNIK KORELACJI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA
INDEKSU WIG20, TEST ISTOTNOSCI ROZNIC BLEDU SREDNIOKWADRATOWEGO ORAZ

KRYTERIUM INFORMACYJNE SCHWARZA

Model p 12 SIC SIC ranking
GARCH 1 - 5305,6 10
GARCH-t 0,999 0,945 5290,6 3
IGARCH 0,998 0,121 5302,2 9
GARCH-M 0,999 0,984 5308,9 11
GARCH-MT 0,997 1,083 5299,1 5
GJR-GARCH 0,998 1,389 5312,9 14
TGARCH 0,986 2,522 5318,9 16
FIGARCH 0,968 2,407 5300,3 6
RW 0,364 21,394* - -
HA -0,055 6,626* - -
MA 0,932 1,640 - -
MA k=25 0,958 0,523 -

ES 0,981 0,719 - -
RiskMetrics 0,984 1,520 5298,3 4
SV 0,933 2,458 5266,9 2
GARCH dla TR 0,890 2,183 - -
GARCH z TR 0,967 0,771 5302,1 8
GARCH z HL 0,972 0,777 5301,1 7
GARCH z 5MR 0,988 0,321 5310,3 12
GARCH z S&P 0,999 0,150 5311,7 13
GARCH z sez. 0,955 3,577 5373,6 18
GARCH z tyg. 0,967 7,858% 53273 17
GARCH ze $w. 0,987 2,907 5316,3 15
S&P w $redniej 0,998 1,280 5259,7 1
RW intra 0,526 2,510 - -
ZI call 0,759 5,281* - -
Z1 put 0,753 14,793* — —

Kolumna p przedstawia oceny wspdtczynnikéw korelacji prognoz zmienno$ci konstru-
owanych na podstawie modelu GARCH 1 innych analizowanych metod prognozowania. Ko-
lumna y? zawiera wyniki dotyczace weryfikacji hipotezy o rownosci bledow MSE dla modelu
GARCH i osobno pozostatych metod prognozowania. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk,

w przypadku ktorych hipoteza zerowa zostata odrzucona na poziomie 0,05.

ZRODEO: FISZEDER (2007B) ORAZ OBLICZENIA WEASNE.

Model GARCH z warunkowym rozkladem normalnym jest zdecydowa-
nie odrzucany przez wyniki testu LR, jak i kryterium SIC na korzy$¢ mode-
lu z rozktadem t-Studenta, a mimo to oba modele plasuja si¢ na zblizonych
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pozycjach w rankingach przy prognozowaniu zmienno$ci. Wiekszos¢ kryte-
riow oceny prognoz wskazuje, ze prognozy konstruowane na podstawie mo-
delu GARCH sa doktadniejsze niz na podstawie modelu IGARCH. Rezul-
tat ten jest zgodny z wynikami testu LR, wedtug ktorego hipoteza o réwnosci
o, + B, =1 zostata odrzucona. Kryterium SIC wskazuje w tym przypadku na
nieznaczng przewage modelu IGARCH"¢. Efekt GARCH-M jest nieistotny
statystycznie w badanym szeregu, a model GARCH-M plasuje si¢ na dalszych
miejscach w rankingach niz model GARCH.

TABELA 3.6. ANALIZA WEASNOSCI STOP ZWROTU I WARIANCJI INDEKSU WIG20

Weryfikowane hipotezy Statystyka s tgtcyesI:;ki l;?::::;:g;n
Brak autokorelacji LB(12) 13,81 -
Brak efektu ARCH LM(12) 75,51% -
Normalno$¢ rozkt. bezwarunkowego JB 67,53% -
Normalno$¢ rozkt. warunk. .
W modelu GARCH LR 22,34% v istotny
B,=1-a, wmodelu GARCH LR 3,94* -
d =0 w modelu FIGARCH LR 12,66* d istotny
3 =0 w modelu GARCH-M LR 4,05% d nieistotny
5%, 6~ =0 w modelu GARCH-MT LR 21,18* &~ istotny
®, =0 w modelu GJR-GARCH LR 0,05 o, nieistotny
a, = 0,06 w modelu IGARCH LR 17,99* -
vy =0 w modelu GARCH z HL LR 11,76* y istotny
vy =0 w modelu GARCH z TR LR 10,79* y istotny
v =0 w modelu GARCH z 5SMR LR 2,65 Y nieistotny
v =0 w modelu GARCH z S&P LR 1,21 Y nieistotny
8, = 0 w modelu GARCH z sez. LR 12,46 Niektore istotne
Y, = 0 w modelu GARCH z tyg. LR 7,51 Niektore istotne
¢, ¢, =0 w modelu GARCH ze $w. LR 3,89 ¢, istotny
4 =0 w modelu z S&P w $redniej LR 53,25% d istotny

LB to statystyka testu Ljunga-Boxa, LM to statystyka testu Engle’a, JB to statystyka te-
stu Jarque-Bera. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych weryfikowana hi-
poteza zostata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05. Oznaczenia parametrow odnoszg si¢ do
specyfikacji przedstawionych podrozdziatach 1.2 i 1.6.

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

116 Nalezy pamietal, ze przy zblizonych warto$ciach funkcji wiarygodnosci preferowa-
nym wedhug kryterium SIC jest model mniej sparametryzowany, czyli w tym przypadku mo-
del IGARCH.



3.2. Prognozowanie zmiennosci 189

Uzyskane wyniki wskazuja na wystgpowanie asymetrycznego efektu GARCH-
-M i dlugiej pamigci w zmiennosci, jednakze prognozy konstruowane zaréw-
no na podstawie modelu GARCH-TM, jak i modelu FIGARCH, nie s znacza-
co doktadniejsze niz prognozy konstruowane na podstawie modelu GARCH.
W przypadku indeksu WIG20 nie wystgpuje asymetryczny wplyw dodatnich
i yjemnych stop zwrotu na wariancj¢, a modele GJR-GARCH i TGARCH pla-
sujg si¢ we wszystkich rankingach, w tym réwniez wedtug kryterium SIC, na
dalszych miejscach niz model GARCH. Prognozy konstruowane na podsta-
wie modelu GJR-GARCH byly zawsze nieznacznie doktadniejsze niz na pod-
stawie modelu TGARCH. Rozwazany byt rowniez model EGARCH, jednak-
ze ze wzgledu na problemy z estymacjg parametrow dla niektorych okresow
(ptaska funkcja wiarygodno$ci), pominigto prezentacje wynikow'’. Wedtlug
testu LR model RiskMetrics zostat zdecydowanie odrzucony na korzys¢ mo-
delu IGARCH, a mimo to prognozy konstruowane na podstawie modelu Ri-
skMetrics okazaty si¢ doktadniejsze wedtug wszystkich kryteriéw. Taki sam
wynik uzyskano dla kryterium SIC.

Wyniki testow wskazuja, ze istotne statystycznie jest rozszerzenie mode-
lu GARCH o prawdziwy zakres zmiany, roznic¢ mi¢dzy logarytmami z mak-
symalnej i minimalnej ceny w ciggu dnia oraz wprowadzenie stop zwrotu
indeksu S&P 500 do réwnania dla sredniej. Modele te plasujg si¢ wyzej w ran-
kingu wedlug kryterium SIC i wypadajg lepiej przy ocenie prognoz zmienno-
$ci. Pozostale metody rozszerzenia modelu, czyli GARCH z SMR, GARCH
z S&P, GARCH z sezonowoscia, efektem dnia tygodnia oraz okresem $wia-
tecznym, byly nieistotne statystycznie i prognozy konstruowane na ich pod-
stawie byly na ogo6t mniej trafne niz prognozy konstruowane na podstawie
modelu GARCH.

Prognozy konstruowane na podstawie modelu SV sg doktadne w przy-
padku malej zmiennosci, jednakze wedtug wiekszosci rozwazanych kryte-
ribw oceny, prognozy te s mniej trafne niz prognozy konstruowane na pod-
stawie modelu GARCH'"®. Ten wynik jest niezgodny z rezultatami innych
badan (na przyktad Yu, 2002; Hol i Koopman, 2002). Yu (2002) prognozo-
wal miesigczng zmienno$¢ indeksu rynku akcji w Nowej Zelandii — NZSE
40, natomiast Hol i Koopman (2002) prognozowali dzienng zmienno$¢ dla

117 Dla skroconego okresu prognozy konstruowane na podstawie tego modelu byty zna-
czaco mniej trafne niz prognozy konstruowane na podstawie modelu GARCH (byly czgsciej
przeszacowane).

118 Warto zwroci¢ uwagg, ze model SV wypada zdecydowanie lepiej niz model GARCH
wedtug kryterium SIC.
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indeksu rynku akcji w Stanach Zjednoczonych — S&P 100. Zmiennos¢ wa-
runkowych wariancji dla stop zwrotu indeksow NZSE 40 (dane miesigczne)
1 S&P 100 (dane dzienne) byla istotnie mniejsza niz zmienno$¢ warunkowe;j
wariancji'”? stop zwrotu indeksu WIG20 (dane dzienne) i prawdopodobnie
dlatego model stochastycznej zmiennosci wypadt w powyzszych badaniach
relatywnie lepie;j.

Ocena trafno$ci prognoz wewnatrz proby

Whioski wynikajgce z przeprowadzonych testow oraz analizy kryte-
rium SIC nie zawsze pokrywajg si¢ z wynikami trafno$ci modeli w progno-
zowaniu zmienno$ci. Przy konstrukcji kryteriow informacyjnych i czesto
przy testowaniu restrykcji bierze si¢ pod uwage caty model (np. réwnanie
dla $redniej, dla wariancji, rozktad warunkowy). Uwzglednienie w modelo-
waniu okreslonych charakterystyk szeregu czasowego stop zwrotu nie za-
wsze prowadzi do wzrostu trafno$ci prognoz zmiennosci konstruowanych
na podstawie tych modeli. Okazuje si¢, ze niektore charakterystyki sg istot-
ne przy ocenie ogolnego dopasowania modelu w probie, natomiast nie majg
duzego wptywu na trafno$¢ prognoz. Wystarczy zauwazy¢, ze pierwsze trzy
miejsca w rankingu wedhug kryterium SIC zajmujg modele S&P w $redniej,
SV i GARCH-t, ktore plasujg si¢ na dalszych miejscach w rankingach oce-
ny prognoz zmienno$ci. W celu poszukiwania lepszego kryterium wyboru
metod prognozowania przeprowadzono analize trafho$ci prognoz zmienno-
$ci wewnatrz proby (ang. in-sample forecasts) dla catego badanego okresu,
na podstawie tych samych kryteriow, ktore byly stosowane w badaniu poza
probe. Wyniki przedstawiono w tabelach 3.7 1 3.8. Okazuje sig, ze rankingi
modeli dla prognoz wewnatrz proby sa bardzo zblizone do rankingéw mode-
li dla prognoz poza probg. Wydaje si¢, ze wybor najlepszego do prognozo-
wania zmiennosci modelu powinien by¢ w pierwszej kolejnosci dokonywa-
ny na podstawie analizy wewnatrz proby dla tej samej miary oceny trafno$ci
prognoz, na podstawie ktorej dokonuje si¢ oceny poza proba. Wyboér mia-
ry powinien zaleze¢ przede wszystkim od celu badania i zastosowania pro-
gnoz. Wazna jest rowniez analiza wtasnos$ci wariancji badanych szeregow,
poniewaz pozwala na wstgpie wyeliminowac z dalszych badan niektore spe-
cyfikacje modeli.

1 Wydaje sie, ze istotny jest nie tyle poziom zmiennosci, co charakter tej zmiennosci,
a w szczegblnosci persystencja zmiennosci, ktéora w przypadku rynkdow rozwinietych jest sil-
niejsza (patrz Fiszeder i Romanski, 2002).
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TABELA 3.7. OCENA DOKEADNOSCI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA INDEKSU

WIG20 WEWNATRZ PROBY: MAE, RMSE 1 LOGARYTMICZNA FUNKCJA STRATY

MAE RMSE LL
Model
Ocena | Rank. | Ocena | Rank. | Ocena | Rank.
GARCH 1,067 14 1,831 11 0,441 12
GARCH-t 1,076 16 1,834 14 0,447 15
IGARCH 1,132 21 1,866 20 0,481 21
GARCH-M 1,064 12 1,830 10 0,438 10
GARCH-MT 1,052 7 1,831 13 0,432 9
GJR-GARCH 1,067 13 1,830 9 0,441 12
TGARCH 1,086 18 1,856 18 0,454 19
FIGARCH 1,151 22 1,930 22 0,497 22
RW 2,068 25 3,504 25 7,043 25
HA 1,518 24 2,153 23 0,807 24
MA 0,924 1 1,706 1 0,405 3
MAk =25 1,105 20 1,861 19 0,460 20
ES 1,034 5 1,819 8 0,443 14
RiskMetrics 0,981 2 1,783 3 0,399 2
SV 1,011 3 1,883 21 0,408 4
GARCH dla TR 1,013 4 1,740 2 0,392 1
GARCH z TR 1,062 11 1,806 4 0,425 6
GARCH z HL 1,059 10 1,810 0,422 5
GARCH z SMR 1,057 8 1,807 5 0,426 7
GARCH z S&P 1,074 15 1,838 16 0,449 17
GARCH z sez. 1,091 19 1,855 17 0,449 16
GARCH z tyg. 1,079 17 1,837 15 0,450 18
GARCH ze $w. 1,057 9 1,818 7 0,438 10
S&P w $redniej 1,044 6 1,831 12 0,427 8
RW intra 1,189 23 2,259 24 0,517 23

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 3.8. OCENA DOKEADNOSCI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA INDEKSU
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WIG20 WEWNATRZ PROBY: WSPOECZYNNIK DETERMINACJI R’, FUNKCJA STRATY LINEX

5 _ LINEX a=1
Model R LINEX a=-1 (< 10°)
Ocena | Rank. | Ocena | Rank. | Ocena | Rank.

GARCH 0,194 11 1,223 9 1,317 15
GARCH-t 0,193 13 1,289 14 1,234 12
IGARCH 0,186 18 1,749 20 0,892 10
GARCH-M 0,194 11 1,240 10 1,427 16
GARCH-MT 0,191 14 1,169 5 1,827 21
GJR-GARCH 0,195 10 1,219 8 1,290 13
TGARCH 0,171 20 1,197 1,598 19
FIGARCH 0,134 24 1,930 21 1,833 22
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CD. TABELI 3.8

RW 0,139 23 5,6e+6 24 7,746 24
HA 0,005 25 2,263 23 8,822 25
MA 0,236 3 0,922 2 0,281 1
MAk=25 0,197 9 2,076 22 0,362

ES 0,214 7 1,281 13 0,762
RiskMetrics 0,241 2 1,353 16 0,868

SV 0,150 21 0,813 1 2,252 23
GARCH dla TR 0,273 1 1,537 19 0,376 4
GARCH z TR 0,220 4 1,506 18 0,512
GARCH zHL 0,217 5 1,399 17 0,639
GARCH z SMR 0,216 6 1,262 12 0,768
GARCH z S&P 0,188 17 1,259 11 1,437 17
GARCH z sez. 0,176 19 1,347 15 1,558 18
GARCH z tyg. 0,188 16 1,202 7 1,074 11
GARCH ze $w. 0,204 8 1,159 4 1,306 14
S&P w $redniej 0,189 15 1,099 3 1,696 20
RW intra 0,145 22 7,4e+8 25 0,336 2

ZR()DLO: OBLICZENIA WEASNE.

Ocena trafnosci tygodniowych prognoz zmiennosci dla indeksu WIG20

Wraz ze wzrostem horyzontu prognozy wickszo$¢ prognoz zmienno-
$ci konstruowanych na podstawie omawianych modeli zbiega do wariancji
bezwarunkowej, zatem wyzsza traftho$¢ prognoz konstruowanych na pod-
stawie metod pozwalajacych opisa¢ zmienno§¢ warunkowych wariancji, po-
winna male¢. Ponizej zbadano trafno$¢ prognoz zmiennosci na pi¢é sesji do
przodu (prognozy te beda dalej okreslane jako tygodniowe). Zastosowano te
same modele, co przy prognozach dziennych, z wyjatkiem modeli GARCH
opisujacych efekt dnia tygodnia, efekt zwigzany z okresem $wigtecznym!'?
oraz wahania sezonowe'?!. Dodatkowo zastosowano prognozy konstruowa-
ne na podstawie modelu GARCH szacowanego dla tygodniowych stop zwro-
tu (oznaczony jako GARCH tyg.). W tabeli 3.9 podano procent prognoz prze-
szacowanych oraz szacunki dla: RME, MAE, RMSE i logarytmicznej funkcji
straty.

120 Dla danych tygodniowych te efekty sa na ogot nieobserwowalne.
121 Model ten pominigto ze wzgledu na tygodnie lezace na przetomie miesiecy.
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TABELA 3.9. OCENA DOKEADNOSCI TYGODNIOWYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI INDEKSU
WIG20: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, RME, MAE, RMSE I LOGARYTMICZNA
FUNKCJA STRATY

% RME MAE RMSE LL
Model o
przesz. w % Ocena | Rank. | Ocena | Rank. | Ocena | Rank.
GARCH 57,62 3,48 3,060 11 5,668 11 0,156 8
GARCH tyg. 76,82 -16,69 | 4,127 21 6,445 20 0,247 21
GARCH-t 56,95 2,83 3,060 11 5,634 10 0,155 6
IGARCH 62,25 -1,26 3,181 16 5,632 9 0,158 9
GARCH-M 58,28 3,77 3,064 14 5,701 14 0,158 9

GARCH-MT 58,94 5,10 3,060 11 5,803 16 0,159 13
GJR-GARCH 60,26 2,95 3,094 15 5,693 13 0,158 9

TGARCH 65,56 | —0,98 | 3302 | 19 | 588 | 17 | 0,169 | 16
FIGARCH 50,99 8,68 | 2893 | 2 |[5502| 6 | 0,148 | 4
RW 27,81 1467 | 8968 | 25 [14635] 25 [10,752| 25
HA 76,16 | —23.41 | 5380 | 23 | 7,921 | 23 | 0451 | 22
MA 41,06 9,35 | 2,931 3 15604 | 8 | 0179 | 17
MAk =25 38,41 964 | 3201 | 17 | 5427 | 4 | 0,09 | 18
ES 51,66 624 | 3,007 | 7 |5600]| 7 |o0,168| 15
RiskMetrics 44,37 9,02 | 2944 | 4 |5438 | 5 | 0,158 | 9
SV 39,74 | 19,56 | 3261 | 18 | 6,297 | 19 | 0204 | 20
GARCHdlaTR| 6556 | -3,38 | 2,719 1 4,968 1 0,124

GARCHzTR | 6026 | -1,61 | 3,055 | 10 | 5329 | 3 | 0143 | 3
GARCHzHL | 5960 | -1,68 | 3,024 | 8 | 5257 | 2 | 0141 2

GARCHz5MR | 66,89 -14,46 | 3,706 20 6,628 21 0,197 19
GARCH z S&P | 55,63 6,63 3,006 6 5,688 12 0,155 6
S&P w $redniej 54,97 6,70 3,043 9 5,792 15 0,162 14

RW intra 52,98 0,04 2,963 5 6,194 18 0,154 5
Z] call 43,05 5,75 4,583 22 7,768 22 0,463 23
Z1 put 80,79 -38,71 | 6,193 24 9,139 24 0,499 24

7RODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Podobnie jak dla prognoz dziennych, dla wigkszosci metod prognozy sg czes-
ciej przeszacowane, jednakze sumarycznie niedoszacowane. Prognozy kon-
struowane na podstawie modelu GARCH tygodniowego sa wyraznie prze-
szacowane.

W tabeli 3.10 przedstawiono oceny parametréw funkcji regresji realizacji
wariancji wzglgdem prognoz wariancji, szacunki wspotczynnika determinacji
dla tej funkcji oraz szacunki funkcji straty LINEX. Poréwnujac uzyskane wy-
niki dla prognoz tygodniowych z prognozami dziennymi, mozna zauwazy¢
duzg zbiezno$¢ rankingdw modeli. Istotnym wyjatkiem sg modele FIGARCH
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i RW intra, ktoére wypadaja lepiej w przypadku prognoz tygodniowych'?* oraz
model MA, zajmujacy dalsze pozycje'®.

TABELA 3.10. OCENA DOKEADNOSCI TYGODNIOWYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA
INDEKSU WIG20: WSPOLCZYNNIK DETERMINACJI R?) FUNKCJA STRATY LINEX

R LINEX a=-1 LINEXa=1
Model Y, Y, (x 10%) (x 10"7)
Ocena | Rank. | Ocena | Rank. | Ocena | Rank.

GARCH -0,933 1,143 0,428 12 0,211 6 3,583 11
GARCH tyg. 0,615 0,799 0,310 21 8,966 18 26,585 18
GARCH-t -0,743 1,114 0,432 10 0,328 9 2,516 9
IGARCH —-0,098 0,998 0,427 13 1,616 15 0,618 7
GARCH-M -0,767 1,127 0,420 16 0,336 10 3,842 12
GARCH-MT -0,915 1,160 0,403 18 0,094 3 11,101 17
GJR-GARCH -1,011 1,146 0,422 15 0,217 7 4212 13
TGARCH -0,961 1,095 0,377 19 0,706 14 7,473 15
FIGARCH -0,136 1,111 0,469 6 0,229 8 2,624 10
RW 7,735% | 0,171* 0,126 22 4,1e+28 25 1,7e+8 25
HA 23,641 | -1,305 0,025 25 0,519 11 6,0e+3 22
MA 1,213 0,955 0,446 7 0,131 4 148,201 21
MAk =25 1,163 0,965 0,482 4 0,618 13 0,016
ES 0,930 0,957 0,440 9 0,579 12 0,969 8
RiskMetrics 0,723 1,011 0,477 5 2,142 16 0,535 6
NY% -0,004 1,244 0,353 20 0,033 1 116,791 20
GARCH dla TR -0,576 1,029 0,556 1 43,251 20 0,100 3
GARCH z TR 0,559 0,923 0,490 3 42,421 19 0,115
GARCH z HL 0,414 0,939 0,503 2 7,368 17 0,056
GARCH z SMR 2,899* | 0,594* 0,444 8 1,0e+9 23 0,189 5
GARCH z S&P —-0,740 1,158 0,430 11 0,145 5 5,553 14
S&P w $redniej -0,720 1,157 0,408 17 0,089 2 11,039 16
RW intra 3,142* | 0,653* 0,427 13 2,3e+9 24 65,401 19
ZI call 5,352* | 0,434* 0,123 23 503,372 21 2,2e+4 24
Z1 put 5,522* | 0,281* 0,052 24 4,7e+5 22 7,3e+3 23

Parametry y,i v, oraz R? dotyczg roéwnania regresji realizacji wariancji wzgledem prognoz
wariancji. Gwiazdkg oznaczono oceny parametrow v, 1y, istotnie roznigce si¢ odpowiednio od
zera 1 jednosci na poziomie 0,05. Srednie bledy szacunku estymowane byty na podstawie for-
muty Newey i West.

7RODLO: OBLICZENIA WEASNE.

122 By¢ moze efekty dlugiej pamieci w zmienno$ci uwidaczniaja si¢ silniej przy dtuzszym
horyzoncie prognozy. Model RW intra by} natomiast szacowany na podstawie danych pigcio-
minutowych, zagregowanych w ciggu tygodnia.

123 Stabsza trafno$¢ prognoz konstruowanych na podstawie modelu MA wynika z fak-
tu, ze stata wygtadzania byta wybierana na podstawie probki wstepnej, tak aby minimalizowad
RMSE dla prognoz dziennych.
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Dla modeli RW, GARCH z SMR, RW intra, ZI call oraz ZI put oceny pa-
rametréw 7, 1 7, w rOwnaniu regresji roznily si¢ istotnie odpowiednio od zera
i jeden. Szacunki wspotczynnikow R’ s3 wyraznie wieksze dla prognoz ty-
godniowych, co wskazuje, ze tatwiejsze jest prognozowanie zmiennosci dla
horyzontu tygodniowego'?*. Bardzo stabo we wszystkich rankingach wypadt
model GARCH szacowany na podstawie danych tygodniowych. Modelowa-
nie danych tygodniowych zamiast dziennych prowadzi do utraty istotnych in-
formacji, pomimo tego, ze horyzont prognozy jest tygodniowy.

TABELA 3.11. WSPOLCZYNNIK KORELACJI TYGODNIOWYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA
INDEKSU WIG20 ORAZ TEST ISTOTNOSCI ROZNIC BLEDU SREDNIOKWADRATOWEGO

Model p be

GARCH 1 -
GARCH tyg. 0,869 8,573*
GARCH-t 0,999 0,545
IGARCH 0,997 0,032
GARCH-M 0,999 1,331
GARCH-MT 0,998 1,048
GJR-GARCH 0,998 3,742
TGARCH 0,986 3,585
FIGARCH 0,981 2,131
RW 0,550 3,127
HA -0,053 5,647*
MA 0,931 0,217
MAk =25 0,961 0,393
ES 0,973 0,138
RiskMetrics 0,983 0,952
SV 0,934 1,855
GARCH dla TR 0,890 2,087
GARCH z TR 0,964 0,821
GARCH z HL 0,962 0,958
GARCH z SMR 0,894 2,657
GARCH z S&P 0,999 0,147
S&P w $redniej 0,998 1,201
RW intra 0,735 0,736
ZI call 0,791 4,409*
ZI put 0,685 7,778*

Kolumna p przedstawia oceny wspdtczynnikéw korelacji prognoz zmienno$ci konstru-
owanych na podstawie modelu GARCH 1 innych analizowanych metod prognozowania. Ko-
lumna y? zawiera wyniki dotyczace weryfikacji hipotezy o rownosci bledow MSE dla modelu
GARCH i osobno pozostatych metod prognozowania. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk,
w przypadku ktorych hipoteza zerowa zostata odrzucona na poziomie 0,05.

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

124 Dla danych tygodniowych mniejsze znaczenie maja wahania przypadkowe.
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Podobnie jak dla horyzontu dziennego, prognozy zmiennosci skonstru-
owane na podstawie wigkszosci metod sg bardzo silnie skorelowane z pro-
gnozami skonstruowanymi na podstawie modelu GARCH (patrz tabela 3.11).
Dla czterech metod: modelu GARCH na danych tygodniowych, HA oraz ZI
call i ZI put btedy sredniokwadratowe roznily si¢ istotnie od btedu dla mode-
lu GARCH (patrz tabela 3.11).

Przeprowadzone badanie pokazato, ze wigkszos¢ wnioskéw ptynacych
z analizy prognoz dziennych odnosi si¢ rowniez do prognoz tygodniowych.
Zwigkszenie horyzontu prognozy do tygodnia nie zmniejsza trafnosci pro-
gnoz konstruowanych na podstawie metod pozwalajacych opisa¢ zmien-
nos$¢ warunkowych wariancji w stosunku do metod zaktadajacych stata wa-
riancjg.

Ocena trafnos$ci dziennych prognoz zmiennosci dla spotki PKN

Przedstawiona wyzej analiza dotyczyta indeksu dwudziestu najwick-
szych i najbardziej ptynnych spotek. Nie oznacza to jednakze, ze uzyskane
whnioski dla indeksu WIG20 dotycza wszystkich spotek wchodzacych w sktad
tego indeksu. Wlasnosci statystyczne stop zwrotu indekséw najczesciej roznia
si¢ znaczaco od wlasnosci pojedynczych spotek (patrz np. Lo i MacKinlay,
1988, 1990). To samo dotyczy wlasno$ci wariancji (patrz Fiszeder, 2001c).
Ponizej przedstawiono wyniki badan dla najbardziej ptynnej w okresie anali-
zy spotki PKN Orlen. Zastosowano te same metody, co w badaniu dla indeksu
WIG20, z wyjatkiem modelu GARCH z 5MR oraz Z1'**. W tabeli 3.12 poda-
no procent prognoz przeszacowanych oraz szacunki dla: RME, MAE, RMSE
oraz logarytmicznej funkcji straty.

Podobnie jak w przypadku indeksu WIG20, dla wigkszo$ci metod pro-
gnozy zmiennos$ci sg czgsciej przeszacowane, jednakze sumarycznie niedo-
szacowane. Prognozy konstruowane na podstawie modelu SV byly znaczaco
niedoszacowane. Najdoktadniejsze prognozy wedtug kryteriow MAE i RMSE
sg szacowane odpowiednio na podstawie modeli GARCH z S&P i GARCH
dla TR. Najmniej doktadne prognozy budowane sa natomiast na podstawie
modeli RW, RW intra i HA.

125 Dane intraday nie sa dostepne dla calego badanego okresu, natomiast opcje na akcje
tej spotki wprowadzono dopiero 17 pazdziernika 2005 roku.
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TABELA 3.12. OCENA DOKEADNOSCI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA SPOEKI PKN:
PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, RME, MAE, RMSE I LOGARYTMICZNA FUNKCJA

STRATY
% RME MAE RMSE LL
Model o
przeszac.| w % Ocena | Rank. | Ocena | Rank. | Ocena | Rank.

GARCH 63,01 5,09 2,535 7 4,757 9 1,082 12
GARCH-t 62,75 5,16 2,534 6 4,755 7 1,081 10
IGARCH 66,31 3,14 | 2,652 22 4,801 17 1,146 22
GARCH-M 62,62 5,21 2,536 8 4,764 12 1,081 10
GARCH-MT 62,35 5,76 2,541 11 4,770 14 1,083 13
EGARCH 61,96 7,06 2,557 15 4,759 10 1,094 18
GJR-GARCH 62,35 5,59 2,528 4 4,748 5 1,077 9
TGARCH 63,41 5,26 2,540 10 4,756 8 1,089 16
FIGARCH 61,56 6,59 2,543 12 4,797 16 1,076 8
RW 40,29 3,14 4,116 25 7,534 25 17,511 25
HA 62,35 8,68 2,655 23 4,914 23 1,165 23
MA 62,75 2,03 2,640 20 4,835 20 1,118 21
MAk=25 61,69 2,84 2,618 19 4,822 19 1,071 5

ES 61,96 3,07 2,609 18 4,813 18 1,102 19
RiskMetrics 62,48 2,60 2,554 14 4,773 15 1,061 3

NY% 57,86 17,89 2,519 2 4,879 22 1,036 1

GARCH dla TR 65,52 -0,33 2,561 17 4,676 1 1,073 6
GARCH z TR 65,79 0,82 2,539 9 4,708 2 1,088 15
GARCH z HL 65,26 1,57 2,557 15 4,744 4 1,093 17
GARCH z S&P 60,77 8,69 2,501 1 4,762 11 1,048 2
GARCH z sez. 61,03 7,68 2,651 21 4,869 21 1,108 20
GARCH z tyg. 63,14 4,11 2,544 13 4,750 6 1,084 14
GARCH ze $w. 61,03 6,17 2,524 3 4,741 3 1,061 3

S&P w $redniej 62,09 6,39 2,531 4,769 13 1,074 7
RW intra 50,46 0,02 3,260 24 6,001 24 1,883 24

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Rankingi modeli uzyskane na podstawie kryteriow MAE i RMSE sg zbli-
zone. Wyjatek stanowig modele SV, GARCH dla TR i modele GARCH roz-
szerzone o dodatkowe informacje. Model SV wypada zdecydowanie lepiej
w rankingu wedlug MSE, a GARCH dla TR wedlug RMSE. Wedtug logaryt-
micznej funkcji straty najdoktadniejsze prognozy sg konstruowane na podsta-
wie modelu SV, natomiast najmniej doktadne — na podstawie modelu RW.

W tabeli 3.13 przedstawiono oceny parametréw funkcji regresji realizacji
wariancji wzgledem prognoz wariancji, szacunki wspdtczynnika determinacji
dla tej funkcji oraz szacunki funkcji straty LINEX.
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TABELA 3.13. OCENA DOKEADNOSCI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA SPOEKI PKN:
WSPOLCZYNNIK DETERMINACJI R?, FUNKCJA STRATY LINEX

R LINEX a =-1 LINEX a =1
Model Y, Y, (x10%
Ocena | Rank. | Ocena | Rank.| Ocena | Rank.

GARCH -0,883 1,301 0,067 11 7,365 10 1,116 15
GARCH-t -0,976 | 1,328 0,069 7 7,231 9 1,161 16
IGARCH 0,764 0,772 0,050 18 17,556 20 0,420 5
GARCH-M -0,688 1,248 0,064 14 7,590 11 1,232 18
GARCH-MT -0,903 1,316 0,063 15 7,169 8 1,342 19
EGARCH -2,289 | 1,731 0,079 3 5,568 3 1,023 14
GJR-GARCH -1,119 1,374 0,073 4 7,043 6 0,964 13
TGARCH -1,243 1,404 0,070 6 6,381 4 0,799 11
FIGARCH 0,655 0,884 0,050 18 14,698 19 0,735 10
RW 3,343* | 0,115* | 0,023 24 5,13e+32 25 17,087 25
HA -9,240 | 3,786 0,009 25 5,119 2 3,732 24
MA 1,239 0,684 0,040 22 14,527 18 0,507 7
MAk =25 1,460* | 0,630 0,057 17 50,960 23 0,185
ES 0,997 0,758 0,046 20 13,185 15 0,577 8
RiskMetrics 1,070 0,734 0,065 12 30,397 22 0,428 6
SV -1,625 1,744 0,041 21 3,711 1 1,874 22
GARCH dla TR 0,371 0,898 0,095 1 21,663 21 0,146
GARCH zTR -0,262 1,078 0,082 2 13,587 16 0,216 3
GARCH z HL -0,001 1,016 0,068 9 14,018 17 0,316
GARCH z S&P -0,680 | 1,293 0,069 7 6,572 5 1,187 17
GARCH z sez. 1,424* | 0,673 0,028 23 11,005 14 2,827 23
GARCH z tyg. -0,437 1,164 0,068 9 8,724 13 0,917 12
GARCH ze $w. -0,333 1,160 0,073 4 8,283 12 1,370 20
S&P w sredniej -0,781 1,290 0,063 15 7,084 7 1,376 21
RW intra 2,806* | 0,254* | 0,065 12 5,95e+17 24 0,585 9

Parametry y,i v, oraz R? dotyczg rownania regresji realizacji wariancji wzgledem prognoz
wariancji. Gwiazdkg oznaczono oceny parametrow v, 1y, istotnie roznigce si¢ odpowiednio od
zera 1 jednoéci na poziomie 0,05. Srednie btedy szacunku szacowane byly na podstawie formu-
ly Newey i West.

7RODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Dla modeli RW, MA z k =25, GARCH z sezonowoscia oraz RW intra
oceny przynajmniej jednego z parametrow 7, 1 7, w rownaniu regresji roz-
nity si¢ istotnie odpowiednio od zera i jedno$ci. Najwigkszy szacunek wspot-
czynnika determinacji R* otrzymano dla modelu GARCH dla TR, najmniej-
szy natomiast — w przypadku modelu HA. Szacunki wspétczynnika R* s3
znacznie nizsze niz dla indeksu WIG20. Wynika to z dwoch powodow: po
pierwsze, dla spoiki jako realizacje wariancji zastosowano sumy kwadratow
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godzinnych stop zwrotu, a dla indeksu pigciominutowych'?, po drugie, znacz-
nie trudniej jest prognozowaé¢ zmiennos¢ pojedynczej spotki niz indeksu'?’.

Jezeli wicksza wage przywigzuje si¢ do bledow przeszacowania zmien-
nosci niz do bledéw niedoszacowania (¢ =—1 dla funkcji LINEX), to
pierwsze miejsce w rankingu zajmuje model SV. Na ostatnich miejscach
w rankingach wedtug tego kryterium znalazty si¢ modele RW i RW intra. Je-
zeli natomiast wicksza wage przypisa¢ bledom niedoszacowania zmiennos$ci
(a =1), to najdoktadniejsze prognozy sa konstruowane na podstawie modelu
GARCH dla TR, a najmniej doktadne — na podstawie RW i HA. Modele, ktore
zajmujg wysokie (odlegte) miejsca w rankingu dla a < 0 zajmuja najczesciej
odlegle (wysokie) miejsca w rankingu dla a > 0. Wyjatkiem jest model RW,
ktory w obu rankingach plasuje si¢ na ostatnich miejscach.

Wedlug miar, ktore przywiazuja mniejsza wage do duzych warto$ci nie-
typowych, model SV zajmuje wyzsze pozycje w rankingach, a jednoczesnie
model ten zajmuje pierwsze miejsce wedlug funkcji LINEX, przyktadajace;j
wickszg wage do btedow przeszacowania zmiennosci. Te wyniki sugeruja, ze
prognozy konstruowane na podstawie modelu SV sa niedoszacowane w przy-
padku duzej zmiennoSci.

Interesujaca moze by¢ rowniez analiza dokladnosci prognoz w czasie.
Na rysunku 3.2 przedstawiono realizacje zmienno$ci wraz z prognozami wa-
riancji dla wybranych czterech modeli: GARCH, SV, GARCH dla TR oraz
IGARCH. Dla wigkszej przejrzysto$ci pominigto kilka obserwacji nietypo-
wych zmiennosci zrealizowanej, w tym dwie najwigksze wartosci 13 czerw-
ca i 9 listopada 2006 r., wynoszace odpowiednio 66,742 oraz 52,502 oraz
kilka warto$ci zblizonych do 20 i 30. Widoczne sa tutaj duzo wigksze waha-
nia zmiennos$ci zrealizowanej w porownaniu z indeksem WIG20. Znacznie
wiecej jest wahan przypadkowych. W okresach o duzej zmiennosci, zwigza-
nej najczesciej ze spadkami na rynku, np. pazdziernik 2005 r., maj—czerwiec
2006 r., prognozy konstruowane na podstawie modelu GARCH sa znacznie
trafniejsze od prognoz skonstruowanych na podstawie modelu SV, cho¢ réw-
niez znaczaco niedoszacowane. Najbardziej trafne sa w tych sytuacjach pro-
gnozy konstruowane na podstawie modelu GARCH dla TR. Niska trafnos¢
prognoz konstruowanych na podstawie modelu IGARCH wynika z bardzo
powolnej reakcji na spadek zmiennosci. Po okresach duzej zmiennos$ci pro-
gnozy jeszcze przez dlugi czas sg przeszacowane.

126 Zastosowanie danych o wickszej czestotliwosci prowadzi zawsze do wzrostu trafnosci
prognoz, o ile wptyw czynnikow zwigzanych z mikrostrukturg rynku nie jest silny.
127 Wahania przypadkowe maja mniejsze znaczenie w przypadku indeksu.
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RYSUNEK 3.2. DZIENNE PROGNOZY WARIANCJI STOP ZWROTU DLA SPOEKI PKN
ZRODEO: OPRACOWANIE WEASNE.

Podobnie jak dla indeksu WIG20, miejsce w rankingu badanych mode-
li zalezy w duzym stopniu od przyjetego kryterium. Nie ma modelu, na pod-
stawie ktéorego mozna by konstruowaé najdoktadniejsze prognozy wedtug
wszystkich rozwazanych miar trafno$ci. Dobrze wypada w rankingach model
GARCH dla TR, jednakze jego przewaga nie jest juz tak oczywista, jak dla
indeksu WIG20. Wysoko w rankingach plasujg si¢ réwniez model GARCH
opisujacy efekt zwigzany z okresami §wigtecznymi i GARCH z S&P. Model
MA, na podstawie ktorego konstruowano trafne prognozy zmiennosci dla in-
deksu WIG20, zajmuje odlegle miejsca wedtug prawie wszystkich miar oce-
ny dla spo6tki PKN. Najmniej doktadne prognozy sa konstruowane na podsta-
wie modeli RW, RW intra oraz HA.
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W tabeli 3.14. przedstawiono szacunki wspotczynnikow korelacji migdzy
prognozami skonstruowanymi na podstawie modelu GARCH i innych anali-
zowanych metod.

TABELA 3.14. WSPOLCZYNNIK KORELACJI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA SPOLKI
PKN, TEST ISTOTNOSCI ROZNIC BLEDU SREDNIOKWADRATOWEGO ORAZ KRYTERIUM
INFORMACYJNE SCHWARZA

Model p ¥ SIC SIC ranking
GARCH 1 - 6184,3 7
GARCH-t 0,999 1,529 6161,5 2
IGARCH 0,925 0,874 6190,8 13
GARCH-M 0,999 1,546 6189,5 10
GARCH-MT 0,998 2,133 6189,8 11
EGARCH 0,890 0,009 6202,1 16
GJR-GARCH 0,992 0,726 6190,3 12
TGARCH 0,963 0,008 6186,9 8
FIGARCH 0,924 4,600* 6178,6
RW 0,401 8,380* - -
HA 0,370 2,727 - -
MA 0,831 2,916 - -
MAk =25 0,919 0,680 - -
ES 0,892 3,181 - -
RiskMetrics 0,990 0,076 6187,0 9
SV 0,819 3,736 6150,9 1
GARCH dla TR 0,823 0,815 - -
GARCH z TR 0,915 0,686 6179,7 5
GARCH z HL 0,879 0,970 6180,5 6
GARCH z S&P 0,999 0,453 6191,1 14
GARCH z sez. 0,724 2,641 6241,3 18
GARCH z tyg. 0,968 0,435 6208,8 17
GARCH ze $w. 0,932 1,201 6191,1 15
S&P w $redniej 0,997 1,743 6171,7 3
RW intra 0,386 10,636* - -

Kolumna p przedstawia oceny wspotczynnikow korelacji prognoz zmiennosci konstru-
owanych na podstawie modelu GARCH i innych analizowanych metod prognozowania. Ko-
lumna %2 zawiera wyniki dotyczace weryfikacji hipotezy o réwnosci btgdow MSE dla modelu
GARCH i osobno pozostatych metod prognozowania. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk,
w przypadku ktorych hipoteza zerowa zostata odrzucona na poziomie 0,05.

7RODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Dla wigkszos$ci modeli GARCH szacunki te przekraczajg 0,9, jednakze sg niz-
sze niz analogiczne szacunki dla indeksu WIG20. R6znice w szacunkach wielu
miar oceny trafno$ci prognoz mi¢dzy r6znymi metodami sg czesto niewielkie.
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Tylko dla trzech metod: FIGARCH, RW i RW intra btedy $redniokwadratowe
r6znily si¢ istotnie od bledu dla modelu GARCH (patrz tabela 3.14).

Z drugiej strony niektdre roznice sg znaczace z ekonomicznego punktu
widzenia. Gdyby dodatkowy btad w szacunku zmiennosci potraktowac jako
dodatkowe ryzyko, to na przyktad réznica migdzy szacunkami RMSE, mie-
dzy modelem GARCH szacowanym w tradycyjny sposob a modelem szaco-
wanym na podstawie przeskalowanego prawdziwego zakresu zmiany (0,081),
dodaje okoto 4,6 punktu procentowego dodatkowego ryzyka (mierzonego od-
chyleniem standardowym) w skali roku, w przypadku tradycyjnej metody
estymacji.

Badanie wlasnosci statystycznych

W badaniu przeprowadzono szereg testow dotyczacych prawidlowosci
przyjetych specyfikacji modeli GARCH (patrz tabela 3.15). Wyniki testowa-
nia restrykcji naktadanych na parametry modeli GARCH, omawiane w dal-
szej czgsci pracy, byly niewrazliwe na przyjeta specyfikacje rozktadu warun-
kowego. Wnioski pltynace z wynikdéw testow sa czesto zgodne z wnioskami
wynikajagcymi z analizy kryterium SIC (patrz tabela 3.14). Model GARCH
z warunkowym rozktadem normalnym jest zdecydowanie odrzucany przez
wyniki testu LR, jak i kryterium SIC na korzy$¢ modelu z rozktadem t-Stu-
denta, jednakze model z rozkltadem t-Studenta plasuje si¢ tylko nieznacznie
wyzej w rankingach przy prognozowaniu zmienno$ci. Prawie wszystkie kry-
teria oceny prognoz wskazuja, ze doktadniejsze prognozy sg konstruowane na
podstawie modelu GARCH niz modelu IGARCH, co jest zgodne z wynika-
mi testu LR i kryterium SIC. Zaréwno efekt GARCH-M'#, jak i asymetrycz-
ny efekt GARCH-M sg nieistotne statystycznie w badanym szeregu, a mode-
le GARCH-M i GARCH-TM plasuja si¢ na dalszych miejscach w rankingach
niz model GARCH.

Uzyskane wyniki wskazuja na wystepowanie dlugiej pamigci w zmien-
nosci, jednakze prognozy konstruowane na podstawie modelu FIGARCH sg
mniej doktadne niz prognozy konstruowane na podstawie modelu GARCH.
W przypadku spotki PKN nie wystepuje asymetryczny wptyw dodatnich
i ujemnych stop zwrotu na wariancje'?, a modele EGARCH i TGARCH zaj-

128 Efekt GARCH-M jest nieistotny dla wigkszosci spotek i indekséw notowanych na
GPW w Warszawie (wigcej na ten temat patrz w podrozdziale 4.4).

129 Podobnie jest w przypadku wielu spotek i indekséw notowanych na GPW (patrz np.
Fiszeder, 2001c).
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muja na og6t dalsze miejsca'*® w rankingach (wlacznie z kryterium SIC) niz

model GARCH. Inaczej wyglada sytuacja z modelem GJR-GARCH, ktory
wypadt znacznie lepiej od modelu GARCH.

Wedlug testu LR, model RiskMetrics zostal zdecydowanie odrzucony na
korzy$¢ modelu IGARCH, a mimo to, wedtug wigkszosci kryteriow, progno-
zy konstruowane na podstawie modelu RiskMetrics okazaly si¢ doktadniej-
sze. Model RiskMetrics jest rowniez preferowanym modelem wedlug kryte-
rium SIC.

Wryniki dotyczace modeli GARCH rozszerzonych o dodatkowe informa-
cje sa niejednoznaczne. Warto zwroci¢ uwage na stosunkowo wysokie miej-
sca w rankingach przy prognozowaniu modeli GARCH z S&P i GARCH
uwzgledniajacy efekt z okresami §wiagtecznymi, dla ktorych rozszerzenia byty
nieistotne wedtug testu t-Studenta i zajmowaly one dalekie miejsca wedtug
kryterium SIC.

TABELA 3.15. ANALIZA WEASNOSCI STOP ZWROTU I WARIANCJI SPOLKI PKN

Weryfikowane hipotezy Statystyka s t:l)t;?tl;ki l:?::zf;:g:vn
Brak autokorelacji LB(12) 12,40 -
Brak efektu ARCH LM(12) 38,90* -
Normalno$¢ rozkt. bezwarunkowego JB 101,21* -
E";‘Egl‘;ﬁ%;‘;{z&wam“k' LR 30,14* v istotny
B,=1-a, wmodelu GARCH LR 13,80* -
d =0 w modelu FIGARCH LR 13,07* d istotny
3 =0 w modelu GARCH-M LR 2,14 d nieistotny
5%, 6~ =0 w modelu GARCH-MT LR 9,15% 8%, & nieistotne
0 =0 w modelu EGARCH - - 0 nieistotny
®, =0 w modelu GJR-GARCH LR 1,34 o, nieistotny
a, = 0,06 w modelu IGARCH LR 18,09* -
vy =0 w modelu GARCH z HL LR 11,19% v istotny
v =0 w modelu GARCH z TR LR 11,97* v istotny
vy =0 w modelu GARCH z S&P LR 0,58 Y nieistotny
8, = 0 w modelu GARCH z sez. LR 23,47* niektdre istotne
¥, =0 w modelu GARCH z tyg. LR 4,76 niektore istotne
¢,, ¢, = 0 w modelu GARCH ze $w. LR 7,87* @,, ¢, nieistotne
& =0 w modelu z S&P w $redniej LR 19,92% d istotny

LB to statystyka testu Ljunga-Boxa, LM to statystyka testu Engle’a, JB to statystyka te-
stu Jarque-Bera. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktoérych weryfikowana hi-
poteza zostata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05. Oznaczenia parametrow odnosza si¢ do
specyfikacji przedstawionych w podrozdziatach 1.2 1 1.6.

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

130 Prognozy konstruowane na podstawie modelu EGARCH sg najmniej trafne.
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Prognozy konstruowane na podstawie modelu SV sa doktadne w przy-
padku matej zmienno$ci. Model SV wypadt znacznie lepiej w przypadku
spotki PKN niz indeksu WIG20, cho¢ uzyskane wyniki nie rozstrzygaja, czy
prognozy konstruowane na jego podstawie sa trafniejsze niz te, ktore wyzna-
cza si¢ na podstawie modelu GARCH"'.

Ocena trafnosci prognoz wewnatrz proby

Podobnie jak w badaniu indeksu WIG20, wnioski wynikajace z przepro-
wadzonych testow oraz analizy kryterium SIC nie zawsze pokrywaja si¢ z traf-
no$cig modeli w prognozowaniu zmiennos$ci. Pierwsze trzy miejsca w rankin-
gu wedlug SIC zajmuja te same modele, co w przypadku indeksu WIG20,
tylko w innej kolejnosci: SV, GARCH-t i S&P w $redniej i plasujg si¢ one na
dalszych miejscach w rankingach oceny prognoz zmienno$ci. Poszukujac lep-
szego kryterium wyboru metod do prognozowania, przeprowadzono analize
trafno$ci prognoz zmiennosci wewnatrz proby dla catego badanego okresu, na
podstawie tych samych kryteriow, ktore byty stosowane w badaniu poza pro-
ba. Wyniki przedstawiono w tabelach 3.161 3.17.

TABELA 3.16. OCENA DOKEADNOSCI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA SPOEKI PKN
WEWNATRZ PROBY: MAE, RMSE 1 LOGARYTMICZNA FUNKCJA STRATY

MAE RMSE Log
Model
Ocena Rank. Ocena Rank. Ocena Rank.

1 2 3 4 5 6 7
GARCH 2,545 11 4,753 9 1,090 14
GARCH-t 2,545 12 4,753 10 1,090 15
IGARCH 2,652 22 4,784 17 1,144 22
GARCH-M 2,544 10 4,757 13 1,089 12
GARCH-MT 2,550 14 4,766 14 1,089 13
EGARCH 2,556 17 4,734 4 1,094 18
GJR-GARCH 2,538 7 4,738 6 1,086 9
TGARCH 2,549 13 4,743 8 1,093 17
FIGARCH 2,537 6 4,753 11 1,088 11
RW 4,116 25 7,534 25 10,354 25
HA 2,655 23 4914 23 1,165 23
MA 2,640 21 4,835 22 1,118 21
MAk=25 2,618 20 4,822 20 1,071 3
ES 2,609 19 4,813 19 1,102 20
RiskMetrics 2,554 16 4,773 16 1,061 2
SV 2,488 2 4,831 21 1,013 1
GARCH dla TR 2,044 1 2,537 1 1,071 4
GARCH z TR 2,536 5 4,707 2 1,087 10
GARCH z HL 2,553 15 4,738 7 1,091 16

131 Wedtug kryterium SIC model SV wypada zdecydowanie lepiej niz model GARCH.
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CD. TABELI 3.16

1 2 3 4 5 6 7
GARCH z S&P 2,531 3 4,754 12 1,076 6
GARCH z sez. 2,606 18 4,786 18 1,101 19
GARCH z tyg. 2,534 4 4,735 5 1,080 7
GARCH ze $w. 2,538 8 4,733 3 1,074 5
S&P w éredniej 2,542 9 4,766 15 1,082 8
RW intra 3,260 24 6,001 24 1,725 24

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 3.17. OCENA DOKEADNOSCI DZIENNYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA SPOEKI PKN
WEWNATRZ PROBY: WSPOECZYNNIK DETERMINACJI R’, FUNKCJA STRATY LINEX

LINEX a=1
Model R? LINEX a=-1 (x 10%)
Ocena Rank. Ocena Rank. Ocena Rank.

GARCH 0,070 10 7,670 9 1,034 15
GARCH-t 0,070 11 7,510 8 1,088 16
IGARCH 0,057 19 19,832 20 0,352 4

GARCH-M 0,067 14 7,832 10 1,097 18
GARCH-MT 0,065 15 7,489 7 1,252 20
EGARCH 0,088 2 6,199 3 0,714 11
GJR-GARCH 0,077 4 8,259 11 0,762 12
TGARCH 0,077 5 6,675 4 0,589 10
FIGARCH 0,068 13 8,335 12 0,899 14
RW 0,023 24 5,1e+32 25 17,087 25
HA 0,009 25 5,119 2 3,732 24
MA 0,040 23 14,527 19 0,507 7
MAk=25 0,057 20 50,960 22 0,185 2

ES 0,046 22 13,185 18 0,577 8

RiskMetrics 0,065 16 30,397 21 0,428 6
SV 0,074 8 3,720 1 1,561 22
GARCH dla TR 0,169 1 85,159 23 8,2e-17 1

GARCH z TR 0,086 3 10,057 15 0,257 3

GARCH z HL 0,072 9 10,676 17 0,358 5

GARCH z S&P 0,070 12 7,193 5 1,091 17
GARCH z sez. 0,053 21 10,147 16 1,801 23
GARCH z tyg. 0,076 6 8,426 13 0,828 13
GARCH ze $w. 0,076 7 8,501 14 1,229 19
S&P w sredniej 0,065 17 7,373 6 1,292 21
RW intra 0,065 18 6,0e+17 24 0,585 9

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Tak jak dla indeksu WIG20, rankingi modeli dla prognoz wewnatrz proby
sg bardzo zblizone do rankingéw modeli dla prognoz poza probg. Zatem przy
wyborze najlepszej metody prognozowania zmiennosci powinno si¢ uwzgled-
ni¢ analize wewnatrz proby, dla tej samej miary oceny trafnosci prognoz, na
podstawie ktorej dokonuje si¢ oceny poza proba.
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Ocena trafnosci tygodniowych prognoz zmiennosci dla spotki PKN

W badaniu zastosowano te same metody, co w analizie dziennych pro-
gnoz, z wyjatkiem modelu EGARCH'* oraz modeli GARCH opisujacych
efekt dnia tygodnia, efekt zwigzany z okresem §wiatecznym oraz wahania
sezonowe. Dodatkowo zastosowano prognozy konstruowane na podstawie
modelu GARCH szacowanego dla tygodniowych stép zwrotu. W tabeli 3.18
podano procent prognoz przeszacowanych oraz szacunki dla: RME, MAE,
RMSE oraz logarytmicznej funkcji straty. Dla wigkszos$ci metod prognozy sa
czg$ciej przeszacowane, jednakze sumarycznie niedoszacowane.

TABELA 3.18. OCENA DOKEADNOSCI TYGODNIOWYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA SPOEKI
PKN: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, RME, MAE, RMSE 1 LOGARYTMICZNA
FUNKCJA STRATY

% RME MAE RMSE LL
Model o
przeszac.| w % Ocena | Rank. | Ocena | Rank. | Ocena | Rank.

GARCH 60,26 5,35 8,118 5 13,976 7 0,310 5
GARCH tyg. 50,99 9,94 8,625 15 14,963 20 0,339 15
GARCH-t 60,26 5,43 8,087 3 13,973 6 0,310 5
IGARCH 63,58 -4,47 9,288 20 14,311 13 0,355 17
GARCH-M 60,26 5,50 8,128 7 14,022 10 0,311 8
GARCH-MT 58,94 6,02 8,142 9 14,070 11 0,313 10
GJR-GARCH 58,94 5,78 8,138 8 13,897 5 0,308 4
TGARCH 62,25 1,79 8,353 13 13,851 4 0,322 12
FIGARCH 57,62 7,61 8,240 11 14,019 9 0,307 2
RW 35,76 9,86 16,492 22 25,855 22 7,758 22
HA 57,62 8,89 8,569 14 14,895 19 0,367 19
MA 58,94 2,84 9,254 18 14,704 18 0,378 20
MAk =25 54,30 3,08 9,278 19 14,659 16 0,364 18
ES 60,26 3,37 8,952 17 14,390 15 0,351 16
RiskMetrics 60,26 2,64 8,888 16 14,342 14 0,334 14
SV 47,68 18,26 8,070 2 14,674 17 0,325 13
GARCH dla TR 62,91 0,15 8,335 12 13,735 3 0,320 11
GARCH z TR 64,90 1,04 8,121 6 13,528 1 0,307 2
GARCH z HL 63,58 1,54 8,187 10 13,697 2 0,312 9
GARCH z S&P 56,95 9,20 8,000 1 14,011 8 0,300

S&P w sredniej 58,94 6,65 8,108 4 14,079 12 0,310 5
RW intra 50,33 0,26 9,554 21 16,286 21 0,427 21

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

132 Model ten zajmowat dalsze miejsca w rankingach dla prognoz dziennych.
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W tabeli 3.19 przedstawiono oceny parametréw funkcji regresji realizacji
wariancji wzglgdem prognoz wariancji, szacunki wspotczynnika determinacji
dla tej funkcji oraz szacunki funkcji straty LINEX.

TABELA 3.19. OCENA DOKEADNOSCI TYGODNIOWYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA SPOEKI
PKN: WSPOLCZYNNIK DETERMINACJI R?, FUNKCJA STRATY LINEX

R: LINEX a=-1 LINEX a=1
Model Y Y, (x 10°) (x 10*Y)
Ocena | Rank. | Ocena Rank. Ocena Rank.

GARCH -1,259 1,127 0,123 9 0,841 9 1,267 12
GARCH tyg. 10,221%* | 0,508 0,056 20 2,5e+5 18 23,265 20
GARCH-t -1,767 1,157 0,124 8 0,550 6 1,632 14
IGARCH 5,722 0,667 0,103 16 2,0e+4 17 0,005 4
GARCH-M -0,441 1,083 0,117 12 1,665 10 1,415 13
GARCH-MT -1,158 1,129 0,112 14 0,458 5 2,773 16
GJR-GARCH -2,480 1,201 0,136 6 0,339 3 0,852 11
TGARCH -3,275 1,195 0,137 5 0,832 8 0,247 10
FIGARCH 3,681 0,871 0,123 9 289,991 11 0,154 9
RW 17,069* | 0,105* | 0,028 21 1,5e+58 22 1,4e+6 22
HA -39,889 | 3,421 0,019 22 0,099 2 187,412 21
MA 8,739* 0,552 0,070 19 525,954 12 0,014 6
MAk =25 9,009* | 0,539* | 0,113 13 1,0e+6 20 0,001
ES 6,948 0,653 0,091 18 1,9¢+3 13 0,024 7
RiskMetrics 7,721* | 0,606* | 0,123 9 3,8e+5 19 0,008 5
Y% -6,931 1,673 0,095 17 0,052 1 17,787 19
GARCH dla TR 2,914 0,847 0,152 4 4,8e+3 14 0,047 8
GARCH z TR 1,564 0,927 0,174 1 9,le+3 15 0,003
GARCH z HL 2,280 0,893 0,154 3 1,6e+4 16 0,003 2
GARCH z S&P -0,439 1,127 0,128 7 0,672 7 1,787 15
S&P w sredniej -0,543 1,102 0,112 14 0,445 4 3,624 17
RW intra 11,322* | 0,400* [ 0,160 2 1,2e+14 21 8,499 18

Parametry y,i v, oraz R? dotyczg rownania regresji realizacji wariancji wzgledem prognoz
wariancji. Gwiazdkg oznaczono oceny parametrow y,1 v, istotnie roznigce si¢ odpowiednio od
zera i jednoS$ci na poziomie 0,05. Srednie btedy szacunku wyznaczane byly na podstawie for-
muly Newey i West.

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Poréwnujac uzyskane wyniki dla prognoz tygodniowych z prognozami dzien-
nymi, mozna zauwazy¢ duza zbieznos$¢ rankingdéw modeli. Istotnym wyjat-
kiem, tak jak dla indeksu WIG20, jest model FIGARCH, ktéry wypada lepiej
w przypadku prognoz tygodniowych. Dla modeli GARCH tyg., RW, MA,
MA z k=25, RiskMetrics i RW intra przynajmniej jedna z ocen parame-
trow 7, 1 7y, W rOwnaniu regresji roznita si¢ istotnie od odpowiednio zera i je-
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den. Szacunki wspolczynnikéw R® sg wyraznie wyzsze dla prognoz tygo-
dniowych!'®, jednakze wyniki testow dotyczacych istotnosci parametréw 7y,
1, sugeruja, ze dla duzej grupy metod prognozy moga by¢ obcigzone. Bardzo
stabo we wszystkich rankingach wypadl model GARCH szacowany na pod-
stawie danych tygodniowych. Modelowanie danych tygodniowych zamiast
dziennych prowadzi do utraty istotnych informacji.

TABELA 3.20. WSPOLCZYNNIK KORELACJI TYGODNIOWYCH PROGNOZ ZMIENNOSCI DLA
SPOLKI PKN ORAZ TEST ISTOTNOSCI ROZNIC BEEDU SREDNIOKWADRATOWEGO

Model p ba

GARCH 1 -
GARCH tyg. 0,673 2,162
GARCH-t 0,999 0,025
IGARCH 0,930 0,458
GARCH-M 0,999 1,651
GARCH-MT 0,998 1,852
GJR-GARCH 0,991 0,906
TGARCH 0,966 0,447
FIGARCH 0,954 0,049
RW 0,357 9,050*
HA 0,382 1,651
MA 0,831 2,312
MAk =25 0,923 1,291
ES 0,900 1,278
RiskMetrics 0,989 0,605
SV 0,816 2,180
GARCH dla TR 0,841 0,274
GARCH z TR 0,912 0,775
GARCH z HL 0,886 0,361
GARCH z S&P 0,998 0,295
S&P w $redniej 0,998 1,646
RW intra 0,602 5,592%

Kolumna p przedstawia oceny wspotczynnikow korelacji prognoz zmiennosci konstru-
owanych na podstawie modelu GARCH i innych analizowanych metod prognozowania. Ko-
lumna y? zawiera wyniki dotyczace weryfikacji hipotezy o rownos$ci btedow MSE dla modelu
GARCH i osobno pozostatych metod prognozowania. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk,
w przypadku ktorych hipoteza zerowa zostata odrzucona na poziomie 0,05.

7RODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Podobnie jak dla horyzontu dziennego, prognozy zmiennosci skonstru-
owane na podstawie wigkszosci metod sg bardzo silnie skorelowane z pro-
gnozami skonstruowanymi na podstawie modelu GARCH (patrz tabela 3.20).

133 Dla danych tygodniowych mniejsze znaczenie maja wahania przypadkowe.
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Tylko dla dwoch metod RW i RW intra btedy $redniokwadratowe roznity
si¢ istotnie od btedu dla modelu GARCH (patrz tabela 3.20). Podobnie jak
dla indeksu WIG20, przeprowadzone badanie pokazato, ze wickszo$¢ wnio-
skow ptynacych z analizy prognoz dziennych odnosi si¢ rowniez do prognoz
tygodniowych. Zwiekszenie horyzontu prognozy do tygodnia nie zmniejsza
trafno$ci prognoz konstruowanych na podstawie metod pozwalajacych opisaé
zmienno$¢ warunkowych wariancji.

Whioski

Miejsce w rankingu badanych modeli zalezy w duzym stopniu od przyje-
tego kryterium. Uzyskane wyniki pokazuja, jak niebezpieczny moze by¢ wy-
bor najlepszej metody prognozowania zmienno$ci na podstawie jednego, ar-
bitralnie wybranego kryterium. Jedng z metod, na bazie ktorej skonstruowano
najtrafniejsze prognozy, byt model GARCH, szacowany na podstawie prze-
skalowanego prawdziwego zakresu zmiany. Przy jego estymacji wykorzystu-
je si¢ informacj¢ o maksymalnych i minimalnych cenach w ciagu dnia, a wiec
dane réwnie dostepne jak ceny zamknigcia. Najmniej doktadne prognozy, we-
dhug wigkszosci miar oceny trafnosci, sg konstruowane na podstawie modelu
RW, modelu RW dla zmienno$ci zrealizowanej wyznaczonej z danych intra-
day, statej wariancji oraz zmiennos$ci implikowane;j.

Wykorzystanie dodatkowych informacji przy konstrukcji modelu
GARCH lub estymacji jego parametréw nie zawsze prowadzi do wzrostu traf-
nosci prognoz zmiennosci. Wyniki zalezg nie tylko od rodzaju informacji, ale
rowniez od sposobu ich wykorzystania.

Trudno jest wskaza¢ jedna uniwersalng metode prognozowania dla
wszystkich szeregow. Wniosek ten jest zblizony do konkluzji, jakie wyni-
kaja z badan dotyczacych prognozowania warunkowej $redniej. Wydaje si¢
jednak, ze modele GARCH w réznych parametryzacjach stosunkowo dobrze
sprawdzaja si¢ w prognozowaniu zmiennosci.

Wyb6r najlepszego do prognozowania zmienno$ci modelu powinien by¢
w pierwszej kolejnosci dokonywany na bazie analizy wewnatrz proby, dla tej
samej miary oceny trafnosci prognoz, na podstawie ktorej dokonuje si¢ oce-
ny poza probg. Wybor miary powinien zaleze¢ od celu badania i zastosowa-
nia prognoz. Wazna jest rowniez analiza wlasnosci wariancji badanych szere-
gow, poniewaz pozwala na wstgpie wyeliminowac z dalszych badan niektore
specyfikacje modeli.

Dalsze rozszerzanie modeli i badania powinny by¢ bardziej ukierunko-
wane na wykorzystanie informacji powszechnie dostgpnych na rynku niz na
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formutowanie kolejnych parametryzacji, dazacych do coraz lepszego dopaso-
wania modelu do danych empirycznych. Wydaje si¢, ze wigkszy nacisk po-
winien zosta¢ potozony na analiz¢ przyczyn zmiennosci i wykorzystanie ich
w prognozowaniu zmienno$ci. Kolejnym tematem, ktory wymaga dalszych
badan jest ocena trafnosci prognoz konstruowanych na podstawie modeli wie-
loré6wnaniowych. Czy stosowanie modeli wielor6wnaniowych prowadzi do
trafniejszych prognoz zmiennosci? Odpowiedz na to pytanie uzyskano czgs-
ciowo w odniesieniu do prognoz VaR w podrozdziale 4.2.

3.3. PROGNOZOWANIE MACIERZY KOWARIANCJI
STOP ZWROTU"™

W zastosowaniach praktycznych rzadko modelowanie pojedynczych
szeregdbw czasowych jest wystarczajace. W przypadku dwodch lub wigcej
aktywow, poza modelowaniem i prognozowaniem zmienno$ci, wazne jest
réwniez modelowanie i prognozowanie zalezno$ci miedzy aktywami. Podsta-
wowg miarg zaleznosci miedzy stopami zwrotu jest wspotczynnik korelacji li-
niowej Pearsona, jednakze poniewaz latwiejsze jest modelowanie kowarian-
cji, dlatego na ogot formuty podawane sa dla kowariancji stop zwrotu. Jezeli
dane sg wzory dla wariancji i kowariancji, to w oczywisty sposdb mozna wy-
znaczy¢ formuly dla wspotczynnikéw korelacji. Ponizej przedstawiono wy-
brane metody prognozowania kowariancji stop zwrotu, ktére mozna stosowac
w przypadku kilku aktywow. Do oceny trafno$ci prognoz kowariancji moz-
na zastosowac wiekszo$¢ metod statystycznych, jakie stosuje si¢ w przypadku
wariancji'® 13¢ (opisane w punkcie 3.2.3), jednakze w odréznieniu od zmien-
nosci, prognoza kowariancji bardzo rzadko jest celem ostatecznym badania
(patrz np. Lopez i Walter, 2000). Z tego wzgledu oceny trafnosci prognoz
kowariancji dokonuje si¢ na ogo6t na podstawie miar, ktore wykorzystuje sie
w okreslonych zastosowaniach i przeprowadza si¢ tacznie z prognozowaniem
zmiennoS$ci (prognozuje si¢ macierz kowariancji). W pracy oceny trafnosci
r6znych metod prognozowania macierzy kowariancji stop zwrotu dokonano
na podstawie, miedzy innymi, liczby przekroczen VaR (punkt 4.2.3), odchy-

134 W podrozdziale 3.3 przedstawiono podstawowe propozycje teoretyczne, a przyktady
zastosowan znajduja si¢ w kolejnych rozdziatach pracy.

135 Jako realizacje kowariancji mozna przyja¢ odpowiednie iloczyny stop zwrotu akty-
woOw. Mozna takze skorzysta¢ z danych o wyzszej czestotliwosci.

136 W niektorych sytuacjach nie mozna na przyktad zastosowaé logarytmicznej funkcji
straty (jezeli realizacja i prognoza beda miaty rdzne znaki).
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lenia standardowego stopy zwrotu portfela (punkty 4.3.2, 5.1.2 oraz 5.1.3)
i redukcji ryzyka zabezpieczonego portfela (punkty 6.2.2 1 6.2.4).

Zatozmy, ze wiclowymiarowy proces stop zwrotu mozna przedstawic
W postaci:

r,=n,+¢g,. (3.3.1)

Zaprezentowane metody prognozowania macierzy kowariancji bedg dotyczy-
ly €,, a zatem pomijajg oczekiwang zmienno$¢ p,. W niektoérych zastosowa-
niach finansowych moze si¢ okaza¢, ze nalezy réwniez dodatkowo uwzgled-
ni¢ zmienno$¢ bezwarunkowa wynikajaca z p, (patrz Fiszeder, 2006c¢).

Wielowymiarowe modele GARCH

Prognozy macierzy kowariancji mogg by¢ konstruowane na podstawie
dowolnej postaci wielorownaniowego modelu GARCH. Formuly prognoz
na jeden okres w przoéd wynikaja na ogoét z samego zapisu modelu (sa one
funkcjami parametrow przy znanych przesztych danych). Oznaczmy predyk-
tor warunkowej macierzy kowariancji jako E(e,, &', [¢,)=H, , . gdzie
E(.) oznacza w tym przypadku warunkowa warto$¢ oczekiwana dla kazdego
elementu macierzy. Prognoze¢ na jeden okres w przod, na podstawie modelu
BEKK(p,q,1)'¥, konstruuje si¢ na podstawie formuty:

H A =CC' —i—ZDlst €' D, +ZE H,_, E. (3.3.2)

Jj=1

t+ltp

Trudniejsze jest na ogdl wyprowadzenie wzorow dla dluzszego horyzontu
prognozy. Dla wielu postaci wielorownaniowych modeli GARCH nie mozna
wyznaczy¢ prostej formuly dla horyzontu prognozy wigkszego niz jeden. Dla
ogolnej postaci wieloréwnaniowego modelu GARCH — VECH(1,1)"* pro-
gnozy macierzy kowariancji mozna wyliczy¢ rekurencyjnie:

— '
VeCh(HtJrS‘tJrsflp) =W+ AlveCh(aws-l\tﬂfzps t+s—1\t+»¥f2p) + BlveCh(HHS-l\tH*%’)’
(3.3.3)
1 '
gdZIe 81+s‘t+571p8 t+s‘t+sflp t+€ t+i dla S < 0
' —
oraz 8t+s‘l+xflp8 t+s‘l+xflp - Ht+s‘t+x71p dla s Z 1 .

137 Patrz formuta (2.1.14).
138 Patrz formuta (2.1.5).
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Oczywiscie taka posta¢ modelu nie gwarantuje, ze uzyskane na podstawie
prognoz macierze kowariancji b¢da dodatnio okreslone. Jezeli proces VECH
jest procesem kowariancyjnie stacjonarnym, to dlugookresowe prognozy wa-
runkowej kowariancji sa zbiezne do bezwarunkowej macierzy kowariancji
w tempie wyktadniczym, zgodnie z (A, + B,)". Dla wigkszosci specyfikacji
wielorownaniowych modeli GARCH mozna utworzy¢ analogiczne formuty
na konstrukcje prognoz macierzy kowariancji dla dowolnego horyzontu pro-
gnozy. Ponizej podano wzory tylko dla wybranych parametryzacji modeli.

Jedng z najprostszych specyfikacji wieloréwnaniowego modelu GARCH
jest model skalarno-diagonalny (patrz wzoér (2.1.12)). Prognozy konstruowa-
ne na podstawie tego modelu, dla p =11 ¢ =1, mozna wyznaczy¢ na podsta-
wie formuty:

H,_,, =S+ +8)"(H,, -9, (3.3.4)

t+stp
gdzie S oznacza bezwarunkowa macierz kowariancji rowna
(I—a,—B)"W'W™"

Innym przyktadem moze by¢ model DCC, ktorego konstrukcja polega na nie-
liniowej kombinacji jednoréwnaniowych modeli GARCH. W celu wyznacze-
nia prognoz dla horyzontu prognozy wigkszego niz jeden, mozna dokonac
pewnych przyblizen. Pierwsze polega na zatozeniu, ze E (¢,,,€,,,) = Q,.,, dla
i=1,2,...,s. Wowczas prognozy dla modelu DCC(1,1) moga by¢ wyznaczo-
ne na podstawie formut:

s—=2
Qt+s\tp = Z(l — o _61) S (041 + ﬁl)l + (al + ﬁl)letH >
i=0
*_] *_]
RH»s‘tp = Qt+s‘tht+s‘tht+s‘tp oraz Ht+s‘tp = Dt+s‘tpRt+s‘tth+s‘tp' (335)

Alternatywne podejscie polega na przyjeciu przyblizenia Q~R oraz
E,(Q,.,)~E,(R,,)). Prognozy macierzy korelacji moga by¢ zatem konstruo-
wane na podstawie wzoru:

s—2

R, = > o=y = B)R(e +B3) +(oq + ) 'R, (3.3.6)
i=0
Przeprowadzone przez Engle’a i Shepparda (2001) symulacje Monte Carlo
pokazaty, ze obcigzenia wynikajace z zastosowanych przyblizen sg bardzo
mate i mniejsze w przypadku zastosowania drugiej formuty.
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Bezwarunkowa macierz kowariancji

W przypadku statych wariancji i kowariancji stop zwrotu celowe jest kon-
struowanie prognoz na podstawie bezwarunkowej macierzy kowariancji. Nie-
kiedy takie podejscie okreslane jest jako stata macierz kowariancji. Prognoza
macierzy kowariancji moze by¢ wyznaczona na podstawie wzoru:

t

1 :
Ht+,\"tp = ¢t 1 Zsis [ (337)
L=l
Dla N aktywow formule (3.3.7) mozna roéwniez przedstawi¢ w postaci:
t

1
o’ :—252. dlax=1,2,...N, (3.3.9)

x,t+sltp t—l 1 X,i
T iisin = Zex,e}l dlal<x<y<N. (3.3.9)

Gdyby wariancje i kowariancje stop zwrotu byty state w czasie, to przy ich
estymacji na podstawie wszystkich dostepnych w danej chwili obserwacji po-
petiono by najmniejsze btgdy szacunku.

Ruchoma macierz kowariancji
Podobnie jak w przypadku wariancji, macierz kowariancji moze by¢ sza-
cowana na podstawie ostatnich k& obserwacji:

H = Z g8 (3.3.10)

ttk+1

gdzie £ jest stalg wygtadzania.
Dla N aktywow formule (3.3.10) mozna zapisac jako:

1 t
O-itJrs‘tp ey Z Ef,i dla x:1929"'aN: (3311)
’ k.=
t
%m\,p:l Y ee, dal<x<y<N. (3.3.12)
' ki:t—kﬂ

Teoretycznie warto$¢ statej wygtadzania we wzorach (3.3.11) 1 (3.3.12) moze
by¢ rézna dla réznych aktywow, jednakze ze wzgledow praktycznych stosu-
je si¢ jedna warto$¢. Niestety nie wiadomo, przy jakich zalozeniach estymator
jest zgodnym estymatorem warunkowej macierzy kowariancji.
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Metoda wyrownywania wykladniczego dla macierzy kowariancji
Prognoz¢ macierzy kowariancji, konstruowang na podstawie modelu
EWMA, mozna wyznaczy¢ na podstawie formuty:

H 1-X\)gg+AH, , (3.3.13)

I+s‘tp = (

gdzie A jest to parametr wygasania.
Wzor (3.3.13) mozna zapisac rowniez jako:

Ty gy =(1=Nel, + A7, dla x=1,2,..,N, (3.3.14)
O iy = (1-=Ne, g, tAo,,,,dlal<x<y<N. (3.3.15)

Przy wyborze statej wygtadzania i parametru wygasania mozna kierowac si¢
podobnymi zasadami, jak w przypadku modeli jednorownaniowych. Mozna
takze bra¢ pod uwage konkretny cel zastosowania metody. W pracach Fisze-
dera (2004a, 2004b) wyboru statej wygladzania w metodzie $redniej rucho-
mej oraz parametru wygasania w metodzie wyrownywania wyktadniczego
dokonywano dla kazdego okresu na podstawie probki wstepnej. Wybierano
te warto$ci, dla ktérych srednie odchylenie standardowe stop zwrotu wyzna-
czonych portfeli o minimalnej wariancji byto najmniejsze w probce wstepnej.
Taki sposdb postepowania prowadzit do wzrostu efektywnosci procesu alo-
kacji aktywow. Zauwazmy, ze model w postaci (3.3.13) jest zintegrowanym
wieloréwnaniowym modelem GARCH (rownanie (2.1.13)), dlatego parametr
A mozna réwniez oszacowac metodg najwigkszej wiarygodnosci.

Formuly (3.3.14) i (3.3.15) sa czasami okres§lane w literaturze finanso-
wej jako model RiskMetrics!*® (patrz np. Longerstaey i More, 1995). Prakty-
cy rynku finansowego przyjmuja najczesciej stale wartosci stalej wygtadza-
nia i parametru wygasania. Analitycy JP Morgan dla dziennych stop zwrotu
przyjmowali k =25 oraz A =0,94% (patrz Zangari, 1996). Gtowna zaleta
metodologii RiskMetrics, czyli tatwos¢ konstrukeji prognoz wariancji i ko-
wariancji, jest zauwazalna dopiero przy duzej liczbie aktywow. W takich za-
stosowaniach, jak analiza portfelowa czy wyznaczanie VaR dla bardzo duzej
liczby aktywow, zaawansowane metody estymacji macierzy kowariancji jak

13 Koncepcja RiskMetrics zostala opracowana przez bank inwestycyjny JP Morgan
w celu pomiaru ryzyka rynkowego za pomoca wartosci zagrozonej.

140 Parametr wygasania we wzorach (3.3.14) i (3.3.15) méglby przyjmowac rdézne war-
tosci dla réznych aktywow, jednakze wowczas dodatnia okreslono§¢ macierzy kowariancji nie
bedzie zapewniona.
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na razie nie znajduja praktycznie zastosowania, a zastosowanie metodologii
RiskMetrics jest stosunkowo proste. Oczywiscie zatozenie, ze wartosci para-
metrow w modelu sg takie same, niezaleznie od analizowanych danych, jest
trudne do akceptacji.

W przypadku prostych metod prognozowania macierzy kowariancji, ta-
kich jak ruchoma macierz kowariancji oraz metoda wyrownywania wyktad-
niczego dla macierzy kowariancji, przyjmuje si¢ na ogot, ze prognozy dla
okresow ¢+ 1,¢+2,.....,t +k sa rowne, tzn. HHW = HMW =..= HHkW.
Konstruowane w ten sposob prognozy macierzy kowariancji nie uwzglednia-
ja waznej cechy procesow kowariancyjnie stacjonarnych, mianowicie powro-
tu do $redniej, czyli do poziomu bezwarunkowej macierzy kowariancji.

Wielowymiarowy model stochastycznej zmiennosci (SV)

W wielorownaniowych modelach SV (patrz np. Harvey, Ruiz i Shephard,
1994) warunkowa macierz kowariancji jest zalezna od nieobserwowalnych
lub ukrytych proceséw. Najczesciej wielowymiarowy model stochastycznej
zmiennosci jest okreslony jako N jednowymiarowych modeli SV:

€, =0,z,exp(0,5p,) dlai=1,2,...,N, (3.3.16)

gdzie o, jest parametrem, z, =(z,,z,,,...,zy,)"s E(z,)=0, Cov(z,)=1X,,
P, = (P Pa»--s Py,)' 58 Opisane jako proces VAR(1) p, = ®Pp, , +n,, gdzie
n, ~ID(0,X,).

Taka parametryzacja pozwala opisa¢ zaleznosci miedzy wariancjami réznych
szeregow, a z drugiej strony nie ma bezposredniej specyfikacji dla zmien-
nych w czasie kowariancji lub korelacji. Dynamika kowariancji zalezy od dy-
namiki warunkowych wariancji. Przeglad wieloréwnaniowych modeli SV
i przyktady ich zastosowan mozna znalez¢ np. w pracach Asai, McAleer i Yu
(2006), Pajor (2007). Podstawowsa wada wielorownaniowych modeli SV jest
jednak trudnos¢ estymacji dla wigkszej liczby szeregéw. Bardzo interesujaca
propozycja jest potaczenie modeli SV z modelami GARCH (patrz Osiewal-
ski i Pajor, 2007).

Modelowanie danych o czestotliwosci wyzszej niz dzienna

Do estymacji parametrow modeli i konstrukcji prognoz macierzy kowa-
riancji mozna wykorzysta¢ dane o czestotliwosci wyzszej niz dzienna. Moz-
na tutaj zastosowa¢ wszystkie opisane wyzej modele, ktore wykorzystuje sie
dla danych dziennych, w tym wielorownaniowe modele GARCH. Podobnie
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jak w przypadku modeli jednorownaniowych, w okresach krétszych niz go-
dzina relatywnie duze znaczenie maja wahania cykliczne oraz krotkie wzrosty
zmiennos$ci po publikacji informacji makroekonomicznych. Dlatego do ich
opisu powstato wiele modeli, majacych zastosowanie wytacznie w przypadku
danych o bardzo wysokiej czestotliwosci. Podejscie polegajace na modelowa-
niu danych o czgstotliwosci wyzszej niz dzienna, w przypadku modeli wielo-
rownaniowych, jest ciaggle jeszcze rzadko stosowane ze wzgledu na ztozono$¢
modeli i problemy estymacyjne.

Modelowanie kowariancji zrealizowanej

Coraz wigcej zwolennikow zyskuje podejscie polegajace na bezposred-
nim modelowaniu realizacji wariancji i kowariancji. Uzasadnienie teoretyczne
takiego podejscia mozna znalez¢ miedzy innymi w pracy Barndorffa-Nielse-
na i Shepharda (2004). Jako realizacje wariancji przyjmuje si¢ sumy kwadra-
tow stop zwrotu o czgstotliwosci wyzszej niz dzienna (np. formuta (3.2.16)),
jako realizacje kowariancji natomiast — sumy iloczynow odpowiednich stop
zwrotu o tej samej czestotliwosci. Zrealizowana macierz kowariancji moze
by¢ zdefiniowana jako:

M
RCOV,=>r, r, (3.3.17)

m,t-m,t>
m=1

gdzie r, , oznacza wektor stop zwrotu dla danych o wysokiej czgstotliwoscei,
o wymiarach N x1, M — liczba obserwacji w ciggu dnia.

Zamiast prognozowaé jednocze$nie N(N +1)/2 elementdw macierzy
kowariancji, mozna konstruowac prognozy dla kazdego elementu oddzielnie
na podstawie jednorownaniowych modeli, co znacznie ulatwia analizg. Inne
podejscie polega na zastosowaniu wieloréwnaniowych modeli, ktérych uzywa
si¢ do opisu srednich warunkowych, np. modelu VAR lub, ze wzgledu na wy-
stepowanie dtugiej pamigci, wielorownaniowych modeli ARFIMA. Mimo, ze
zrealizowana macierz kowariancji jest dodatnio okreslona, to nie ma gwaran-
cji, iz tak skonstruowane prognozy macierzy kowariancji beda dodatnio okre-
Slone. Aby zapewni¢ dodatnig okre§lono$¢, mozna zastosowac jedng z po-
staci wielorownaniowych modeli GARCH, ktora gwarantuje takg wiasnoscé.
Zastepujac H,, ktora nie jest bezposrednio obserwowalna, macierza RCOV,,
mozna zastosowac prostsze metody estymacji parametrow, jak np. metode
najmniejszych kwadratow. Alternatywnie mozna zastosowa¢ dekompozycje
Choleskiego, jednakze nieliniowa transformacja powoduje najczesciej obcig-
zenie elementéw macierzy kowariancji.
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Mozna réwniez modelowac bezposrednio zrealizowana macierz korela-
cji, jednak pojawiaja si¢ tutaj dodatkowe problemy zwiazane z ograniczono$-
cig zmiennych (moga przyjmowac wartosci tylko od minus jeden do plus je-
den) oraz innym charakterem korelacji.

Podobnie jak w przypadku pojedynczych szeregow, gldéwna wada obu
powyzszych podej$¢ sa wyzsze koszty pozyskania i przetworzenia danych
o wysokiej czestotliwosci oraz ich trudna dostgpnos¢ dla wielu aktywow. Do-
datkowo bardzo czesto istotny okazuje si¢ problem niesynchronicznych trans-
akeji.

Korelacja implikowana

Dla kurséw walutowych mozliwe jest wyznaczenie wspdlczynnika ko-
relacji na podstawie cen opcji'*!. Implikowany wspotczynnik korelacji stop
zwrotu dwoch kursow walutowych dla horyzontu T jest rowny:

. ZI(r ) r +Z1(rg0)r — 27y ), 1 1

P TasesTaic)er 271(r, . ):/? Z1(r, );/? ) (3.3.18)
gdzie rye . =In(Pye ) — (P, ), Py, — Kurs waluty A wzgledem walu-
ty B, ZI(.) — zmienno$¢ implikowana.

Mozna si¢ spodziewaé, ze w przypadku pltynnych rynkoéw opcji progno-
zy korelacji uzyskane na podstawie cen opcji beda bardziej trafne niz progno-
zy konstruowane na podstawie modeli szacowanych wylacznie dla danych hi-
storycznych, poniewaz uwzglgdniajg oczekiwania inwestorow. Ze wzgledu
na stosunkowo malg liczb¢ badan dotyczacg tego zagadnienia na razie nie jest
mozliwe sformutowanie jednoznacznych wnioskow o trafnosci takich pro-
gnoz (patrz np. Campa i Chang, 1998; Walter i Lopez, 2000).

Redukcja do szeregu jednowymiarowego

W niektorych zastosowaniach nie jest konieczne modelowanie i progno-
zowanie catej macierzy kowariancji. Na przyktad jezeli celem jest progno-
zowanie wariancji portfela, to wielowymiarowe zagadnienie mozna w tatwy

sposob sprowadzi¢ do zagadnienia jednowymiarowego. Niech r, . oznacza
prosta stope zwrotu portfela'#?:
N
Potrs = ZWM Tives = Wz 'rt+x’ (3.3.19)
i=l1

141" Teoretycznie jest to rowniez mozliwe w przypadku instrumentow, dla ktorych wyptata
odbywa si¢ w innej walucie niz waluta, w jakiej instrument jest notowany.
142 W przypadku logarytmicznych stop zwrotu jest to zalezno$¢ przyblizona.
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gdzie w;,, oznacza udziat i-tego aktywu w portfelu w chwili 7, gdzie r,_  jest to
wektor prostych stop zwrotu o wymiarach N x1, W, to wektor udziatow po-
szczegblnych aktywdéw w portfelu o wymiarach N X1.

Zamiast modelowac i prognozowaé zaleznos$ci pomigdzy stopami zwro-
tu aktywow wchodzacych w sktad portfela, mozna bezposrednio modelowac
1 prognozowa¢ wariancj¢ stop zwrotu r,,. W tym celu nalezy wyznaczy¢ sto-
py zwrotu sztucznego portfela na podstawie przesztych stop zwrotu aktywow,
wchodzacych w sktad portfela i biezacych ich udziatow:

r,=W'r, dla j=1,2,....,t. (3.3.20)

Dla stop zwrotu sztucznego portfela mozna zastosowaé metody progno-
zowania zmiennosci pojedynczych aktywow opisane w punkcie 3.2.2, w tym
w szczegolnosci jednorownaniowe modele GARCH. Jezeli udzialy w portfe-
lu si¢ zmienia, to stopy zwrotu sztucznego portfela musza by¢ ponownie wy-
znaczone i parametry jednoréwnaniowego modelu musza by¢ na nowo osza-
cowane. Takie podejscie zastosowano na przyktad przy prognozowaniu VaR
dla portfela akcji w punkcie 4.2.3 i dalo ono nie gorsze wyniki niz podejscie
wielorownaniowe.



Rozdzial IV

ANALIZA RYZYKA RYNKOWEGO
— WYBRANE ZAGADNIENIA

Obserwujac rozwdj cztowieka i jego otoczenia, nietrudno spostrzec, ze
ryzyko towarzyszy catej historii ludzkosci i nie ma dziatan ludzkich, ktore
nie bylyby narazone na ryzyko. Ryzyko jest zwigzane nie tylko z realizacja
okreslonych zamierzen, ale rowniez z zachowaniem istniejgcego stanu rzeczy,
czyli z niepodjeciem lub zaniechaniem okreslonych dziatan. Ryzyko nalezy
do najwazniejszych poje¢ nowoczesnych finansow, jest druga podstawowa
charakterystyka inwestycji. Dzialanie w warunkach ryzyka jest nieodtacznym
atrybutem kazdej gospodarki. Che¢ zabezpieczenia si¢ przed ryzykiem byta
jednym z podstawowych motoréw powstania wielu nowych instrumentow fi-
nansowych oraz rozwoju teorii finanséw, inzynierii finansowej czy ekono-
metrii finansowej. Bardzo wazng rol¢ w analizie ryzyka odgrywa ocena ryzy-
ka i miary ryzyka. Duza popularno$¢ modeli GARCH wynika mi¢dzy innymi
z faktu, ze znajduja one zastosowanie w pomiarze i modelowaniu ryzyka. Za-
stosowania modeli GARCH nie ograniczaja si¢ wytgcznie do opisu zmieniaja-
cych si¢ w czasie warunkowych wariancji lub kowariancji, ale sa rowniez wy-
korzystywane przy konstrukcji coraz bardziej wyrafinowanych miar ryzyka.

W podrozdziale 4.1 przedstawiono podstawowe zagadnienia dotyczace
miar ryzyka. Pomiar ryzyka i miary ryzyka dotycza praktycznie wszystkich
zastosowan modeli GARCH, dlatego konieczne bylo ich uporzadkowanie.

Podrozdziat 4.2 dotyczy najczg$ciej stosowanej przez instytucje finan-
sowe miary zagrozenia, czyli warto$ci zagrozonej (VaR). W pracy przedsta-
wiono podstawowe metody prognozowania VaR oraz oceny ich trafnosci.
Jednym z gléwnych celow szacowania VaR jest ustalenie wymogow kapita-
fowych. Omoéwiono tu réwniez problemy zwigzane z interpretacja i postugi-
waniem si¢ tg miarg. Z uwagi na tatwos¢ konstrukcji najbardziej popularnymi
metodami szacowania VaR sg metody wariancji-kowariancji oraz symulacja
historyczna. Niestety zatozenia, na ktérych opieraja si¢ te metody, nie sg na
0g061 spetnione w przypadku finansowych szeregow czasowych. Z tego wzgle-
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du powstato wiele alternatywnych metod estymacji VaR, wsrod ktérych cze-
sto stosowang metoda jest modelowanie warunkowych $rednich i wariancji
z zastosowaniem modeli GARCH. W pracy przedstawiono metody estyma-
cji VaR z zastosowaniem roznych parametryzacji modeli GARCH. Literatura
dotyczaca oceny trafnosci prognoz VaR, konstruowanych na podstawie mo-
deli GARCH dla pojedynczych aktywow, jest niezwykle bogata. Wyniki tych
badan sa bardzo zroznicowane i zdecydowanie brakuje prac przegladowych,
w ktorych dokonuje si¢ porownania trafnosci roznych metod prognozowania
VaR. W niniejszej pracy sprobowano sformutowaé bardziej ogdlne wnioski
dotyczace trafnosci prognoz wartosci zagrozonej konstruowanych na podsta-
wie modeli GARCH.

Wigkszos¢ badan dotyczacych zastosowania modeli GARCH do kon-
strukcji prognoz VaR dotyczy pojedynczych aktywow. Jest bardzo mato ana-
liz, w ktoérych ocenia si¢ trafno$¢ prognoz VaR konstruowanych z zastoso-
waniem wielorownaniowych modeli GARCH dla wigkszej liczby aktywow.
W pracach, w ktorych podjeto takie badania, jak np. Christiansen (1999) oraz
Engle i Sheppard (2001), zastosowano tylko jeden rodzaj modelu (odpowied-
nio: czynnikowy model GARCH i DCC). W dalszej cze¢$ci pracy przedstawio-
no metody konstrukcji prognoz VaR dla portfela aktywoéw i dokonano oceny
trafno$ci prognoz wartosci zagrozonej konstruowanych na podstawie wielo-
rownaniowych modeli GARCH dla dwudziestu spotek notowanych na GPW
w Warszawie. W badaniu zastosowano osiem specyfikacji wielorownaniowe-
go modelu GARCH: model statych warunkowych wspotczynnikéow korelacji,
model skalarno-diagonalny, model skalarno-diagonalny z warunkowym roz-
ktadem t-Studenta, model zintegrowany, model ortogonalny dla trzech oraz
dwudziestu czynnikéw, model DCC oraz zintegrowany model DCC. Dodat-
kowo wykorzystano rowniez jednoréwnaniowe modele GARCH z warunko-
wym rozktadem normalnym oraz t-Studenta oraz zastosowano potaczenie mo-
delu GARCH z symulacjg historyczna. Wyniki uzyskane dla modeli GARCH
poréwnano z innymi metodami estymacji VaR: symulacja historyczng, meto-
da wariancji-kowariancji (bezwarunkowa macierz kowariancji, ruchoma ma-
cierz kowariancji oraz metodologia RiskMetrics). Analiz¢ przeprowadzono
zarowno dla inwestora majacego pozycj¢ dhuga, jak i krotka. Obok tradycyj-
nie przyjmowanych do oceny trafnosci prognoz VaR miar zaproponowano,
aby jako kryterium oceny przyja¢ miar¢ polegajgca na modyfikacji sumy wy-
mogow kapitatlowych.

Uzyskane wyniki trafnosci poszczeg6lnych specyfikacji modeli porow-
nano z wlasno$ciami badanych szeregéw czasowych, rankingiem modeli we-
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dhug kryterium informacyjnego Schwarza oraz z wynikami analizy trafhosci
prognoz wewnatrz proby. Pokazano, ze mozna na podstawie analizy wewngtrz
proby dla tej samej miary, dla jakiej dokonuje si¢ oceny poza préba, wskazaé
postacie modeli, na bazie ktorych mozna skonstruowac trafniejsze progno-
zy VaR. Takie badanie wewnatrz proby ma wicksze szanse na wybodr najlep-
szych parametryzacji modeli niz analiza statystycznych wlasnosci szeregow
czasowych i kryteriow informacyjnych.

W podrozdziale 4.3 przedstawiono estymacje wspotczynnikow beta na
podstawie dwuréwnaniowego modelu VAR-GARCH. Modelem najczesciej
wykorzystywanym do estymacji wspotczynnikow beta byt tradycyjnie jed-
nowskaznikowy model Sharpe’a!®* (Sharpe, 1963). Klasyczne metody estyma-
cji wspotczynnika beta nie uwzgledniajg empirycznych wiasnosci procesow
finansowych, takich jak: autokorelacja stop zwrotu, zmienno$¢ warunkowych
wariancji i kowariancji stop zwrotu czy grube ogony rozktadow stop zwrotu.
Niestabilne w czasie moga by¢ réwniez wspotczynniki beta w modelu Shar-
pe’a. Nieuwzglednienie tych wszystkich charakterystyk empirycznych przy
estymacji parametrow modelu moze prowadzi¢ do pogorszenia wlasnosci es-
tymatorow oraz znaczaco wptywaé na wyniki aplikacji modelu. Zastosowa-
nie modelu VAR-GARCH pozwala opisa¢ wszystkie wspomniane wtasnosci
procesow finansowych. Korzysci z wykorzystania dwuréwnaniowego mo-
delu VAR-GARCH nie ograniczajg si¢ wytgcznie do uzyskania efektywniej-
szych estymatoréw (niz te, ktére mozna by otrzymac stosujac jednoréwnanio-
wy model GARCH), ale zastosowanie modelu pozwala opisa¢ zmieniajgce si¢
zalezno$ci miedzy stopami zwrotu waloru a stopami zwrotu portfela rynko-
wego. W przyktadzie empirycznym zaprezentowany model wykorzystano do
konstrukcji portfela o minimalnej wariancji. Zastosowanie dwuréwnaniowe-
go modelu VAR-GARCH przy budowie portfela wpltyngto na znaczny wzrost
efektywnosci procesu alokacji aktywow w poréwnaniu do portfela, przy kon-
strukcji ktorego wykorzystano tradycyjne metody estymacji parametrow mo-
delu Sharpe’a.

Podrozdziat 4.4 porusza jedno z fundamentalnych zagadnien w teorii fi-
nansow, mianowicie zalezno$¢ migdzy dochodem a ryzykiem. Rozwazana
jest dynamiczna zalezno$¢ migdzy warunkowa wartoscia oczekiwang stop
zwrotu instrumentéw finansowych a ich warunkowa wariancja. Wyniki ba-
dan w literaturze $wiatowe] sa niejednoznaczne. W niektorych pracach za-
lezno$¢ miedzy oczekiwang stopg zwrotu a wariancja jest dodatnia, w innych

143 Szerszy kontekst powstania modelu Sharpe’a przedstawiono w nastepnym rozdziale
dotyczacym modeli rynku kapitatowego.



292 Rozdzial IV. Analiza ryzyka rynkowego - wybrane zagadnienia

ujemna, w jeszcze innych brak zaleznosci lub wystepuje zaleznos¢ nielinio-
wa. Rozbieznos¢ wynikoéw bylta jedng z przyczyn podjecia badan dla wybra-
nych spétek i indeksoéw gietdowych notowanych na GPW w Warszawie. Poza
klasycznym modelem GARCH-M w badaniu zastosowano dwie modyfikacje
tego modelu, mianowicie model GARCH-M ze zmiennym parametrem oraz
model GARCH z progowym efektem GARCH-M. Druga parametryzacja mo-
delu jest propozycja autora. Oba rozszerzenia modelu pozwalaja w odmienny
sposob wyjasni¢ rozbiezno$¢ wynikow prowadzonych dotychczas analiz do-
tyczacych zalezno$ci pomigdzy oczekiwang stopg zwrotu a warunkowg wa-
riancja przeprowadzonych z wykorzystaniem modelu GARCH-M ze statym
parametrem.

4.1. WPROWADZENIE

Ryzyko jest pojeciem wieloznacznym i ztozonym, dlatego bardzo trudno
jest podac jego jedng $cisty definicje'*. We wspotczesnym rozumieniu ryzy-
kiem jest jakikolwiek niezamierzony lub niespodziewany wynik decyzji czy
przebiegu dziatania (patrz Ansell i Wharton, 1995). Ztozono$¢ ryzyka sklania
do rozpatrywania jego réznych aspektow. W pracy analizowany jest przede
wszystkim aspekt obiektywny ryzyka, wynikajacy z niepewnosci, co do przy-
sztych zwrotow z inwestycji. Aspekt subiektywny ryzyka, wynikajacy ze sto-
sunku inwestora do ryzyka, jest rozwazany jedynie posrednio. Warto tutaj
rowniez wspomnie¢ o rozréznieniu migdzy pojeciami ryzyko a niepewnosc.
Réznice miedzy tymi pojgciami jako pierwszy okreslit w 1901 roku Willett,
twierdzac, ze ryzyko jest obiektywnie wspotzalezne od subiektywnej niepew-
nosci'®. Knight (1921) uwazat, ze w praktyce gospodarczej dominujg zdarze-
nia niepowtarzalne, do ktérych nie mozna zastosowac zadnej miary prawdo-
podobienstwa. Takie zdarzenia nazywatl niepewnymi. Zdarzenia powtarzalne,
ktorych potencjalne istnienie mozna mierzy¢ za pomocg prawdopodobien-
stwa, okreslat mianem ryzyka. Takie wiasnie Knightowskie rozumienie ry-
zyka i niepewnosci w polskiej literaturze ekonomicznej utwierdzit autorytet
Langego (1967): terminu niepewnos¢ uzywa si¢ w przypadkach, gdy niemoz-
liwe jest zastosowanie w badaniu danego zjawiska rachunku prawdopodo-
bienstwa, jesli natomiast mozliwos¢ taka istnieje, uzywamy raczej terminu

144 Rozne definicje ryzyka przytaczajg np. Osinska (2000) oraz Tarczynski i Luniewska
(2004).
145 Zob. Willett (1951), Dziawgo (1998).
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ryzyko. Zatem wedtug Knighta ryzyko jest mierzalne, natomiast niepewno$¢
niemierzalna. Szerokie spektrum réznych aspektow teorii ryzyka mozna zna-
lez¢ w pracy Arrowa (1979), w ktorej autor charakteryzuje i dyskutuje pogla-
dy wielu znanych ekonomistow. Ryzyko w rozumieniu Arrowa jest niepew-
nos$cig subiektywna. Wspolczesnie wigkszo$¢ autoréw definiuje niepewnosé
jako stan, w ktorym przyszte mozliwosci i1 szanse ich wystgpienia nie sg zna-
ne. Pojecie ryzyka stosowane jest w sytuacjach, gdy rezultat zdarzenia nie jest
znany, ale mozliwe jest zidentyfikowanie przyszlych sytuacji, oraz gdy zna-
ne lub mozliwe do oszacowania jest prawdopodobienstwo zrealizowania si¢
poszczegbdlnych mozliwosci w przysztosci (patrz Dziawgo, 1998; Tarczynski
i Luniewska, 2004).

W teorii i praktyce funkcjonuja dwa podejscia do ryzyka rozumianego
z punktu widzenia jego efektow!*: ryzyko wynikajace z mozliwosci wysta-
pienia niepozadanego zjawiska, np. straty (jest to negatywne rozumienie ry-
zyka) oraz ryzyko wynikajace z mozliwosci wystgpienia efektu dzialania nie-
zgodnego z oczekiwaniami, a odchylenie od oczekiwanego rezultatu moze
by¢ zardwno negatywne, jak i pozytywne (jest to neutralne rozumienie ryzy-
ka). W drugiej koncepcji ryzyko rozumiane jest z jednej strony jako zagro-
zenie, ale z drugiej strony jako szansa. Nieznane przyszle zdarzenia moga
spowodowaé zarowno straty, jak i zyski. W tym przypadku mozna méwié
o ryzyku spekulacyjnym w przeciwienstwie do ryzyka czystego, ktore wyste-
puje wowczas, gdy w stosunku do obecnego stanu alternatywa jest wystapie-
nie straty (patrz Tarczynski i Mojsiewicz, 2001).

Istnieje wiele klasyfikacji ryzyka'4’. Czesto jeden rodzaj ryzyka moze by¢
szczegolnym przypadkiem innego rodzaju ryzyka. Z punktu widzenia przed-
sigbiorstwa 1 jego uczestnictwa w rynku kapitalowym mozna wyrdzni¢ na-
stepujace podstawowe rodzaje ryzyka zwigzanego z inwestowaniem: ryzyko
rynkowe, kredytowe, ptynnos$ci, operacyjne!*®. W pracy rozpatrywane jest je-
dynie ryzyko rynkowe, zwigzane ze zmianami cen na rynkach finansowych.
Do ryzyka rynkowego mozna zaliczy¢: ryzyko stopy procentowej, ryzyko
kursow walut, ryzyko cen akcji, ryzyko cen towardw.

Bardzo istotng kwesti¢ stanowi pomiar ryzyka. Ogoét miar ryzyka rynko-
wego mozna podzieli¢ na trzy grupy'®: miary zmiennos$ci, miary wrazliwo-
$ci 1 miary zagrozenia. Posrednio wszystkie zastosowania opisywane w ni-

146 Patrz Jajuga (2007b).

147 Szereg klasyfikacji ryzyka podaja np. Tarczynski i Luniewska (2004).
148 Por. np. Jajuga i Jajuga (1996), Jorion (1997), Tarczynski (1997a).

149 Patrz Jajuga (1999).
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niejszej pracy sa w mniejszym lub wigkszym stopniu zwigzane z ryzykiem.
W podrozdziale 4.1 przedstawiono zagadnienia bezposrednio zwigzane z mia-
rami ryzyka.

Miary zmienno$ci zostaly przedstawione w punkcie 3.2.1 Najbardziej
znanymi i najczgs$ciej stosowanymi miarami zmiennosci s3 wariancja i odchy-
lenie standardowe'*’. Warunkowa wariancja (lub warunkowe odchylenie stan-
dardowe), szacowana na podstawie modeli GARCH, moze stuzy¢ jako mia-
ra ryzyka rynkowego. Wobec powszechnej zmienno$ci wariancji stop zwrotu
instrumentow finansowych miara ta powinna lepiej opisywac ryzyko instru-
mentow finansowych. Problemom zwigzanym z modelowaniem i prognozo-
waniem tej miary ryzyka zostal poswigcony podrozdziat 3.2.

Miary wrazliwos$ci odzwierciedlajg wptyw pewnych zmiennych (czgsto
zwanych czynnikami ryzyka) na ceny lub stopy zwrotu instrumentéw finan-
sowych. Do miar wrazliwo$ci zaliczamy mi¢dzy innymi wspotczynniki beta,
wspotczynnik zabezpieczenia, duration oraz greckie wspdlczynniki — delta,
gamma, vega (kappa), theta i rho. Miary wrazliwo$ci majg szerokie zastoso-
wanie w analizie ryzyka, np. tworzenie portfela akcji o wspotczynniku beta
rownym zeru, zabezpieczanie portfela przed ryzykiem za pomoca opcji lub
kontraktéw terminowych, uodpornienie (ang. immunization) portfela instru-
mentow dhuznych. Zagadnienia zwigzane z estymacja wspolczynnika beta
oraz przyklady zastosowan zostaty przedstawione w podrozdziale 4.3 oraz
rozdziale 5. Metody estymacji wspolczynnika zabezpieczenia wraz z przykta-
dami dotyczacymi kontraktow terminowych futures zaprezentowano w pod-
rozdziale 6.2.

Trzecia grupa miar to miary zagrozenia. Przy ich konstrukcji bierze si¢
pod uwage przede wszystkim niekorzystne wartosci, np. niekorzystne odchy-
lenia od oczekiwanych warto$ci cen lub stop zwrotu. Do miar zagrozenia zali-
czamy migdzy innymi'>': Value at Risk (VaR, warto$¢ narazona na ryzyko lub
warto$¢ zagrozona), expected shortfall (ES, oczekiwana strata lub oczekiwany
niedobor), semiwariancje, semiodchylenie standardowe, poziom bezpieczen-
stwa, prawdopodobienstwo nieosiagnigcia aspiracji, dolny moment czastko-
wy. Najpopularniejsza miarg zagrozenia jest niewatpliwie VaR. Zagadnienia
zwigzane z estymacja VaR omawiane sa w podrozdziale 4.2. W ostatnim okre-
sie coraz wigkszego znaczenia nabiera miara expected shortfall. ES jest ocze-
kiwang wartoscig straty, pod warunkiem, ze strata ta przekracza VaR.

130 W ekonometrii finansowej miarg zmiennosci jest najczgéciej wariancja, w praktyce
wykorzystuje si¢ natomiast odchylenie standardowe.
151 Patrz Jajuga (2000b).
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Do przeliczania ryzyka (odchylenia standardowego stop zwrotu) pomig-
dzy danymi o r6znej czgstotliwosci obserwacji wykorzystuje si¢ czesto naste-
pujaca formuie:

(i) = ko (), @.1.1)

gdzie o(r,,,,.4;) — odchylenie standardowe dla k -okresowej stopy zwrotu,
o(r,,,) — odchylenie standardowe dla jednookresowej stopy zwrotu.
Wzor (4.1.1) jest czesto okreSlany jako reguta pierwiastka kwadratowe-
go z czasu. Na przyktad w celu okreslenia ryzyka dla danych rocznych!*?
o(%,,1,.4) Na podstawie odchylenia standardowego stop zwrotu dla danych
dziennych o(7,.,) nalezy przyjac¢ za k 250 lub 252 (jest to przecigtna liczba
dni sesyjnych w roku).

Podobna formula przy agregacji wartosci oczekiwanej stop zwrotu jest
nastepujgca:

et = kﬂpr]a 4.1.2)

gdzie f4,,, .4, — wartos¢ oczekiwana dla k-okresowej stopy zwrotu, f,,, — war-
tos¢ oczekiwana dla jednookresowej stopy zwrotu.

Poréwnujac formuty (4.1.1) i (4.1.2) mozna zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem
horyzontu czasowego rosnie wzgledne znaczenie oczekiwanej stopy zwro-
tu w stosunku do ryzyka'>3. Formuta (4.1.1) jest czesto stosowana, jednak-
ze przy jej wyprowadzaniu zaktada si¢, ze nie wystepuje autokorelacja stop
zwrotu, a wariancja stop zwrotu jest stala w czasie'**. Jezeli warunki te nie sa
spelnione, to szacunki uzyskane na podstawie formuty (4.1.1) moga by¢ obar-
czone duzym btedem. Na przyktad, jezeli szacujemy odchylenie standardowe
dla danych rocznych na podstawie odchylenia standardowego oszacowane-
go na podstawie danych dziennych z okresu o podwyzszonej zmiennosci (na
przyktad na podstawie modelu GARCH), to ocena bgdzie znaczaco przesza-
cowana. Best (2000) podaje, ze zmienno$¢ roczna szacowana na podstawie
zmienno$ci dziennej dla okreséw krotszych niz dwadziescia dni jest na ogot
niedoszacowana, natomiast dla okresow dhuzszych niz dwadziescia dni jest

152 Praktycy rynku finansowego czesto podaja szacunki odchylenia standardowego w ska-
li jednego roku (patrz np. Jorion, 1997).

133 Warto$¢ oczekiwana ros$nie proporcjonalnie do horyzontu czasowego, a odchylenie
standardowe proporcjonalnie do pierwiastka kwadratowego z horyzontu czasowego.

134 Przy wyprowadzaniu formuty (4.1.2) zaktada si¢ statos¢ wartosci oczekiwanej stop
zwrotu.
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przeszacowana. Krytyke dotyczaca stosowania reguly pierwiastka kwadrato-
wego z czasu mozna znalez¢ w pracy Danielssona (2002).

Podobne wyrazenie do wzoru (4.1.1) mozna wyprowadzi¢ dla prognoz od-
chylen standardowych w przypadku procesu IGARCH(1,1) bez statej «,'** '

B = Jkh* (4.1.3)

t+1Lt+k1|e p t+1)t p>
gdzie h[(:fl,t+k]‘tp oznacza prognozg¢ warunkowego odchylenia standardowego
dla k-okresowej stopy zwrotu, htoj‘[p jest to prognoza warunkowego odchyle-
nia standardowego dla jednookresowej stopy zwrotu. Zasadnicza roéznica po-
miedzy formutami (4.1.1) i (4.1.3) polega na tym, ze w pierwszym wzorze
wystepuje brzegowe odchylenie standardowe, natomiast w drugim — warun-
kowe odchylenie standardowe!*’. Zatem formuta (4.1.3) moze by¢ stosowana
mimo braku bezwarunkowej normalnosci rozktadoéw stop zwrotu. Czy zasto-
sowanie tej formuty jest wystarczajagcym zabiegiem, bgdzie zalezato od wia-
sno$ci badanych szeregéw czasowych, tzn. na ile wlasnosci procesu, ktore-
go realizacjg jest dany szereg czasowy sa zblizone do procesu IGARCH bez
statej. Najlepszym rozwigzaniem jest wyznaczenie odchylenia standardowe-
go dla k -okresowej stopy zwrotu na podstawie formut wyprowadzonych dla
procesu, ktorego realizacjg jest szereg, np. dla procesu GARCH(1,1) na pod-
stawie formuty (3.2.43).

4.2, PROGNOZOWANIE WARTOSCI ZAGROZONEJ

Wartos¢ zagrozona (ang. Value at Risk) to najczgsciej stosowana przez
instytucje finansowe miara zagrozenia. Popularno$¢ tej miary wynika co naj-
mniej z kilku powodow'®: jest dana w postaci jednej liczby, ktora w spo-
sob sumaryczny przedstawia mozliwe straty instytucji finansowej, jest prostg
1 stosunkowo tatwo interpretowalna miara, okreslajacg strate, ktéra moze wy-
stapi¢ w warunkach zwyklego funkcjonowania rynku, taczy rézne rodzaje ry-
zyka rynkowego w jedna catosc, jest rekomendowana przez wiele instytucji
nadzorujacych sektor bankowy i rynek finansowy'.

155 Modelu stosowanego w banku inwestycyjnym JP Morgan (patrz metodologia Risk-
Metrics, punkt 3.2.2).

136 Przy zalozeniu, ze warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu jest rowna zeru.

157 Wariancja brzegowa procesu IGARCH nie istnieje.

138 Patrz Jajuga (2000c).

139 Na przyktad przez Komitet Bazylejski do Spraw Nadzoru Bankowego.
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4.2.1. PODSTAWOWE METODY PROGNOZOWANIA VAR
ORAZ OCENY ICH TRAFNOSCI

VaR to oczekiwana strata wartosci rynkowej instrumentu finansowego
lub portfela instrumentdw, taka, ze prawdopodobienstwo jej osiggnigcia lub
przekroczenia w zadanym przedziale czasowym jest rowne zadanemu praw-
dopodobienstwu (poziomowi tolerancji):

PW,,, <W, —VaR

t+1 = t+1)t p

)=a, 4.2.1)

gdzie W, to obecna warto$¢ instrumentu lub portfela instrumentow, W, — war-
to$¢ na koniec okresu inwestycji'®, o — poziom tolerancji.

Powyzsza definicja dotyczy inwestora posiadajacego dluga pozycje.
W jego przypadku strata wystepuje, gdy nastepuje spadek wartosci rynko-
wej instrumentu. Inwestor majacy krotkg pozycje poniesie strate, gdy nastapi
wzrost warto$ci instrumentu. Zatem réwnanie (4.2.1) nalezy zastapi¢ naste-
pujacym réwnaniem:

PO, >W —Va

t+1 —

z+1\;p) =q. 4.2.2)
Dalsze formuty beda podawane tylko dla inwestora posiadajacego dlugg pozy-
cj¢, poniewaz definicja (4.2.1) moze odnosi¢ si¢ rowniez do inwestora majace-
go krotka pozycje, jezeli przyrost W, — W, pomnozymy przez minus jeden.

Niech W, oznacza kwantyl rozkladu warto$ci odpowiadajacy zadanemu
poziomowi tolerancji. VaR dany jest wowczas formuta:

VaR =W —W,. 4.2.3)
Tak zdefiniowang warto$¢ zagrozona okresla si¢ w literaturze mianem abso-
lutnej. VaR moze by¢ réwniez definiowany w stosunku do wartosci oczeki-
wanej E(W):

VaR = EW)—W,. (4.2.4)

Warto$¢ zagrozona jest wowczas okre§lana mianem wzgledne;j.

160 We wszystkich formutach przyjeto okres rowny jeden, jednakze prognozy VaR moga
dotyczy¢ dowolnego horyzontu (co jednak moze powodowaé znaczne trudnosci, ktore zwykle
pojawiaja si¢ przy prognozowaniu na s okresow, dla s > 1).
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Warto$¢ VaR zalezy od przyjetego poziomu tolerancji (najczgsciej jest to
wartos$¢ 0,01 lub 0,05) oraz przedziatu czasowego (najczesciej jest to 1 dzien,
5 dni, 10 dni lub 1 miesigc). W literaturze mozna znalez¢ formuty na przeli-
czanie VaR dla r6znych poziomdw tolerancji, jak i roznych przedzialow cza-
sowych:

VaR

i+t p = o, t+l|tp

a*

VaR Za (4.2.5)
zZ

VaR =vaR,_, Kk, (4.2.6)

[t+1,t+k]tp t+1)tp

gdzie VaRam‘tp, VaR ., it oznaczaja prognozy wartosci zagrozonej dla
pozioméw tolerancji odpowiednio a, a*, VaR ., VaR ., to pro-
gnozy wartosci zagrozonej dla 1-okresowego i k-okresowego przedziatu'®!,
a z, — kwantyl odpowiadajacy prawdopodobiefistwu « dla standaryzowane-
go rozktadu normalnego.

Formuly (4.2.5) i (4.2.6) sa prawdziwe tylko przy zatozeniu normalno-
$Sci stop zwrotu instrumentow 1 portfeli instrumentdw oraz maja zastosowa-
nie dla prostych stop zwrotu'®2. Ze wzgledu na to, ze rozktady empirycznych
stop zwrotu nie s3 normalne (chodzi tu przede wszystkim o wystgpowanie
grubych ogonow rozktaddw stop zwrotu i zmienno$¢ wariancji warunkowej),
powyzsze wzory nalezy traktowaé jako duze przyblizenie. Warto$¢ zagrozo-
ng na ryzyko dla réznych poziomoéw tolerancji na og6t szacuje si¢ oddziel-
nie (nie korzysta si¢ z formuty (4.2.5)), natomiast wyznaczenie VaR dla dtuz-
szych przedziatow czasowych dla wielu metod jest na tyle skomplikowane, ze
czesto korzysta si¢ z formuly (4.2.6). Na przyktad przy wyznaczaniu wymo-
gow kapitatlowych do modelowania stop zwrotu nalezy stosowaé dzienne sto-
py zwrotu, natomiast VaR powinien by¢ wyznaczany dla okresu 10 dni. Bledy
wynikajace z zastosowania wzoru (4.2.6) moga by¢ w tym przypadku wigksze
niz r6znice w szacunkach dziennego VaR dla r6znych metod estymacji. W ta-
kiej sytuacji wnioski dotyczace doktadnosci szacowania wartos$ci zagrozonej
na ryzyko mogg by¢ btedne. VaR dla dtuzszych przedziatow czasowych moze
by¢ rowniez estymowany na podstawie danych o mniejszej czgstotliwosci. Na
przyktad VaR dla okresu 10 dni moze by¢ oszacowany na podstawie danych
dwutygodniowych. Niestety w tym przypadku musimy dysponowac dziesie-

161 Przy wyprowadzeniu wzoru (4.2.6) korzysta si¢ z reguly pierwiastka kwadratowe-
gozt.

162 Wzbr (4.2.6) jest rowniez prawdziwy w przypadku logarytmicznych stop zwrotu dla
proceséw IGARCH(1,1) bez statej o, o Sredniej rOwnej zero.
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ciokrotnie dluzszym szeregiem, aby moc zastosowac taka samga liczbe obser-
wacji przy estymacji modelu. W wielu zastosowaniach praktycznych jest to
niemozliwe z powodu zbyt krétkiej historii notowan.

Istnieje wiele metod szacowania VaR (patrz np. Jorion, 1997; Best, 2000;
Jajuga 2000c), jednak najbardziej popularnymi sg metoda wariancji-kowa-
riancji oraz symulacja historyczna. W metodzie wariancji-kowariancji za-
ktada sie, ze rozktady stop zwrotu instrumentéw i portfeli instrumentow sa
rozktadami normalnymi. Prognozy absolutnej oraz wzglednej wartosci zagro-
zonej na ryzyko dla prostych stop zwrotu dane sg odpowiednio formutami:

VaR =Wp—z,oW, (4.2.7)

t+lftp

VaR, , =—z,0W, (4.2.8)

t+tp

gdzie 1 oznacza oczekiwang stope zwrotu, o — odchylenie standardowe roz-
ktadu stop zwrotu.

Przy zastosowaniu logarytmicznych stop zwrotu prognozy absolutnej
oraz wzglednej wartoséci zagrozonej mozna wyznaczy¢ na podstawie formut:

VaR, =W (1—e"""), (4.2.9)

t+1]tp

VaR, = We'(1—e*). (4.2.10)

t+1]tp

Jezeli przedzial czasowy, dla ktorego jest szacowany VaR, jest krotki (np.
1 dzien), to zasadne jest przyjecie, ze oczekiwana stopa zwrotu jest rowna
zeru'®. Wowczas absolutna VaR jest w obu przypadkach identyczna z VaR
wzgledna.

Najprostszy wariant symulacji historycznej polega na wyznaczaniu kwan-
tyla rozktadu stop zwrotu bezposrednio na podstawie empirycznego rozkla-
du stop zwrotu. Jest to metoda nieparametryczna, ktéra nie wymaga przyje-
cia zatozenia o postaci modelu czy tez postaci rozktadu stop zwrotu. Wymaga
jednakze bardzo silnego zatozenia o statosci rozktadu stop zwrotu w przyje-
tym okresie'**. Wyniki estymacji wartosci zagrozonej zaleza w duzym stopniu
od dlugosci proby, na podstawie ktorej szacowany jest VaR. Szacunki warto-
$ci zagrozonej otrzymane na podstawie symulacji historycznej sg najczesciej
wyzsze niz szacunki uzyskane na podstawie metody wariancji-kowariancji,

163 Szacunek $redniej stop zwrotu dla danych o wysokiej czestotliwosci bardzo rzadko
rozni si¢ istotnie od zera.

164 Najczeséciej zmienna jest wariancja warunkowa rozktadu stop zwrotu, ale réwniez
inne momenty rozktadu moga nie by¢ stabilne w czasie.
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co wynika z przyjetego w metodzie wariancji-kowariancji zatozenia o nor-
malnosci rozkladu stop zwrotu.

Ze wzgledu na tatwos$¢ konstrukcji metody wariancji-kowariancji oraz
symulacja historyczna byly najbardziej popularnymi metodami szacowania
VaR. Jednakze zatozenia, na ktorych si¢ opieraja nie sa na ogot spetione
w przypadku finansowych szeregow czasowych. Dlatego tez powstato wiele
alternatywnych metod estymacji VaR, jak na przyktad: symulacja Monte Car-
lo, wyznaczanie kwantyla dowolnego rozktadu, modelowanie warunkowej
sredniej 1 wariancji, podejscia oparte na teorii wartosci ekstremalnych, po-
dejscia z wykorzystaniem wartosci pochodzacych z ogona rozktadu (np. CA-
ViaR). VaR jest miara, na ktorg bardzo duzy wptyw maja wartosci z ogonow
rozktadu. Z tego wzgledu wazne jest, aby metoda estymacji VaR uwzglednia-
fa grube ogony rozktadoéw stop zwrotu.

Poza wspomnianymi na poczatku zaletami VaR, miara ta ma réwniez
szereg wad, z ktorych najwazniejsze to nieinformowanie o wielkosci oczeki-
wanej straty, gdy strata przekroczy warto$¢ zagrozong, niespetnienie w nie-
ktoérych sytuacjach warunku subaddytywnosci (co moze prowadzi¢ do nieod-
zwierciedlania dywersyfikacji ryzyka) oraz bardzo duza wrazliwo$¢ wynikéw
na metodg¢ estymacji. Wigcej na temat stabych punktéw tej miary oraz krytyki
niektorych zalecen Komitetu Bazylejskiego mozna znalez¢ w pracy Daniels-
sona (2002).

Warto$¢ zagrozona dla portfela aktywow

Wartos$¢ zagrozong mozna wyznaczy¢ dla pojedynczych aktywdw, ale na
0go6t glownym celem jest estymacja VaR dla portfela aktywow. Podobnie jak
w przypadku pojedynczego aktywu najbardziej popularnymi metodami sza-
cowania VaR jest metoda wariancji-kowariancji oraz symulacja historyczna.
Symulacja historyczna polega na wyznaczaniu kwantyla rozktadu stop zwro-
tu bezposrednio na podstawie empirycznego rozktadu stop zwrotu portfela.
W metodzie wariancji-kowariancji zaktada si¢, ze wielowymiarowy rozktad
stop zwrotu instrumentoéw jest normalny. Zaktadajac, ze dane s3 proste sto-
py zwrotu, absolutna i wzgledna warto$¢ zagrozona dane sa odpowiednio for-
mutami:

VaR ., =-W(0,'n+z, o, Ho, ), (4.2.11)

VaR —z,\Jo, 'Ho, W, (4.2.12)

H»l‘tp =
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gdzie o, to wektor udzialow poszczegdlnych walorow w portfelu o wymia-
rach N x1, p — wektor oczekiwanych stop zwrotu o wymiarach N x1, H —
macierz kowariancji.

Ze wzgledu na to, ze w formule (4.2.12) nie ma oczekiwanych stop zwrotu,
dlatego w przypadku prostych stop zwrotu czegsciej szacuje si¢ wzgledng war-
tos¢ zagrozong. Wyrazenie (4.2.12) mozna zapisa¢ w nieco innej formie'®:

N N
2 '
VaRHl\tp = \/zvaRi,t+ltp + ZzpijvaRi,t+1\tpvaRj,t+1\tp = Cz+1\tprct+l\zp 5
i=1

i<j

(4.2.13)

gdzie p; oznacza wspotezynnik korelacji migdzy stopami zwrotu i-tegoi j-tego
aktywu, a VaR, ity jest prognoza wartosci zagrozonej dla i-tego akty-
wu, C,,,, =(VaR, . .VaR VaR ), I jest macierzg stalych
wspotczynnikdéw korelacji.

Dla logarytmicznych stop zwrotu absolutna VaR dana jest w postaci:

2, t+lftp2""? N, t+1]tp

VaRH]‘tp =W,[1—exp(®,'n+z, o, 'Ho, )]. (4.2.14)

Niestety o, 'n jest w tym przypadku tylko w przyblizeniu rowne oczekiwanej
stopie zwrotu portfela.

Przy modelowaniu zalezno$ci migdzy aktywami istotne jest uwzglednie-
nie zmieniajgcej si¢ w czasie warunkowej macierzy kowariancji (lub korela-
cji). Na przyklad w okresach kryzysow nast¢puje istotny wzrost zaleznosci
migdzy procesami obserwowanymi na roznych rynkach finansowych, okre-
slany mianem efektu zarazania (patrz podrozdziat 2.6). Metody szacowania
VaR, zaktadajace stalos¢ korelacji (np. metoda wariancji-kowariancji) moga
zatem niedoszacowywac ryzyko portfela.

Metody oceny skutecznosci prognoz VaR

Ocena trafnosci prognoz VaR jest czgsto okreslana jako testowanie wstecz-
ne modelu. Warto$¢ zagrozona jest wielkoscia nicobserwowalng, dlatego za-
stosowanie klasycznych metod oceny jakos$ci prognoz (opisanych w punkcie
3.2.3) nie moze da¢ zadowalajacych rezultatéw. Najprostszym sposobem oce-
ny jakos$ci metod estymacji warto$ci zagrozonej jest analiza liczby przekroczen

165 Patrz Best (2000).
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VaR przez rzeczywiscie zrealizowane straty. Do oceny istotnos$ci liczby prze-
kroczen stosuje si¢ najczesciej test Kupca (1995). Statystyka LR ma postaé:

LR = —2In[(1-0) o™ ]+ 2In{[1—- (N /T)]" " (N /T)"}, (4.2.15)

gdzie N to liczba przekroczen VaR przy liczbie obserwacji 7.

Przy prawdziwos$ci hipotezy zerowej, mowiacej, ze udziat przekroczen jest
rowny «, statystyka LR ma asymptotyczny rozktad X" o jednym stopniu
swobody. Niestety moc tego testu jest na og6t niska (patrz Lopez, 1998).
Z tego wzgledu dodatkowo powinna by¢ przeprowadzona weryfikacja hipote-
zy o niezaleznosci przekroczen w czasie. Odpowiednia statystyka ma postac:

AN S RS AN e
p(l=p)’ p(1=p)"

gdzie p, =1/V,, V, — czas w dniach do pierwszego przekroczenia, V, — czas
w dniach migdzy (i —1)-ym a i-tym przekroczeniem.

LR, , ma asymptotyczny rozktad X" o N stopniach swobody.

Christoffersen (1998) proponuje alternatywny test dotyczacy weryfikacji
hipotezy o niezaleznosci przekroczen w czasie. W hipotezie alternatywnej za-
ktada si¢ wystgpowanie zaleznosci o charakterze fancuchoéw Markowa pierw-
szego rzedu. Powyzsze testy statystyczne sg najczesciej stosowane w bada-
niach. Ponadto zaproponowano szereg dodatkowych testow. Christoffersen,
Hahn i Inoue (2001) oraz Engle i Manganelli (2004) badaja czy szacunki VaR
uwzgledniajg dostepne w chwili # — 1 informacje. Christoffersen, Hahn i Inoue
(2001) testuja rowniez statystyczng istotno$¢ roznicy miedzy dwiema ocena-
mi warto$ci zagrozonej, oszacowanymi na podstawie dwdch roznych metod.
Z kolei Berkowitz (1999) proponuje dwa testy dotyczgce wartosci zagrozone;.
Pierwszy wykorzystuje informacje o rozktadzie prognoz VaR, drugi uwzgled-
nia wielko$¢ przekroczen VaR.

Wyboru metody szacowania VaR sposrod tych, ktore przejda pozytyw-
nie testy statystyczne, mozna dokonac na podstawie okre§lonych funkcji stra-
ty (patrz np. Lopez, 1998). Wybor okreslonej funkcji straty bedzie jednakze
w duzym stopniu uzalezniony od celu, w jakim wykorzystuje si¢ VaR. W tym
przypadku selekcja odpowiedniego kryterium oceny jest sprawa subiektywna.
Wybor wlasciwego kryterium jest oczywiscie uzalezniony od tego, czy ocena
prognoz VaR jest dokonywana z punktu widzenia instytucji nadzorujacych,
czy tez z punktu widzenia firmy lub inwestora.

N

—i—Z—Zln

i=2

LR, ,=—2In




4.2. Prognozowanie wartosci zagrozonej 233

Jednym z podstawowych celow szacowania VaR jest ustalenie wymo-
gow kapitatowych'®®. Wymog kapitalowy z tytutu ryzyka rynkowego, obli-
czony na podstawie modelu warto$ci zagrozonej, wyznacza si¢ wedlug naste-
pujacej formuty:

VaR ., |, (4.2.17)

t-i2

60

MRC, = Max |k, iZVaR

60 =
gdzie wspotczynnik korygujacy k, przyjmuje wartosci z przedziatu [3,4],
VaR jest szacowany dla poziomu tolerancji 0,01 oraz przedzialu czasowe-
go 10 dni.

W praktyce wymog kapitatowy jest najczeséciej rowny sredniej z szacun-
kéw VaR wyznaczonych w 60 poprzednich dniach roboczych, pomnozonej
przez wspotczynnik korygujacy, poniewaz wartos¢ VaR z poprzedniego dnia
jest na ogot znaczaco nizsza. Warto$¢ wspotczynnika korygujgcego ustala-
na jest na podstawie liczby przekroczen jednodniowego VaR dla poprzedza-
jacych dany dzien 250 kolejnych dni roboczych (patrz tabela 4.1). Warto-
sci, ktore przyjmuje wspotczynnik k, nie wynikaja z wlasnosci statystycznych
szeregu czasowego. W przypadku ,,czerwonej strefy” instytucja moze by¢ zo-
bowigzana do zmiany metody szacowania wartosci zagrozone;.

TABELA 4.1. WSPOECZYNNIK KORYGUJACY DO OBLICZANIA WYMOGOW KAPITALOWYCH

Strefa Zielona Zolta Czerwona
Liczba przekroczen do 4 5 6 7 8 9 10 i wiecej
k, 3 34 | 3,5 3,65]3,75] 3,85 4

ZRODLO: ALEXANDER (2001).

Wspolczynnik korygujacy k, ma dodatkowo uwzgledni¢ duze nieoczekiwane
straty. Jednakze jego wielkos¢ jest stosunkowo duza w przypadku mate;j licz-
by przekroczen i prowadzi do nadmiernych wymogéw kapitatowych (doty-
czacych kapitatu wlasnego)'é’. Wynika to z faktu, Ze instytucje nadzorujace
sg zainteresowane utrzymywaniem wysokich wymogéw kapitalowych. Przy
malym lub niewystarczajacym kapitale wlasnym instytucje finansowe moga
by¢ zainteresowane uzyskaniem nizszych szacunkéw wymogdw kapitato-

1% VaR moze by¢ rowniez wyznaczany w innych celach, np. do okreslenia wielkosci po-
dejmowanego ryzyka, do alokacji kapitatu na poszczegoélne inwestycje w sposob pozwalajacy
na osiggni¢cie najwyzszego potencjalnego zysku na ,,jednostke ryzyka”, do ustalania limitow
wielko$ci pozycji oraz oceny osiggni¢é poszczegolnych dealerow.

167 Wspotcezynnik korygujacy jest nawet niekiedy okre$lany wspotczynnikiem histerii.
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wych. Z drugiej strony réznice migdzy poszczegdlnymi warto§ciami wspot-
czynnika korygujacego sag mate w stosunku do réznic w szacunkach samej
wartos$ci zagrozonej, jakie otrzymuje si¢ na podstawie réznych metod szaco-
wania. To sprawia, ze instytucje finansowe moga nie by¢ zainteresowane sto-
sowaniem doktadniejszych metod szacowania VaR (szczegolnie, gdy metody
estymacji sg czasochtonne, koszty wdrozenia systemu wysokie lub szacun-
ki VaR sa obarczone duzymi btgdami). Paradoksalnie doktadniejsze szacunki
VaR mogg prowadzi¢ nawet do wigkszych wymogéw kapitatowych. Przykta-
dy takiej sytuacji mozna znalez¢ w pracach Goorbergha i Vlaara (1999) oraz
Vlaara (2000).

Dodatkowy problem wynika z faktu, ze wartosci wspotczynnika korygu-
jacego s ustalane na podstawie analizy liczby przekroczen VaR dla danych
dziennych, natomiast przy ustalaniu wymogoéw kapitalowych wykorzystuje
si¢ VaR dla okresu dziesieciu dni. Trafno$¢ jednodniowych prognoz VaR,
konstruowanych na podstawie okreslonego modelu, nie gwarantuje trafnosci
prognoz dziesieciodniowych tworzonych na bazie tego samego modelu (po-
twierdzaja to badania empiryczne). Tak jak zauwazono wczesniej, korzysta-
nie z przyblizonych wzoréw opartych na regule pierwiastka kwadratowego
z czasu moze prowadzi¢ do znaczacych btgdow. Dobrym rozwigzaniem mo-
globy by¢ zastosowanie doktadnych wzoréw, mozliwych do wykorzystania
za pomocg metod Monte Carlo (stosowane np. w metodach bayesowskich),
jednakze takie podejscie jest stosunkowo skomplikowane i czasochtonne.

Zauwazmy, ze wartos¢ zagrozona nie informuje, jakiej straty nalezy ocze-
kiwag, jesli strata przekroczy VaR. Dwa portfele mogg mie¢ takg samg war-
tos¢ zagrozona, jednakze w jednym przypadku przekroczenia VaR moga by¢
nieznaczne, a w drugim straty moga zdecydowanie przekracza¢ podwojng lub
potrdjna wartos¢ VaR. Wydaje si¢, ze lepsza miarg do okreslania wymogow
kapitalowych bytaby oczekiwana strata (ES). ES jest oczekiwang wartos$cig
straty, pod warunkiem, Ze strata ta przekracza VaR.

4.2.2. ESTYMACJA VAR Z ZASTOSOWANIEM MODELI GARCH

Pojedyncze aktywa
Zatdzmy, ze stopy zwrotu mozna opisa¢ za pomocg modelu:

Vo= tE, & =+hz, (4.2.18)
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gdzie z, ~N(0,1), a h oznacza wariancj¢ warunkowa ¢, Wiadomo, zZe
e | ~N(O, k).

Warto$¢ oczekiwana pi, 1 wariancja A, mogg by¢ na przyktad opisane za pomo-
cg modelu ARMA(P,Q)-GARCH(p,q):

P 0
V=0 +Y by +> 0 +e, &b ~NO k),  (42.19)
i=1 j=1

q P
h=a,+Y ae, +Y Bh_ (4.2.20)
i=1 j=1

jednakze mozliwe sa rowniez inne modele parametryczne.
Niech Yoty 1 h, oy og.naczajq prognozy Warunkowe.j warto$ci oczekiwanej
1 warunkowej wariancji. Warunkowy rozkifad y, e JOSt rozktadem normal-
nym o parametrach N(y, e h 4 .»)» @ kwantyl warunkowego rozktadu stopy
zwrotu jest rowny:

yt+l‘tp +anﬂht+1‘tp . (4221)

Mozna zatem zastosowac formuty (4.2.7-4.2.8) lub (4.2.9-4.2.10). Na przy-
ktad przy zastosowaniu prostej i logarytmicznej stopy zwrotu absolutng war-
tos¢ zagrozong wyznaczamy na podstawie odpowiednio rownan:

VaR =W, (3, +2ah (4.2.22)

t+1tp )’

l+1‘t17 = W;[l - eXp(ytJrl‘tp + Zu ht+1‘tp )] (4223)

Zastosowanie modelu GARCH pozwala uwzgledni¢ przy szacowaniu VaR
zmienng wariancj¢ warunkowa typowa dla procesow finansowych. Model
GARCH z warunkowym rozktadem normalnym, przy niskim poziomie tole-
rancji (0,01 i nizsze) moze prowadzi¢ do niedoszacowanej warto$ci zagrozo-
nej, poniewaz rozklady standaryzowanych reszt dla wigkszosci szeregow fi-
nansowych majg grube ogony. Przy wysokich poziomach tolerancji czgsto
zdarza sig¢, ze oceny VaR sa z kolei przeszacowane. Jezeli zatozenie o warun-

VaR

kowej normalnosci ¢, nie jest spetnione, to mozna przyja¢ inny rozktad, na
przyktad standaryzowany rozklad t-Studenta, tzn. 5;| Y, ~1(0, h). Wow-
czas kwantyl warunkowego rozkladu stopy zwrotu jest roéwny:

+ tl/,o \,htJrl‘tp (4 2 24)
yt+1\tp y/(y—Z)’ L.
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gdzie ¢, , oznacza kwantyl odpowiadajgcy prawdopodobiefistwu o dla roz-
ktadu t-Studenta o v stopniach swobody.

Przy omawianiu metod, w ktérych do estymacji VaR wykorzystuje si¢
modele GARCH, warto wspomnie¢ o podej$ciu polegajacym na potaczeniu
modelowania warunkowej $redniej i wariancji z symulacjg historyczna. Para-
metry modelu warunkowej $redniej ze sktadnikiem losowym opisanym jako
model GARCH estymuje si¢ za pomoca metody quasi-najwigkszej wiarygod-
nosci. Estymatory parametréw modelu sa wowczas zgodne i asymptotycznie
nieobcigzone'®®, Kwantyl warunkowego rozktadu stopy zwrotu mozna wyzna-
czy¢ na podstawie formuty (4.2.21), z tym, ze zamiast z, przyjmuje si¢ kwan-
tyl wyznaczany bezposrednio z rozktadu standaryzowanych reszt'®. Mozliwe
jest réwniez polaczenie zastosowania modeli GARCH z innymi metodami,
np. z teorig wartosci ekstremalnych (patrz McNeil i Frey, 2000; Osinska i Fat-
dzinski, 2007). Proces GARCH moze by¢ rowniez wykorzystany przy es-
tymacji VaR za pomocg symulacji Monte Carlo, jako model, na podstawie
ktorego generuje si¢ stopy zwrotu, a nastepnie na podstawie rozktadu bezwa-
runkowego wyznacza si¢ kwantyl rozktadu. Takie podejscie nie wykorzystu-
je jednakze efektywnie informacji o warunkowej wariancji i warto$ci oczeki-
wane;j.

Wyniki badan dotyczace oceny trafno$ci prognoz VaR dla pojedynczych
aktywow

Przeprowadzono wiele badan dotyczacych oceny trafnosci prognoz VaR
dla pojedynczych aktywoéw. Analizy dotyczace polskiego rynku finansowe-
go z zastosowaniem modeli GARCH przeprowadzili migdzy innymi Lach
i Weron (2000), Piontek (2002b), Rokita (2003), Doman i Doman (2004), Pi-
pien (2006), Ganczarek (2007) oraz Osinska i Fatdzinski (2007). Lach i We-
ron (2000) badali kurs USD/PLN oraz stopy WIBORu. Dla modelu GARCH
z warunkowym rozktadem normalnym otrzymali oni istotnie wigksze udziaty
przekroczen VaR od zaktadanego dla kursu walutowego i stop T/N WIBORu
dla poziomu tolerancji 0,01. Najlepsze wyniki dal model RiskMetrics z mie-
szaning dwoch rozktadow normalnych. W badaniu Piontka (2002b) udziat
przekroczen VaR byt rowniez istotnie wickszy od zakladanego dla modelu
GARCH z warunkowym rozktadem normalnym dla indeksu WIG i poziomu
tolerancji 0,01. W przypadku modelu GARCH z warunkowymi rozktadami

18 Patrz punkt 1.3.1.
19 Przy standaryzacji reszt wykorzystuje si¢ warunkowe odchylenie standardowe osza-
cowane na podstawie modelu GARCH.
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t-Studenta oraz GED i poziomu tolerancji 0,01 i 0,05, a takze modelu GARCH
z warunkowym rozktadem normalnym i poziomu tolerancji 0,05 nie byto pod-
staw do odrzucenia hipotez o zalozonej liczbie przekroczen i ich niezalezno-
$ci w czasie. Doman i Doman (2004) stosuja w badaniu dla indeksu WIG20
i kursu USD/PLN stosunkowo krotki okres, mianowicie okoto 100 prognoz
1 oceny trafnosci prognoz VaR dokonujg na podstawie testu Kupca dotyczace-
go udziatu przekroczen. Uzyskane wyniki byly bardzo podobne dla wigkszo-
$ci stosowanych metod, mianowicie hipoteza o zatozonej liczbie przekroczen
zostala odrzucona (ze wzgledu na istotnie mniejszy udziat przekroczen VaR)
tylko dla indeksu WIG20, pozycji dlugiej i poziomoéw tolerancji 0,05 i 0,025.
Wyniki Rokity (2003) wskazuja na zbyt duzg liczbg przekroczen prognoz VaR
konstruowanych na podstawie modelu GARCH z warunkowym rozktadem
normalnym dla kursu USD/PLN i poziomu tolerancji 0,01. Podobny wynik
dla kursu USD/PLN otrzymat Pipien (2006) dla modelu GARCH z warunko-
wym sko$nym rozktadem t-Studenta i poziomoéw tolerancji 0,01, 0,051 0,1.
W przypadku zastosowania modelu GARCH z rozktadem o.-stabilnym udziat
przekroczen byt natomiast zdecydowanie zbyt maty. Ganczarek (2007) ba-
data ceny energii na Rynku Dnia Nastepnego. Dla modelu GARCH z wa-
runkowym rozktadem GED i poziomu tolerancji 0,05 udzial przekroczen tyl-
ko w kilku przypadkach byt istotnie wigkszy od zaktadanego, natomiast nie
byto podstaw do odrzucenia hipotezy o niezaleznosci przekroczen w czasie.
W badaniu Osinskiej i Fatdzinskiego (2007) dla indeksu WIG udzial przekro-
czen prognoz VaR, konstruowanych na podstawie modelu GARCH, nie od-
biegat istotnie od zaktadanego. Prognozy VaR, budowane na podstawie mode-
li GARCH 1 SV, byty bardziej trafne wedtug wybranej przez autoréw funkcji
straty, w potaczeniu z zastosowaniem teorii wartosci ekstremalnych.

Wryniki badan w literaturze §wiatowej sg rowniez zroznicowane, jednak-
ze mozna pokusi¢ si¢ o sformutowanie pewnych ogolnych wnioskow. Dla roz-
nych poziomoéw tolerancji oraz réznych przedziatow czasowych rézne meto-
dy szacowania VaR okazuja si¢ skuteczne. Wyniki zalezg rowniez od rodzaju
zajmowanej przez inwestora pozycji. Nie da si¢ wskaza¢ jednej metody, ktora
bytaby bardziej skuteczna od innych przy wszystkich przyjmowanych pozio-
mach tolerancji oraz przedziatach czasowych. Przy bardzo niskich poziomach
tolerancji, takich jak 0,001, skuteczne okazuje si¢ na ogot podejscie oparte na
teorii wartosci ekstremalnych (patrz np. Danielsson, 2002). Dla poziomu to-
lerancji 0,05, dziennego przedzialu czasowego, prognozy VaR, konstruowane
na podstawie modelu GARCH z warunkowym rozkladem normalnym, czg-
sto okazujg si¢ trafne. Dla poziomu tolerancji 0,01 trafne prognozy uzysku-
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je si¢ natomiast na podstawie modelu GARCH z warunkowym rozkladem
t-Studenta (patrz np. Goorbergh i Vlaar, 1999; Gencay, Selcuk i Ulugiilyagci,
2003), rozktadem GED (patrz np. Angelidis i Degiannakis, 2006) lub sko-
$nym rozktadem t-Studenta (patrz np. Kuester, Mittnik i Paolella, 2006). Wy-
bor postaci warunkowego rozktadu sposrod rozktadow o grubych ogonach tez
nie jest jednoznaczny, poniewaz, jak pokazujg wyniki badan, zastosowanie
modeli GARCH z warunkowym rozktadem t-Studenta lub sko$nym rozkta-
dem t-Studenta moze rowniez prowadzi¢ do przeszacowanych (patrz Angeli-
dis i Degiannakis, 2006) lub niedoszacowanych (patrz Pipien, 2006) prognoz
VaR dla poziomow tolerancji 0,05 i 0,01'°. Rézne postacie jednoréwnanio-
wych modeli GARCH okazujg si¢ bardziej skuteczne od innych dla r6znych
aktywow (patrz np. Angelidis, Benos i Degiannakis, 2004; Angelidis i Degi-
annakis, 2006 oraz So i Yu, 2006). Wigkszos¢ wynikow badan pokazuje, ze
wazniejsze jest uwzglednienie grubych ogondéw rozktadu, niz zastosowanie
konkretnej specyfikacji modelu GARCH. Wyniki dotyczace porownania traf-
nosci prognoz VaR, konstruowanych na podstawie modeli GARCH i SV, sa
zroznicowane (patrz np. Doman i Doman, 2004; Osinska i Fatdzinski, 2007).

Prognozy warto$ci zagrozonej oszacowane na podstawie modeli GARCH
charakteryzuja si¢ na ogo6t wigksza zmiennoS$cia niz prognozy skonstruowa-
ne na podstawie innych metod (patrz np. Gencay, Selcuk i Ulugiilyagci, 2003;
Danielsson, 2002). Jest to zrozumiale, poniewaz wykorzystuje si¢ informacje
o zmieniajacych si¢ warunkowych momentach rozktadu. Wigksza zmiennos¢
oznacza jednakze na ogot wyzsze koszty w zastosowaniach finansowych, ta-
kich jak alokacja kapitatu czy tez ustalanie limitow ryzyka.

Prognozy VaR konstruowane na podstawie metody wariancji-kowarian-
cji dla dziennego przedziatu czasowego zalezg w duzym stopniu od dlugosci
zastosowanych do estymacji szeregdéw czasowych (patrz Danielsson, 2002).
Dla dtuzszych przedzialow czasowych, takich jak 10 dni, skutecznos¢ metod
opartych na modelowaniu warunkowych $rednich i wariancji zmniejsza si¢ do
tego stopnia, ze okazuja si¢ one mniej trafne niz prostsze metody szacowania
VaR. Wynika to z faktu, Ze prognozy zmiennosci konstruowane na podsta-
wie modeli GARCH dla dtuzszych horyzontow sa na ogdt mniej trafne. Wy-
niki badan dotyczace dlugosci stosowanego do estymacji szeregu sg rowniez
bardzo zréznicowane. Jezeli struktura modelu jest stabilna, to wykorzystanie
wigkszej liczby obserwacji przy estymacji prowadzi do doktadniejszych sza-
cunkéw VaR. W przeciwnym wypadku lepiej jest stosowac krotsze szeregi

170 Wyniki zaleza prawdopodobnie od grubosci ogondéw empirycznych rozktadow stop
zwrotu.
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(patrz Frey i Michaud, 1997). Nie da si¢ wyznaczy¢ jednej dtugosci szeregu
wykorzystywanego do estymacji, ktora bytaby optymalna dla wszystkich me-
tod prognozowania zmiennosci (patrz Brooks i Persand, 2002).

Estymacja VaR z zastosowaniem modeli GARCH dla portfela aktywow

Mozna wyrozni¢ trzy podejscia do szacowania VaR dla portfela aktywow
z zastosowaniem modeli GARCH. Pierwsze podejscie polega na wykorzysta-
niu przyblizonych wzoréw na podstawie wartosci zagrozonych dla pojedyn-
czych aktywow (szacowanych z wykorzystaniem jednoréwnaniowych modeli
GARCH). VaR dla portfela sktadajacego si¢ z N aktywow mozna wyznaczy¢
na podstawie formuty (4.2.3). Formuta ta jest rowniez prawdziwa przy zaloze-
niu metodologii RiskMetrics (patrz Tsay, 2005). Inne przyblizenie polega na
zastosowaniu modelu Sharpe’a. Pomijajac ryzyko specyficzne, ktore mozna
wyeliminowa¢ przez umiejetng dywersyfikacje, VaR dany jest formutlg (patrz
np. Jorion, 1995):

VaR

VaR (4.2.25)

tHtp m,t+1\tpﬂp’

gdzie VaR jest to prognoza VaR dla portfela rynkowego (indeksu ryn-

m,t+1]tp

N
ku), 3, to wspotczynnik beta portfela, dany wzorem 3, = Zw,. ., W, 0zna-
cza udziat i-tego aktywu w portfelu. =
Doktadnos¢ szacunkow VaR wyznaczonych w powyzszy sposoéb moze by¢
w duzej mierze uzalezniona od tego, czy spelnione sg zatozenia, na ktorych
opiera si¢ przyjete przyblizenie.

Drugie podejscie polega na wyznaczeniu stop zwrotu portfela (na podsta-
wie przesztych stop zwrotu aktywow wchodzacych w sktad portfela i bieza-
cych ich udziatow) i estymacji parametrow modelu jednoréwnaniowego, na
podstawie bezposrednio stop zwrotu portfela (patrz Zangari, 1997 oraz pod-
rozdziat 3.3). Nastepnie do prognozowania VaR wykorzystywane sg prognozy
wariancji warunkowej portfela, doktadnie tak samo jak w przypadku pojedyn-
czych aktywow. W tej sytuacji mozemy mowi¢ o podejsciu jednowymiaro-
wym do szacowania VaR dla portfela aktywow. Jezeli udzialy w portfelu sie
zmieniaja, to stopy zwrotu portfela musza by¢ ponownie wyznaczone i para-
metry modelu nalezy na nowo oszacowac.

Trzecie podejscie polega na estymacji parametréw wielorownaniowego
modelu GARCH na podstawie stop zwrotu aktywow wchodzacych w sktad
portfela. Przy wyznaczaniu VaR wykorzystuje si¢ warunkowa macierz kowa-
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riancji stop zwrotu. Jezeli udziaty w portfelu si¢ zmieniaja, to nie jest koniecz-
na ponowna estymacja catego modelu. Ze wzgledu na duza liczbe aktywow
znajdujacych sie w wigkszosci portfeli instytucji finansowych stosuje si¢ albo
uproszczone postacie wieldwnaniowych modeli GARCH, albo parametryza-
cje, ktore mozna estymowa¢ w dwoch lub trzech krokach, z wykorzystaniem
modeli jednoréwnaniowych. Na przyktad zaktadajac, ze warunkowy rozktad
stop zwrotu jest wielowymiarowym rozktadem normalnym oraz dane sa pro-
ste i logarytmiczne stopy zwrotu, prognoze¢ absolutnej warto$ci zagrozonej
mozna wyznaczy¢ na podstawie odpowiednio formut:

VaR, =W, (0¥, .y, + 7.0 H, o), (4.2.26)

VaR W,[1—exp(o, Yoy T2 o Hm\,p‘”f )], (4.2.27)

tHtp
gdzie Yoty jest to wektor prognoz warunkowych wartosci oczekiwanych stop
zwrotu o wymiarach N X1, HHM to prognoza warunkowej macierzy kowa-
riancji stop zwrotu. Dla logarytmicznych stop zwrotu wyrazenie o Yt jest
tylko w przyblizeniu rowne prognozowanej stopie zwrotu portfela'”. W tym
przypadku mozemy wigc mowic o podejsciu wielowymiarowym do szacowa-
nia VaR dla portfela aktywow.

Wigkszo$¢ badan empirycznych dotyczacych oceny trafhosci prognoz
VaR z zastosowaniem modeli GARCH jest przeprowadzana dla pojedynczych
aktywow. Jezeli sa podejmowane badania dla portfela aktywow, to najczes-
ciej dotycza jedynie kilku aktywow. Badanie dla szeregow z polskiego ryn-
ku finansowego przeprowadzili Piontek i Papla (2005). Zbadali oni skutecz-
no$¢ prognoz VaR konstruowanych na podstawie dwuréwnaniowego modelu
DVECH dla wybranych par spoétek, kursow walutowych i indekséw. Uzyska-
ne wyniki byly zréznicowane. Trafne prognozy uzyskano dla kurséw waluto-
wych i tylko niektorych par spotek i indeksow.

Jest bardzo mato analiz, w ktorych ocenia si¢ trafnos¢ prognoz VaR kon-
struowanych z zastosowaniem wielorownaniowych modeli GARCH dla wigk-
szej liczby aktywdw i na ogot wykorzystuje sie w nich tylko jedng wybra-
ng specyfikacje modelu. Christiansen (1999) zastosowat czynnikowy model
GARCH dla dunskich obligacji zerokuponowych, natomiast Engle i Sheppard
(2001) zastosowali model DCC dla akcji z indeksow S&P 500 i DJIA. W po-
wyzszych badaniach oba modele nie daly zadowalajacych wynikow przy pro-
gnozie warto$ci zagrozone;j.

71 W przypadku zwyktych stop zwrotu wystepuja z kolei problemy natury statystycznej,
zwigzane z ich modelowaniem, o czym byta mowa w podrozdziale 1.1.
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4.2.3. PROGNOZOWANIE VAR DLA PORTFELA AKCJI NOTOWANYCH
NA GPW w WARSZAWIE!”

Do analizy przyjeto dzienne logarytmiczne stopy zwrotu od 4 stycznia
1999 roku do 30 czerwca 2006 roku (1880 obserwacji). Sposrod spotek noto-
wanych przez caty przyjety okres na GPW w Warszawie wybrano dwadzie$cia
firm o najwickszej kapitalizacji: Bank BPH, Bank Millennium, Bank Pekao
S.A., BRE Bank, Bank Zachodni WBK, Budimex, Cersanit, Citibank Handlo-
wy, Computerland, Firma Oponiarska Debica, ING Bank Slaski, Grupa Kety,
KGHM Polska Miedz, Kredyt Bank, Mondi Packaging Paper Swiecie, Orbis,
Polska Grupa Farmaceutyczna, Prokom Software, Softbank, Telekomunikacja
Polska. Przy wyborze pominicto spotki, dla ktérych udziat liczby ses;ji, kiedy
nie byly notowane przekraczal 5%. Miato to na celu uniknigcie problemu nie-
synchronicznych transakc;ji.

Na podstawie wybranych spotek skonstruowano portfel w ten sposdb,
ze dla wszystkich okreséw dla kazdej spotki przyjeto rowne wagi wynoszace
0,05'73, W badaniu przyjeto jednodniowy horyzont prognozy VaR!™, co wyni-
ka z dwoch powodow. Po pierwsze, przy biezacym zarzadzaniu ryzykiem in-
stytucje finansowe najczeséciej wykorzystuja dzienng warto$¢ zagrozong'”, po
drugie, prognozy zmiennos$ci uzyskane na podstawie modeli GARCH sa bar-
dziej trafne w przypadku kroétkiego horyzontu prognozy (patrz np. West i Cho,
1995 oraz Andersen i Bollerslev, 1998), w przeciwienstwie do dhugiego ho-
ryzontu, dla ktérego prognozy obliczone na podstawie innych modeli sg czg-
sto doktadniejsze. Dane z trzech pierwszych lat zostaty wykorzystane jedynie
przy estymacji modelu. Zaczynajac od 31 grudnia 2001 roku, dla danych od
poczatku 1999 roku, szacowano parametry wszystkich rozwazanych mode-
li. Na podstawie kazdego modelu konstruowano prognoze wartosci zagrozo-
nej na nastepna sesj¢. Dla dalszych okreséw dodawano kolejno jedna obser-
wacje do danych, na podstawie ktorych szacowano model i powtarzano cala
procedure az do 29 czerwca 2006 roku. Parametry kazdego z zastosowanych
w pracy modeli byly szacowane 1131 razy. Poréwnujac prognozy VaR z reali-
zacjami stop zwrotu, dokonano oceny trafno$ci dla okresu styczen 2002 roku —
czerwiec 2006 roku.

172 Wyniki tego badania zostaty przedstawione w pracy Fiszedera (2007f).

13 Wybor wag w tego typu badaniach jest oczywiscie kwestig subiektywna.

174 Prognozowano absolutng warto$¢ zagrozona.

175 Nawet przy wyliczaniu wymogdéw kapitalowych, gdzie wykorzystuje si¢ VaR dla
okresu 10 dni, warto§¢ wspolczynnika korygujacego ustalana jest na podstawie analizy prze-
kroczen VaR dla danych dziennych.
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Gléwnym celem niniejszej analizy byla ocena trafno$ci prognoz VaR
konstruowanych na podstawie roznych specyfikacji modeli GARCH dla port-
fela aktywow. W badaniu zastosowano osiem specyfikacji wieloréwnaniowe-
go modelu GARCH: model statych warunkowych wspotczynnikow korelacji,
model skalarno-diagonalny, model skalarno-diagonalny z warunkowym roz-
ktadem t-Studenta, model zintegrowany, model ortogonalny dla trzech oraz
dwudziestu czynnikow, model DCC oraz zintegrowany model DCC. Rozwa-
zano rowniez K -czynnikowy model GARCH dla trzech czynnikow, jednak-
ze w niektorych przypadkach nie udato si¢ uzyska¢ szacunkéw parametréw
zapewniajacych dodatnio$¢ wariancji portfela, dlatego pominieto go przy pre-
zentacji wynikow. Model ten zajmowat ostatnie pozycje w rankingu wedlug
wszystkich przyjetych kryteriow oceny. Prognozy VaR, uzyskane na podsta-
wie K-czynnikowego modelu GARCH, byly znaczaco niedoszacowane!'”.
W badaniu wykorzystano rowniez jednorownaniowy model GARCH z wa-
runkowym rozkladem normalnym oraz t-Studenta. Estymowano parametry
jednorownaniowego modelu dla szeregu stop zwrotu portfela i zastosowano
jednowymiarowe podej$cie do szacowania VaR. Wyniki uzyskane dla mo-
deli GARCH poréwnano z innymi metodami estymacji VaR: symulacjg hi-
storyczna, metodg wariancji-kowariancji (bezwarunkowa macierz kowarian-
cji, ruchoma macierz kowariancji ze stata wygladzania rowna 25 oraz metoda
wyréwnywania wyktadniczego z parametrem wygasania rownym 0,94'77).
Dodatkowo zastosowano potaczenie modelu GARCH z symulacja historycz-
ng. Lacznie daje to jedenascie roznych metod szacowania warto$ci zagrozonej
z wykorzystaniem modeli GARCH oraz cztery dodatkowe metody.

Analizg przeprowadzono zarowno w odniesieniu do inwestora majacego
pozycje dhuga, jak i krotka. Przyjeto najczgsciej stosowane poziomy tolerancji
0,05 oraz 0,01. Dla kazdej metody prognozowania VaR podano udzialy przekro-
czen VaR oraz szacunki statystyk testow Kupca. Wyboru metody prognozowania
VaR mozna réwniez dokona¢ na podstawie okreslonych funkcji straty, jednak-
ze w tym przypadku selekcja odpowiedniego kryterium jest sprawg subiektywna
i zalezy przede wszystkim od sposobu wykorzystywania VaR. W niniejszej pra-
cy zaproponowano, jako kryterium oceny, miar¢ polegajaca na modyfikacji sumy
wymogow kapitatowych. VaR, zamiast dla przedziatu czasowego 10 dni, zostat
oszacowany dla 1 dnia, a poziom tolerancji nie musi by¢ rowny 0,01, tak jak to

176 Przeszacowanie” czy ,,niedoszacowanie” VaR, to kwestia subtelna, bo nieznana jest
prawdziwa” warto$¢ VaR (gdy nieznany jest rozktad obserwacji).

177 Podejscie oparte na metodzie wyrownywania wykltadniczego okreslane jest w literatu-
rze finansowe;j jako metodologia RiskMetrics.
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jest przy szacowaniu wymogow kapitalowych. Jezeli prognozy VaR konstruo-
wane na podstawie dwoch réznych metod sa trafne, to powinna zosta¢ wybrana
metoda, ktora daje nizszy szacunek sumy wymogow kapitatowych. Oczywiscie
liczba przekroczen VaR nie moze by¢ zbyt duza, bo inaczej instytucja bedzie
zobowigzana do zmiany sposobu szacowania VaR. Z tego wzgledu oszacowano
réwniez udziat dni, dla ktérych wspotczynnik korygujacy przyjmowat wartosé 4.
Uzyskane wyniki zostaty przedstawione w tabelach 4.2-4.5.

Zauwazmy na wstepie, ze zadna z metod szacowania VaR nie data zado-
walajacych wynikéw dla wszystkich poziomow tolerancji oraz zajmowanych
przez inwestora pozycji. Mozna jednakze wskaza¢ metody, ktore przynosza
trafne prognozy przy okreslonych poziomach tolerancji i zajmowanych pozy-
cjach. Dla pozycji dtugiej, poziomu tolerancji 0,05 oraz poziomu istotnosci
0,05 udziat przekroczen VaR nie odbiega istotnie od zaktadanego dla zinte-
growanego wielorownaniowego modelu GARCH, ruchomej macierzy kowa-
riancji oraz metodologii RiskMetrics. Jednakze we wszystkich przypadkach
hipoteza o niezalezno$ci przekroczen w czasie zostata odrzucona. Zatem na
podstawie przeprowadzonych testow statystycznych mozna stwierdzi¢, ze dla
pozycji dtugiej i poziomu tolerancji 0,05 zadna z metod nie daje trafnych pro-
gnoz VaR. Potwierdza to réwniez analiza zmodyfikowanych wymogow kapi-
tatowych. Dla wszystkich metod, poza metoda wariancji-kowariancji, udziat
dni, podczas ktorych wspotczynnik korygujacy przyjmowal wartos$¢ cztery,
byl znaczacy i instytucja bylaby prawdopodobnie zobowigzana do zmiany
sposobu szacowania VaR. Dla wszystkich metod, poza ruchoma macierza ko-
wariancji oraz metodologia RiskMetrics, szacunki VaR byly przeszacowane.

Dla inwestora posiadajacego dtuga pozycje i poziomu tolerancji 0,01 traf-
ne prognozy warto$ci zagrozonej zostaty skonstruowane na podstawie mode-
lu ortogonalnego dla trzech i dwudziestu czynnikéw, zintegrowanego modelu
DCC, metodologii RiskMetrics, jednorownaniowego modelu GARCH z wa-
runkowym rozktadem normalnym i t-Studenta oraz potaczenia zastosowania
jednoréwnaniowego modelu GARCH z metodg symulacji historycznej. Spo-
srod powyzszych metod najlepsza, wedtug kryterium zmodyfikowanych wy-
mogoéw kapitalowych, okazata si¢ metodologia RiskMetrics. Dla wszystkich
modeli, poza zintegrowanym wieloréwnaniowym modelem GARCH, wspo6t-
czynnik korygujacy nie przyjmowat nigdy wartos$ci cztery, zatem metody te
nalezy uzna¢ za dopuszczalne ze wzgledu na wybrane kryterium. Podobnie
jak dla poziomu tolerancji 0,01, niedoszacowane szacunki VaR otrzymano na
podstawie ruchomej macierzy kowariancji, metodologii RiskMetrics oraz do-
datkowo zintegrowanego wieloréwnaniowego modelu GARCH.
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TABELA 4.2. OCENA JAKOSCI PROGNOZ VAR DLA POZYCJI DEUGIEJ I POZIOMU
TOLERANCJI 0,05

Metody szacowania VaR :r:z;f: LR, LR, MRC Ranking U;(i:;al
Statych wspoltczyn. korelacji 0,032 8,97* 75,24* 77,22 11 0,159
Skalarno-diagonalny 0,027 14,43%* 79,40%* 78,07 13 0,095
Skal.-diag. rozktad t-Studenta 0,027 14,43* 79,40%* 77,74 12 0,095
Zintegrowany 0,038 3,71 104,71%* 72,48 2 0,325
Ortogonalny 3 czynniki 0,034 6,40* 64,15* 76,37 9 0,253
Ortogonalny 20 czynnikow 0,034 6,40%* 64,15* 76,12 8 0,216
DCC 0,032 8,97* 75,24% 76,68 10 0,193
DCC zintegrowany 0,035 5,65% 87,74* 75,44 6 0,223
Symulacja historyczna 0,027 15,72%* 100,50%* 80,19 14 0,099
Wariancji-kowariancji 0,019 30,66* 79,89* 82,38 15 0,011
Ruch. macierz kowar. k = 25 0,053 0,22 102,48* 70,99 1 0,892
RiskMetrics 0,054 0,36 92,70* 72,48 3 0,937
Jednoréwn. model GARCH 0,034 7,21% 58,20* 75,59 7 0,159
GARCH rozktad t-Studenta 0,034 6,40* 61,62* 74,62 4 0,174
GARCH + symulacja histor. 0,035 5,65% 62,57* 75,07 5 0,281

LR oraz LR, , oznaczajg statystyki testu Kupca, stuzacego weryfikacji hipotez odpo-
wiednio o rownos$ci udzialu przekroczen poziomowi tolerancji oraz niezaleznos$ci przekroczen
w czasie. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych hipoteza zerowa zostata
odrzucona na poziomie istotnosci 0,05. MRC to suma wymogow kapitatowych.

ZRODEO: FISZEDER (2007E).

TABELA 4.3. OCENA JAKOSCI PROGNOZ VAR DLA POZYCJI DEUGIEJ I POZIOMU
TOLERANCJI 0,01

Metody szacowania VaR :r:z;f: LR, LR, MRC Ranking U;(i:;al
Statych wspotczyn. korelacji 0,006 1,92 14,28* 91,31 9 0,000
Skalarno-diagonalny 0,005 3,04 13,04* 99,06 12 0,000
Skal.-diag. rozktad t-Studenta 0,001 15,86* 15,35% 108,46 13 0,000
Zintegrowany 0,016 3,39 51,45% 86,06 6 0,020
Ortogonalny 3 czynniki 0,009 0,16 11,75 85,57 3 0,000
Ortogonalny 20 czynnikow 0,009 0,16 11,75 85,86 5 0,000
DCC 0,006 1,92 14,28* 90,65 8 0,000
DCC zintegrowany 0,008 0,51 14,25 87,81 7 0,000
Symulacja historyczna 0,001 15,86* 15,35% 120,29 15 0,000
Wariancji-kowariancji 0,002 11,77* 11,34* 111,72 14 0,000
Ruch. macierz kowar. k = 25 0,019 8,00* 41,53* 80,91 2 0,000
RiskMetrics 0,014 1,74 25,47 80,22 1 0,000
Jednoréwn. model GARCH 0,010 0,01 12,86 85,83 4 0,000
GARCH rozklad t-Studenta 0,008 0,51 9,82 93,54 11 0,000
GARCH + symulacja histor. 0,008 0,51 9,82 91,90 10 0,000

Patrz uwagi pod tabela 4.2.

ZRODEO: FISZEDER (2007E).
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TABELA 4.4. OCENA JAKOSCI PROGNOZ VAR DLA POZYCJI KROTKIEJ I POZIOMU
TOLERANCJI 0,05

Metody szacowania VaR l:'l:z;: LR, LR, MRC Ranking U;::f‘al
Statych wspotezyn. korelacji 0,036 4,96* 89,04* 78,40 10 0,444
Skalarno-diagonalny 0,029 12,06* 81,52* 83,80 13 0,392
Skal.-diag. rozktad t-Studenta 0,033 8,06* 85,16* 83,49 12 0,408
Zintegrowany 0,053 0,22 123,05* 77,50 5 0,603
Ortogonalny 3 czynniki 0,046 0,40 94,14* 77,76 6 0,577
Ortogonalny 20 czynnikow 0,046 0,40 94,14* 78,02 8 0,577
DCC 0,038 3,71 84,16* 78,17 9 0,542
DCC zintegrowany 0,042 1,43 86,56* 77,26 4 0,542
Symulacja historyczna 0,020 26,75* 78,16* 90,94 14 0,322
Wariancji-kowariancji 0,021 24,94%* 84,10* 91,26 15 0,326
Ruch. macierz kowar. k = 25 0,071 9,87* 127,29* 71,33 1 0,963
RiskMetrics 0,064 4,11* 109,96* 72,16 2 0,831
Jednoréwn. model GARCH 0,046 0,40 94,14% 78,00 7 0,577
GARCH rozktad t-Studenta 0,046 0,40 94,14% 76,93 3 0,577
GARCH + symulacja histor. 0,044 0,83 86,67* 78,89 11 0,562

Patrz uwagi pod tabela 4.2.
ZRODEO: FISZEDER (2007E).
TABELA 4.5. OCENA JAKOSCI PROGNOZ VAR DLA POZYCJI KROTKIEJ I POZIOMU
TOLERANCJI 0,01

Metody szacowania VaR l:i:z;: LR, LR, MRC Ranking U;::f‘al
Statych wspotezyn. korelacji 0,009 0,16 16,72 94,84 10 0,000
Skalarno-diagonalny 0,004 4,49* 13,88* 99,06 11 0,000
Skal.-diag. rozktad t-Studenta 0,004 4,49* 13,88* 108,46 13 0,000
Zintegrowany 0,016 3,39 42,04* 89,81 3 0,000
Ortogonalny 3 czynniki 0,011 0,24 20,37 92,74 6 0,000
Ortogonalny 20 czynnikow 0,011 0,24 20,37 92,36 5 0,000
DCC 0,009 0,16 16,72 94,18 9 0,000
DCC zintegrowany 0,011 0,04 20,92 93,18 7 0,000
Symulacja historyczna 0,002 11,77* 7,32% 132,64 15 0,000
Wariancji-kowariancji 0,004 4,49* 17,97* 111,72 14 0,000
Ruch. macierz kowar. k = 25 0,022 12,45* 66,26* 88,14 2 0,028
RiskMetrics 0,021 10,88* 49,80* 87,97 1 0,000
Jednoréwn. model GARCH 0,011 0,24 20,37 92,32 4 0,000
GARCH rozktad t-Studenta 0,007 1,09 8,43 94,01 8 0,000
GARCH + symulacja histor. 0,004 4,49% 7,58 101,41 12 0,000

Patrz uwagi pod tabelg 4.2.

ZRODEO: FISZEDER (2007E).
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Dla inwestora majacego krotka pozycje i poziomu tolerancji 0,05, dla
ponad potowy metod udzial przekroczen VaR nie odbiegat istotnie od za-
ktadanego, jednakze dla zadnej metody udziat przekroczen nie byt niezalez-
ny w czasie. Wyniki analizy dla zmodyfikowanych rezerw kapitatowych po-
twierdzaja bardzo stabe wyniki wszystkich metod w prognozowaniu VaR.
Liczba dni, podczas ktérych wspotczynnik korygujacy przyjmowal wartosé
cztery byla na tyle duza, ze konieczna bytaby zmiana sposobu prognozowa-
nia VaR. Podobnie jak dla pozycji dlugiej, dla wszystkich metod, poza rucho-
ma macierza kowariancji oraz metodologia RiskMetrics, szacunki VaR byly
przeszacowane.

Prognozy VaR dla inwestora posiadajacego krotka pozycje i poziomu to-
lerancji 0,01 bytly trafne dla modelu statych warunkowych wspotczynnikow
korelacji, modelu ortogonalnego dla trzech i dwudziestu czynnikow, mode-
lu DCC i jego zintegrowanej parametryzacji oraz jednoréwnaniowego mo-
delu GARCH z warunkowym rozktadem normalnym i t-Studenta. Sposréd
powyzszych modeli najwyzej w rankingu, ze wzgledu na minimalizacj¢ zmo-
dyfikowanych wymogow kapitatowych znalazt si¢ jednoréwnaniowy model
GARCH. Dla wszystkich modeli, poza ruchomg macierza kowariancji, wspot-
czynnik korygujacy nie przyjmowat wartosci cztery, co oznacza, ze mozna je
stosowac¢ do szacowania wymogow kapitatowych.

Oceniajac uzyskane wyniki w kontekscie rezultatow badan dotycza-
cych pojedynczych szeregow z polskiego rynku finansowego, nalezy zauwa-
zy¢ istotng réznicg. O ile w przypadku pojedynczych aktywow liczba prze-
kroczen VaR konstruowanych na podstawie jednoréwnaniowego modelu
GARCH byta najczgéciej znaczaco wyzsza od zaktadanej, o tyle w przypadku
portfela aktywow liczba przekroczen byta albo trafna, albo znaczaco nizsza
od zaktadanej. Zaobserwowana réznica wynika prawdopodobnie z grubosci
ogonow rozktadow stop zwrotu. Mianowicie dla pojedynczych szeregow sza-
cunki liczby stopni swobody w rozktadzie t-Studenta wynosily okoto 6, nato-
miast dla portfela okoto 10.

Dodatkowo przeprowadzono rowniez wybrane testy dotyczace wlasnosci
stop zwrotu badanych spotek oraz charakteru zaleznos$ci migdzy nimi. Poza
czterema spotkami (Computerland, Millennium, Prokom i Softbank) stopy
zwrotu byly pozbawione autokorelacji. Stopy zwrotu wszystkich spotek mia-
ly zmienng wariancj¢ warunkowa, a ich rozktady bezwarunkowe byty rozne
od rozktadu normalnego. W tabeli 4.6 przedstawiono wyniki testow dotycza-
cych charakteru zalezno$ci migdzy stopami zwrotu badanych spolek. Uzyska-
ne wyniki testowania restrykcji, naktadanych na parametry modeli GARCH,
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byly niewrazliwe na przyjeta specyfikacje rozktadu warunkowego. Dodatko-
wo w tabeli 4.7 przedstawiono ranking modeli na podstawie kryterium infor-
macyjnego Schwarza (SIC).

Wedlug testu LR, model skalarno-diagonalny z warunkowym rozktadem
normalnym, zostat zdecydowanie odrzucony na korzy$¢ modelu z warunko-
wym rozktadem t-Studenta. Taki sam rezultat otrzymano réwniez na podsta-
wie kryterium SIC. Wyniki analizy trafno$ci prognoz VaR nie potwierdzity
jednakze przewagi modelu z warunkowym rozkladem t-Studenta.

TABELA 4.6. ANALIZA CHARAKTERU ZALEZNOSCI BADANYCH SZEREGOW DLA
WIELOROWNANIOWYCH SPECYFIKACJI MODELU GARCH

Weryfikowane hipotezy Statystyka s t:l)tcy?tl;ki
Normalno$¢ rozktadu warunk. w modelu skalarno-diagonalnym LR 8925%*
Stato$¢ warunk. wspotczynnikéw korelacji LMC 409*
Skalarno-diagonalny — W*=0,=1-a LR 1192%*
Zintegrowany GARCH — 1 — o= 0,94 LR 26382*

Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych weryfikowana hipoteza zo-
stata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODEO: FISZEDER (2007E).

TABELA 4.7. RANKING WIELOROWNANIOWYCH MODELI GARCH WEDEUG KRYTERIUM SIC

Oznaczenia portfeli SIC Ranking
Skalarno-diagonalny -190 783 5
Skalarno-diagonalny rozktad t-Studenta -194 311 1
Zintegrowany -191 179 4
DCC -192 506 3
DCC zintegrowany -193 138 2
RiskMetrics -164 814 6

ZRODEO: FISZEDER (2007E).

Hipoteza o stato$ci warunkowych wspotczynnikéw korelacji zostata odrzu-
cona, a mimo to zastosowanie modelu statych warunkowych wspoétczynni-
kow korelacji do wyznaczania prognoz VaR dato nie gorsze, a cz¢sto nawet
lepsze wyniki niz zastosowanie wielorownaniowych specyfikacji, pozwala-
jacych opisa¢ zmienne wspotczynniki korelacji. Prognozy VaR konstruowa-
ne na podstawie modelu skalarno-diagonalnego okazaly si¢ nieco bardziej
skuteczne niz prognozy konstruowane na podstawie modelu zintegrowane-
g0, co jest zgodne z wynikami kryterium SIC (w przeciwienstwie do wy-
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nikow testu LR), jednakze w przypadku zadnego z tych modeli nie mozna
powiedzie¢, ze sg to prognozy trafne. Podejscie RiskMetrics zostato zdecy-
dowanie odrzucone na korzy$¢ bardziej ztozonych wieloréwnaniowych spe-
cyfikacji modeli GARCH, jednakze nie zostato to potwierdzone w analizie
skutecznosci prognoz VaR. Wysokie miejsca w rankingu wedtug kryterium
SIC modeli DCC, przynajmniej czgSciowo, potwierdzity si¢ w analizie traf-
no$ci prognoz VaR.

Ocena trafnosci prognoz VaR wewnatrz préby

Podobnie jak w przypadku analizy prognoz zmiennosci przedstawionej
w rozdziale trzecim dokonano oceny trafnosci prognoz VaR wewnatrz pro-
by. Jako kryterium oceny przyj¢to zmodyfikowang sume wymogow kapitato-
wych. Tak jak w badaniu poza proba podano réwniez udziaty dni, dla ktorych
wspotczynnik korygujacy przyjmowatl warto$¢ 4. Uzyskane wyniki zaprezen-
towano w tabelach 4.8 1 4.9.

TABELA 4.8. OCENA JAKOSCI PROGNOZ VAR WEWNATRZ PROBY DLA POZYCJI DLUGIEJ
1 POZIOMOW TOLERANCJI 0,05 ORAZ 0,01

Poziom tolerancji 0,05 Poziom tolerancji 0,01

Metody szacowania VaR MRC | Ranking U]‘:f;al MRC | Ranking Ul‘(if;a'
Statych wspoétczyn. korelacji 119,66 5 0,543 135,22 3 0,000
Skalarno-diagonalny 124,79 14 0,511 144,77 10 0,000
Skal.-diag. rozktad t-Studenta 125,55 15 0,511 146,77 11 0,000
Zintegrowany 122,22 9 0,302 142,16 9 0,013
Ortogonalny 3 czynniki 122,50 10 0,715 139,30 5 0,000
Ortogonalny 20 czynnikdéw 122,82 13 0,715 139,66 6 0,000
DCC 119,65 4 0,543 137,63 4 0,000
DCC zintegrowany 119,24 3 0,496 135,20 2 0,000
Symulacja historyczna 119,69 6 0,526 164,69 15 0,045
Wariancji-kowariancji 122,76 12 0,409 154,52 14 0,058
Ruch. macierz kowar. k = 25 118,23 2 0,924 140,08 8 0,000
RiskMetrics 117,60 1 0,951 133,65 1 0,000
Jednorown. model GARCH 122,61 11 0,671 139,86 7 0,000
GARCH rozktad t-Studenta 120,67 7 0,767 149,27 12 0,000
GARCH + symulacja histor. 121,76 8 0,767 150,12 13 0,000

MRC to suma wymogow kapitatowych, k — wspotczynnik korygujacy.

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.
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TABELA 4.9. OCENA JAKOSCI PROGNOZ VAR WEWNATRZ PROBY DLA POZYCJI KROTKIEJ
1 POZIOMOW TOLERANCJI 0,05 ORAZ 0,01

Poziom tolerancji 0,05 Poziom tolerancji 0,01

Metody szacowania VaR MRC | Ranking Uli]flal MRC | Ranking Ul((if;al
Statych wspotczyn. korelacji 119,62 3 0,715 148,69 11 0,025
Skalarno-diagonalny 124,92 11 0,680 150,51 12 0,000
Skal.-diag. rozktad t-Studenta 125,46 13 0,680 151,79 13 0,000
Zintegrowany 129,63 15 0,628 144,96 7 0,000
Ortogonalny 3 czynniki 121,29 7 0,664 141,54 5 0,000
Ortogonalny 20 czynnikoéw 121,61 8 0,664 140,88 3 0,000
DCC 119,69 4 0,715 144,59 6 0,000
DCC zintegrowany 120,61 5 0,715 146,23 8 0,025
Symulacja historyczna 124,99 12 0,629 176,04 15 0,000
Wariancji-kowariancji 127,38 14 0,626 161,78 14 0,152
Ruch. macierz kowar. k =25 118,58 2 0,974 140,07 2 0,020
RiskMetrics 116,25 1 0,869 138,59 1 0,000
Jednorown. model GARCH 122,36 10 0,693 140,98 4 0,000
GARCH rozktad t-Studenta 120,73 6 0,786 146,68 9 0,000
GARCH + symulacja histor. 122,26 9 0,654 148,66 10 0,000

MRC to suma wymogow kapitatowych, k — wspotczynnik korygujacy.

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Whioski wynikajgce z analizy udziatow dni, podczas ktérych wspdtezyn-
nik korygujacy przyjmowal warto$¢ 4, byly zgodne z tymi, jakie uzyskano
w badaniu poza proba. Dla poziomu tolerancji 0,05 odpowiednie udziaty byty
znacznie wyzsze wewnatrz proby. Porownanie jakosci prognoz VaR konstru-
owanych na podstawie réznych modeli ma sens tylko dla poziomu toleran-
cji 0,01, poniewaz prognozy konstruowane dla poziomu tolerancji 0,05 nie sa
trafne. Uzyskane rankingi modeli wewnatrz proby sa zblizone do tych, jakie
otrzymano w badaniu poza proba. Ten wynik wyraznie kontrastuje z wnio-
skami, jakie uzyskano na podstawie testowania restrykcji w modelach i anali-
zy kryterium SIC. Wigcej informacji na temat wyboru odpowiedniej parame-
tryzacji wielorownaniowego modelu GARCH mozna otrzymac¢ na podstawie
analizy wewnatrz proby niz na podstawie testowania restrykcji czy analizy
kryterium informacyjnego Schwarza. Zatem przy wyborze metody prognozo-
wania VaR nalezy przeprowadzi¢ analize wewnatrz proby dla takich samych
kryteriow, na podstawie ktorych przeprowadzana begdzie ocena poza proba.
Ten wynik jest zgodny z wnioskami, jakie otrzymano przy ocenie trafnosci
prognoz zmiennos$ci w rozdziale trzecim.
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Whioski

Zadna z metod szacowania VaR nie dala zadowalajacych wynikéw dla
wszystkich poziomow tolerancji oraz zajmowanych przez inwestora pozycji.
Prognozy VaR konstruowane na podstawie zaréwno jednoréwnaniowych, jak
i wielorownaniowych modeli GARCH sg najczgéciej przeszacowane. Progno-
zy budowane metodg symulacji historycznej oraz metodg wariancji-kowarian-
Cji sa przeszacowane, natomiast prognozy konstruowane na podstawie mode-
lu wariancji ruchomej oraz metodologii RiskMetrics sa niedoszacowane.

Uzyskane wyniki wskazuja, ze znacznie tatwiejsze jest prognozowanie
VAR dla poziomu tolerancji 0,01. Zadna metoda prognozowania nie dala
w pelni zadowalajacych wynikoéw dla poziomu 0,05, co potwierdza stuszno$¢
wyboru poziomu tolerancji 0,01 przy szacowaniu wymogoéw kapitatowych.
W Zadnym przypadku zastosowanie najbardziej popularnych metod progno-
zowania VaR, czyli metody wariancji-kowariancji i symulacji historycznej,
nie przyniosto trafnych prognoz VaR.

Analizujac poszczegdlne specyfikacje wieloréwnaniowych mode-
li GARCH, mozna zauwazy¢ bardzo zblizone wyniki dla modelu DCC oraz
modelu statych warunkowych wspotczynnikow korelacji. W obu metodach
w pierwszym kroku estymuje si¢ parametry jednoréwnaniowych mode-
li GARCH. Warte podkres$lenia sg rowniez stabsze wyniki przy ocenie traf-
nosci prognoz dla modeli skalarno-diagonalnego oraz zintegrowanego. Wy-
niki bezposredniego testowania restrykcji dotyczacych wielor6wnaniowych
modeli GARCH, nie znajduja odzwierciedlenia w analizie tratho$ci prognoz
VaR. Nieco lepiej wypada poréwnanie z wynikami kryterium informacyjnego
Schwarza, jednakze i w tym przypadku wnioski nie pokrywajg si¢ z rezultata-
mi uzyskanymi na podstawie analizy traftnho$ci prognoz VaR. Bardzo zblizone
rankingi modeli do tych w badaniu trafnos$ci poza probg otrzymano natomiast
w badaniu wewnatrz proby. Zatem najlepsze rezultaty w poszukiwaniu me-
tod, ktore beda lepiej prognozowaly VaR daje analiza trafhosci prognoz we-
wnatrz proby.

Zastosowanie jednoréwnaniowego modelu GARCH do prognozowania
VaR dla portfela akcji dato nie gorsze, a czesto nawet lepsze wyniki niz zasto-
sowanie wieloréwnaniowych modeli GARCH. Wynik ten jest wazny z prak-
tycznego punktu widzenia, poniewaz przy duzej liczbie aktywow estymacja
parametrow wickszosci specyfikacji wieloréwnaniowych modeli GARCH
jest bardzo trudna lub wrgcz niemozliwa. Zaskakujacy, w stosunku do wyni-
kéw innych badan, jest fakt, ze specyfikacja rozktadu warunkowego w mode-
lu GARCH nie wptywata na wyniki trafnosci prognoz. By¢ moze réznica wy-
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nika z grubosci ogondow analizowanych empirycznych szeregéw czasowych.
Ogony rozktadu stop zwrotu pojedynczych instrumentow (stosowanych w in-
nych badaniach) byly znacznie grubsze niz ogony rozktadu stop zwrotu port-
fela instrumentoéw (stosowanego w niniejszym badaniu). Zastosowanie jed-
norownaniowego modelu GARCH w potaczeniu z symulacja historyczng
rowniez nie poprawito skutecznosci prognoz VaR.

Przeprowadzona analiza pokazala rowniez, ze ocenianie trafnosci pro-
gnoz VaR tylko na podstawie badania istotno$ci udziatu przekroczen w czasie
jest zdecydowanie niewystarczajgce!’®.

4.3. ESTYMACJA WSPOLCZYNNIKOW BETA NA PODSTAWIE
DWUROWNANIOWEGO MODELU GARCH'”

Wspoélczynnik beta to jedna z najbardziej znanych i stosowanych miar
wrazliwos$ci. Moze by¢ wykorzystywany migdzy innymi do wyceny warto$ci
akcji, konstrukceji portfela aktywow, do szacunku kosztu kapitalu wlasnego
firmy. Do estymacji wspotczynnika beta wykorzystuje si¢ najczesciej model
jednowskaznikowy Sharpe’a (Sharpe, 1963). Model Sharpe’a to najbardziej
znany w finansach przyktad modelu jednoczynnikowego'®. Powstat on jako
model upraszczajacy klasyczna teori¢ portfela, jednak coraz czesciej stosowa-
ny jest w powigzaniu z modelami rynku kapitalowego. Model Sharpe’a moz-
na przedstawi¢ w nastgpujacej formie:

4B, te, (4.3.1)

gdzie r, jest to stopa zwrotu i-tego waloru (lub portfela), 7,, to stopa zwrotu
rynku (mierzona np. jako stopa zwrotu indeksu gietdowego), o, 3, — parame-
try strukturalne, €, — sktadnik losowy.

Wspoélczynnik beta nie uwzglednia ryzyka zwigzanego ze zmiennoscia
czynnika ryzyka (w tym przypadku indeksu rynku) oraz ryzyka specyficznego
zwigzanego z danym aktywem. Konstruujgc hipoteze jednowskaznikowego
modelu rynku, Sharpe przyjat szereg zatozen dotyczacych inwestorow, akty-
wow oraz rynku (patrz Tarczynski, 1997a). Trudno jednoznacznie ocenic, na

178 Do podobnego wniosku doszedt Pipiefn (2006) na podstawie innych miar i metod es-

tymacji.
17 Prezentowane fragmenty pracy byly publikowane w artykule Fiszedera (2005a).

180 Dalsze zastosowania modeli czynnikowych przedstawiono w podrozdziale 5.3.
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ile niespetnienie poszczegolnych zatozen moze ograniczy¢ uzyteczno$¢ mo-
delu Sharpe’a. Dodatkowo przyjmuje si¢ pewne zalozenia dotyczace wias-
nosci statystycznych zmiennych i parametrow w rownaniu (4.3.1). Zwykle
zaklada sig, ze dla kazdego i orazj (i = j) E(g,e;) = 0. Zatem nie ma czynni-
kéw, poza stopg zwrotu indeksu rynku, ktdre thumaczytyby wspolny ruch stop
zwrotu z waloréw. Powyzsze zatozenie jest istotne w przypadku, gdy model
Sharpe’a jest wykorzystywany w celu uproszczenia procesu tworzenia port-
fela, na przyktad w celu uniknigcia bezposredniego szacowania wszystkich
wspotczynnikéw korelacji stop zwrotu. Inne zatozenia dotyczace wiasno-
$ci statystycznych moga istotnie wplynac na estymacje wspotczynnika beta.
Standardowa procedura estymacji polega na zastosowaniu klasycznej metody
najmniejszych kwadratow do réwnania:

=04+ By, € (4.3.2)

gdzie r,, r,, oznaczajg odpowiednio stopg zwrotu i-tego waloru oraz stopg
zwrotu indeksu rynku.

Zatozenia do stosowania klasycznej metody najmniejszych kwadratow
czesto nie sg jednakze spetnione dla szeregéw empirycznych. W literaturze
finansowej zwraca si¢ szczeg6lnie uwage na niestabilnos¢ wspotczynnikow
beta w czasie (patrz np. Brooks, Faff i McKenzie, 1998). Zmienno$¢ wspot-
czynnikow beta w czasie'®! moze wynika¢ z dwoch gtownych powodow, mia-
nowicie zmiennego ryzyka waloru (wspolczynnika beta) lub btedow oszaco-
wania. Elton i Gruber (1998) podkreslajg, ze parametry w modelu Sharpe’a
nie sa doskonale stabilne w czasie. Mozna spodziewac si¢ ich zmian w mia-
re, jak zmieniajg si¢ fundamentalne wskazniki danego przedsigbiorstwa.
Na przyktad wspoétczynnik beta, jako miara ryzyka, powinien by¢ powigza-
ny ze struktura kapitalowa i zmienia¢ si¢ w odpowiedzi na jej zmiany. Przy-
czyna zmieniajacych si¢ wspotczynnikow beta moze by¢ na przyktad asy-
metryczna reakcja na dobre i zte wiadomosci (patrz Braun, Nelson i Sunier,
1995). Zmiennos¢ wspotczynnikdéw beta moze réwniez wynikaé z pominie-
cia istotnych zmiennych objasniajacych w modelu (Leusner, Akhavein i Swa-
my, 1996). Z tego wzgledu zaproponowano szereg innych metod estymacji
wspotczynnika beta, jak np. metoda Blume’a czy Vasicka (patrz Elton i Gru-
ber, 1998). Okazuje si¢ jednakze, ze klasyczne metody estymacji wspotczyn-

181 Wystepuja istotne réznice w szacunkach wspotczynnikoéw beta walorow (dotyczy to
przede wszystkim pojedynczych walordw, w znacznie mniejszym stopniu portfeli) estymowa-
nych dla r6znych okreséw (patrz Elton i Gruber, 1998).
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nika beta nie uwzgledniaja rowniez innych empirycznych wlasnosci procesow
finansowych, takich jak: autokorelacja stop zwrotu, zmienno$¢ warunkowych
wariancji i kowariancji stop zwrotu czy grube ogony rozkladow stdép zwrotu
(patrz podrozdziat 1.1). Ponizej przedstawiono sposob estymacji wspotczyn-
nikow beta na podstawie modelu VAR-GARCH. Taka specyfikacja modelu
pozwala opisa¢ w modelowaniu wspomniane wyzej empiryczne charaktery-
styki stop zwrotu.

4.3.1. ZASTOSOWANIE MODELU VAR-GARCH

Przy estymacji parametréw modelu Sharpe’a w postaci (4.3.2) klasycz-
na metoda najmniejszych kwadratow zaktada si¢ miedzy innymi, ze 7, i r,,, sa
realizacjami procesow stacjonarnych, zalezno$¢ pomigdzy nimi jest liniowa,
sktadnik losowy ¢, jest pozbawiony autokorelacji, homoskedastyczny i ma
rozktad normalny, a wspotczynnik beta jest staty w czasie. Rzadko wszystkie
powyzsze zalozenia sg spelnione jednoczesnie w badaniach empirycznych.

Wystepowanie autokorelacji sktadnika losowego lub zmiennej wariancji
warunkowej sktadnika losowego w modelu (4.3.2) obniza efektywnos$¢ esty-
matoréw parametréw strukturalnych o, i 3, otrzymanych za pomoca MNK.
W skrajnych przypadkach moze si¢ zdarzy¢, ze np. zamiast dodatniej wartosci
wspolczynnika beta otrzymamy istotnie ujemny szacunek lub zamiast warto-
sci wigkszej od jeden (akcja agresywna) otrzymamy szacunek istotnie mniej-
szy od jeden (akcja defensywna). Na ogot jednak nieuwzglednienie autokore-
lacji stop zwrotu lub zmiennej wariancji nie prowadzi do az tak drastycznych
roznic. Problem autokorelacji stop zwrotu mozna tatwo rozwigzaé przez wpro-
wadzenie do modelu op6znionych zmiennych endogenicznych. Jednakze je-
zeli wariancja warunkowa sktadnika losowego jest zmienna w czasie, woOw-
czas kwadraty opdznionych zmiennych endogenicznych sg skorelowane z ¢
1 w konsekwencji estymatory $rednich bledow szacunku nie sg zgodne (patrz
punkt 1.3.1). Zatem formuta na macierz kowariancji estymatorow o> (X 'X)™"'
jest nieodpowiednia, a wynik wnioskowania o istotnosci wspotczynnika beta
moze by¢ w tej sytuacji bledny. Niezwykle rzadko udaje si¢ wyeliminowaé
zmienno$¢ wariancji warunkowej sktadnika losowego przez poprawe specy-
fikacji modelu, np. wprowadzenie dodatkowych zmiennych objasniajacych.
Mozna zastosowa¢ metode estymacji odporng na zmienno$¢ wariancji, ale
lepszym rozwigzaniem jest opisanie bezposrednio w modelu zmiennej wa-
riancji warunkowej sktadnika losowego, na przyktad za pomocg jednoréwna-
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niowego modelu GARCH lub SV. Dla modelu GARCH estymuje si¢ zatem
parametry nastepujacego modelu:

P

hh = +Z¢‘ij’}t—j + By t&4, €t| Y, ~D(0, h), (4.3.3)
j=1
‘lq P

h=a,+> as.+> Bh_, (4.3.4)
i=1 j=1

gdzie 1), | oznacza zbior wszystkich informacji dostepnych w chwili 7 —1,
a D (0,h,) oznacza okreSlong posta¢ funkcji gestosci prawdopodobienstwa
(najczesciej rozktad normalny lub t-Studenta) o wartosci oczekiwanej rownej
zero i wariancji 4,. Taka specyfikacja pozwala uwzgledni¢ w modelu autoko-
relacje i zmienng wariancje warunkowg stop zwrotu oraz grube ogony rozkta-
du stop zwrotu.

Przyjecie jednorownaniowego modelu GARCH nie pozwala jednak-
ze rozwigza¢ problemu zmiennos$ci wspoétczynnika beta. Zastosowanie sta-
tych szacunkow wspotczynnikow beta, gdy sa zmienne w czasie, w analizach
lub strategiach finansowych, w ktorych wykorzystuje si¢ wspotczynniki beta,
moze istotnie wplywac¢ na uzyskane wyniki. Aby uwzgledni¢ przy modelowa-
niu dodatkowo zmiennos$¢ wspotczynnikow beta, mozna zastosowac dwurow-
naniowy model VAR-GARCH. Ponizej, jako posta¢ modelu GARCH, przy-
jeto model BEKK, jednakze mozliwe sg rdwniez inne specyfikacje modelu.
Model VAR(k)-BEKK( p,q) mozna przedstawi¢ w postaci:

]/;'t = aOi +a1ir;'t—1 +b1ith—1 +"'+aki’;‘z—k +bkith—k +6it’ (435)

e = Qopg T @yl o0y ot @t 00Tk + €0 (4.3.6)

g, |1, ~D(O,H,), (4.3.7)
q ' 4 '
H =CC+) Dg ¢\ D +Y EH_E, (4.3.8)
j=1 j=I

gdzie r, jest to stopa zwrotu i-tego waloru w chwili ¢, 7, to sto-
pa zwrotu indeksu gietdowego w chwili ¢, a,,qa,,...,a,,b,,b,,,...,b, oraz
Aoy siagoees Qg sDiag s Doy 50 by, — parametry strukturalne, €,,€,, — sktadniki
losowe, €, =(g,,¢,,)', H, jest symetryczng macierzg warunkowych kowa-
riancji 0 wymiarach 2x 2, C,D, oraz E  s3 macierzami parametrow o wymia-

rach 2 x 2.
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Zmieniajace si¢ wspotczynniki beta sg okreslone nastepujaco:

B, = %, 4.3.9
hM t

gdzie h,,, jest to kowariancja warunkowa stopy zwrotu i-tego waloru i in-
deksu gietdowego, 4,,, to wariancja warunkowa stopy zwrotu indeksu giel-
dowego. Zaréwno 4, ,, jak 1 h,,,wyznacza si¢ na podstawie oszacowanego
modelu (4.3.8). Do estymacji parametrow modelu w postaci (4.3.5-4.3.8)
mozna zastosowa¢ MNW lub quasi-MNW. W badaniach empirycznych
czesto wystarczajace jest przyjecie k =1 w réwnaniach (4.3.5-4.3.6), g =1
1 p=1w roéwnaniu (4.3.8), ale niewystarczajace okazuje si¢ przyjecie rozkta-
du normalnego w (4.3.7). Bardzo czgsto konieczne jest przyjecie warunko-
wego rozktadu majacego grubsze ogony niz te, ktore wystepuja w rozkladzie
normalnym. W ponizszym badaniu przyjeto dwuwymiarowy warunkowy roz-
ktad t-Studenta z v stopniami swobody.

4.3.2. UPROSZCZENIE BUDOWY PORTFELA

W tej czesci pracy przedstawiono jedno z mozliwych zastosowan empi-
rycznych zaprezentowanego modelu VAR-GARCH'®? (patrz Fiszeder, 2005a).
Model Sharpe’a moze by¢ wykorzystany w celu uproszczenia procesu two-
rzenia portfela. Przedstawiony model zastosowano do konstrukcji portfela
0 minimalnej wariancji oraz dokonano oceny skutecznosci tego podejscia. Za-
prezentowany przyktad empiryczny ma charakter ilustracyjny. Stopa zwrotu
i wariancja stopy zwrotu portfela, przy zatozeniach jednowskaznikowego mo-
delu Sharpe’a, dane sg nast¢gpujacymi wzorami (patrz Elton i Gruber, 1998):

r,=a,+0,n +¢, (4.3.10)
s, =05y + > wis, (4.3.11)
i=1

gdzie r,i slz, to odpowiednio stopa zwrotu i wariancja stopy zwrotu portfe-
la, przy konstrukeji ktorego wykorzystano model Sharpe’a, a, :Zwl.ai,
w, oznacza udzial i-tego waloru w portfelu, n — liczba walorow w [i(:)lrtfelu,

f3, to wspbtczynnik beta portfela, dany wzorem 5, = Zw,. | 5., — warian-
i=1

182 Dalsze przyktady znajduja si¢ w podrozdziatach 2.5, 2.6 oraz rozdziatach 5 i 6.
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cja stopy zwrotu indeksu gietldowego, s_. jest to wariancja sktadnika losowe-
go i-tego waloru, dana formuty s, =s; — 37s;,, s/ — wariancja stopy zwrotu
i-tego waloru.

Proces budowy portfela jest bardzo wrazliwy na wybor estymatora war-
tosci oczekiwanej stopy zwrotu (patrz Best 1 Grauer, 1991; Chopra i Ziemba,
1993). Niewielkie roznice w szacunkach wartosci oczekiwanych stop zwrotu
czesto prowadza do znaczacej przebudowy portfela (patrz np. Jobson i Kor-
kie, 1980). Aby wyeliminowa¢ wplyw wyboru estymatora wartosci oczekiwa-
nej stopy zwrotu, wyznaczano portfel o minimalnej wariancji, danej wzorem
(4.3.11). Portfel o minimalnej wariancji byt konstruowany na dwa sposoby.
Pierwszy sposob polegat na tym, ze parametry beta szacowano na podstawie
modelu Sharpe’a w postaci (4.3.1). Drugi natomiast zwigzany byt z wykorzy-
staniem modelu VAR-GARCH, zapisanego réwnaniami (4.3.5-4.3.8). Oczy-
wiscie konstrukcja portfela o minimalnej wariancji moze by¢ przeprowadzona
za pomocg klasycznej procedury Markowitza, jednakze celem tego badania
bylo poréwnanie efektywnosci procesu alokacji przy zastosowaniu modelu
Sharpe’a i modelu VAR-GARCH. Formule (4.3.11) mozna zapisa¢ w sposdb
dynamiczny dla okresu ¢ 4-1:

2 —
Spt+1‘tp _/Bpt+l‘tphMt+1‘tp +Z It ett+1‘tp’ (4312)

gdzie s’ to prognoza wariancji stopy zwrotu portfela dla okresu 7+1,

pt+l‘tp

z : 2
pt+]‘tp /81t+l‘z‘p’ etH»l‘tp htt+1‘tp7/6it+l‘rphMt+l‘tp’ hit-%—l‘tp oraz hMtJrl‘rp

to prognozy wariancji warunkowych stop zwrotu i-tego waloru oraz indeksu
gietdowego dla okresu £ +1, 5, ., , =Ry, By iy,

Analiza zostata przeprowadzona dla trzech wybranych spoétek, notowa-
nych na GPW w Warszawie: Elektrimu, Huty Szkla Gospodarczego Irena
i NKT Cables (dawniej Kable), jednakze cata procedura moze by¢ zastosowa-
na w odniesieniu do dowolnej liczby waloréw. Spotki zostaty wybrane losowo
sposrod wszystkich spolek notowanych przez caty rozwazany okres. Do bada-
nia przyjeto tygodniowe stopy zwrotu (liczone od ceny zamknigcia z wtorku do
ceny zamknigcia z nastepnego wtorku) od 5 stycznia 1993 roku do 31 grudnia
2002 roku (521 obserwacji). W 1993 roku notowania odbywaty si¢ tylko trzy
razy w tygodniu, jednakze wybor dnia tygodnia, do obliczania tygodniowych
stop zwrotu, nie miat istotnego wptywu na uzyskane wyniki. Oszacowane mo-
dele Sharpe’a zostaly przedstawione w tabeli 4.10. Jako indeks rynku przyje-
to indeks WIG. Dla kazdego modelu podano: wartosci statystyki Ljunga-Boxa
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dla reszt oraz kwadratow reszt oznaczone odpowiednio Q i Q°. Przedstawio-
no réwniez wartosci statystyki LM na wystgpowanie efektu ARCH w resztach
oraz wartosci statystyki testu normalno$ci Jarque-Bera. Przeprowadzone te-
sty wskazuja na wystepowanie autokorelacji stop zwrotu spotki Irena oraz wy-
stgpowanie zmiennej wariancji warunkowej stop zwrotu badanych spoétek. We
wszystkich przypadkach hipoteza o normalno$ci sktadnika losowego zostala
odrzucona. Wyniki testu CUSUM (nie zamieszczone w pracy) wskazuja na nie-
stabilno§¢ modelu Sharpe’a dla spotki Irena, wyniki testu Chowa (nie zamiesz-
czone w pracy) swiadczg o niestabilno$ci predyktywnej badanych modeli.

TABELA 4.10. MODEL SHARPE’A DLA SPOLEK: ELEKTRIM, IRENA, KABLE

;;r;::;:; Elektrim Irena Kable
-0,004 0,001 -0,004

o (0,003) (0,003) (0,003)
B 1,089 0,938 0,932
(0,053) (0,046) (0,054)

0(12) 9,29 21,68* 17,68
0%(12) 27,55% 76,89* 70,76*
LM(12) 21,89* 43,24* 54,54*
JB 4271,38* 103,18* 147,71*

W nawiasach, pod ocenami parametrow, podano $rednie bledy szacunku. Q oraz Q? ozna-
czaja wartosci statystyki Ljunga-Boxa odpowiednio dla reszt oraz kwadratow reszt, LM to
statystyka testu LM na wystgpowanie efektu ARCH w resztach, JB oznacza statystyke Jar-
que-Bera. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych weryfikowana hipoteza
zostata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODEO: FISZEDER (20054).

Nalezy pamigtaé, ze kazda z powyzszych charakterystyk moze wptywac
na proces wnioskowania o pozostatych charakterystykach. Przeprowadzo-
ne testy sugeruja, ze celowe jest zastosowanie modelu VAR-GARCH, stad
w dalszej czesci zbadano skutecznos$¢ takiego podejscia przy konstrukeji port-
fela o minimalnej wariancji.

Dla kazdego ¢t pomigdzy 31 grudnia 2000 roku a 24 grudnia 2002 roku, na
podstawie danych od 5 stycznia 1994 roku, szacowano model Sharpe’a i mo-
del VAR-GARCH. Dla kazdej sp6iki estymowano zatem parametry 105 mo-
deli Sharpe’a i 105 modeli VAR-GARCH. Oszacowane na podstawie modeli
VAR-GARCH wspotczynniki beta i warunkowe odchylenia standardowe stop
zwrotu analizowanych spotek dla catego badanego okresu zostaty przedsta-
wione na rysunku 4.1. Oszacowane wspotczynniki beta i warunkowe odchy-
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lenia standardowe znaczaco zmienialy si¢ w czasie. Na przyktad stopa zwrotu
akcji Elektrimu w latach 1993-1998 zmieniata si¢ w podobnym stopniu, jak
stopa zwrotu rynku, w latach 1999-2001 akcje Elektrimu zachowywaty si¢
tak, jak akcja agresywna, a przez wigksza czes¢ roku 2002 tak, jak akcja de-
fensywna. Warto zwroci¢ uwage, ze w okresach wzrostu zmienno$ci nastepo-
wat na ogo6t rowniez wzrost wartosci wspotczynnikow beta.

Wspdtczynniki beta Elektrimu Warunk. odchyl. stand. Elektrimu
2 0.02
1.5 0.015
1 0.01
0.5 0.005
0+ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
1993 1995 1997 1999 2001 1993 1995 1997 1999 2001

Wspsiczynniki beta Ireny Warunk. odchyl. stand. Ireny

25 0.03
2
15 0.02
1
0.5 0.01
0] A
0.5 0+ : : . ;
1993 1995 1997 1999 2001 1993 1995 1997 1999 2001
Wspétczynniki beta Kabli Warunk. odchyl. stand. Kabli
3 004
25
2 0.03
1 0.02
y I
o.g 001
. . I .
'0-5J 04 ; : ; :
1993 1995 1997 1999 2001 1993 1995 1997 1099 2001

RYSUNEK 4.1. SZACUNKI WSPOLCZYNNIKOW BETA I WARUNKOWYCH ODCHYLEN
STANDARDOWYCH STOP ZWROTU

ZRODEO: FISZEDER (20054).
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Dla kazdego ¢ pomiedzy 2 stycznia 2001 roku a 31 grudnia 2002 roku
konstruowano portfele o minimalnej wariancji, danej wzorami (4.3.11)
1(4.3.12). Przyj¢to zatozenie, ze nie wystepuje krotka sprzedaz, tzn. w,,, >0
dlai=1,2,3. Dla skonstruowanych portfeli obliczano wariancje jako kwadrat
zaobserwowanej stopy zwrotu. Z oszacowanych ex post wariancji obliczono
srednie osobno dla portfeli konstruowanych na podstawie modelu Sharpe’a
i modelu VAR-GARCH.

Szacunki §rednich odchylen standardowych stop zwrotu dla portfeli o mi-
nimalnej wariancji wynosily 0,056064 1 0,041257 dla portfeli konstruowa-
nych na podstawie odpowiednio modelu Sharpe’a i modelu VAR-GARCH.
Zastosowanie modelu VAR-GARCH spowodowato zmniejszenie $redniego
odchylenia standardowego portfela o 26,41% w stosunku do portfela, przy
konstrukcji ktorego wykorzystano model Sharpe’a. Uwzglednienie zmienia-
jacych si¢ w czasie wariancji stop zwrotu i wspolczynnikow beta przy bu-
dowie portfela wptyneto na znaczny wzrost efektywnosci procesu alokacji
aktywow. Nalezy jednak pamigtac, ze ze wzgledu na stosowane procedury
estymacyjne niezbedna jest duza liczba obserwacji, co wyklucza stosowanie
modelu w przypadku matych prob.

4.4. OCZEKIWANA STOPA ZWROTU A RYZYKO

Zalezno$¢ pomiedzy dochodem a ryzykiem nalezy do fundamentalnych
zagadnien w teorii finansow. Z modelu CAPM wynika, ze miedzy oczekiwang
stopa zwrotu portfela rynkowego a wariancja stopy zwrotu tego portfela istnie-
je dodatnia zalezno$¢ liniowa. Przyjmuje si¢ rowniez, ze dla ustalonego okresu
inwestorzy wymagaja wyzszych oczekiwanych stop zwrotu z aktywoéw, z kto-
rymi zwigzane jest wicksze ryzyko (mierzone odchyleniem standardowym lub
wariancja). Nie ma jednakze zgody co do tego, czy dodatnia zalezno$¢ migdzy
oczekiwang stopg zwrotu a wariancja jest dynamiczna, tzn. czy w okresie, gdy
dany papier warto$ciowy charakteryzuje si¢ wickszym ryzykiem, inwestorzy
wymagaja wickszej premii (r6znicy miedzy oczekiwang stopa zwrotu z danego
aktywu a stopa zwrotu wolng od ryzyka) za ryzyko. Wyniki badan empirycz-
nych sg niejednoznaczne. Na przyktad: Engle, Lilien i Robins (1987), French,
Schwert i Stambaugh (1987) oraz Campbell i Hentschel (1992) wskazuja na
dodatnig zalezno$¢ migdzy oczekiwang stopa zwrotu a warunkowa wariancja.
Z drugiej strony Fama i Schwert (1977), Campbell (1987), Breen, Glosten i Ja-
gannathan (1989), Pagan i Hong (1991) oraz Glosten, Jagannathan i Runkle
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(1993) mowia o ujemnej zaleznosci miedzy oczekiwang stopa zwrotu a warian-
cja. W pracach: Baillie i Bollerslev (1990), Domowitz i Hakkio (1985), Mc-
Curdy i Morgan (1987, 1988), Nelson (1991), Whitelaw (1994) zalezno$¢ mie-
dzy oczekiwang stopa zwrotu a ryzykiem byta nieistotna statystycznie. Backus
i Gregory (1993) dowodzg teoretycznie, ze zalezno$¢ migdzy premia za ryzyko
a warunkowa wariancja moze mie¢ dowolny kierunek i1 posta¢. Wielu autorow
stawia pod znakiem zapytania stato$¢ liniowej zaleznosci miedzy oczekiwana
stopa zwrotu a warunkowg wariancja (np. Harvey C., 1989; Chou, Engle i Kane,
1992; Harrison i Zhang, 1999). Rozbieznos¢ wynikdéw w literaturze §wiatowej
byta jedng z przyczyn podjecia badan dotyczacych zaleznosci pomigdzy ocze-
kiwang stopg zwrotu a ryzykiem dla wybranych spotek i indekséw gietdowych
notowanych na GPW w Warszawie. Cze$¢ prezentowanych tutaj zagadnien zo-
stata opublikowana w pracach: Fiszeder i Kwiatkowski (2005a, 2005c).

Celem analizy jest badanie istotno$ci oraz statosci zaleznosci pomiedzy
oczekiwang stopg zwrotu a ryzykiem dla wybranych spoétek i indekséw giel-
dowych notowanych na GPW w Warszawie. Ryzyko mierzone jest warun-
kowg wariancjg (lub ewentualnie warunkowym odchyleniem standardowym)
stopy zwrotu badanego aktywu. W badaniu zastosowano klasyczny model
GARCH-M, model GARCH-M ze zmiennym parametrem oraz model z pro-
gowym efektem GARCH-M. Uzyskane rezultaty przynajmniej w czgsci po-
zwalaja odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego wyniki dotychczasowych badan
sa tak niejednoznaczne.

4.4.1. ZALEZNOSC MIEDZY OCZEKIWANA STOPA ZWROTU
A WARUNKOWA WARIANCJA

Model CAPM mozna przedstawi¢ w nast¢pujacej postaci (patrz podroz-
dziat 5.2):

E(r)—r, =X cov(r,n,), 4.4.1)
gdzie E(r;) jest to oczekiwana stopa zwrotu i-tego waloru, 7, — stopa zwro-
tu wolna od ryzyka, A — parametr okre$lany jako rynkowa cena ryzyka,
cov(r,r, ) — kowariancja stopy zwrotu i-tego waloru i portfela rynkowego.

Roéwnanie (4.4.1) zapisane dla portfela rynkowego ma nastepujacg postac:

E(r,)—r, = Aoy, 4.4.2)
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gdzie E(r,) i o, oznaczajg odpowiednio: warunkowg warto$¢ oczekiwang
i warunkowg wariancje¢ stopy zwrotu portfela rynkowego.

Z réwnania (4.4.2) wynika, ze premia za ryzyko (E(r,,) — rf) jest proporcjonal-
na do wariancji stopy zwrotu portfela rynkowego. Parametr A powinien by¢
wigkszy od zera, bo w przeciwnym wypadku inwestorzy nie byliby zaintere-
sowani posiadaniem ryzykownego portfela, ktorego oczekiwana stopa zwrotu
jest mniejsza od stopy wolnej od ryzyka.

Dla ustalonego okresu inwestorzy wymagaja wyzszych oczekiwanych
stop zwrotu z aktywow, z ktérymi zwigzane jest wicksze ryzyko. Na efektyw-
nych rynkach kapitatlowych aktywa o wysokim dochodzie charakteryzujg si¢
wysokim ryzykiem. Nie ma jednakze zgody co do tego, czy zalezno$¢ mig-
dzy oczekiwang stopg zwrotu a wariancjg jest dynamiczna. Przedstawione we
wprowadzeniu wyniki badan sg niejednoznaczne. Duza grupa sposrdéd wspo-
mnianych analiz zostata przeprowadzona z wykorzystaniem modelu GARCH
-M (lub ARCH-M). Model GARCH-M( p, q) (patrz tabela 1.1) pozwala w na-
turalny sposob opisa¢ liniowa zalezno$¢ pomiedzy oczekiwana stopa zwrotu
a zmienng w czasie wariancjg warunkowa. Model ten mozna przedstawic
W nastepujacej postaci:

L=0h+ ¢+ 1+t BT, FE, (4.4.3)

g, =zh"? z ~N(,1), (4.4.4)
q9 P

ht =a, + Zaigtz-i + Zﬁjht-j’ (4.4.5)
i=1 j=1

gdzie r, oznacza stopg zwrotu, a A, wariancj¢ warunkowa. W rownaniu (4.4.3)
wprowadzono opdznione wartosci 7, aby uwzgledni¢ ewentualng autokorelacje
stop zwrotu. Do estymacji parametréw modelu GARCH-M w postaci (4.4.3—
—4.4.5) wykorzystuje si¢ najczgsciej metode najwickszej wiarygodnosci. Po-
niewaz warunkowa normalnos$¢ procesu (zatozona w rownaniu (4.4.4)) nie jest
w stanie opisa¢ zwigkszonej kurtozy wystepujacej w rozkladach brzegowych
finansowych szeregdw czasowych, dlatego nalezy albo zastosowac przy esty-
macji parametrow metodg quasi-najwickszej wiarygodnosci, albo przyjaé dla
z, rozklad o grubszych ogonach (np. rozktad t-Studenta). Zastosowanie w tym
przypadku metody najwigkszej wiarygodnosci przy zatozeniu warunkowej nor-
malnos$ci da wprawdzie te same oceny parametrow, ktore otrzymuje si¢ na pod-
stawie metody quasi-MNW, ale $rednie btedy szacunku nie beda prawidtowe.
Nawigzujgc do rownania (4.4.2), Chou (1988) interpretuje parametr ¢,
w rownaniu (4.4.3) jako stope wolna od ryzyka. Istnieje jednakze kilka powo-
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dow przemawiajacych przeciwko takiej interpretacji. Po pierwsze, stopa wol-
na od ryzyka nie jest stala w czasie. Po drugie, rbwnanie (4.4.2) dotyczy port-
fela rynkowego, a nie dowolnego aktywu. Po trzecie, dla niektorych aktywow
ocena parametru ¢, moze by¢ ujemna (por. Engle, Lilien i Robins, 1987). Do-
datkowo w badaniach empirycznych ocena parametru ¢, jest czgsto ujemna
w okresach dlugotrwalych spadkéw cen akeji na gietdach.

Dla danych o mniejszej czestotliwosci, np. miesigcznych, w réwnaniu
(4.4.3) pomija si¢ stalg ¢, a model szacowany jest na podstawie stop zwro-
tu, pomniejszonych o stope wolng od ryzyka. Przy takiej specyfikacji modelu,
6 h, mozna traktowac jako zmienng w czasie premi¢ za ryzyko. W przypadku,
gdy model GARCH-M dotyczy portfela rynkowego, parametr § w réwna-
niu (4.4.3) mozna wowczas interpretowac jako ,,parametr awersji do ryzyka”
(patrz np. French, Schwert i Stambaugh, 1987; Chou, 1988) lub rynkowa cen¢
ryzyka (patrz Cuthbertson, 1996).

W rownaniu (4.4.3), zamiast 4,, mozna rowniez przyjac \/E lub In(h,)
(por. Engle, Lilien i Robins, 1987). Przyjecie takiej specyfikacji oznacza, ze
zmiany w wariancji majg mniejszy wptyw na oczekiwang stope zwrotu (za-
lezno$¢ miedzy oczekiwang stopg zwrotu a wariancjg nie jest liniowa). Licz-
ne badania (Pagan i Ullah, 1988; Bollerslev i Wooldridge, 1992; Gallant,
Rossi i Tauchen, 1992; Glosten, Jagannathan i Runkle (1993), 1993; Pipien,
2007) pokazuja, ze ocena parametru ¢ jest bardzo wrazliwa na posta¢ row-
nania dla warunkowej wariancji. Na przyklad Glosten, Jagannathan i Runkle,
uwzgledniajac poziom stop procentowych oraz asymetryczny wplyw dodat-
nich i ujemnych stop zwrotu na wariancje, otrzymali ujemng ocen¢ parametru
6 (w modelu o rownaniach (4.4.3-4.4.5) ocena byta dodatnia). Wyniki badan
Pipienia (2007) wskazywatly na istotnie dodatnig zalezno$¢ miedzy oczekiwa-
ng stopa zwrotu a wariancja w przypadku, gdy w modelu uwzgledniono asy-
metri¢ w ogonach rozkladu stép zwrotu. Nieuwzglednienie asymetrii prowa-
dzito do niejednoznacznych wynikow.

Teoria finanséw dopuszcza zaréwno dodatnig, jak i ujemng dynamiczng
zalezno$¢ miedzy warunkows stopa zwrotu a warunkowa wariancjg. Glosten,
Jagannathan i Runkle (1993) podajg przyktady, kiedy powyzsza zalezno$¢
moze by¢ ujemna. Zaktadajac, ze stany gospodarki mozna opisa¢ za pomo-
cg tancuchow Markowa, Backus i Gregory (1993) udowodnili na podstawie
skonstruowanego przez nich teoretycznego modelu gospodarki, ze relacja po-
miegdzy premia za ryzyko a warunkowa wariancjg moze mie¢ dowolny kie-
runek i posta¢, w zaleznosci od przyjetych parametréw modelu oraz funkcji
uzytecznosci.
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Harrison i Zhang (1999) pokazuja, ze zalezno$¢ miedzy oczekiwana sto-
pa zwrotu a ryzykiem jest dodatnia, ale tylko w przypadku dlugiego okresu
inwestycji (kwartal, rok, dwa lata). Nie znajduja natomiast zadnej istotnej za-
leznosci dla krotkiego okresu inwestycji. Nie oznacza to jednak, ze zaleznos¢
pomiedzy oczekiwang stopg zwrotu a ryzykiem nie istnieje. Na zaleznosci
w krotkim okresie moga wptywac: koszty transakcyjne, przebudowa portfeli
czy niespodziewane potrzeby konsumpcyjne (patrz Daniel i Marshall, 1997).

Wielu autoréw stawia pod znakiem zapytania stato$¢ zaleznosci mig-
dzy oczekiwang stopg zwrotu a warunkowa wariancja (np. French, Schwert
i Stambaugh, 1987; Harvey C., 1989; Harrison i Zhang, 1999). Chou, En-
gle i Kane (1992) zaproponowali nowa posta¢ modelu GARCH-M, miano-
wicie model GARCH-M ze zmiennym parametrem (ang. time varying para-
meter GARCH-M), ktory pozwala opisa¢ zmieniajacg si¢ w czasie zaleznos¢
miedzy oczekiwang stopg zwrotu a warunkowa wariancja. Posta¢ tego mode-
lu, rozszerzong o wystepujace w rownaniu dla $redniej opdznione wartosci
zmiennej objasnianej, mozna zapisa¢ jako:

n=bh+¢,+d 1 +..+¢r_, +e, (4.4.6)

e =zh", z ~N(0,1), 4.4.7)

h=a,+ zq:ami,- + Zp:/)’jh,,j, (4.4.8)
= =

b=b_,+v, V.~ 1<’ 0,0), (4.4.9)

gdzien, =r, — E,_ (1), cov(e,,v,)=0.

Powyzszy model jest naturalnym rozszerzeniem modelu GARCH-M,
w ktorym parametr 6 w réwnaniu (4.4.3) jest opisany jako proces btadzenia
przypadkowego. Autorzy modelu nazywaja parametr b, ,,ceng zmiennos$ci”.
W odroéznieniu od podstawowego modelu GARCH-M, w réownaniu (4.4.8)
kolejne kwadraty op6znionych reszt ¢, ; zastapione sg kwadratami 7, ,, uzy-
skanymi na podstawie filtru Kalmana. W przestrzeni stanow rownanie (4.4.6)
nazywane jest rOwnaniem wyjscia lub obserwacji, natomiast (4.4.9) rowna-
niem stanu. W celu znalezienia nieznanych wartosci parametréw mozna za-
tem wykorzysta¢ zmodyfikowana wersj¢ filtru Kalmana, ktéra dodatkowo
uwzglednia zmiennos§¢ wariancji warunkowej. Oznaczajac przez y, N x 1-wy-
miarowy wektor zmiennych obserwowanych w chwili ¢, ogdélny model prze-
strzeni stand6w mozna zapisa¢ jako (por. Harvey, Ruiz i Sentana, 1992; Ham-
ilton, 1994):
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y=A'X +ZE +w, (4.4.10)
&E=FE  +v, (4.4.11)

gdzie réwnanie (4.4.10) nazywane jest rownaniem wyjscia lub obserwacji,
a rownanie (4.4.11) rownaniem stanu, ¢, oznacza r X1 wymiarowy wektor
stanu, F i Zt' sa odpowiednio macierzami stanu oraz wyjscia o wymiarach
rxri Nxr. Wektor x, jest kx1 — wymiarowym wektorem zmiennych eg-
zogenicznych lub z géry ustalonych. Macierz A' ma wymiary N X k. Wekto-
ry w, 1 v, 0 wymiarach N X1 oraz rx1 sg wektorami biatych szuméw, mia-
nowicie:

N [R dlat=r. N [Q dlat=
E (w’ w,) - { 0 dlaat; TT e (VtVT) - {0 dlaat; TT’

gdzie R, i Q sa macierzami o wymiarach N XN i r xr. Dodatkowo zaklada
si¢ niezalezno$¢ wektorow w, i v,.

Definiujac a,, , = E [5, Ko } jako wektor stanu oszacowany na podstawie in-
(é:/ — 4 ) (éz —a ) ‘ 1/}1—1

jako macierz kowariancji tego oszacowania, réwnania filtru Kalmana, ktore
stuza do estymacji parametrow zawartych w A", F, Q1 R,, majg postac:

formacji dostgpnych w chwili ¢t —1 oraz P,,_, =E

t|t—1

a,_ ,=Fa,_, (4.4.12)
Py =FP_F'+0, (4.4.13)
Vi =A'x, + Zr’“rw (4.4.14)
=Y = Yier (4.4.15)
W,=ZP, Z +R, (4.4.16)
a,=a, ,+ Pz\z—lthfl”m (4.4.17)
F= (I ~PB,ZW'Z, ) P, (4.4.18)

Uwzgledniajac efekt GARCH 1 przyjmujagc N =1 oraz R, = h,, mozna
dopisac jeszcze jedno rownanie (por. Harvey, Ruiz i Sentana, 1992; Rockin-
ger i Urga, 2000), mianowicie:

q P
h=a,+Y an.+> Bh (4.4.19)
i=1 j=1
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Oznaczajac przez T liczbe obserwacji, logarytm naturalny czynnika funkcji
wiarygodnosci odpowiadajacego ¢-tej obserwacji, mozna zapisa¢ jako:

t t

Z:—Eln(27r 1n|W| uW u dla r=1,.,T. (4.4.20)

Nieznane wartos$ci peTtrametrc')w estymuje si¢ przez maksymalizacje funkcji
wiarygodnosci L:Zl,, przyjmujac jako warto$ci poczatkowe oceny pa-
t=1

rametréw otrzymane dla modelu GARCH-M ze stalym parametrem. Chou,
Engle i Kane (1992), szacujac model GARCH-M ze zmiennym parametrem
awersji do ryzyka, zastosowali metod¢ najwigkszej wiarygodnosci. Poniewaz
rozklad z, w rownaniu (4.4.7) nie jest normalny (posiada grubsze ogony niz te,
ktore wystepuja w rozktadzie normalnym), Fiszeder i Kwiatkowski (2005a)
proponujg do estymacji parametrow stosowac¢ metodg quasi-najwigkszej wia-
rygodnosci. Otrzymane tg metodg estymatory sg zgodne i asymptotycznie nie-
obcigzone (patrz Bollerslev i Wooldridge, 1992; Hamilton, 1994).

Na zalezno$¢ miedzy oczekiwang stopg zwrotu a warunkowg wariancja
moga wplywa¢ zmienne ekonomiczne lub finansowe. Fiszeder (2005b) zapro-
ponowal model z progowym efektem GARCH-M (GARCH-MT, patrz tabe-
la 1.1), w ktorym zalezno$¢ pomiedzy oczekiwang stopa zwrotu a wariancja
moze by¢ rézna, w zalezno$ci od warto$ci zmiennej egzogenicznej x, ,:

= 6+1t ht +6—(1_1t )hz + ¢o +¢1};—1 ++ ¢kl/;—k +€n (4421)
e, =z,h"? z ~N(0,1), (4.4.22)
h=a, +Za, ,,+Zﬁ, s (4.4.23)

gdzie [, =1gdy x,_, >01i/,=0gdy x,_, <O0.

Juz w latach siedemdziesigtych poprzedniego stulecia zauwazono, ze za-
lezno$ci pomigdzy stopami zwrotu a ryzykiem mierzonym wspotczynnikami
beta sa inne w okresach wzrostow i spadkéw (patrz Fabozzi i Francis, 1978;
Kim i Zumwalt, 1979). W wielu pracach pokazano, ze ryzyko systematycz-
ne, mierzone wspotczynnikiem beta, jest inne podczas hossy i bessy (patrz np.
Bhardwaj i Brooks, 1993; Chen, 1982; Pettengill, Sundaram i Mathur, 1995).
Podobnie zalezno$¢ miedzy oczekiwang stopa zwrotu a ryzykiem mierzonym
warunkowg wariancjg moze by¢ inna w okresach wzrostow i spadkow. Ko-
niunktura na wigkszosci rynkow akcji na $wiecie, w tym rowniez na GPW
w Warszawie, jest w duzym stopniu uzalezniona od koniunktury na rynku ak-
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cji w Nowym Jorku. Stosujgc model z progowym efektem GARCH-M oraz
przyjmujac za zmienng egzogeniczng stopy zwrotu indeksu rynku akcji w Sta-
nach Zjednoczonych, mozna posrednio uzalezni¢ relacje migdzy oczekiwa-
ng stopa zwrotu a warunkowa wariancja od koniunktury na globalnym rynku
akcji. Oczywiscie zamiast indeksu gieldy w Stanach Zjednoczonych mozna
przyja¢ szerszy indeks, obejmujacy inne rynki akcji na $wiecie, jak np. in-
deks ACWI konstruowany przez firm¢ Morgan Stanley Capital International
(patrz analiza w podrozdziale 2.6)'**. Do estymacji parametréw modelu z pro-
gowym efektem GARCH-M mozna rowniez zastosowa¢ metode quasi-naj-
wickszej wiarygodnosci.

4.4.2. ANALIZA ZALEZNOSCI POMIEDZY OCZEKIWANA STOPA
ZWROTU A RYZYKIEM DLA WYBRANYCH SPOLEK I INDEKSOW
NOTOWANYCH NA GPW w WARSZAWIE

Niejednoznaczno$¢ wynikdéw prowadzonych dotychczas analiz byta
jedng z gléwnych przyczyn podjecia badan dotyczacych zaleznosci mig-
dzy oczekiwanag stopa zwrotu a ryzykiem dla wybranych spotek i indek-
sow, notowanych na GPW w Warszawie. W badaniu zastosowano mode-
le GARCH-M ze statym i zmiennym parametrem oraz model z progowym
efektem GARCH-M. Rozbiezno$¢ wynikéw prowadzonych badan doty-
czy przede wszystkim krotkiego okresu inwestycji (patrz Harrison 1 Zhang,
1999), dlatego do badania przyjeto dzienne logarytmiczne stopy zwrotu, ob-
liczane wedtug formuty:  =100In(P, / P_,), gdzie P, jest ceng akcji lub in-
deksu w chwili 7. Przyjete w pracy metody estymacyjne oraz narz¢dzia we-
ryfikacji hipotez wymagaja stosowania dtugich szeregéw czasowych. Z tego
wzgledu do badania przyjeto stosunkowo dhugi okres, mianowicie od 3 paz-
dziernika 1994 roku do 30 wrze$nia 2004 roku'34. Analizowano wszystkie
spotki i indeksy rynku akcji notowane przez caly badany okres na GPW
w Warszawie: Alma Market, BRE Bank, Bank Zachodni WBK, DZ Bank
Polska, Korporacja Gospodarcza Efekt, Elektrim, Grupa Onet.pl, ING Bank
Slaski, Huta Szkta Gospodarczego Irena, Przedsigbiorstwo Farmaceutyczne
Jelfa, NKT Cables (dawniej Kable), Kredyt Bank, Kro$nienskie Huty Szkta
Krosno, Bank Millennium, Mostostal Export, Mostostal Warszawa, Poli-

183 Zmiany tego indeksu i tak sa w duzym stopniu zdeterminowane przez zachowanie
gieldy w Stanach Zjednoczonych.
18 We wczesniejszym okresie notowania nie odbywaly si¢ codziennie.
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farb Cieszyn—Wroctaw, Prochem, Prochnik, Fabryka Kottow Rafako, Soko-
tow, Swarzedz, Tonsil, Vistula, Woélczanka, Grupa Zywiec, WIG, WIG20.
Te same spotki badano pod katem innych wlasnosci w pracy Jajuga (2000a).
Oczywiscie przyjety okres jest stosunkowo dlugi, obejmuje okresy hossy
i bessy, w jego trakcie nastepowat ciggly rozwoj rynku kapitatowego w Pol-
sce, wprowadzano nowe spotki, instrumenty finansowe 1 systemy notowan,
jednakze przyjety w pracy model GARCH-M ze zmiennym parametrem po-
zwala zbada¢, czy zmiany te wptynely na zaleznos¢ miedzy oczekiwang sto-
pa zwrotu a warunkowg wariancj3. Rozwazany okres jest i tak bardzo krotki,
jezeli porownac go na przyklad z czasem, jaki przyjeli do badania Chou, En-
gle i Kane (1992), ktoérzy analizowali dane w okresie od 1926 roku do 1985
roku, a wigc w okresie obejmujagcym zaréwno wojny, jak i kryzysy finan-
sowe. Estymowano model GARCH-M, opisany rownaniami (4.4.3—4.4.5),
model GARCH-M ze zmiennym parametrem, przedstawiony réwnaniami
(4.4.6-4.4.9) oraz model z progowym efektem GARCH-M, opisany row-
naniami (4.4.21-4.4.23). Badanie przeprowadzono zarowno dla stop zwro-
tu, jak 1 stop zwrotu pomniejszonych o stope wolng od ryzyka. W tym dru-
gim przypadku, w rownaniach (4.4.3), (4.4.6) i (4.4.21) pominigto stalg ¢,
Jako stope wolnag od ryzyka przyjeto rentownos¢ 52-tygodniowych bonow
skarbowych. Poniewaz pomniejszenie stop zwrotu o stope wolng od ryzy-
ka nie wptyneto istotnie na uzyskane wyniki, ponizej zaprezentowano jedy-
nie wyniki badania przeprowadzonego dla stop zwrotu. Do estymacji para-
metréw zastosowano metode quasi-najwigkszej wiarygodnosci. Dla modelu
GARCH-M wyboru warto$ci k, p i ¢ dokonano na podstawie kryterium in-
formacyjnego Schwarza (SIC) z uwzglednieniem wynikoéw testu na wyste-
powanie autokorelacji i efektu ARCH. Oszacowane modele GARCH-M zo-
staty przedstawione w tabeli 4.11.

Warto zwroci¢ uwage na istotne roznice dotyczace charakterystyk po-
szczegolnych procesow finansowych. Najsilniejsza dodatnia autokorelacja
wystepuje w przypadku indekséw gieldowych. Ten wynik jest zgodny z rezul-
tatami wczesniejszych badan autora (patrz Fiszeder, 2001c). Dodatnia autoko-
relacja indeksow lub portfeli moze wynika¢ z dodatniej korelacji wzajemnej
stop zwrotu, wystepujacej pomiedzy akcjami tworzacymi indeks lub portfel.
Stopy zwrotu wigkszosci akceji (16 szeregow) charakteryzuja si¢ brakiem au-
tokorelacji, co oznacza, ze niemozliwe jest ich prognozowanie na podstawie
modelu autoregresyjnego. Dla kilku spétek wystepuje staba autokorelacja do-
datnia lub stosunkowo silna autokorelacja ujemna.



268

Rozdzial IV. Analiza ryzyka rynkowego - wybrane zagadnienia

TABELA 4.11. WYNIKI ESTYMACJI DLA MODELU GARCH-M ZE STALYM PARAMETREM

Badane procesy ¢, P, b, b, ) @, o, o, B, B,
WIG 0,0382 | 0,1517 ] ] 0,0092 | 00801 | o,1101 . 0,8606 .
(0,0486) | (0,0223) (0,0216) | (0,0229) | (0,0227) (0,0249)
WIG20 0,0869 | 0,08153 i ) 20,0073 | 0,156 | 0,1103 i 0,8601 i
(0,0571) | (0,0239) (0,0176) | (0,0311) | (0,0211) (0,0228)
Alma -0,1426 i i ) 0,0142 | 06398 | 01732 | -0,1075 | 0,8848 i
(0,1580) (0,0130) | (0,2599) | (0,0313) | (0,0349) | (0,0343)
Bank Millennium 0,0161 20,0021 | 0,1462 | 02810 | -02212 | 0,9291
ennu (0,0877) - - ) (0,0098) | (0,0542) | (0,0726) | (0,0717) | (0,0153) -
BRE -0,0666 00173 | 00852 | 02145 | -0,1624 | 09388
(0,0808) - - - (0,0120) | (0,0593) | (0,0409) | (0,0435) | (0,0178) -
BZWEBK 0,0294 0,0052 | 00227 | 02448 | -02149 | 09676
- (0,0709) - - - (0,0095) | (0,0133) | (0,0467) | (0,0496) | (0,0083) -
bz -0,1530 | -0,2001 | -0,1221 0,0057 | 1,6593 | 0,1541 0,0998 | 0,6450
(0,1605) | (0,0252) | (0,0238) - (0,0118) | (0,9207) | (0,0376) - (0,0970) | (0,1166)
Efekt -0,1423 i ) ) 0,0110 | 04599 | 02440 | -0,1582 | 0,8686 i
(0,1005) (0,0120) | (0,2052) | (0,0452) | (0,0476) | (0,0355)
Elektrim 0,0646 | 0,070488 i ) 0,0013 | 04797 | 03405 | -02244 | 0,8689 i
(0,1023) | (0,0269) (0,0061) | (0,1611) | (0,0937) | (0,0905) | (0,0299)
ING.BS 0,0605 ) i ) 20,0046 | 0,0276 | 02854 | -0,1886 | 0,9031 i
(0,0369) (0,0081) | (0,0135) | (0,0439) | (0,0464) | (0,0144)
Irena 20,2460 | 00186 | -0,0253 | -0,0930 | 00300 | 0,6623 | 03022 | -0,1710 | 0,7952 i
(0,1034) | (0,0229) | (0,0226) | (0,0218) | (0,0130) | (0,2544) | (0,0432) | (0,0527) | (0,0581)
Jelfa 20,0153 | 0,0697 . i 0,0082 | 00441 | 02494 | -0,1994 | 0,9441 )
¢ (0,0513) | (0,0244) (0,0094) | (0,0184) | (0,0545) | (0,0534) | (0,0108)
Kabl -0,2285 0,0158 | 0,1041 | 03454 | -02855 | 09370
avle (0,0887) - - - (0,0073) | (0,0442) | (0,0520) | (0,0536) | (0,0158) -
Kredyt -0,0086 0,0013 | 00165 | 0,1657 | -0,1472 | 09787
Bank (0,0611) - - - (0,0114) | (0,0087) | (0,0320) | (0,0343) | (0,0088) -
K 0,0842 -0,0019 | 0,784 | 0,1849 | -0,1296 | 09353
0sno (0,0705) - - - (0,0112) | (0,0402) | (0,0315) | (0,0332) | (0,0159) -
Mostostal Exnort -0,2645 i ) ) 0,0245 | 03143 | 0,1695 | -0,1031 | 0,9061 i
P (0,1306) (0,0128) | (0,1275) | (0,0455) | (0,0447) | (0,0282)
Mostostal Warszawa | 01221 i i ) 0,0155 | 03733 | 02495 | -0,1708 | 0,8773 i
(0,1013) (0,0133) | (0,1729) | (0,0371) | (0,0398) | (0,0458)
Onet 0,0358 ) ) i 0,0018 | 06090 | 02863 | -0,1847 | 0,8663 i
(0,1606) (0,0087) | (0,1499) | (0,0580) | (0,0737) | (0,0337)
Polifarb -0,0209 . i ) 20,0009 | 0,815 | 0,600 | -0,1101 | 09418 i
(0,0747) (0,0108) | (0,0559) | (0,0395) | (0,0434) | (0,0178)
Prochem -0,3543 . . i 0,0379 | 04111 | 02290 | -0,1754 | 0,9065 )
oche (0,1480) (0,0158) | (0,1720) | (0,0371) | (0,0390) | (0,0305)
Préchnik 20,4115 | -0,1025 0,0130 | 04497 | 03012 | -02278 | 09120
¢ (0,1173) | (0,0289) - ) (0,0061) | (0.2105) | (0,0615) | (0,0642) | (0,0235) -
Rafak -0,0293 | 0,0370 0,0007 | 0,0497 | 02662 | -02121 | 09439
atako (0,0744) | (0,0245) - - (0,0096) | (0,0196) | (0,0476) | (0,0502) | (0,0109) -
Sokols 0,1331 | 0,0449 20,0204 | 0,0174 | 02519 | -02374 | 09836
OKOIOW (0,1000) | (0,0251) - - 0,0147) | (0,0174) | (0,0366) | (0,0357) | (0,0078) -
-0,3437 0,0133 | 09848 | 02558 | -0,1328 | 08147
Swarzedz - - - -
(0,1267) (0,0089) | (0,3084) | (0,0435) | (0,0575) | (0,045)
Tonsil 20,3425 | -0,0833 | -0,0725 | -0,0800 | 0,0047 | 00397 | 03189 | -0,2899 | 0,9708 i
(0,1129) | (0,02834) | (0,0244) | (0,0278) | (0,0054) | (0,0168) | (0,0393) | (0,0469) | (0,0271)
Vistula -0,1756 ) ) i 0,0145 | 01899 | 02569 | -0,2024 | 09279 i
(0,0971) (0,0107) | (0,0707) | (0,0428) | (0,0438) | (0,0176)
Wélesanka 20,2985 | -0,1284 i ) 0,0283 | 09025 | 0,2269 i 0,1809 | 0,5207
(0,0970) | (0,0247) (0,0098) | (0,2632) | (0,0474) (0,1139) | (0,0903)
e 0,0436 | -0,0701 . i 0,0004 | 00014 | 0,0689 ) 0,1856 | 0,7488
Y (0,0407) | (0,0283) (0,0101) | (0,0080) | (0,0163) (0,1317) | (0,1300)

W nawiasach, pod ocenami parametrow, podano $rednie btedy szacunku.

ZRODEO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (20054).
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Tylko w przypadku indeksow gietdowych WIG 1 WIG20 model GARCH(1,1)
opisywat zmienno$¢ warunkowej wariancji najlepiej. Dla pozostatych szeregow
czasowych konieczne bylo zastosowanie modelu o wyzszych rzedach p i g.
Oznacza to, ze wariancja warunkowa w chwili ¢ zalezy nie tylko od wariancji
warunkowej 1 kwadratu sktadnika losowego w chwili £ —1, ale rowniez od war-
tosci jeszcze wezesniejszych. Przy wyzszych rzedach p i g nie wszystkie para-
metry w rownaniu dla wariancji musza by¢ dodatnie, aby zapewni¢ dodatnios¢
wariancji warunkowej. Restrykcje zapewniajace dodatnio$¢ wariancji dla mo-
deli GARCH(1,1), GARCH(1,2), GARCH(2,1) oraz GARCH(2,2) dane sa od-
powiednio formutami (1.2.15-1.2.18). Wraz ze zwigkszaniem si¢ rzedow p i g
rosnie ztozono$¢ restrykeji i juz w przypadku modelu GARCH(2,2) sa one sto-
sunkowo skomplikowane. Dla wigkszosci spotek najlepszym modelem wedhug
kryterium SIC okazat si¢ model GARCH(1,2). Dla spotek: DZ Bank Polska,
Kredyt Bank, Wétczanka i Zywiec zmienno$¢ warunkowej wariancji najlepie;
opisywal proces GARCH(2,1), z tym, ze dla spdtki Kredyt Bank nie uzyskano
ocen parametréw zapewniajacych dodatnio$¢ wariancji.

Dla siedmiu spotek: BZ WBK, NKT Cables, Krosno, Polifarb, Rafako, So-
kotéw, Swarzedz nieznacznie lepszym modelem wedtug kryterium SIC okazat
si¢ model GARCH (2,2), jednakze dla modelu GARCH-M ze zmiennym para-
metrem nie uzyskano ocen parametrow zapewniajacych dodatnio$¢ wariancji,
dlatego w tablicy 4.11 przedstawiono szacunki dla modelu GARCH (1,2)'%
(drugiego najlepszego w kolejnosci). Poréwnujac uzyskane szacunki parame-
trow z wynikami wcze$niejszych badan, warto zwroci¢ uwage na niestabil-
nos$¢ zarowno struktury autoregresyjnej, jak i struktury dotyczacej wariancji
warunkowej wielu sposrdéd badanych spotek (patrz Fiszeder, 2001c¢).

Im wigksza jest suma ocen parametrow o, + a, + .. + o, +
B, Bt Bp, tym zjawiska szokowe majg bardziej dtugotrwaty wplyw
na wariancj¢ badanego procesu. Otrzymane w badaniu sumy ocen powyz-
szych parametréw $wiadcza o tym, ze biezace informacje majg istotny wptyw
na prognozy wariancji warunkowej dla bardzo odlegtego horyzontu progno-
zy. Tak wysokie sumy ocen parametrow moga wynika¢ ze zmian w wariancji
brzegowej (patrz Lamoureux i Lastrapes, 1990).

W dwudziestu jeden przypadkach na dwadziescia osiem badanych szere-
gow ocena parametru 6 w rOwnaniu (4.4.3) byta dodatnia, ale tylko w przypad-
ku pigciu spotek: Irena, Kable, Prochem, Prochnik, Woétczanka byta ona istot-
na statystycznie na poziomie 0,05. Przyjecie w roOwnaniu (4.4.3), zamiast 4,

185 Szacunki wariancji warunkowych otrzymane na podstawie obu modeli byly prawie
identyczne.
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warunkowego odchylenia standardowego \/E nie wptywa na uzyskane wy-
niki. Dla siedmiu szeregdéw ocena parametru 6 byla ujemna, ale zawsze nie-
istotna statystycznie. Nalezy podkresli¢, ze ujemna warto$¢ parametru § nie
jest sprzeczna z teorig finanséw (patrz np. Glosten, Jagannathan i Runkle;
1993, Backus i Gregory, 1993). Okazuje si¢ jednak, Ze ocena parametru ¢ za-
lezy rowniez od tego, czy w rownaniu (4.4.3) zostanie umieszczona, czy tez
pominigta stata ¢,. W wyniku pominigcia statej ¢, w rOwnaniu dla stop zwrotu
spotek: Irena, Kable, Prochem, Prochnik, Woétczanka ocena parametru 6 prze-
stata by¢ istotna. Pominigcie stalej ¢, w przypadku pigciu spotek: DZ Bank
Polska, Efekt, Prochnik, Swarzedz, Vistula spowodowato zmiane znaku oce-
ny parametru ¢ z dodatniego na ujemny, a w przypadku trzech spotek: ING
Bank Slaski, Krosno, WIG20 zmiane znaku oceny parametru § z ujemnego
na dodatni.

W wigkszosci przypadkéw uzyskane szacunki parametrow dla modelu
GARCH-M wskazuja na brak istotnej zalezno$ci mi¢dzy oczekiwang stopa
zwrotu a warunkowa wariancja badanych proceséw finansowych. Nie ozna-
cza to jednak, ze taka zaleznos¢ nie istnieje. Jedng z mozliwych przyczyn bra-
ku istotnosci parametru 6 moze by¢ jego zmienno$¢ w czasie. Z tego wzgledu
oszacowano model GARCH-M ze zmiennym parametrem. Uzyskane wyniki
zostaty zaprezentowane w tabeli 4.12.

Szacunki parametrow w modelu GARCH-M ze zmiennym parametrem sg
zblizone do tych, jakie otrzymano w przypadku modelu GARCH-M, natomiast
srednie bledy szacunku w rownaniu dla wariancji warunkowej sa najczesciej
znaczaco wigksze w modelu GARCH-M ze zmiennym parametrem. Duzy
problem stanowi brak powszechnie znanych w literaturze narzedzi weryfika-
cji hipotezy dotyczacej stalosci parametru w modelu GARCH-M. Testy stato-
$ci parametrow, takie jak np. test Chowa, wymagaja normalnosci sktadnika lo-
sowego, ktora nie jest zachowana w opisywanych modelach. Podobnie znana
w literaturze przedmiotu statystyka F, stuzaca do weryfikacji naktadanych re-
strykcji na estymowane parametry, wymaga niezaleznych reszt o jednakowym
rozktadzie normalnym. Jezeli warto$¢ parametru Q jest rowna zeru, to model
GARCH-M ze zmiennym parametrem zmienia si¢ w model o statym parame-
trze. Niestety wiadomo, ze gdy O = 0, to jego estymator nie ma standardowe-
go rozktadu (patrz Harvey A. C, 1989). Nie mozna zatem w tradycyjny sposob
testowac jego istotnosci. Z tego tez powodu nie podano w tablicy bledow dla
parametru Q, a jako kryterium stato$ci parametru wykorzystano przedziaty uf-
nosci wyznaczone na podstawie filtru Kalmana. Stata ocena b, zawarta w prze-
dziale ufnos$ci sugeruje statos¢ parametru w badanym okresie (patrz Rockinger
i Urga, 2000). Rysunek 4.2 przedstawia punktowe oceny b, wygtadzone przez
filtr Kalmana wraz z 95% przedziatami ufnosci dla wybranych spotek.
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TABELA 4.12. WYNIKI ESTYMACJI DLA MODELU GARCH-M ZE ZMIENNYM PARAMETREM

Badane procesy b, b, b, o, a, o, a, B, B, Q"
0,0531 | 0,1530 0,0751 | 0,1063 0,8662
WIG ©0482) | 00210 | - © | ©00310) | 00306 | T |ossoy | - | 10988
0,0975 | 00823 0,123 | 0,1082 0.8629
WIG20 (0,0584) | (0,0211) - . (0,0374) | (0,0250) - (0,0292) : 3,497¢-8
-0,1829 0,6336 | 01712 | -0,1061 | 0,8854
Alma (0,1681) - - - (0,3255) | (0,0520) | (0,0340) | (0,0831) - 8,501e-4
Bank 0,0186 0,1443 | 02740 | 02159 | 0,9305 | 43904
Millennium (0,0863) - - . (0,0768) | (0,4110) | (0,3982) | (0,6838) - #328
-0,0521 0,0909 | 02136 | -0,1609 | 0,9371
BRE (0,0890) ) ) . 0,0766) | (0,1277) | (0,0991) | (0.0755) - 1,857¢-8
0,0420 0,0254 | 02504 | 02229 | 0,9692
BZ-WBK (0,0761) - - . (0,0071) | (0,0205) | (0,0186) | (0,0043) - 9,334e-9
. 20,1119 | 02033 | -0,1302 1,8223 | 0,1716 00498 | 06702 | )00
(0,1361) | (0,0270) | (0,0227) . (1,3950) | (0,1801) . (0,0601) | (0,1544) | =°°0¢
A 40,1692 04457 | 02398 | -0,1578 | 0,8730
Efekt 01027 | - - © | 02197 | 00655) | 0.0446) | 00830y | T | 36578
) 0,0279 | 0,0712 0,5022 | 03413 | 02223 | 0,8650
Elektrim ©0933) | 00247 | - | @ra6) | @1011) | 01774) | 04583y | T | 22650
‘ 0,0593 0,0273 | 02946 | -0,2007 | 0,9100
ING-BS ©0376) | - - = | 00186 | 01287 | 0,0819) | 0osgry | - | #0510
Irena 02176 | 00259 | 00261 | -0,0882 | 01837 | 02775 | -02323 | 09325 i 429604
(0,1404) | (0,0252) | (0,0209) | (0,0203) | (0,0939) | (0.1111) | (0,0930) | (0,0568) >
lelfa 20,0052 | 00715 i ) 0,0405 | 02414 | -0,1957 | 0,9483 i 529708
¢ (0,054 | (0,0241) (0,4406) | (0,3013) | (0,2804) | (0,2488) ol
20,2675 0,1081 | 03411 | -0,2830 | 0,9375
Kable (0,0867) - - - (0,1208) | (0,1777) | (0,1430) | (0,1181) - 8,795¢-4
Kredyt -0,0146 0,0169 | 01537 | -0,1366 | 0,9796 75329
Bank (0,0619) - - . 0,0132) | (0,0175) | (0,0165) | (0,0032) - »3ce-
0,1049 0,0777 | 01778 | -0,1257 | 0,9377
Krosno (0,0721) - - - (1,0963) | (0,2674) | (0,2285) | (0,2965) - 6,506¢-8
Mostostal 20,2711 i ) ) 02960 | 0,1652 | -0,1034 | 09123 i 634610
Export (0,1248) (0,1750) | (0,0697) | (0,0442) | (0,0835) >
Mostostal -0,1233 i i ) 03691 | 02491 | -0,1759 | 0,8820 i L 25808
Warszawa (0,1325) (0,1679) | (0,0820) | (0,0568) | (0,0929) ’
0,0394 0,5976 | 02917 | -0,1909 | 0,8680
Onet ©o1043) | - - © | 02508) | (0,0829) | 0,0568) | 00704y | T | 20488
) -0,0252 0,0770 | 01596 | -0,1132 | 0,9453
Polifarb (0,0801) - - - (0,0638) | (0,0972) | (0,0736) | (0,0584) - 1,354¢-8
04134 03554 | 02341 | -0,1858 | 0,9169
Prochem (0,1917) - - ) (0,6543) | (0,4581) | (0,4532) | (0,8845) - 6,045¢-4
A 04811 | -0,1035 04570 | 02974 | 02232 | 09107
Prochnik (0,1232) | (0,0256) - - (0,1108) | (0,3586) | (0,2970) | (0,6271) - 4,063¢-8
20,0433 | 0,0361 0,0452 | 02597 | -0,2108 | 0,9485
Rafako (0,0665) | (0,0246) - - 0,0719) | (0,2018) | (0,1797) | (0,0897) - 3,228¢-4
Sokols 0,1028 | 0,0455 0,0219 | 02385 | 02239 | 0,9827 5 67066
OXOIOW (0,0962) | (0,0241) - - (0,0112) | (0,0668) | (0,0648) | (0,0070) - 0708
Swarzods -0,3463 i i ) 0,9968 | 02531 | -0,1204 | 0,8127 i —
< (0,1226) (0.4537) | (0,0583) | (0,0525) | (0,0967) ’
Tonsil 20,3730 | -0,0915 | -0,0902 | -0,0805 | 00303 | 04560 | -04293 | 09751 i %34
(0,1040) | (0,0260) | (0,0220) | (0,0193) | (0,0219) | (0,0231) | (0,0206) | (0,0084) >
Vistula -0,1886 i i ) 0,1959 | 02489 | -0,1952 | 09274 i | 13863
(0,1008) (0,0003) | (0,4388) | (0,4313) | (0,8001) ’
) 20,3013 | -0,1336 09241 | 02289 0,1871 | 0,5090
Wélczanka 0,0973) | (0,0251) - - (0,9878) | (0,1706) - 0.0941) | (0.1847) | 1:400e3
Svwice 0,0439 | -0,0676 i ) 0,0019 | 0,0721 ) 01626 | 07690 | | o0 o
Y (0,0418) | (0,0219) (0.2048) | (0,0242) (0,0574) | (0,0475) |

W nawiasach, pod ocenami parametrow, podano $rednie btedy szacunku.

ZRODEO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (20054).
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Dla wszystkich spolek i indeksow, poza Wotczanka i Vistula, istnieje sta-
ta wartosc¢ b, zawierajaca si¢ w przedziale ufnosci, co sugeruje, ze zmiany tego
parametru w badanym okresie nie sg istotne. Analizujac wlasnosci procesu b,,
mozna wyrdzni¢ kilka grup spotek i indeksow. Pierwsza najliczniejsza grupa
charakteryzuje si¢ bardzo matg zmiennos$cig procesu b, o wartosciach zblizo-
nych do zera i stosunkowo szerokich przedziatach ufnosci. Do tej grupy na-
leza spotki: BRE Bank, BZ WBK, Elektrim, ING Bank Slqski, Jelfa, Kredyt
Bank, Bank Millennium, Onet, Polifarb i indeks WIG. Rysunek 4.2 przedsta-
wia punktowe oceny b, oraz 95% przedziaty ufnosci dla spotki BRE Bank (wy-
kresy dla pozostatych spolek z tej grupy sg bardzo podobne). Druga i trzecia
grupa charakteryzuja si¢ rowniez mala zmienno$cia procesu b, o wartosciach
odpowiednio wickszych (DZ Bank, Efekt, Mostostal Export, Mostostal War-
szawa) i mniejszych od zera (Krosno, Sokotow, Zywiec, WIG20). W obu przy-
padkach przedziaty ufnos$ci sg stosunkowo szerokie i prawdopodobnie dlatego
oceny parametru ¢ w modelu GARCH-M ze stalym parametrem byly nieistot-
ne dla obu grup. Dla wigkszosci spotek i indeksow z tych trzech grup (poza DZ
Bank, Bank Millennium i Sokotéw) oceny parametru Q" byly stosunkowo ni-
skie (1,0e-8 i nizsze). Dla przyktadu na rysunku 4.2 zaprezentowano punktowe
oceny b, oraz 95% przedzialy ufnosci dla spotek Mostostal Export i Sokotow.

Grupa czwarta, to spotki charakteryzujace si¢ wigksza zmiennoscia pa-
rametru b, (o czym $wiadcza relatywnie wigksze oceny parametru Q'?), jed-
nakze nie na tyle, aby mozna uzna¢ parametr za zmienny. Do tej grupy moz-
na zaliczy¢ spotki: Alma, Irena, Kable, Prochem, Rafako, Swarzgdz, Tonsil.
W przypadku tych spotek mozna zauwazy¢ pewne okresy, w czasie ktorych
nastapit wzrost lub spadek zaleznosci pomigdzy oczekiwang stopa zwrotu
a wariancja warunkowa. Wzrost zalezno$ci wystepowat najczgsciej w okresie
wzrostu cen akcji, a spadek zaleznosci w okresie spadku cen akcji. W tej gru-
pie znalazly si¢ trzy spotki: Irena, Kable i Prochem, dla ktérych ocena parame-
tru § w modelu GARCH-M ze statym parametrem byla istotna. Rysunek 4.2
przedstawia punktowe oceny b, dla spotek Alma i Irena. Grupa piata, to spol-
ki Vistula i Woétczanka, dla ktorych parametr b, byt zmienny w czasie. W przy-
padku obu spotek nastapil wzrost zaleznosci miedzy oczekiwang stopg zwrotu
a wariancjg warunkowa w latach 1995-1999 1 2003—2004 oraz spadek w latach
2000-2002. Wzrost zalezno$ci wystapil w okresie wzrostu cen akcji (bardzo
dobrze widoczne jest to w okresie 2003—2004), a spadek zalezno$ci w okre-
sie spadku cen akcji. Odrgbng grupe stanowi spotka Prochnik, dla ktorej para-
metr b, jest staly i 0 malej zmiennosci, jednakze przedziaty ufnosci byty przez
wigkszo$¢ badanego okresu powyzej zera i dlatego ocena parametru 6 w mo-
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delu GARCH-M ze stalym parametrem byla istotna. Roznica we wtasnosciach
procesu b, w przypadku spotek Vistula, Wotczanka i Prochnik jest o tyle cie-
kawa, ze wszystkie naleza do tej samej branzy (sg to spoiki odziezowe). Inne
wiasnosci procesu b, spotki Prochnik wynikaly prawdopodobnie z jej gorszej
sytuacji finansowej. Punktowe oceny b, oraz 95% przedziaty ufnosci dla spot-
ek Prochnik, Vistula i Wotczanka przedstawia rysunek 4.2.
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RYSUNEK 4.2. PUNKTOWE OCENY b, WYGEADZONE PRZEZ FILTR KALMANA ORAZ 95%
PRZEDZIALY UFNOSCI DLA WYBRANYCH SPOLEK

ZRODEO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (20054).
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Rozbieznos¢ wynikow prowadzonych dotychczas badan dotyczacych za-
leznosci pomiedzy oczekiwang stopg zwrotu a warunkowa wariancja wiaze
si¢ prawdopodobnie po czesci ze zmiennoscig tej zaleznos$ci. Jezeli parametr
b, zmienia si¢ w czasie, to ocena parametru § w modelu GARCH-M ze sta-
tym parametrem moze by¢ w pewnych okresach dodatnia, a w innych ujem-
na. Duza rozpigto$¢ szacowanych przedziatow ufnosci moze thumaczy¢, dla-
czego w wielu badaniach otrzymano nieistotne oceny parametru § w modelu
GARCH-M.

Inne spojrzenie na relacje migdzy oczekiwang stopg zwrotu a ryzykiem
moze dostarczy¢ analiza modelu z progowym efektem GARCH-M. Jako
zmienng egzogeniczng przyjeto stopy zwrotu indeksu S&P 500 z £ =1. In-
deks ten ze wzgledu na to, ze jest obliczany na podstawie pigciuset spdtek
stosunkowo dobrze mierzy koniunktur¢ na rynku akcji w Stanach Zjednoczo-
nych i jest jednym z najcze$ciej analizowanych indekséw rynku akcji. Uzy-
skane wyniki zostaly zaprezentowane w tabeli 4.13.

Szacunki parametrow oraz srednich bledow szacunku w modelu GARCH-
-TM sg zblizone do tych, jakie otrzymano w przypadku modelu GARCH-M.
Wyniki dotyczace badania istotnosci parametréw §, §*, 6 sa jednakze dia-
metralnie r6zne. Tylko dla trzech spotek: Bank Millennium, Elektrim!® i Po-
lifarb obie oceny parametrow §*, §~ byly nieistotne statystycznie na poziomie
0,05'8". Dla indeksow WIG i WIG20 oraz spotek BZ-WBK, Efekt, ING-BS,
Kredyt Bank, Krosno, Rafako, Swarzedz, Tonsil, Zywiec obie oceny parame-
trow byly istotne. W przypadku pozostatych spolek istotna byta ocena jednego
z parametréow §*, § . Dla wszystkich spotek i indeksow ocena parametru §*
byta dodatnia i dla wigkszosci — istotna statystycznie. Zatem jezeli stopa zwro-
tu indeksu S&P 500 byta nieujemna, to na nastgpnej sesji zalezno$¢ migdzy
oczekiwang stopa zwrotu a warunkowg wariancjg stop zwrotu badanych indek-
sow 1 spotek jest dodatnia. Z kolei dla wszystkich indekséw i spotek poza DZ
i Tonsil ocena parametru §~ byta ujemna, co oznacza, ze po ujemnych stopach
zwrotu indeksu S&P 500, na nastepnej sesji zalezno$¢ miedzy oczekiwang sto-
pa zwrotu a warunkowa wariancja jest ujemna. Dla dwunastu szeregéw czaso-
wych na dwadziescia osiem badanych ocena parametru 6 byta istotna. Jezeli
znaki parametrow 6 i 6 sg rdzne, to mozna mowic¢ o asymetrycznym efek-
cie GARCH-M. Taki efekt wystgpowat dla zdecydowanej wigkszoséci badanych
procesdw. Dla spotki Tonsil obie oceny parametrow 6 i §~ byly dodatnie.

18 Ze wzgledu na trudng sytuacje fundamentalng i zainteresowanie kapitatu spekulacyj-
nego ceny akcji spotki Elektrim zachowywaty si¢ zupetnie inaczej niz reszta rynku.
187 Dalsze wyniki badania istotno$ci podawane sa dla poziomu 0,05.
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TABELA 4.13. WYNIKI ESTYMACJI DLA MODELU Z PROGOWYM EFEKTEM GARCH-M
Badane procesy b, ¢, b, ¢, & & a, a, a, B, B,
WIG 0,024 | 0,132 ] . 0,135 | -0,120 | 0,074 | 0,099 ] 0,873 i
(0,046) | (0,022) (0,024) | (0,023) | (0,034) | (0,025) (0,034)
WIG20 0,063 | 0,066 i ) 0,058 | -0,066 | 0,110 | 0,106 ) 0,866 i
(0,056) | (0,023) (0,020) | (0,020) | (0,045) | (0,023) (0,030)
Alma 0,133 i ) i 0,043 | -0021 | 0538 | 0171 | -0,113 | 0,899 i
(0,148) (0,014) | (0,014) | (0,229) | (0.033) | (0,037) | (0,030)
Bank 0,015 0,022 | -0,021 | 0,101 | 029 | -0259 | 0955
Millennium (0,120) - - - (0,015) | (0,014) | (0,058) | (0.062) | (0,060) | (0,016) -
BRE -0,092 0,048 | -0,008 | 0,091 | 0212 | -0,159 | 0937
(0,089) - - - (0,014) | (0,014) | (0,062) | (0.044) | (0,046) | (0,020) -
BZWBK 0,037 0,033 | -0,032 | 0,024 | 0256 | -0225 | 0,966
- (0,072) - - - (0,011) | (0,011) | (0,024) | (0,046) | (0,046) | (0,018) -
bz 0362 | -0,195 | -0,101 0,038 | 0000 | 1,68 | 0,136 0,126 | 0,628
(0,195) | (0,029) | (0,024) - (0,014) | (0,015) | (0,744) | (0,032) - (0,095) | (0,081)
Efekt 0,154 ) ) i 0,050 | -0,029 | 0408 | 0216 | -0,137 | 0,880 i
(0,101) 0,013) | (0.014) | (0.188) | (0.042) | (0.044) | (0,035)
Elektrim 0,019 | 0,068 ) i 0,012 | -0,003 | 0482 | 0335 | -0220 | 0,869 i
(0,106) | (0,025) (0,008) | (0,009) | (0,190) | (0,097) | (0,088) | (0,035)
ING.BS 0,055 ) i . 0,033 | -0,041 | 0029 | 0256 | -0,154 | 0903 i
(0,037) (0,010) | (0,009) | (0,016) | (0,042) | (0,052) | (0,024)
Irena 0223 | 0,019 | 0029 | -0,081 | 0049 | -0,001 | 0,187 | 0265 | 0,207 | 0,921 i
(0,107) | (0,027) | (0,023) | (0,022) | (0,014) | (0,017) | (0,203) | (0.061) | (0,063) | (0,066)
Jelf 0,020 0,057 0,034 | -0,021 0,040 0244 | -0,196 | 0,946
cita 0.052) | (0,025 . . ©012) | 0,013) | 0,021) | (0,054 | (0,054) | (0,016) .
Kable 0,219 i ) i 0,032 | -0,005 | 0,095 | 0319 | -0260 | 0,939 )
(0,085) (0,008) | (0,009) | (0,065) | (0,060) | (0,060) | (0,020)
Kredyt 0,008 i ) i 0,037 | -0,050 | 0018 | 0148 | -0,129 | 0978 i
Bank (0,052) (0,013) | (0.014) | (0,013) | (0,032) | (0,035) | (0,009)
Krosno 0,081 . i ) 0,029 | -0,039 | 0,082 | 0,169 | -0,111 | 0932 .
(0,069) (0,013) | (0.013) | (0,060) | (0.038) | (0,043) | (0,025)
Mostostal 0,228 0,048 | -0,010 | 0309 | 0,158 | -0,096 | 0910
Export (0,128) - - - (0,014) | (0,015) | (0,114) | (0,040) | (0,039) | (0,024) -
Mostostal 0,111 0,055 | -0,029 | 0367 | 0,199 | -0,120 | 0876
Warszawa (0,109) - - - (0,016) | (0,018) | (0,125) | (0.032) | (0,033) | (0,032) -
Onet 0,111 0,033 | -0,014 | 0,750 | 0,189 | -0,114 | 0875
© (0,136) - - - (0,013) | (0,012) | (0,361) | (0,049) | (0,044) | (0,046) -
Polifarb 0,010 0,019 | -0,029 | 0,072 | 0,165 | -0,121 | 0,949
oltar (0,084) - - - 0,013) | (0,015 | (0,075) | (0,050) | (0,063) | (0,039) -
Prochem 0,289 i ) i 0,078 | -0,021 | 0402 | 0222 | -0,167 | 0,904 i
(0,161) 0,021) | 0,021) | (0.379) | (0.044) | (0.057) | (0,072)
Prochnik 0,464 | -0,103 ) i 0,034 | -0,007 | 0480 | 0254 | -0,182 | 0910 i
(0,118) | (0,033) (0,007) | (0,008) | (0,242) | (0,056) | (0,058) | (0,030)
Rafako 0,044 | 0,018 ) i 0,029 | -0,035 | 0023 | 0217 | -0,186 | 0967 i
(0,070) | (0,027) 0,011) | (0,012) | (0,022) | (0,044) | (0,044) | (0,013)
Sokoléw 0,083 | 0,040 ) ) 0,006 | -0,037 | 0019 | 0236 | -0220 | 0982 i
(0,128) | (0,026) (0,024) | (0,018) | (0,016) | (0.046) | (0,045) | (0,009)
Swarzedz 0,241 . i ) 0,035 | -0,026 | 0,084 | 0235 | -0208 | 0,967 i
@ (0,114) (0,010) | (0,011) | (0,102) | (0.044) | (0,049) | (0,026)
Tonsil 0,403 | -0,088 | -0,070 | -0,086 | 0,014 | 0,005 | 0029 | 0412 | -0384 | 0974
ons (0,092) | (0,032) | (0,028) | (0,025) | (0,005) | (0,002) | (0,031) | (0,104) | (0,100) | (0,009) -
Vistl 0,192 0,042 | -0,012 | 0203 | 0246 | -0,189 | 0924
stuia (0,092) - - - (0,010) | (0,013) | (0,117) | (0.042) | (0,047) | (0,030) -
Wélczank 0,283 | -0,124 0,050 | -0,000 | 0,860 | 0217 0,196 | 0519
olczanka (0,086) | (0,027) - - 0,011) | 0,011y | (0,291) | (0,042) - (0,088) | (0,092)
Jewice 0,048 | -0,074 ) i 0,030 | -0,037 | 0,000 | 0,071 ) 0,052 | 0,882
4 (0,037) | (0,030 0,012) | (0,016) | (0,000) | (0,039) (0,133) | (0,141)

W nawiasach, pod ocenami parametréw, podano $rednie btgdy szacunku.

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.
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Najczesciej modut oceny parametru §* jest wiekszy niz modut oceny pa-
rametru § . We wszystkich tych przypadkach ocena parametru ¢ w klasycz-
nym modelu GARCH-M byta dodatnia. Jezeli moduly ocen parametréw &
i 6 sag zblizone, to ocena parametru ¢ w modelu GARCH-M jest nieistot-
na statystycznie. Dla spotek, w przypadku ktérych ocena parametru 6 w mo-
delu GARCH-M byta istotna, ocena jednego z parametrow 6 lub §~ byta co
najmniej kilka razy wigksza od oceny drugiego z parametrow. Wystepowa-
nie znaczacej réznicy mi¢dzy ocenami parametréw §* i §~ nie gwarantowato
jednak istotnosci oceny parametru 6 w modelu GARCH-M. Uzyskane wyniki
wskazuja, ze pomiedzy oczekiwanymi stopami zwrotu a warunkowymi wa-
riancjami istniejg silne powigzania, zalezne w duzym stopniu od koniunktury
na rynku akcji w Stanach Zjednoczonych.

Interesujaca moze by¢ odpowiedz na pytanie, czy zaobserwowane zalez-
nosci beda nadal istotne, jezeli w badaniu zastosujemy model wieloréwnanio-
wy!8. Analize przeprowadzono tylko dla indeksow WIG i S&P 500. Estymo-
wano parametry nastgpujacego modelu dwuréwnaniowego:

By = Aoy + @l +byTepey + 0 By, + 6 (A= 1)y, + €,
(4.4.24)

Fspy = oy + Al T bplsp, o + 650 (4.4.25)

g |4, ~D(OH,), (4.4.26)

gdzie I, =1 gdy ry,, , > 011, =0 gdy r,, , <0, Ay, 0znacza wariancj¢ wa-
runkowg stop zwrotu indeksu WIG w chwili ¢, a &, =(g,,,¢,,)" jest opisane
jako proces BEKK (patrz punkt 2.1.2). Model przedstawiony za pomoca row-
nan (4.4.24-4.4.26) jest rozszerzonym modelem VAR(1)-BEKK(1,1), tak
aby mogt opisa¢ progowy efekt GARCH-M. Uzyskane wyniki przedstawio-
no w tabeli 4.14.

Oceny parametrow 6% i §~ sg nieistotne statystycznie, podczas gdy obie
oceny byly istotne w modelu jednoréwnaniowym. Oznacza to, ze parametry-
zacja modelu VAR-BEKK jest na tyle ztozona, ze progowy efekt GARCH-M
nie jest juz obserwowalny. Z pewno$ciag dwuréwnaniowy model VAR-BEKK
opisuje lepiej zalezno$ci miedzy stopami zwrotu indekséw WIG i S&P 500
niz jakikolwiek model jednoréwnaniowy. Interpretacja parametréw w mode-
lu BEKK nie jest jednak prosta, a przez to analiza r6znych powigzan miedzy
wariacjami i kowariancjami jest utrudniona.

18 Autor dzigkuje prof. Jackowi Osiewalskiemu za zwrdcenie uwagi na to zagadnienie.
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TABELA 4.14. WYNIKI ESTYMACJI MODELU VAR(1)-BEKK(1,1) ROZSZERZONEGO
0 PROGOWY EFEKT GARCH-M DLA INDEKSOW WIG 1 S&P 500

Parametr Ocena par. Blad oceny Parametr Ocena par. Blad oceny
a, 0,0613 0,0444 ¢, 0,0795" 0,0395
a, 0,1432° 0,0211 [ -0,0174 0,1628
b, -0,0775 0,0259 d, 0,2840" 0,0218
& 0,0015 0,0233 d, -0,0122 0,0246
& -0,0031 0,0233 d,, 0,0240° 0,0081
a, 0,0713" 0,0176 d,, 0,2353" 0,0165
a, 0,0527° 0,0107 e, 0,9460" 0,0090
b, 0,0145 0,0211 e, 0,0081 0,0072
c, -0,0398 0,4942 e, -0,0062" 0,0027
c, -0,2417 0,0887 e, 0,9700 0,0044

Gwiazdka oznaczono oceny parametrow rézniace si¢ istotnie od zera na poziomie istotno-
$ci 0,05. Parametry ¢ djoraze; sa parametrami w macierzach C, D, oraz E, (posta¢ 2.1.14).

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Whioski

Brak jednoznacznych wynikéw dotychczasowych badan byt jednym z pod-
stawowych powodow podjecia analiz dotyczacych zaleznosci miedzy oczeki-
wang stopa zwrotu a ryzykiem dla wybranych spotek i indeksow notowanych
na GPW w Warszawie. W badaniu zastosowano modele GARCH-M ze statym
1 zmiennym parametrem oraz model z progowym efektem GARCH-M. W wigk-
szos$ci przypadkow, uzyskane szacunki parametrow dla modelu GARCH-M ze
statym parametrem wskazywaty na brak istotnej zalezno$ci mi¢dzy oczekiwang
stopg zwrotu a warunkowg wariancjg badanych proceséw finansowych. Wyniki
zalezaty jednak od przyjetej postaci rownania dla warunkowej $rednie;j.

Rozbieznos¢ wynikdéw prowadzonych dotychczas badan, dotyczacych za-
lezno$ci pomiedzy oczekiwang stopg zwrotu a warunkowa wariancjg, moze
wynika¢ ze zmiennosci tej zalezno$ci. Jezeli parametr b, w modelu GARCH-M
ze zmiennym parametrem zmienia si¢ w czasie, to ocena parametru § w mode-
lu GARCH-M ze statym parametrem moze by¢ w pewnych okresach dodatnia,
a w innych ujemna. Duza rozpigto$¢ szacowanych przedzialow ufno$ci w mo-
delu GARCH-M ze zmiennym parametrem moze ttumaczy¢, dlaczego w wielu
badaniach otrzymano nieistotne oceny parametru 6 w modelu GARCH-M.

Przeprowadzone badanie pokazato réwniez, ze zaro6wno kierunek, jak
i sita zaleznos$ci migdzy oczekiwang stopa zwrotu a warunkowa wariancja
moga zaleze¢ od znaku stopy zwrotu indeksu gietdy w Stanach Zjednoczo-
nych w okresie wczesniejszym.



Rozdzial V

TEORIA PORTFELA I MODELE RYNKU
KAPITALRLOWEGO

W poprzednim rozdziale przedstawiono wybrane zagadnienia zwigzane
z ryzykiem rynkowym. Aktywa o wysokiej stopie zwrotu charakteryzuja si¢ na
og6t wysokim ryzykiem. Inwestorzy poszukuja takich mozliwosci lokowania
kapitatu, w ktorych przy zwigkszeniu stopy zwrotu zmniejsza si¢ rowniez ryzy-
ko. Mozliwo$¢ zrealizowania tak sformutowanego celu daje portfel aktywow.
Analiza portfelowa zajmuje si¢ technikami inwestowania rownoczes$nie w wig-
cej niz jeden walor. Zasadniczym motywem kupowania wigcej niz jednego pa-
pieru wartosciowego jest che¢ zmniejszenia ryzyka przez dywersyfikacje.

Prekursorem teorii portfela byt Markowitz (1952, 1959), ktory jako
pierwszy zaproponowat metody wyznaczania portfeli efektywnych. Podejscie
do tworzenia portfela, zaproponowane przez Markowitza, polegajace na wy-
znaczaniu portfeli, ktore maksymalizuja dochod (oczekiwang stope zwrotu)
przy zadanym ryzyku (odchyleniu standardowym stopy zwrotu) i minimalizu-
ja ryzyko przy zadanym dochodzie, jest prawdopodobnie jedna z najbardziej
eleganckich i powszechnie akceptowanych koncepcji w teorii finanséw. Mo-
del Markowitza zostat w pozniejszym okresie rozwinigty i zmodyfikowany
migdzy innymi przez Tobina (1958), ktory uwzglednit w teorii portfela akty-
wa wolne od ryzyka oraz Sharpe’a (1963), ktory upros$cit klasyczne podejscie,
uzalezniajac stope zwrotu akcji od stopy zwrotu rynku. Kolejnym modelem,
ktory zyskat uznanie w praktycznych analizach jest model wieloczynniko-
wy. Podejscie wieloczynnikowe zaklada, ze na stopg zwrotu akcji poza stopa
zwrotu rynku wptywaja inne czynniki, jak np. stopa inflacji, stopy procento-
we, koszt kapitatu, stopa bezrobocia, poziom PKB. Inne wazne rozszerzenia
teorii portfela przedstawiaja Elton i Gruber (1997, 1998) oraz Jajuga (2002).

Wspomniane wyzej metody konstrukcji portfela odnosza si¢ do wybo-
ru portfela przez pojedynczego inwestora, ktory na rynku kapitatowym dziata
w odosobnieniu. W rzeczywistosci wszyscy inwestorzy wzajemnie na siebie
oddziatluja. Chcac wigc prawidlowo wyjasnic¢ zjawiska zachodzace na rynku
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kapitalowym, nalezy te wzajemne oddziatywania inwestorow uwzglednic¢!'.
W zwigzku z tym jednym z najwazniejszych zagadnien jest proces ksztatto-
wania si¢ cen aktywow na rynku, czy szerzej rozumiane zagadnienie 0sig-
gania rownowagi rynku kapitalowego. Najbardziej popularnymi modelami
probujacymi odpowiedzie¢ na pytanie, jak beda ksztaltowac si¢ stopy zwrotu
akcji na rynku sg modele CAPM i APT. Stanowig one fundamentalny wkitad
w zrozumienie mechanizmu funkcjonowania rynkéw kapitatowych. Za auto-
row modelu CAPM nalezy uzna¢ Sharpe’a (1964), Lintnera (1965) oraz Mos-
sina (1966). Autorem modelu APT jest natomiast Ross (1976). Jedng z pod-
stawowych zalet modelu APT w poréwnaniu z modelem CAPM jest mniej
restrykcyjne zatozenie dotyczace preferencji inwestorow wzgledem dochodu
i ryzyka. Model CAPM zaktada, ze inwestorzy sa w stanie dokonywac wybo-
ré6w pomiedzy alternatywnymi portfelami inwestycyjnymi wylacznie na pod-
stawie dwu charakterystyk tych portfeli: oczekiwanej stopy zwrotu i odchyle-
nia standardowego. Teoria arbitrazu cenowego wymaga co prawda przyjecia
pewnych ograniczen wzgledem postaci funkcji uzytecznosci inwestorow, lecz
nie sg one tak daleko idace jak w przypadku modelu CAPM"'. Bardzo cieka-
wy przeglad roznych parametryzacji modeli rownowagi rynku kapitatowego
zawiera praca Galagedera (2007). Teoria portfela Markowitza i modele row-
nowagi rynku kapitatlowego naleza do podstawowych zagadnien nowocze-
snych finansoéw!*2,

,,Iradycyjne podejscie” do konstrukcji portfela, jak i modeli réwnowa-
gi rynku kapitatowego jest statyczne, tzn. rozwaza si¢ wyrdzniony okres czy
moment, a nie ich sekwencje. Z tego wzgledu podejscie takie nie uwzglednia
zmienno$ci warunkowych wariancji, jak i kowariancji stop zwrotu. Fakt ten
moze mie¢ wptyw na alokacje aktywow, jak i wyniki testow modeli CAPM
i APT. Modelami, ktoére pozwalaja opisa¢ te wazne wlasnosci finansowych
szeregow czasowych, sa miedzy innymi parametryzacje wielorbwnaniowych
modeli GARCH. Statyczne podejscie do konstrukcji portfela i modeli rowno-
wagi mozna zinterpretowac jako rozwazanie warunkowego (wzgledem prze-
sztosci) rozktadu stop zwrotu dla jednego ustalonego momentu lub okresu.
Przy takiej interpretacji nie ma sprzeczno$ci z nowszym uj¢ciem dynamicz-
nym poprzez wielorownaniowe procesy GARCH.

190 Patrz Debski (2007).

1 Dalsze roznice miedzy modelami oméwiono w podrozdziale 5.3.

192 Harry Markowitz i William Sharpe wraz z Mertonem Millerem otrzymali w 1990 r.
Nagrod¢ Nobla w dziedzinie ekonomii za nowatorskie prace nad ekonomiczng teorig finansow
i finansowaniem przedsigbiorstw.
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Korzys$ci wynikajace z zastosowania modeli GARCH w analizie portfe-
lowej i modelach rownowagi rynku kapitalowego mozna podzieli¢ na dwie
grupy. Pierwsza grupa dotyczy lepszych wtasnosci statystycznych stosowa-
nych modeli, estymatorow i testow. To za§ moze prowadzi¢ do lepszego wy-
jasnienia opisywanych zjawisk, na przyktad zmiennosci stop zwrotu (Engel,
Frankel, Froot i Rodrigues, 1995), zyskowno§ci strategii opartych na analizie
technicznej (Kho, 1996), anomalii zwigzanych z matymi spotkami (Ng, Engle
i Rothschild, 1992). Zastosowanie modeli GARCH moze réwniez w konse-
kwencji ograniczy¢ btedy poznawcze (powstale w wyniku zastosowania mo-
deli ze stata macierza kowariancji stop zwrotu) w konkretnych aplikacjach
modeli, np. btedna specyfikacja premii za ryzyko (np. Bollerslev, Engle i Wo-
oldridge, 1988; Tai, 2001), bledna alokacja inwestycji migdzy aktywa krajowe
i zagraniczne (np. De Santis i Gerard, 1997; Flavin i Wickens, 2006), bledna
decyzja o liczbie czynnikow ryzyka w modelu APT (np. De Santis i Gerard,
1998). Druga grupa dotyczy korzysci ekonomicznych i finansowych. Zasto-
sowanie modeli GARCH moze prowadzi¢ na przyklad do wzrostu dochodu
z inwestycji, zmniejszenia ryzyka mierzonego odchyleniem standardowym,
wzrostu efektywnos$ci inwestycji mierzonej wskaznikiem Sharpe’a, czestsze-
go pokonywania benchmarku (patrz Pojarliev i Polasek, 2000; Poomimars,
Cadle i Theobald, 2002).

Rozdziat podzielono na trzy czesci. W podrozdziale 5.1 przedstawiono
dynamiczne podej$cie do wyznaczania portfeli efektywnych, wykorzystuja-
ce prognozy wariancji i kowariancji stop zwrotu konstruowane na podstawie
wielorownaniowych modeli GARCH. Wiadomo, ze wyboér estymatoréw wa-
riancji i kowariancji ma istotny wptyw na alokacje¢ aktywow. Gtownym celem
przeprowadzonych w tej czeséci pracy badan byta ocena skutecznosci roznych
metod tworzenia portfeli, w tym przede wszystkim z wykorzystaniem roz-
nych specyfikacji wielorownaniowych modeli GARCH. W literaturze $wiato-
wej jest bardzo mato takich badan, szczegdlnie dotyczacych wigkszej liczby
aktywow. Analiz¢ przeprowadzono osobno dla wybranych trzech i dwudzie-
stu spotek o najwigkszej kapitalizacji na GPW w Warszawie.

W badaniu dla dwudziestu aktywow zastosowano osiem specyfikacji
wielorownaniowego modelu GARCH: model skalarno-diagonalny, model
skalarno-diagonalny z warunkowym rozktadem t-Studenta, model zintegro-
wany, K-czynnikowy model GARCH dla trzech czynnikéw, model ortogo-
nalny dla trzech oraz dwudziestu czynnikéw, model DCC oraz zintegrowany
model DCC. W badaniu dla trzech spotek analizowano dwanascie specyfika-
cji wielorownaniowego modelu GARCH. Obok wymienionych wyzej dodat-
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kowo zastosowano model BEKK z warunkowym rozktadem normalnym, mo-
del BEKK z warunkowym rozktadem t-Studenta, diagonalng i skalarng posta¢
modelu BEKK oraz model statych warunkowych wspotczynnikow korelacji.
W obu analizach wykorzystano rowniez jednorownaniowy model GARCH.
Wyniki uzyskane dla modeli GARCH poréwnano z wynikami dla sze$ciu in-
nych metod, w tym metod stosowanych przez praktykow rynku. Uzyskane
wyniki skutecznosci poszczegdlnych specyfikacji modeli w konstrukcji port-
feli efektywnych poréwnano z wiasno$ciami badanych szeregdw czasowych,
rankingiem modeli wedtug kryterium informacyjnego Schwarza oraz z wyni-
kami analizy trathosci prognoz wewnatrz proby. Pokazano, ze mozna na pod-
stawie analizy wewnatrz proby dla tej samej miary, dla ktorej dokonuje si¢
oceny poza proba, wskazac postacie modeli, dla ktorych mozna skonstruowaé
efektywniejsze portfele. Takie badanie wewnatrz proby ma wicksze szanse na
wybor najlepszych parametryzacji modeli niz analiza statystycznych wtasno-
$ci szeregow czasowych i kryteriow informacyjnych.

W podrozdziale 5.2 przedstawiono testy modelu CAPM z zastosowaniem
wielorownaniowych modeli GARCH-M. Zaproponowano dwie nowe posta-
cie wielordownaniowego modelu GARCH-M: model, w ktorym rynkowa cena
ryzyka jest opisana za pomoca procesu bladzenia przypadkowego oraz wie-
loréwnaniowy model z progowym efektem GARCH-M. Obie parametryzacje
moga tlumaczy¢ brak istotno$ci parametru rynkowej ceny ryzyka w modelu
CAPM z wieloréwnaniowym modelem GARCH-M. W dalszej czg$ci pracy
przeprowadzono weryfikacje modelu CAPM na podstawie sektorow notowa-
nych na GPW w Warszawie. W badaniu testowano osiem réznych parame-
tryzacji modelu: model z wyrazami wolnymi, model z r6znymi rynkowymi
cenami ryzyka, model rozszerzony o warunkowe wariancje poszczegolnych
sektorow, model rozszerzony o warunkowg wariancj¢ portfela rynkowego,
model rozszerzony o stopy zwrotu indeksu S&P 500, model ze zmienng ceng
ryzyka, szacowang na podstawie stop zwrotu indeksu S&P 500, model, w kto-
rym rynkowa cena ryzyka jest opisana za pomocg procesu bladzenia przypad-
kowego oraz model z progowym efektem GARCH-M.

W podrozdziale 5.3 zaprezentowano model APT z czynnikowym mo-
delem GARCH. Zaproponowano réwniez dwie modyfikacje procedury bu-
dowy modelu APT z czynnikowym modelem GARCH. Pierwsza, to rozsze-
rzona posta¢ modelu, ktéra pozwala uwzgledni¢ niewyjasniong zmienno$¢
warunkowych wariancji i kowariancji stép zwrotu aktywdw. Druga modyfi-
kacja polega na tym, aby w pierwszym kroku premie za ryzyko i wariancje
warunkowe czynnikow byly szacowane na podstawie modelu z progowym
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efektem GARCH-M, zamiast na podstawie klasycznego modelu GARCH-M.
W dalszej czesci pracy przeprowadzono weryfikacje modelu APT dla sek-
toréw notowanych na GPW w Warszawie. Czynniki wyodrebniono na pod-
stawie analizy glownych sktadowych w odniesieniu do zmiennych ekono-
micznych. W badaniu zastosowano dwustopniowa metode estymacji, ale
z wykorzystaniem w drugim kroku modelu wielorownaniowego. Przyje¢cie ta-
kiej metody estymacji umozliwito testowanie liczby czynnikow. Dwustopnio-
wa estymacja, stosowana przez innych autorow, oparta na modelach jedno-
rownaniowych, nie pozwala na przeprowadzenie tego typu testu.

5.1. MODEL MARKOWITZA DLA PORTFELA AKCJI

Przy wyznaczaniu portfeli efektywnych wedtug koncepcji zaproponowa-
nej przez Markowitza duza role odgrywa wybor estymatoréw warto$ci ocze-
kiwanej, wariancji i kowariancji stop zwrotu oraz $ci§le z tym zwigzany wy-
bér metod prognozowania warto$ci oczekiwanej, wariancji i kowariancji stop
zwrotu. Zaréwno wsrod praktykdéw rynku finansowego, jak i sSrodowiska aka-
demickiego istnieje konsensus, ze stopy zwrotu s3 trudne do prognozowania,
a proces budowy portfela wedtug kryteriow zaproponowanych przez Marko-
witza jest bardzo wrazliwy na wybor estymatora wartosci oczekiwanej stopy
zwrotu (patrz Michaud, 1989; Best i Grauer, 1991; Chopra i Ziemba, 1993).
Niewielkie réznice w szacunkach wartosci oczekiwanych stop zwrotu czg-
sto prowadzg do znaczacej przebudowy portfela (patrz np. Jobson i Korkie,
1980). Uwaza si¢ rowniez, ze estymacja wariancji 1 kowariancji stop zwro-
tu jest tatwiejsza niz estymacja warto$ci oczekiwanych (Merton 1980; Nel-
son, 1992), jednakze wybor estymatorow wariancji i kowariancji ma réw-
niez istotny wplyw na alokacj¢ aktywow (patrz np. Litterman i Winkelmann,
1998; Chan, Karceski i Lakonishok, 1999). Tradycyjnie stosowane estyma-
tory wartosci oczekiwanej, wariancji i kowariancji stop zwrotu, czyli $rednia
arytmetyczna, oraz empiryczna wariancja i kowariancja, obliczane na pod-
stawie dostepnych danych historycznych, nie daja najlepszych wynikow przy
wyznaczaniu portfeli efektywnych (patrz np. Jorion, 1991; Sheedy, Trevor
i Wood, 1999; Johannes, Polson i Stroud, 2002; Flavin i Wickens, 2006).

W niniejszym podrozdziale zaprezentowano dynamiczne podej$cie do
wyznaczania portfeli efektywnych dla jednorodnych aktywow, tj. akcji, wy-
korzystujace prognozy wariancji i kowariancji stop zwrotu skonstruowane
na podstawie wielorownaniowych modeli GARCH. Wielorownaniowy pro-
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ces GARCH pozwala opisa¢ zarowno zmieniajace si¢ w czasie warunkowe
wariancje, jak i zmieniajace si¢ warunkowe kowariancje stop zwrotu. Jezeli
wariancje i kowariancje stop zwrotu nie sg state w czasie, to prognozy uzy-
skane na podstawie wielorownaniowych modeli GARCH powinny przynies$¢
dodatkowe korzysci przy wyznaczaniu portfeli efektywnych. Literatura doty-
czaca wykorzystania modeli GARCH przy budowie portfeli jest uboga. Wy-
niki tych analiz ze wzgledu na ztozono$¢ problemu sg na razie fragmentarycz-
ne. Dla wickszej liczby aktywow wykorzystuje si¢ na ogét jednorownaniowe
modele GARCH. Badania dla spétek notowanych na GPW w Warszawie z za-
stosowaniem jednorownaniowego modelu GARCH przeprowadzit Sobczak
(2005). Dla pigciu wybranych spotek wykorzystanie modelu GARCH przy
konstrukcji portfeli okazato si¢ skuteczniejsze niz zastosowanie klasycznych
metod analizy portfelowej. Niestety takie podej$cie nie uwzglednia zmienia-
jacych si¢ w czasie warunkowych kowariancji stop zwrotu, co jest mozliwe
dopiero przy zastosowaniu wielorownaniowych modeli GARCH.

Gléwnym celem zaprezentowanych w niniejszym podrozdziale ba-
dan jest ocena skutecznos$ci roznych metod tworzenia portfeli, w tym przede
wszystkim z wykorzystaniem réznych specyfikacji wieloréwnaniowych mo-
deli GARCH. Przedstawione podejscia do tworzenia portfela r6znig si¢ wy-
lacznie metoda prognozowania macierzy kowariancji stop zwrotu. Wstepne
analizy dotyczace zastosowan wielorownaniowych modeli GARCH do kon-
strukcji portfeli zostaty opublikowane w pracach autora — Fiszeder (2004a)
i (2004b), natomiast prezentowane tutaj badania opublikowano w — Fiszeder
(2007e).

5.1.1. DYNAMICZNY PROCES BUDOWY PORTFELA
Z ZASTOSOWANIEM MODELI GARCH

Konstruujgc portfel efektywny, trudno jest odr6zni¢ wptyw wyboru es-
tymatora macierzy kowariancji od wyboru estymatora wartosci oczekiwane;.
Jednym ze sposobow na wyeliminowanie wptywu wyboru estymatora warto-
$ci oczekiwanej jest konstrukcja portfela o minimalnej wariancji. Udziaty po-
szczegolnych aktywoéw w portfelu o minimalnej wariancji zaleza wytacznie
od macierzy kowariancji. Dynamiczny proces budowy portfela zostat przed-
stawiony najpierw dla portfela o minimalnej wariancji, jednakze, jak zostato
pokazane dalej, cala procedura moze by¢ tatwo rozszerzona na wyznaczanie
dowolnych portfeli efektywnych.
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Dla danego ¢, na podstawie dostgpnych danych z okresu [1, £], estymowane
sa parametry modelu GARCH!**. Na podstawie oszacowanego modelu konstru-
owana jest prognoza macierzy kowariancji stop zwrotu dla okresu 7 + 7, gdzie
T oznacza horyzont prognozy. Wyznaczona prognoze wykorzystuje si¢ do kon-
strukcji portfela efektywnego. Niech W'

t+zltp = (Wlt+r\zp’ W2t+z"tp""’ WNt+z"tp)’

gdzie w, oznacza udziat i-tego aktywu w portfelu dla okresu ¢ + 7, H,

it+Tltp +7ltp
to prognoza warunkowej macierzy kowariancji dla okresu ¢ + 7. Wariancja
portfela jest wowczas rowna W'M‘ o HM‘ 0 WM‘ o Aby wyznaczy¢ portfel
o minimalnej wariancji (globalne minimum), wystarczy rozwigza¢ nastepuja-
ce zadanie programowania kwadratowego:

w' w

t+1tp Ht+r\tp t+z)tp

— min, (.1.1)

przy warunkach:

W‘H—T‘tpl:l > (5.1.2)
gdzie I jest kolumnowym wektorem o N sktadowych, przy czym kazda z nich
réwna jest jednosci.

Jezeli nie wystepuje krotka sprzedaz, to nalezy dodatkowo wprowadzi¢ wa-
runki brzegowe:

Wiy 20 dla i=12,..,N. (5.1.3)
Calg procedure powtarza si¢ nastgpnie dla kolejnych okreséw (w miarg napty-
wu kolejnych danych).

Jezeli dopuszcza si¢ krotkg sprzedaz, to udzialy aktywow w portfelu o mi-
nimalnej wariancji okreslone sg za pomoca formuty:

1 =
IH"lp = HHr‘tp l’ (514)
t+1tp
. Vv rr-1
gdzie Cm‘tp =1 Hm‘tpl .

Wariancja portfela o minimalnej wariancji jest woOwczas réwna
4 =1/C

t+rltp t4rlep

193 Jezeli warunkowe warto$ci oczekiwane stop zwrotu sg rozne od zera, to nalezy row-
niez estymowacé parametry w rownaniach dla warunkowych $rednich.
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Inne portfele efektywne mozna wyznaczy¢ przez znalezienie portfeli
o minimalnej wariancji, przy zadanym minimalnym poziomie oczekiwanej
stopy zwrotu. Nalezy w tym przypadku znalez¢ rozwigzanie speiniajace na-
stepujace warunki:

w' H w

teep Tttt p

— min oraz W' (5.1.5)

t+r‘[p t+r‘tp t+r‘tp /uH—r’

gdzie r, e jest to wektor oczekiwanych stop zwrotu pomniejszonych o sto-
p¢ wolng od ryzyka dla okresu ¢ + 7 0 wymiarach N x1, p,, . to przyjeta mi-
nimalna oczekiwana stopa zwrotu portfela. Niestety dla logarytmicznych stop
zwrotu wyrazenie W', R A
nej stopie zwrotu portfela.

Udziaty aktywow w portfelu dla okresu ¢ 4+ 7 okreslone sg za pomocg wzo-

ru'®:

jest tylko w przyblizeniu réwne oczekiwa-

-1
r
t+ltp "t
W — ltp ltp

ttftp T r -1 Mz (5.1.6)

t+zltp Tttt p rz+r\tp

Suma Z Witsr|ip nie musi rownaé sie jedno$ci, poniewaz w portfelu moze
znaJdowac si¢ instrument wolny od ryzyka. Za oczekiwane stopy zwrotu dla
okresu ¢ 4+ 7 przyjmuje si¢ prognozy skonstruowane na podstawie modeli dla
warunkowych $rednich. Alternatywne zapisy formut na wyznaczanie portfeli
o minimalnej wariancji mozna znalez¢ na przyktad w pracach Jajugi i Jajugi
(1996) oraz Campbella, Lo i MacKinlay’a (1997).

5.1.2. OCENA EFEKTYWNOSCI KONSTRUKCJI PORTFELI DLA
TRZECH SPOLEK

Oceny skutecznosci przedstawionego podejscia do wyznaczania portfe-
li efektywnych dokonano na podstawie rzeczywistych danych finansowych.
Przeprowadzono dwa badania. Pierwsze dotyczylo malej liczby aktywow,
mianowicie trzech spodtek akcyjnych. Budowa portfela na podstawie tylko
trzech aktywow wydaje si¢ problemem mato istotnym z praktycznego punk-
tu widzenia, poniewaz przy konstrukcji portfela na ogot bierze si¢ pod uwa-
ge od co najmniej kilkunastu do nawet kilkuset aktywow. Jednakze przyjecie

19 Patrz Engle i Colacito (2006).



286 Rozdzial V. Teoria portfela i modele rynku kapitalowego

matej liczby aktywow pozwolilo na zastosowanie duzej liczby specyfikacji
wielorownaniowych modeli GARCH, a takze umozliwito analiz¢ okre$lo-
nych restrykcji w modelach. Takie badanie nie bytoby mozliwe dla duzej licz-
by aktywow, ze wzgledu na trudno$ci zwiazane z estymacjg parametrow. Do
analizy przyjeto dzienne stopy zwrotu od 4 stycznia 1999 roku do 30 czerw-
ca 2006 roku (1880 obserwacji). Sposrdod spotek notowanych przez caly przy-
jety okres na GPW w Warszawie wybrano trzy spotki o najwigkszej kapitali-
zacji: KGHM Polska Miedz, Bank Pekao SA oraz Telekomunikacja Polska.
Spoiki te nalezg do najbardziej ptynnych na rynku. Wybér takich spolek jest
celowy, poniewaz dla spotek o matej ptynnosci szacunki wariancji stop zwro-
tu sg najczesciej przeszacowane, natomiast szacunki kowariancji niedoszaco-
wane. Przyjecie do badania matych spotek mogloby zatem istotnie znieksztal-
ci¢ wyniki analizy.

Przyje¢to jednodniowy horyzont prognozy, poniewaz prognozy zmienno-
$ci uzyskane na podstawie modeli GARCH sg bardziej trafne w przypadku
bardzo krotkiego horyzontu, w przeciwienstwie do dtugiego horyzontu, dla
ktoérego prognozy obliczone na podstawie innych modeli sg bardzo czesto do-
ktadniejsze (patrz np. West i Cho, 1995 oraz Andersen i Bollerslev, 1998).
Dane z trzech pierwszych lat zostaly wykorzystane jedynie przy estymacji
modelu. Ocena skutecznosci przedstawionej metody zostata dokonana dla
stosunkowo dhugiego okresu, tj. od stycznia 2002 roku do czerwca 2006 roku
(1131 obserwacji). Wlasnosci procesow w krotkim okresie moga znacznie od-
biega¢ od wlasnosci w dtugim okresie, dlatego wyniki analiz przeprowadzo-
nych dla krétkiego okresu moga by¢ mylace.

Zaczynajac od 31 grudnia 2001 roku, na podstawie danych od poczat-
ku 1999 r. szacowano parametry wszystkich rozwazanych modeli. Dla kaz-
dego modelu konstruowano prognoz¢ warunkowej macierzy kowariancji na
nastgpna sesje. Na podstawie sformulowanej prognozy wyznaczono dwa port-
fele efektywne. Pierwszy, to portfel o minimalnej wariancji, drugi, to portfel
0 minimalnej wariancji, przy dziennym minimalnym poziomie oczekiwanej
stopy zwrotu roéwnym 0,5%. W obu przypadkach zalozono nieskonczong po-
dzielnos¢ aktywow, mozliwos¢ krotkiej sprzedazy oraz brak kosztow transak-
cyjnych. Nastepnie — ex post — obliczano osobno wariancje dla tych portfeli
jako kwadrat zaobserwowanych stop zwrotu. Dla nastgpnych okreséw doda-
wano kolejno jedng obserwacje¢ do danych, na podstawie ktorych szacowano
model i powtarzano catg procedurg az do 29 czerwca 2006 roku. Zatem para-
metry kazdego z zastosowanych w pracy modeli byly szacowane 1131 razy.
Dla kazdego modelu z oszacowanych ex post wariancji portfeli dla okresu sty-



5.1. Model Markowitza dla portfela akcji 287

czen 2002 — czerwiec 2006 obliczono srednie, osobno dla portfeli o minimal-
nej wariancji oraz portfeli o minimalnej wariancji, przy zadanej minimalne;j
oczekiwanej stopie zwrotu. W tym drugim przypadku prognozy stop zwro-
tu byly konstruowane na podstawie modelu VAR. Otrzymane wyniki zostaty
przedstawione w tabeli 5.1 (przedstawiono pierwiastek ze sredniej wariancji).
Ze wzgledu na to, ze nie zbadano statystycznej istotnosci réznic migdzy sza-
cunkami $rednich odchylen standardowych stop zwrotu, uzyskane wyniki na-
lezy ocenia¢ przede wszystkim z ekonomicznego, a nie statystycznego punk-
tu widzenia'®.

Przy budowie portfela o minimalnej wariancji, przy zadanej minimal-
nej oczekiwanej stopie zwrotu nie wiadomo, czy skutecznos¢ (badz niesku-
teczno$¢) metody wynika z prognoz stop zwrotu, czy tez z prognoz wariancji
i kowariancji stop zwrotu. Gtéwnym celem tej analizy jest ocena efektywno-
$ci tworzenia portfeli z wykorzystaniem roznych specyfikacji wielorowna-
niowych modeli GARCH, dlatego interpretacje wynikéw przeprowadzono
w stosunku do procedury budowy portfela o minimalnej wariancji, ktéra nie
zalezy od wyboru metody prognozowania stop zwrotu.

W badaniu zastosowano dwanascie specyfikacji wieloréwnaniowego mo-
delu GARCH: model BEKK z warunkowym rozkladem normalnym, model
BEKK z warunkowym rozktadem t-Studenta, diagonalng i skalarng postac¢
modelu BEKK, model skalarno-diagonalny (posta¢ (2.1.12)), model zintegro-
wany (posta¢ (2.1.13)), model stalych warunkowych wspotczynnikow korela-
cji, K-czynnikowy model, model ortogonalny dla dwoch i trzech czynnikow,
model DCC oraz zintegrowany model DCC. Dodatkowo wykorzystano réw-
niez jednoréwnaniowy model GARCH. Wyniki uzyskane dla modeli GARCH
porownano z wynikami dla szesciu innych metod: réwne udziaty dla wszyst-
kich aktywow, bezwarunkowa macierz kowariancji stop zwrotu, ruchoma ma-
cierz kowariancji, ruchoma macierz kowariancji ze stata wygtadzania rowna
25, metoda wyrownywania wyktadniczego dla macierzy kowariancji oraz me-
toda wyréwnywania wyktadniczego dla macierzy kowariancji z parametrem
wygasania rownym 0,94 (okreslana dalej jako model RiskMetrics).

19 Wigcej informacji na ten temat zawarto w dalszej czesci tego podrozdziatu.
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TABELA 5.1. SZACUNKI SREDNICH ODCHYLEN STANDARDOWYCH STOP ZWROTU PORTFELI
O MINIMALNEJ WARIANCJI ORAZ PORTFELI O MINIMALNEJ WARIANCJI, PRZY ZADANYM
POZIOMIE OCZEKIWANEJ STOPY ZWROTU

Oznaczenia portfeli Beszt(:)pg;'z;rvlj:(z:;nia Ranking zvl\sf(l)ltllsto(:ls)ﬂa@ Ranking
Jednoréwn. modele GARCH 0,016331 6 0,112919 7
BEKK 0,016430 10 0,123315 17
BEKK rozktad t-Studenta 0,016529 11 0,121536 16
Diagonalny BEKK 0,016311 4 0,114276 12
Skalarny BEKK 0,016821 13 0,114074 10
Skalarno-diagonalny 0,016277 1 0,111847 5
Zintegrowany 0,016329 5 0,114606 13
Statych wspot. korelacji 0,016304 3 0,113650 9
K-czynnikowy 2 czynniki 0,016915 16 0,115408 14
Ortogonalny 2 czynniki 0,142260 19 0,230898 18
Ortogonalny 3 czynniki 0,016902 15 0,117250 15
DCC 0,016360 7 0,111523 1
DCC zintegrowany 0,016397 8 0,111817 4
Rowne wagi 0,016936 17 - -
Bezwarunkowa macierz kowariancji 0,016899 14 0,114074 11
Ruchoma macierz kowariancji 0,016282 2 0,111666 2
Ruch. macierz kowariancji k = 25 0,017049 18 0,112656 6
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,016424 9 0,113460 8
RiskMetrics 0,016586 12 0,111713 3

ZRODLO: FISZEDER (2007E).

W wigkszosci prac dotyczacych efektywno$ci metod tworzenia portfe-
li bardzo ogdlnikowo analizuje si¢ wlasnosci badanych szeregdw czasowych,
przez co niemozliwe jest sformutowanie bardziej ogolnych wnioskow doty-
czacych poszezegolnych metod estymacji macierzy kowariancji stop zwrotu.
W tabeli 5.2 zaprezentowano wyniki testow dotyczacych zar6wno wtasnosci
szeregow stop zwrotu badanych spoéltek, jak i charakteru zaleznosci miedzy
nimi. Stopy zwrotu byly pozbawione autokorelacji, miaty zmienng warian-
cje warunkows, a ich rozktady bezwarunkowe byty rézne od rozkltadu nor-
malnego. Do opisu warunkowej macierzy kowariancji, dla badanych para-
metryzacji, wystarczajaca okazata si¢ specyfikacja o rzedach p i g rownych
jeden. Uzyskane wyniki testowania restrykcji naktadanych na parametry mo-
deli GARCH, omawiane w dalszej czgséci pracy, byly niewrazliwe na przyjeta
specyfikacje rozktadu warunkowego.
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TABELA 5.2. ANALIZA WEASNOSCI I CHARAKTERU ZALEZNOSCI BADANYCH SZEREGOW

Weryfikowane hipotezy Statystyka Oceny statystyk

Pekao BP TP SA KGHM
Brak autokorelacji LB (12) 19,31 13,85 11,37
Brak efektu ARCH LM (12) 56,03* 149,02* 92,36*
Normalno$¢ rozktadow bezwarunkowych JB 372,01* 224,70* 944,14*
Normalnos¢ rozkt. warunk. w modelu BEKK LR 174,08*
Stato$¢ warunk. wspotczynnikow korelacji LMC 5,58
BEKK-macierze diagonalne LR 42,72%
BEKK-skalary razy macierz jedynek LR 482,01%*
BEKK- skalary LR 71,78%
Diagonalny BEKK — skalary LR 28,92%
Skalarno-diagonalny — W* =0, f = 1-a LR 96,21%*
Zintegrowany GARCH - 1-a = 0,94 LR 149,41%*

LB, LM, JB i LMC to statystyki testow odpowiednio Ljunga-Boxa, Engle’a, Jarque-Bera
oraz Tse. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych weryfikowana hipoteza
zostata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05. Opis badanych parametryzacji modeli przedsta-
wiono w rozdziale 2.

ZRODLO: FISZEDER (2007E).

Najbardziej ztozong parametryzacja, sposrod rozwazanych modeli, jest
model BEKK. Estymowano parametry modelu BEKK z warunkowym rozkta-
dem normalnym oraz t-Studenta. Wedtug testu LR model BEKK z warunko-
wym rozktadem normalnym zostat zdecydowanie odrzucony na korzys¢ mo-
delu z warunkowym rozktadem t-Studenta. Jednakze, jak si¢ okazuje, lepsze
dopasowanie w probie, w tym przypadku, nie przektada si¢ na wzrost skutecz-
nos$ci przy tworzeniu portfeli efektywnych. Ten rezultat jest o tyle wazny, ze
estymacja parametrow modelu BEKK z warunkowym rozktadem t-Studenta
byla najbardziej czasochtonna i czgsto wystepowaty problemy ze znalezie-
niem odpowiednich wartosci startowych. W celu wykluczenia przypuszcze-
nia, ze uzyskany wynik jest charakterystyczny tylko dla modelu BEKK 1 jest
nastgpstwem trudnosci z estymacjg parametréw tego modelu, rozwazono jesz-
cze dodatkowo najlepszy w rankingu model, czyli model skalarno-diagonalny
z warunkowym rozktadem t-Studenta. Dla tego modelu nie byto zadnych pro-
blemoéw z estymacja parametrow. Okazato si¢, ze rowniez w tym przypadku
lepsze dopasowanie w probie nie przektada si¢ na wzrost efektywnosci przy
konstrukcji portfeli. Szacunki §rednich odchylen standardowych portfeli o mi-
nimalnej wariancji wynosity 0,016277 i 0,016303 odpowiednio dla modeli
z warunkowym rozktadem normalnym i t-Studenta.
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Liczba parametréw w modelu BEKK w przypadku duzej liczby walorow
w portfelu jest na tyle duza, ze ich estymacja jest bardzo trudna lub wrecz nie-
mozliwa. Z tego wzgledu zbadano, jaki wptyw na efektywnos$¢ procesu aloka-
cji aktywow ma uproszczenie postaci wieloréwnaniowego modelu GARCH.
W pierwszej kolejnosci rozwazano diagonalna i skalarng posta¢ modelu BEKK
oraz model skalarno-diagonalny. Wszystkie trzy specyfikacje sg zagniezdzo-
ne w modelu BEKK, a wyniki testu LR wskazuja na odrzucenie restrykcji
natozonych przez te postacie modelu. O ile skalarna posta¢ modelu BEKK
prowadzi do spadku efektywnosci przy konstrukeji portfeli o minimalnej wa-
riancji, o tyle zaskakujacy jest wzrost efektywnosci dla diagonalnego modelu
BEKK oraz modelu skalarno-diagonalnego. Model skalarno-diagonalny ma
tyle samo parametréw co skalarny model BEKK (dwa parametry poza wyra-
zami wolnymi), jednakze jego parametryzacja jest znacznie prostsza. Pomimo
tak prostej specyfikacji, postac ta okazata si¢ najlepsza przy konstrukcji port-
feli o minimalnej wariancji. Najprostsza postacig modelu przy tej parametry-
zacji jest zintegrowany model GARCH. Jest on zagniezdzony w modelu ska-
larno-diagonalnym. Wedtug testu LR model zintegrowany zostat odrzucony
na korzy$¢ modelu skalarno-diagonalnego. Zatem tym razem wyniki testu sg
zgodne z wynikami skutecznos$ci konstrukcji portfeli efektywnych.

Kolejnym uproszczeniem modelu jest przyjecie zatozenia, ze warunko-
we korelacje stop zwrotu sg state w czasie. W pierwszej kolejnos$ci zastosowa-
no jednoréwnaniowe modele GARCH, ktore pozwalajg opisac i prognozowac
zmieniajace si¢ w czasie warunkowe wariancje stop zwrotu. Estymacja jed-
norownaniowych modeli GARCH jest znacznie prostsza, jednakze modele te
nie pozwalaja opisa¢ zmieniajacych si¢ w czasie warunkowych korelacji. Ma-
cierz korelacji byta estymowana na podstawie rozktadu brzegowego standary-
zowanych reszt. Opisana procedura jest faktycznie dwustopniowg estymacja
parametrow modelu stalych warunkowych wspotczynnikow korelacji, jednak-
ze aby odrozni¢ ja od jednostopniowej estymacji, jest ona dalej okreslana jako
zastosowanie jednorownaniowych modeli GARCH. Dodatkowo wszystkie pa-
rametry modelu statych warunkowych wspotczynnikow korelacji estymowa-
no rowniez lacznie, co przetozylo si¢ na wzrost efektywnosci przy konstrukeji
portfela o minimalnej wariancji. Zauwazmy, ze powyzsze modele znajduja si¢
na wysokich miejscach w rankingu, wyprzedzajac wigkszos¢ specyfikacji po-
zwalajacych opisa¢ zmieniajgce si¢ warunkowe wspotczynniki korelacji. Jak
si¢ okazuje, bardziej ztozone modele nie muszg dawaé lepszych prognoz ma-
cierzy kowariancji, szczegdlnie, ze w tym przypadku hipoteza o stato$ci wa-
runkowych wspotczynnikow korelacji nie zostata odrzucona na podstawie te-
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stu Tse (2000). Na podkreslenie zastuguje szdste miejsce w rankingu modeli
jednoréwnaniowych, ktére mozna zastosowac dla dowolnie duzej liczby akty-
woOw, a ich estymacja jest znaczaco krotsza niz taczna estymacja wszystkich
parametrow modelu statych warunkowych wspotczynnikow korelacji'®.

Nastepne parametryzacje, mianowicie K-czynnikowy model GARCH oraz
ortogonalny model GARCH zaktadaja, ze stopy zwrotu aktywdw sg zalezne
od wspolnych, niezaleznych czynnikow. Podstawowa zaleta tych specyfikacji
jest tatwo$¢ estymacji parametroéw, nawet dla bardzo duzej liczby szeregow,
za pomocg uproszczonych procedur opartych na modelach jednoréwnanio-
wych. W obu przypadkach czynniki zostaly wyodrebnione na podstawie ana-
lizy glownych sktadowych. Wspoélne czynniki wyjasniaty odpowiednio 64%,
21% 1 15% zmiennoSci stoép zwrotu badanych spotek. Model K-czynnikowy
oraz ortogonalny znajduja si¢ na odleglych miejscach w rankingu, co wynika
przede wszystkim z utraty istotnych informacji'’. Dla dwoch czynnikoéw zde-
cydowanie lepiej wypada model K-czynnikowy's, poniewaz wszystkie pa-
rametry tego modelu sg estymowane. Jednakze przy duzej liczbie aktywow,
w przypadku modelu ortogonalnego, zwigkszanie liczby czynnikéw nie po-
woduje wzrostu trudnos$ci w estymacji parametréw modelu.

Kolejng rozwazang parametryzacja wielor6wnaniowego modelu GARCH
byt model DCC. Podobnie, jak w przypadku dwdch poprzednich modeli, glow-
ng zaletg tej parametryzacji jest mozliwo$¢ estymacji parametrow za pomocg
procedury dwustopniowej. Model DCC i jego zintegrowana wersja uplasowa-
ty si¢ na odpowiednio siodmym i 6smym miejscu.

Stabsza efektywno$¢ w procesie alokacji aktywoéw najbardziej zlozo-
nych postaci modeli, takich jak model BEKK, moze wynika¢ z dwoch po-
wodow. Po pierwsze, rzeczywiste zaleznosci mogg miec prostsza strukture
i parametryzacja modelu BEKK jest zbyt zlozona. Po drugie, uzyskane oce-
ny parametrow nie gwarantowaty stacjonarno$ci wielowymiarowego procesu.
Znalezienie ekstremum funkcji wiarygodnos$ci przy natozonych restrykcjach
gwarantujacych stacjonarno$¢ okazato si¢ niemozliwe. Trudnosci z estymacija
parametrow modelu BEKK juz przy tak malej liczbie aktywow przemawiaja
na korzys¢ prostszych postaci modeli.

1% Dla trzech spoétek estymacja parametrow wielorownaniowego modelu GARCH byta
okoto dziesi¢¢ razy dtuzsza, dla wickszej liczby aktywow roznica jest jeszcze bardziej znaczaca.

197 Modele czynnikowe wypadaja stabo juz przy opisie szeregow finansowych (patrz ba-
danie Osiewalskiego i Pipienia (2004a) dla modelu GARCH z ukrytym czynnikiem).

1% Dla trzech czynnikdw jest podobnie, z tym ze estymacja 3-czynnikowego modelu nie
ma podstaw teoretycznych.
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Uzyskane wyniki dla modeli GARCH zostaty porownane z wynikami
otrzymanymi na podstawie innych metod konstrukcji portfeli, w tym roéw-
niez metod stosowanych przez praktykéw rynku finansowego. Budowano
sze$¢ portfeli. Pierwszy portfel — statyczny — zostal skonstruowany w ten
sposob, ze dla wszystkich okreséw przyjeto rowne wagi dla trzech waloréw —
W'm\ = (1/3, 1/3, 1/3). Portfel ten stuzy wylacznie jako punkt odniesienia.
Pozostale portfele roznily sie jedynie metoda prognozowania macierzy kowa-
riancji stop zwrotu. Tradycyjny sposob konstrukeji portfela polega na zasto-
sowaniu bezwarunkowej macierzy kowariancji. Uzyskane wyniki wskazuja,
ze klasyczne podejscie, zakladajace statos¢ warunkowych wariancji 1 kowa-
riancji, prowadzi do spadku efektywnosci, cho¢ nalezy zauwazy¢, iz wyste-
powaty modele o zmiennej macierzy kowariancji, ktore znajdowaty si¢ jesz-
cze dalej w rankingach.

Praktycy rynku finansowego do prognozowania macierzy kowariancji
stosuja najczesciej ruchoma macierz kowariancji oraz metode wyrownywania
wyktadniczego. W badaniu przyjeto dwie metody stosowane przez analitykow
JP Morgan, mianowicie ruchoma macierz kowariancji ze stata wygtadzania
rowng 25 oraz metode wyrownywania wyktadniczego z parametrem wyga-
sania rownym 0,94. Metody te znalazly si¢ na dalekich pozycjach w rankin-
gu przy konstrukcji portfela o najmniejszej wariancji, cho¢ nalezy podkresli¢,
ze wypadty znacznie lepiej w rankingu przy budowie portfela o minimalnej
wariancji, dla zadanej oczekiwanej stopy zwrotu. Zauwazmy, ze model wy-
rownywania wykladniczego z parametrem wygasania 0,94 jest szczegdlnym
przypadkiem zintegrowanego wielordéwnaniowego modelu GARCH. Wynik
testu LR zdecydowanie odrzuca model RiskMetrics na korzy$¢ modelu zin-
tegrowanego. Tak jak mozna bylo przypuszczac, estymacja parametru wyga-
sania daje lepsze rezultaty niz przyjmowanie pewnych wartosci z gory. Do-
datkowo zastosowano rowniez procedurg, zaproponowana w pracy Fiszedera
(2004a), polegajaca na wyborze statej wygtadzania w metodzie $redniej ru-
chomej oraz parametru wygasania w metodzie wyréwnywania wyktadnicze-
go dla kazdego okresu na podstawie probki wstepnej. Probka wstgpna miata
150 obserwacji, stata wygtadzania mogta przyjmowa¢ wartosci od 5 do 120,
a parametr wygasania — od 0,01 do 0,99 (co 0,01). Wybierano te wartos$ci, dla
ktorych srednia wariancja stop zwrotu wyznaczonych portfeli o0 minimalnej
wariancji byla najmniejsza w probce wstepnej. Przy takiej procedurze znacz-
nie gorzej wypadla metoda wyréwnywania wyktadniczego, natomiast metoda
ruchomej macierzy kowariancji znalazta si¢ na drugim miejscu w rankingu,
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wyprzedzajac wszystkie, poza modelem skalarno-diagonalnym, specyfikacje
wielorownaniowego modelu GARCH.

Dodatkowo dla modeli, ktérych parametry byly szacowane jednocze$nie
oraz tam, gdzie byto mozliwe oszacowanie tacznej funkcji wiarygodnosci,
podano wartosci kryterium informacyjnego Schwarza (tabela 5.3). Wpraw-
dzie uzyskany ranking modeli wedtug tego kryterium nie pokrywa si¢ z ran-
kingiem otrzymanym na podstawie wynikéw konstrukcji portfeli o minimal-
nej wariancji, ale jest bardziej do niego zblizony niz wyniki bezposredniego
testowania restrykcji przedstawione w tabeli 5.2.

TABELA 5.3 RANKING MODELI WEDLUG KRYTERIUM INFORMACYJNEGO SCHWARZA

Oznaczenia portfeli SIC Ranking
BEKK -27 698 8
BEKK rozktad t-Studenta8 -27 882 1
Diagonalny BEKK -27 746 6
Skalarny BEKK -27337 10
Skalarno-diagonalny -27 748 5
Zintegrowany -27 704 7
Statych wspot. korelacji -27 783 4
DCC -27 806 3
DCC zintegrowany -27 807 2
RiskMetrics -27 562 9

ZRODLO: FISZEDER (2007E).

WNIOSKI

Uwzglednienie zmieniajacych si¢ w czasie wariancji i kowariancji stop
zwrotu przy budowie portfela, z pewnymi wyjatkami, wptywa na wzrost efek-
tywnosci alokacji aktywow. Uproszczenie postaci warunkowej macierzy kowa-
riancji prowadzi na ogét do zmniejszenia szacunkoéw odchylen standardowych
portfeli o minimalnej wariancji, cz¢sto na przekor wynikom testow. Wydaje
si¢, ze parametryzacja modelu BEKK jest zbyt ztozona. Wynik ten jest wazny
z praktycznego punktu widzenia, poniewaz estymacja uproszczonych postaci
wielorownaniowego modelu GARCH jest znacznie tatwiejsza. Wyjatkiem od
tej zasady jest skalarny model BEKK oraz modele K-czynnikowy i ortogonalny,
przy ktorych wystepuje znaczna utrata informacji. Wyniki przeprowadzonych
testow statystycznych, tylko w czesci zostaly potwierdzone przez badanie sku-
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tecznos$ci tworzenia portfeli. Waznym wyjatkiem jest model BEKK z warunko-
wym rozkladem t-Studenta. Zastapienie warunkowego rozktadu t-Studenta roz-
ktadem normalnym nie powoduje spadku skutecznosci przy budowie portfeli.
Niespehienie klasycznych zatlozen dotyczacych testowania (np. brak nor-
malnosci rozktadu) oraz ztozono$¢ rozwazanych parametryzacji nie pozwala
na przeprowadzenie petnego testu statystycznej istotno$ci rdznic pomigdzy
odchyleniami standardowymi portfeli otrzymanymi dla rozwazanych specyfi-
kacji modeli. Engle i Colacito (2006) proponuja test dotyczacy oceny dwoch
metod estymacji macierzy kowariancji w odniesieniu do konstrukcji portfeli
oparty na formutach Diebolda i Mariano (1995). Niestety test ten nie uwzgled-
nia niepewnosci zwigzanej z estymacjg parametrow modeli, na podstawie kto-
rych konstruuje si¢ prognoze. Mozliwa jest jednak ocena ekonomiczna wy-
stepujacych roznic. Na przyktad zastosowanie modelu skalarno-diagonalnego
przy konstrukcji portfela o minimalnej wariancji prowadzi do spadku dzien-
nego odchylenia standardowego portfela o minimalnej wariancji o 3,7%
w stosunku do tradycyjnej metody szacowania macierzy kowariancji, czyli
bezwarunkowej macierzy kowariancji. Wazniejsze od zmian stosunkowych sa
dla inwestoréw réznice w poziomach zmiennych (stop zwrotu), ktére w tym
przypadku wynosza 0,0642 punktu procentowego dla dziennych stop zwro-
tu, co w skali roku daje zmiane¢ o ponad 1 punkt procentowy (spadek z okoto
26,9% do 25,9%)'. Taka roznica dla wigkszo$ci inwestorow nie jest istotna
z ekonomicznego punktu widzenia’®, a roznice pomigdzy innymi modelami
sa duzo mniejsze. Na przyktad réznica pomigdzy pierwszym a szostym mo-
delem w rankingu, w skali roku jest mniejsza niz 0,1 punktu procentowego.
Zatem dla wigkszo$ci inwestorow wystarczajace jest zastosowanie prostszych
metod estymacji macierzy kowariancji stop zwrotu, czyli metody ruchomej
macierzy kowariancji ze stalg wygladzania wybierang dla kazdego okresu na
podstawie probki wstepnej lub jednoréwnaniowych modeli GARCH.
Oczywiscie otrzymanych wynikow nie mozna uogolni¢ na dowolne spot-
ki czy aktywa finansowe. Wybrane spdtki naleza do najwickszych pod wzgle-
dem kapitalizacji oraz najbardziej plynnych spoélek notowanych na GPW
w Warszawie. W podobnym badaniu przeprowadzonym na danych tygodnio-
wych, dla spotek mniejszych i mniej pltynnych (patrz Fiszeder, 2004b), r6z-
nice pomigdzy poszczegdlnymi modelami byly bardziej istotne z ekonomicz-
nego punktu widzenia. Jednakze gldowne wnioski, wynikajace z analizy, byty

199 Wyniki zostaly przeliczone na zwykte stopy zwrotu.
20 Do pelnej oceny nalezatoby jeszcze zbadacd, jaki jest wptyw uwzglednienia kosztow
transakcyjnych.
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zblizone do przedstawionych wyzej. Podobnie uzyskanych rezultatéw nie
mozna jednoznacznie uog6lni¢ na dowolna liczbe aktywow, dlatego w dalszej
czgs$ci rozdzialu przedstawiono wyniki analizy dla dwudziestu spétek.

5.1.3. OCENA EFEKTYWNOSCI KONSTRUKCJI PORTFELI
DLA DWUDZIESTU SPOLEK

Badanie dla dwudziestu aktywow bylo analogiczne do tego, ktére zosta-
lo przeprowadzone dla trzech aktywow. Dla duzej liczby aktywow jest bardzo
mato analiz, w ktorych ocenia si¢ skutecznos¢ budowy portfeli efektywnych
z zastosowaniem prognoz macierzy kowariancji konstruowanych na podsta-
wie wielorownaniowych modeli GARCH. Takie badania zostaty przeprowa-
dzone migedzy innymi przez Engle’a i Shepparda (2001) oraz Engle’a i Colaci-
to (2006). W pierwszej pracy autorzy oceniali tylko dwa modele, mianowicie
model DCC i model RiskMetrics. Porownywali oni wariancj¢ portfela z pro-
gnozowang wariancja portfela i doszli do wniosku, ze przy duzej liczbie ak-
tywow oba modele nie sg skuteczne przy konstrukcji portfeli efektywnych.
W drugiej pracy zastosowano asymetryczny model DCC i poréwnano go
z podejsciem zaktadajacym stato$¢ warunkowej macierzy kowariancji. Za-
stosowanie zmiennej warunkowej macierzy kowariancji dato dodatkowe ko-
rzy$ci w postaci wyzszej stopy zwrotu przy konstrukcji portfeli. W niniejszej
pracy do analizy przyjeto taki sam okres jak przy badaniu trzech spotek, czy-
li od 4 stycznia 1999 roku do 30 czerwca 2006 roku. Sposrod spotek notowa-
nych przez caty przyjety okres na GPW w Warszawie wybrano dwadziescia
spotek o najwiekszej kapitalizacji: Bank BPH, Bank Millennium, Bank Pekao
S.A., BRE Bank, Bank Zachodni WBK, Budimex, Cersanit, Citibank Handlo-
wy, Computerland, Firma Oponiarska Debica, ING Bank Slaski, Grupa Kety,
KGHM Polska Miedz, Kredyt Bank, Mondi Packaging Paper Swiecie, Orbis,
Polska Grupa Farmaceutyczna, Prokom Software, Softbank, Telekomunika-
cja Polska. Przy wyborze pominigto spotki, dla ktorych udziat liczby sesji,
kiedy nie byly notowane, przekraczal 5%. Mialo to na celu unikniecie pro-
blemu niesynchronicznych transakcji. Dla wickszos$ci specyfikacji jednocze-
sna estymacja parametrow wielorownaniowego modelu GARCH jest znacz-
nie trudniejsza w przypadku dwudziestu aktywdw. Dla najbardziej ztozonych
parametryzacji estymacja okazata si¢ nawet niemozliwa ze wzgledu na bar-
dzo duzg liczbg parametrow. Na przyktad najprostsza posta¢ modelu BEKK
z K =1 oraz p = ¢ = 1 ma tysigc dziesi¢¢ parametréw w samym réwnaniu dla
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warunkowej macierzy kowariancji. Dlatego konieczne bylo ograniczenie roz-
wazanych specyfikacji modelu. Przyjeto tylko te postacie, ktorych parametry
mozna oszacowac bez koniecznosci poszukiwania ,,dobrych” warto$ci starto-
wych, w czasie nieprzekraczajacym kilkunastu godzin (miedzy zamknieciem
sesji a otwarciem dnia nastepnego). W badaniu zastosowano osiem specyfikacji
wieloréwnaniowego modelu GARCH: model skalarno-diagonalny, model ska-
larno-diagonalny z warunkowym rozktadem t-Studenta, model zintegrowany,
K-czynnikowy model GARCH dla trzech czynnikéw, model ortogonalny dla
trzech oraz dwudziestu czynnikéw, model DCC oraz zintegrowany model DCC.
Wyniki uzyskane dla modeli GARCH pordéwnano z wynikami otrzymanymi na
podstawie innych metod, ktére zastosowano przy badaniu trzech spolek. Re-
zultaty zaprezentowano w tabeli 5.4. Miegjsca poszczegolnych modeli w ran-
kingach sg bardzo zblizone, niezaleznie od tego, czy portfel o minimalnej wa-
riancji konstruowany jest bez ograniczenia minimalnej stopy zwrotu, czy przy
zadanej, minimalnej oczekiwanej dziennej stopie zwrotu na poziomie 0,5%.
Dalej interpretowane sa tylko wyniki dla portfeli o minimalnej wariancji.

TABELA 5.4. SZACUNKI SREDNICH ODCHYLEN STANDARDOWYCH STOP ZWROTU PORTFELI
O MINIMALNEJ WARIANCJI ORAZ PORTFELI O MINIMALNEJ WARIANCJI, PRZY ZADANYM
POZIOMIE OCZEKIWANEJ STOPY ZWROTU

Oznaczenia portfeli Be;isf;z‘::i::ia Ranking zvl\;[::)lt.llst(;:ls);) Ranking
Jednorownaniowe modele GARCH 0,008262 8 0,011437 7
Skalarno-diagonalny 0,007810 3 0,011221 4
Skalarno-diagonalny rozktad t-Studenta 0,007829 4 0,011235 5
Zintegrowany 0,007794 1 0,011154 2
K-czynnikowy 3 czynniki 0,049739 14 0,073727 13
Ortogonalny 3 czynniki 0,274143 15 0,437218 14
Ortogonalny 20 czynnikow 0,008320 9 0,011520 8
DCC 0,008014 6 0,011157 3
DCC zintegrowany 0,007801 2 0,011036 1
Rowne wagi 0,010254 12 - -
Bezwarunkowa macierz kowariancji 0,008384 10 0,011811 9
Ruchoma macierz kowariancji 0,008038 7 0,011591 12
Ruch. macierz kowariancji k = 25 0,015340 13 0,020486 11
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,007955 5 0,011312 6
RiskMetrics 0,009226 11 0,013628 10

ZRODLO: FISZEDER (2007E).
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Przeprowadzono rowniez wybrane testy dotyczace wlasnosci stop zwrotu
badanych spotek. Poza czterema spotkami (Computerland, Millennium, Pro-
kom i Softbank) stopy zwrotu byty pozbawione autokorelacji. Stopy zwrotu
wszystkich spotek mialy zmienng wariancje warunkowa, a ich rozktady bez-
warunkowe byly rozne od rozktadu normalnego.

W tabeli 5.5 przedstawiono wyniki testow dotyczacych charakteru za-
lezno$ci migdzy stopami zwrotu badanych spotek. Uzyskane wyniki testowa-
nia restrykcji naktadanych na parametry modeli GARCH byly niewrazliwe na
przyjeta specyfikacj¢ rozktadu warunkowego. Dodatkowo w tabeli 5.6 przed-
stawiono ranking modeli na podstawie kryterium informacyjnego Schwarza.

TABELA 5.5. ANALIZA CHARAKTERU ZALEZNOSCI BADANYCH SZEREGOW DLA
WIELOROWNANIOWYCH SPECYFIKACJI MODELU GARCH

Weryfikowane hipotezy Statystyka s t:?t;?tl;ki
N ot var s x
Stato$¢ warunkowych wspotczynnikow korelacji LMC 409*
Skalarno-diagonalny — W* =0, = 1-a LR 1192*
Zintegrowany GARCH - 1-a = 0,94 LR 26382%*

LMC to statystyka testu Tse. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych
weryfikowana hipoteza zostala odrzucona na poziomie istotnosci 0,05. Opis badanych parame-

tryzacji modeli przedstawiono w rozdziale 2.
ZRODLO: FISZEDER (2007E).

TABELA 5.6. RANKING MODELI WEDLUG KRYTERIUM INFORMACYJNEGO SCHWARZA

Oznaczenia portfeli SIC Ranking
Skalarno-diagonalny -190 783 5
Skalarno-diagonalny rozktad t-Studenta -194 311 1
Zintegrowany -191 179 4
DCC -192 506 3
DCC zintegrowany -193 138 2
RiskMetrics -164 814 6

ZRODLO: FISZEDER (2007E).
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W celu ograniczenia liczby parametréw dla modeli skalarno-diagonalne-
g0, zintegrowanego oraz DCC zastosowano upraszczajgce parametryzacje dla
proces6w kowariancyjnie stacjonarnych. W pierwszej kolejnosci estymowano
parametry modelu skalarno-diagonalnego z warunkowym rozktadem normal-
nym oraz t-Studenta. Wedhug testu LR model z warunkowym rozktadem nor-
malnym zostal zdecydowanie odrzucony na korzys¢ modelu z warunkowym
rozkladem t-Studenta. Zastapienie warunkowego rozkladu normalnego roz-
ktadem t-Studenta nie powoduje jednakze spadku szacunkow odchylen stan-
dardowych portfeli o minimalnej wariancji.

Uproszczeniem modelu skalarno-diagonalnego jest model zintegrowany.
Wedhug testu LR model zintegrowany zostat odrzucony na korzy$¢ modelu
skalarno-diagonalnego. Wobec wyniku testu dosy¢ zaskakujace jest pierw-
sze miejsce modelu zintegrowanego w rankingu skutecznos$ci przy konstruk-
cji portfela o minimalnej wariancji. Nalezy jednakze zauwazy¢, ze roznica
migdzy odchyleniami standardowymi portfeli o minimalnej wariancji dla mo-
deli skalarno-diagonalnego i zintegrowanego nie jest istotna z ekonomiczne-
go punktu widzenia. Zastosowanie modelu zintegrowanego przy konstrukcji
portfela o minimalnej wariancji prowadzi do spadku dziennego odchylenia
standardowego portfela o minimalnej wariancji o 7% w stosunku do tradycyj-
nej metody szacowania macierzy kowariancji, czyli bezwarunkowej macierzy
kowariancji. Wazniejsze od zmian stosunkowych sg dla inwestoréw roznice
w poziomach zmiennych (stop zwrotu), ktére w tym przypadku wynosza
0,059 punktu procentowego dla dziennych stop zwrotu, co w skali roku daje
zmiang prawie 1 punktu procentowego (spadek z okoto 13,31% do 12,37%).
Réznice pomigdzy wieloma modelami sg jednakze duzo mniejsze. Rdznica
pomiedzy modelem zintegrowanym a trzecim w rankingu modelem skalarno-
-diagonalnym, w skali roku, jest rowna 0,03 punktu procentowego.

Nastgpne rozwazane parametryzacje wielor6wnaniowego modelu
GARCH, to modele K-czynnikowy oraz ortogonalny. W obu przypadkach
przy estymacji parametréw zastosowano uproszczone procedury oparte na
modelach jednorownaniowych. Czynniki zostalty wyodrgbnione na podsta-
wie analizy gtownych sktadowych. W wigkszos$ci prac dotyczacych modeli
czynnikowych autorzy sugeruja, ze dwa lub trzy czynniki wyjasniajg wigk-
sz0$¢ zmiennosSci stop zwrotu aktywow i sg wystarczajace do opisu macierzy
kowariancji. Z tego wzglgdu w badaniu przyjeto trzy czynniki. Wyjasniaty
one odpowiednio 32,4%, 5,9% oraz 5,1% zmiennos$ci stop zwrotu badanych
spotek. Modele te uplasowaly si¢ na ostatnich miejscach w rankingu. Nie-
uwzglednienie czesSci zmiennos$ci prowadzi do zbyt duzej utraty informacji.
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Dodatkowo estymacja w drugim kroku rownan dla modelu czynnikowego
okazata si¢ bardzo wrazliwa na przyjete wartosci startowe. Model ortogonal-
ny wypada zdecydowanie gorzej, poniewaz cze$¢ jego parametrow jest wy-
znaczana na podstawie analizy glownych sktadowych. Ta wada w przypadku
malej liczby czynnikow okazuje si¢ zaletg przy wickszej ich liczbie. Miano-
wicie rozszerzenie modelu i uwzglednienie wigkszej liczby czynnikéw (nawet
wszystkich) nie powoduje wzrostu trudnosci w estymacji parametréw mode-
lu. Dlatego rozwazono réwniez model ortogonalny z dwudziestoma czynnika-
mi. Ding i Engle (2001) okreslali taki model jako model GARCH gtéwnych
sktadowych. Model ten wypadt zdecydowanie lepiej przy ocenie skuteczno-
$ci konstrukcji portfeli efektywnych, jednakze gorzej niz inne nieczynnikowe
postacie wieloréwnaniowych modeli GARCH.

Kolejng rozwazang parametryzacja modelu GARCH byt model DCC.
Przy estymacji parametréw modelu zastosowano procedurg trzystopniowa.
W pierwszym kroku szacowane sg parametry jednorownaniowych modeli
GARCH, w drugim kroku estymuje si¢ bezwarunkowa macierz kowariancji
dla standaryzowanych reszt z modeli jednorownaniowych, w trzecim kroku
szacuje si¢ parametry odpowiedzialne za zmienne kowariancje warunkowe.
W przypadku zintegrowanej wersji modelu DCC mozna bylo zastosowac pro-
cedure¢ dwustopniowa, poniewaz parametryzacja modelu jest znacznie prost-
sza. Model DCC i zintegrowany model DCC znalazly si¢ wysoko w rankingu,
mianowicie na szostym i drugim miejscu.

Obok modeli wielorownaniowych zastosowano rowniez jednorownanio-
wy model GARCH. Niestety skutecznos¢ tego modelu, przy konstrukcji port-
feli efektywnych, jest znacznie mniejsza niz dla trzech aktywow, cho¢ ciagle
daje lepsze rezultaty niz zastosowanie bezwarunkowej macierzy kowariancji.
Moze to wynika¢ z faktu, ze warunkowe wspotczynniki korelacji dla dwu-
dziestu spotek sa zmienne w czasie (patrz wynik testu Tse (2000) w tabeli
5.5). Przyjecie w takiej sytuacji statej macierzy korelacji jest nieprawidtowe.

Pozostate metody szacowania macierzy kowariancji znalazty si¢ na dal-
szych miejscach w rankingu. Najlepiej wypadta metoda wyrownywania wy-
ktadniczego dla macierzy kowariancji (pigte miejsce), w ktorej parametr wy-
gasania wybierano dla kazdego okresu na podstawie probki wstepnej. Test LR
zdecydowanie odrzuca natomiast model RiskMetrics, czyli model z parame-
trem wygasania rownym 0,94 na korzy$¢ modelu zintegrowanego. Ten wy-
nik zostat pdzniej potwierdzony przy badaniu skutecznosci tworzenia portfela
o minimalnej wariancji. W przypadku, gdy parametr wygasania byt wybie-
rany dla kazdego okresu, przyjmowal on najczgsciej wartos¢ 0,98 lub 0,99.
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Warto zwrdci¢ uwage na stabszy rezultat, w poréwnaniu z trzema spotka-
mi, metody ruchomej macierzy kowariancji z wybierang stalg wygladzania.
Wynika to prawdopodobnie z ograniczenia maksymalnej warto$ci statej wy-
gladzania do 120. W przypadku, gdy stata wygltadzania byta wybierana dla
kazdego okresu, przyjmowala ona najczesciej wartos¢ 120 lub nieco nizsza.
Potwierdzeniem tego jest bardzo dalekie miejsce w rankingu metody rucho-
mej macierzy kowariancji ze stala wygladzania rowng 25. Otrzymane wyniki
wskazujg, ze modele, dla ktorych podczas konstrukceji prognoz macierzy ko-
wariancji wykorzystuje si¢ matg ilos¢ danych z przesziosci, wypadaja stabiej
w rankingu.

WNIOSKI

Generalnie wnioski wynikajace z analizy dla dwudziestu spotek sg zbli-
zone do tych, jakie otrzymano dla trzech spotek. Uwzglgdnienie zmieniaja-
cych si¢ w czasie wariancji i kowariancji stop zwrotu przy budowie portfela,
z pewnymi wyjatkami, wplywa na wzrost efektywnos$ci alokacji aktywow.
Wyjatkiem sg czynnikowe modele GARCH — K-czynnikowy i ortogonalny
oraz metody ruchomej macierzy kowariancji ze stala wygtadzania réwna 25
i RiskMetrics. Przyjmowana w metodologii RiskMetrics warto§¢ parametru
stalej wygtadzania dla danych dziennych 0,94 nie jest warto$cig optymalna
dla polskiego rynku akcji (jest zdecydowanie za niska).

Przy dwudziestu aktywach trudno jest ocenia¢ wplyw uproszczenia po-
staci warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz w zasadzie wszystkie roz-
wazane parametryzacje naleza do uproszczonych postaci wielorownaniowe-
go modelu GARCH. Nalezy jednakze zauwazy¢, ze zardwno przy trzech, jak
i dwudziestu spotkach wysoko w rankingach wypadtly proste postacie mode-
li GARCH, ktorych parametry szacowane sg jednoczesnie, mianowicie mo-
del skalarno-diagonalny i zintegrowany. Te postacie modeli nalezy zatem re-
komendowac¢ sposrdd wieloréwnaniowych parametryzacji modeli GARCH.
Warto podkresli¢, ze oba modele, obok modelu staltych wspotczynnikoéw ko-
relacji, okazaty si¢ najlepsze ze wzgledu na wyniki testow diagnostycznych
(patrz formuty (2.4.2-2.4.4)) w przypadku pigciu spotek z rynku amerykan-
skiego (patrz Ding i Engle, 2001).

Wryniki przeprowadzonych w niniejszym badaniu testow statystycznych,
z wyjatkiem odrzucenia modelu zintegrowanego na korzy$¢ modelu skalar-
no-diagonalnego oraz odrzucenia modelu skalarno-diagonalnego z warunko-
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wym rozktadem normalnym na korzys¢ modelu z warunkowym rozktadem
t-Studenta, zostaty potwierdzone przez badanie skutecznos$ci tworzenia portfe-
li. Rankingi modeli uzyskane na podstawie kryterium informacyjnego Schwa-
rza okazaty si¢ nawet bardziej zblizone do rankingéw uzyskanych na podsta-
wie wynikoéw konstrukcji portfeli o minimalnej wariancji, niz wynikatoby to
z bezposredniego testowania restrykcji dotyczacych szacowanych modeli.

Wyniki dotyczace zaréwno trzech, jak i dwudziestu spolek sugeruja, ze
w przypadku modeli GARCH zastgpienie warunkowego rozktadu normalne-
go rozkladem t-Studenta nie powoduje spadku szacunkéw odchylen standar-
dowych portfeli o0 minimalnej wariancji. Ten wynik jest wazny z praktyczne-
go punktu widzenia, poniewaz estymacja parametrow modelu z warunkowym
rozktadem t-Studenta jest trudniejsza i bardziej czasochtonna.

Podstawowa réznica w wynikach miedzy trzema a dwudziestoma spotka-
mi dotyczy modeli zintegrowanych. Zard6wno model zintegrowany, jak i zinte-
growany model DCC wypadty zdecydowanie lepiej w rankingu dla dwudzie-
stu aktywow. Ten rezultat moze sugerowac, ze w przypadku wickszej liczby
aktywow wielowymiarowy proces stop zwrotu nie jest procesem kowarian-
cyjnie stacjonarnym, co, jak wiadomo, moze by¢ zwigzane ze zmianami bez-
warunkowych macierzy kowariancji w dlugim okresie.

Stosowanie jednorownaniowych modeli GARCH oraz szacowanie ma-
cierzy korelacji na podstawie rozktadow brzegowych standaryzowanych reszt
wydaje si¢ dopuszczalne tylko w przypadku, gdy warunkowe wspotczynniki
korelacji sg stale w czasie.

SKUTECZNOSE¢ METOD KONSTRUKCJI PORTFELI WEWNATRZ PROBY

Wnhnioski wynikajace z przeprowadzonych testow oraz analizy kryterium
SIC nie zawsze pokrywaja si¢ z wynikami przy budowie portfela. W celu po-
szukiwania lepszego kryterium wyboru metod do konstrukcji portfeli prze-
prowadzono analize skutecznosci tworzenia portfeli wewnatrz proby dla cate-
go badanego okresu. Wyniki przedstawiono w tabelach 5.7 1 5.8.
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TABELA 5.7. SZACUNKI SREDNICH ODCHYLEN STANDARDOWYCH STOP ZWROTU WEWNATRZ
PROBY DLA PORTFELI O MINIMALNEJ WARIANCJI ORAZ PORTFELI O MINIMALNEJ WARIANCJI,
PRZY ZADANYM POZIOMIE OCZEKIWANEJ STOPY ZWROTU DLA TRZECH SPOLEK

Oznaczenia portfeli Beszt(:)pg;ilvljlc*(z):zia Ranking zvl\sj[;(l)ltlftﬂ(jlsj"a/o Ranking
Jednoré6wn. modele GARCH 0,017797 10 0,096321 5
BEKK 0,017507 5 0,098941 15
BEKK rozktad t-Studenta 0,017424 3 0,096955 7
Diagonalny BEKK 0,017601 6 0,097083 8
Skalarny BEKK 0,017878 14 0,097453 12
Skalarno-diagonalny 0,017821 11 0,095722 2
Zintegrowany 0,017931 16 0,097265 10
Statych wspot. korelacji 0,017654 8 0,096071 4
K-czynnikowy 2 czynniki 0,018183 17 0,097250 9
Ortogonalny 2 czynniki 0,319703 19 0,219379 18
Ortogonalny 3 czynniki 0,017869 13 0,098160 13
DCC 0,017637 7 0,056903 1
DCC zintegrowany 0,017659 9 0,096540 6
Rowne wagi 0,018599 18 - —
Bezwarunkowa macierz kowariancji 0,017865 12 0,097445 11
Ruchoma macierz kowariancji 0,017014 1 0,100508 17
Ruch. macierz kowariancji k = 25 0,017931 15 0,096065 3
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,017412 2 0,099786 16
RiskMetrics 0,017500 4 0,098529 14

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Podobnie jak w badaniu poza proba, interpretacje wynikdw przeprowa-
dzono tylko w stosunku do procedury budowy portfela o0 minimalnej warian-
cji. Ranking modeli poza proba dla trzech spotek jest zblizony do rankingu
wewnatrz proby. Poza probag zdecydowanie gorzej wypadly modele BEKK
z warunkowym rozkladem normalnym i t-Studenta, z kolei zdecydowanie
wyzsze pozycje w rankingu zajety modele skalarno-diagonalny i zintegrowa-
ny. Modele prostsze wypadaja zatem relatywnie lepiej w ocenie poza proba
niz wewnatrz proby. Dokladnie odwrotna sytuacja wystepuje w przypadku
modeli bardziej ztozonych.
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TABELA 5.8. SZACUNKI SREDNICH ODCHYLEN STANDARDOWYCH STOP ZWROTU WEWNATRZ
PROBY DLA PORTFELI O MINIMALNEJ WARIANCJI ORAZ PORTFELI O MINIMALNEJ WARIANCJI,
PRZY ZADANYM POZIOMIE OCZEKIWANEJ STOPY ZWROTU DLA DWUDZIESTU SPOLEK

Oznaczenia portfeli Bzzt(:)pg;i:::ﬁ::ia Ranking Zaﬁf:&:g:g& Ranking
Jednoréownaniowe modele GARCH 0,009453 2 0,011604 2
Skalarno-diagonalny 0,009601 5 0,011811 5
Skalarno-diagonalny rozktad t-Studenta 0,009583 4 0,011787 4
Zintegrowany 0,010618 9 0,012657 9
K-czynnikowy 3 czynniki 0,479166 14 0,223587 13
Ortogonalny 3 czynniki 0,509345 15 0,228712 14
Ortogonalny 20 czynnikow 0,010240 8 0,012360 7
DCC 0,009394 1 0,011534 1
DCC zintegrowany 0,009492 3 0,011704 3
Roéwne wagi 0,012589 12 - -
Bezwarunkowa macierz kowariancji 0,010132 7 0,012305 6
Ruchoma macierz kowariancji 0,011267 11 0,012857 10
Ruch. macierz kowariancji k = 25 0,019708 13 0,022418 12
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,009653 6 0,012402 8
RiskMetrics 0,010937 10 0,014138 11

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Ranking modeli wewnatrz proby dla dwudziestu spotek jest bardzo zbli-
zony do rankingu poza proéba. Wyjatkiem jest model zintegrowany zajmujacy
pierwsze miejsce poza proba i dopiero dziewigte miejsce wewnatrz proby.

Przeprowadzone badania pokazaty, ze pomocne przy wyborze wlasciwej
parametryzacji modelu do konstrukcji portfela moga by¢ testy statystyczne.
Lepsze rezultaty daje kryterium informacyjne Schwarza, jednakze zdecydowa-
nie najlepszym rozwigzaniem jest analiza skuteczno$ci modeli wewnatrz proby.

5.2. MobpEL CAPM

Model CAPM (ang. capital asset pricing model), nazywany modelem
wyceny dobr kapitalowych lub modelem rownowagi rynku kapitalowego,
probuje wyjasni¢ ksztattowanie si¢ stop zwrotu i cen instrumentéw finanso-
wych. Jest czgsto wykorzystywany w praktyce zycia gospodarczego, mi¢dzy
innymi do szacowania oczekiwanej stopy zwrotu, do kalkulacji kosztu kapi-
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tatu oraz do oceny wynikow funduszy inwestycyjnych. Ze wzgledu na szereg
nierealistycznych zatozen model CAPM budzi obawy. Przeprowadzono wie-
le testow zasadnos$ci modelu, zaro6wno takich, ktore potwierdzily, jak i takich,
ktore podwazyty jego podstawowe zatozenia (patrz np. Haugen, 1996 oraz El-
ton i Gruber, 1998).

Liczne badania empiryczne pokazuja, ze zarowno warunkowe wariancje
i kowariancje stop zwrotu, jak i warunkowe wspotczynniki beta zmieniaja si¢
w czasie (patrz np. Bollerslev, Engle i Nelson, 1994). Wickszos¢ testow mo-
delu CAPM nie uwzglednia powyzszych empirycznych charakterystyk proce-
sow finansowych. Zmienno$¢ wariancji warunkowe;j sktadnika losowego ob-
niza efektywno$¢ estymator6w MNK parametréw w rownaniu dla $redniej.
Zmienno$¢ wspotczynnikdéw beta moze istotnie wptywac na wyniki testow
modelu CAPM. Modelem, ktory pozwala uwzglgdni¢ powyzsze wlasnosci fi-
nansowych szeregdw czasowych i jednocze$nie opisuje zaleznosci miedzy
oczekiwanymi stopami zwrotu instrumentéw finansowych a warunkowymi
kowariancjami stop zwrotu, jest wielorownaniowy model GARCH-M. Z tego
wzgledu moze on by¢ wykorzystany do weryfikacji modelu CAPM. Prezen-
towane w punktach 5.2.115.2.2 testy i wyniki badan publikowane byty w pra-
cach autora — Fiszeder (2006a) i (2006b).

5.2.1. TESTY MODELU CAPM Z ZASTOSOWANIEM
WIELOROWNANIOWYCH MODELI GARCH

Model CAPM mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

E(m)=r,+BIEG) =1, (52.1)

gdzie E(r,) to oczekiwana stopa zwrotu i-tego waloru (moze to by¢ rowniez
portfel), E(r,)) — oczekiwana stopa zwrotu portfela rynkowego, r,— Stopa Zwro-
tu wolna od ryzyka, 3, — wspotczynnik beta dla i-tego waloru dany wzorem
B, = cov(r,r,)/ var(r,)*".

Podstawa modelu CAPM sg dwie zalezno$ci — przedstawiona powyzej linia
rynku papieréw wartosciowych (SML) oraz linia rynku kapitalowego (CML).

201 W literaturze mozna znalez¢ wiele informacji na temat klasycznego modelu CAPM, jego
zatozen oraz modyfikacji. Patrz np. Haugen (1996), Jajuga i Jajuga (1996), Tarczynski (1997a)
oraz Elton i Gruber (1998). W niniejszej pracy nie rozwaza si¢ dalszych modyfikacji modelu
CAPM, jak np. CAPM z zerowym wspoétczynnikiem beta czy konsumpcyjnego modelu CAPM.
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Wszystkie stosowane w podrozdziale 5.2 testy opierajg si¢ na linii SML, inne
podejscie wykorzystujace procedurg testowania modelu APT opartg na czyn-
nikowym modelu GARCH zastosowano w pracy Fiszedera (2007¢). Warto
zwréci¢ uwage, ze wspotczynnik beta w rownaniu (5.2.1) jest zdefiniowany
na podstawie momentow rozktadow bezwarunkowych. Nadwyzka oczekiwa-
nej stopy zwrotu i-tego waloru nad stopg zwrotu wolng od ryzyka (ang. excess
return) — [E(r;) —r,] okre$lana jest jako premia za ryzyko dla i-tego waloru,
natomiast nadwyzka oczekiwanej stopy zwrotu portfela rynkowego nad sto-
pa zwrotu wolng od ryzyka — [E(r,,) — ;] jako rynkowa premia za ryzyko.
Model CAPM zaklada, Zze oczekiwana stopa zwrotu i-tego waloru jest linio-
wa funkcjg ryzyka systematycznego mierzonego wspotczynnikiem beta. Co
wiecej, wspotczynnik beta jest jedyng determinantg roznic wystepujacych po-
migdzy oczekiwanymi stopami zwrotu z roznych walorow. Model wyceny
dobr kapitatowych nie przewiduje dodatkowej stopy zwrotu za ryzyko, ktore-
go mozna unikng¢ przez dywersyfikacje.

Wigkszos§¢ wezesnych testow empirycznych modelu CAPM sprowadza-
la si¢ do estymacji parametréw funkcji regresji na podstawie szeregow cza-
sowych (pierwszy etap), w celu otrzymania szacunkow wspdlczynnikoéw beta
oraz estymacji parametrow funkcji regresji dla danych przekrojowych (drugi
etap), na podstawie ktorej testowano hipotezy dotyczace modelu CAPM. Te-
sty przedstawione w punkcie 5.2.1 dotycza wytacznie funkcji regresji szaco-
wanych na podstawie szeregéw czasowych.

Oznaczajac odpowiednio przez y, — [E(r)—r,] 1 x, — [E(r,)—1/],
model CAPM mozna uog6lni¢ do réwnania regresji*? (patrz np. Mills, 1993;
Osinska, 2000):

yit - ai + ﬁixt + Eit . (522)
Parametry w rownaniu (5.2.2) mozna oszacowac¢ za pomocg MNK. Test mo-

delu CAPM mozna przeprowadzi¢, weryfikujac hipoteze o, = 0%, jednakze
zarO6wno y, , jak i x, musza by¢ stacjonarne, a zalezno$¢ pomigdzy nimi po-

202 Nalezy pamigtac, ze zarowno oczekiwane stopy zwrotu, jak i wspotczynniki beta nie
sg bezposrednio obserwowalne, a przy weryfikacji modelu CAPM wykorzystuje si¢ najcze-
$ciej zrealizowane stopy zwrotu i probkowe oceny wspotczynnikow beta. Z drugiej strony Roll
(1977) twierdzi, ze skonstruowanie portfela rynkowego jest niemozliwe, poniewaz zawiera on
wszystkie aktywa, ktore istniejag w migdzynarodowym systemie ekonomicznym. Zatem model
CAPM nigdy nie bedzie mogt by¢ przedmiotem empirycznej weryfikacji.

203 Testy modelu CAPM i problemy metodologiczne z nimi zwigzane zostaly szeroko
omowione, np. w pracach: Haugen (1996), Elton i Gruber (1998).
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winna by¢ liniowa, sktadnik losowy ¢, powinien by¢ pozbawiony autokore-
lacji, homoskedastyczny i mie¢ rozktad normalny, a wspotczynnik beta powi-
nien by¢ staty w czasie. Rzadko wszystkie powyzsze zatozenia sg spetnione
jednoczes$nie w badaniach empirycznych.

Model wyceny dobr kapitalowych mozna przedstawi¢ w sposob dyna-
miczny, na podstawie momentéw warunkowych rozktadu:

E(’?‘t|¢t—1) = rf,[ + ﬁ[l[E (rM[ ‘ ¢H) - rj‘,[] B (523)

gdzie 1), |, oznacza zbior wszystkich informacji dostgpnych w chwili ¢ —1.
W modelu (5.2.3) zaktada si¢, ze oczekiwania inwestorOw zmieniajg si¢
w czasie 1 sg zalezne od dostepnych informacji. Przy takiej specyfikacji mo-
delu wspodtczynnik (3, nie jest jednoznacznie okreslony, tak jak to byto w mo-
delu w postaci (5.2.1). Wspotczynnik beta moze by¢ na przyktad opisany jako
proces bladzenia przypadkowego lub proces autoregresyjny. Przy estymacji
parametrow odpowiedniego modelu mozna wowczas wykorzystac filtr Kal-
mana. Najczesciej jednak przyjmuje sie, ze:

B, =cov(r, 1| ¥ )/ var (r, | 4,,). (5.2.4)

Zatem zarowno oczekiwane stopy zwrotu, jak i wariancje, kowariancje oraz
wspotczynniki beta moga zmieniaé si¢ w czasie’™. Przyjecie takiej specyfi-
kacji modelu wynika przede wszystkim z rezultatow badan empirycznych
(o zmienno$ci warunkowych kowariancji, warunkowych wspoétczynnikow
korelacji oraz wspotczynnikow beta patrz w podrozdziatach 2.5, 2.6 oraz
4.3).

Model (5.2.3) mozna zapisa¢ w postaci modelu dwuréwnaniowego.
Przyjmijmy, ze rynkowa cena ryzyka — )\ dana jako:

N=[E(, [, ) =7, 1/ var (| 6,), (5.2.5)

jest stata?®,

204 Model CAPM mozna rowniez zapisa¢ na podstawie wyzszych momentoéw warunko-
wych rozktadu, tak aby uwzgledni¢ zaleznosci dotyczace asymetrii i koncentracji (patrz np.
Fang i Lai, 1997 oraz Harvey i Siddique, 2000).

205 Zatozenie takie przyjmuje si¢ czgsto w analizach, ale wymaga ono weryfikacji, o czym
jest mowa w dalszej cze$ci pracy.



.2. Model CAPM
5 odel C 307

Zatem mozemy zapisac:
I’;.[ :rf,t+)‘COV(’/};ath|wt71)+5j;> (526)

Fa =Ty, HAVar(ng [0, ) + ey, (5.2.7)

gdzie C =1 — E(rzt | 1/)1—1) Oraz &, ="ry, — E(th 77Z)t—1)‘

Oczywiscie warunkowe wariancje i kowariancje, wystepujace w formutach
(5.2.4),(5.2.6)1(5.2.7), musza by¢ zdefiniowane. Czesto przyjmuje si¢, ze stopy
zwrotu sg opisane za pomocg wieloréwnaniowego modelu GARCH. Poniewaz
var (r,,, | )= E(E/%w | Y, )= hy, » cov(z,,1, | Y, ) =E(,,ey | )= hiM,t
oraz przyjmujac, ze & = (&;, &u)' jest dwuréwnaniowym procesem GARCH,
model w postaci (5.2.6-5.2.7) mozna przedstawic jako szczegdlny przypadek
dwuréwnaniowego modelu GARCH-M:

y,=a+iHw+eg,, SJ%4~NWJﬂ% (5.2.8)

gdzie y, =(r, — 1, .1, —17,)"s a=(a;,a,,)', ®=(0]1) oraz
h, h

it iM .t

hiM N hMt

t

Test modelu CAPM mozna przeprowadzi¢, weryfikujac hipotezy o, = «,,, =0
oraz A > 0. Zauwazmy, ze wszystkie rozwazane dotychczas modele dotyczy-
ly pojedynczego waloru (portfela). Przy testowaniu modelu CAPM wskazane
jest wykorzystanie duzej liczby walorow.

Weryfikacja modelu CAPM moze by¢ przeprowadzona na podstawie te-
stu wielowymiarowego. Niech y, = (y,,,,,5--» V)" gdzie V, oznacza nad-
wyzke stopy zwrotu i-tego waloru nad stopa zwrotu wolng od ryzyka, a N
liczbg waloréw. Model CAPM mozna zapisa¢ jako:

y,=a+fx +é, (5.2.9)

gdzie o = (o, 0,...,ay)" 1 B =(05,,05,,....0y)" sa wektorami parametrow,
x, =, —r;,)s 810 wektor sktadnikow losowych o wymiarach N x1.
MacKinlay (1987) pokazat, Zze hipoteza o, = o, =...= a,, =0 moze by¢ te-
stowana na podstawie nastepujacej statystyki:
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_(T-N-1)T
(T-2)N
gdzie T oznacza liczbg obserwacji, X i s. to probkowa warto$¢ oczekiwana
i wariancja nadwyzki stopy zwrotu z portfela rynkowego ponad stopg zwrotu
wolng od ryzyka oraz 2= E(ce,") .

Jezeli hipoteza zerowa gloszaca, ze o, =0 (dla kazdego i) jest praw-
dziwa, to statystyka 6 ma rozktad F o N i (T — N —1) stopniach swobo-
dy. Zatozenia, jakie musza by¢ spetnione w przypadku tego testu, sg podobne
do tych w jednowymiarowym tescie CAPM, przeprowadzanym na podsta-
wie rownania (5.2.2). Zatem réwniez w tym przypadku nie sa one najczesciej
spelnione w badaniach empirycznych.

Model CAPM dla N-aktywdéw mozna przedstawi¢ w sposob dynamicz-
ny jako?%:

2
A

X

—2 -1
{1+x—} Q6 (5.2.10)

E(y|y,_)=2Huo,_, (5.2.11)

gdzie y, = (1, Yy ¥xn)'» ¥, — Nadwyzka stopy zwrotu i-tego waloru nad
stopa zwrotu wolng od ryzyka, ) — rynkowa cena ryzyka (parametr ten jest
rowniez czasem okreslany jako parametr awersji do ryzyka lub cena ryzyka
kowariancji), H, — macierz warunkowych kowariancji o wymiarach N x N,
,_, — wektor udziatoéw poszczegolnych waloréw w portfelu rynkowym o wy-
miarach N x1 (udziat i-tego waloru jest okreslony jako iloraz wartosci rynko-
wej danego waloru do wartosci rynkowej wszystkich waloréw).

Nadwyzka stopy zwrotu portfela rynkowego nad stopa wolna od ryzyka
okreslona jest wzorem:

Y = V0, , (5.2.12)

a jej warunkowa warto$¢ oczekiwana oraz warunkowa wariancja dane sg od-
powiednio formutami:

EWy ¥, ) =0 E(y|v, ), (5.2.13)

v, )=0o_Ho,_. (5.2.14)

var (y,,

26 Poniewaz model jest zdefiniowany na podstawie momentéw warunkowych rozktadu,
czgsto okresla si¢ go jako warunkowy CAPM.
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Teoria finansow nie okresla, jaka ma by¢ posta¢ macierzy warunkowych ko-
wariancji H,. Jezeli przyjmiemy, Ze stopy zwrotu sg opisane za pomoca wie-
loré6wnaniowego modelu GARCH, to model (5.2.11) mozna przedstawié
w postaci wieloréwnaniowego modelu GARCH-M (patrz Bollerslev, Engle
i Wooldridge, 1988):

y.=a+lH o, +¢g,, 3;‘%4 ~N(0,H,), (5.2.15)

t77t-1

q P

H,=CC +> Dy &, D +>EH, E,, (5.2.16)
i=1 j=1

gdzie C,D; oraz E; sa macierzami parametrow o wymiarach Nx N. Jako po-

sta¢ wielorownaniowego modelu GARCH przyjeto model BEKK, jednakze

mozliwe sa rowniez inne specyfikacje modelu.

Test modelu CAPM polega na weryfikacji hipotezy o, = o, =...= o, = 0.
Ponadto parametr A\ powinien by¢ dodatni i rowny dla wszystkich N-walorow.
Model w postaci (5.2.15-5.2.16) pozwala rowniez na przeprowadzenie dodat-
kowych testow.

Zauwazmy, ze H o, | oznacza wektor kowariancji poszczegolnych wa-
lorow i portfela rynkowego. Zatem réwnanie (5.2.15) mozna zapisac jako:

Vo =0, FAcov(y,, v, | ) +e, dlai=12,.,N. (5.2.17)
Model wyceny dobr kapitalowych nie przewiduje dodatkowej stopy zwrotu

za ryzyko, ktorego mozna unikng¢ przez dywersyfikacje, zatem parametr -,
W nastepujacym réwnaniu:

V=0, FAcov(V,, V. | ¥, )+, var (p, | Y, )+e,dlai=12,..N (52.18)
powinien by¢ rowny zeru dla wszystkich waloréow. Ryzyko poszczegoélnych
waloréw (mierzone tutaj warunkowymi wariancjami) nie powinno mie¢ dodat-
kowego wplywu na oczekiwane stopy zwrotu walorow. Mozna rowniez badac,
czy inne czynniki, poza ryzykiem rynkowym, maja wplyw na oczekiwane sto-
py zwrotu. Estymuje si¢ woéwczas nastepujacy model wielorownaniowy:

y,=0'z, +)\cov(yit,yM,|¢t7])+€it dlai=12,..N, (52.19)

gdzie z, | jest to wektor zmiennych zawartych w ), , o wymiarach £ x1.
Jako z, | przyjmuje si¢ czynniki, ktore moga wplywac na oczekiwane stopy
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zwrotu, jak na przyktad wskaznik dywidendy, stopy zwrotu indeksu migdzy-
narodowego, réznice pomigdzy rentownosciami dtugoterminowych obligacji
1 krétkoterminowych bonow skarbowych, réznice pomiedzy rentownoscia ob-
ligacji przedsigbiorstw a rentownos$cia obligacji rzadowych, zmiany stop pro-
centowych.

Zauwazmy, ze aby oszacowac rownania (5.2.11) 1 (5.2.15), muszg by¢ zna-
ne udzialy poszczegdlnych walorow w portfelu rynkowym (o) dla catego ba-
danego okresu. Dane dotyczace wartosci rynkowej nie zawsze sa dostepne dla
kazdego aktywu. Jezeli nie mamy informacji o wartosci rynkowej, model w po-
staci (5.2.15-5.2.16) mozna zapisac¢ jako (patrz De Santis i Gerard, 1997):

y, =a+h,, +¢,, &y, ~N(O,H,), (5.2.20)

gdzie ¥, = (Vs Varses V1> Vare) ' H, jest okreslone formuta (5.2.16), a hy, to
N-ta kolumna macierzy H,.

Wektor y, zawiera stopy zwrotu dla N —1 aktywow oraz dla portfela ryn-
kowego. Gdyby model obejmowat wszystkie N-aktywow, wowczas ostatnie
rownanie bytoby liniowg kombinacjg pozostatych réwnan. Rownanie (5.2.20)
mozna zatem przedstawic jako:

V=0 +>\cov(yi,,yM,|1/J[71)+eit dlai=12,...,N—-1, (5.2.21)
yMt :aM +)‘V&r(yMt|¢zfl)+€Mt ° (5222)

We wszystkich rozwazanych dotychczas modelach przyjmuje sig, ze ryn-
kowa cena ryzyka — ) — jest stata. Przypomnijmy, ze )\ dana jest wzorem
A=[E(r,|_)—r, 1/ var(n, | 1, ,)- Poniewaz zaréwno warunkowa war-
tos¢ oczekiwana, jak i warunkowa wariancja zmieniajg si¢ w czasie, mozna
przypuszczac, ze rOwniez rynkowa cena ryzyka nie jest stata w czasie. Teoria
finans6w nie precyzuje zmiennych, ktére wptywajg na rynkowa ceng ryzyka.
Jakakolwiek parametryzacja dynamiki A moze by¢ uznana jako ad hoc. Naj-
czesciej zaktada sig, Zze rynkowa cena ryzyka jest liniowa funkcja zmiennych
instrumentalnych:

A =K'z, (5.2.23)

Jako z, | przyjmuje si¢ podobne zmienne do tych, jakie wystepuja w rowna-
niu (5.2.19). Jezeli na parametry ¥ nie zostang nalozone dodatkowe restrykcje,
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wowczas )\, moze przyjmowac wartosci ujemne. Poniewaz w teorii finansow
zaktada sie, ze rynkowa cena ryzyka jest dodatnia (patrz np. Merton, 1980),
dlatego w wielu pracach przyjmuje si¢ nastgpujaca parametryzacje A, :

A, =exp(x'z, ) . (5.2.24)

Zatozenie o dodatniosci rynkowej ceny ryzyka w ujeciu dynamicznym ozna-
cza, ze stopa zwrotu portfela rynkowego jest dla kazdego okresu wicksza od
stopy zwrotu wolnej od ryzyka. W takiej sytuacji zaden inwestor nie bytby za-
interesowany inwestowaniem w aktywa wolne od ryzyka.

Przyjete zmienne instrumentalne moga nie odzwierciedla¢ dynamiki A, ,
dlatego parametry ¥ w rownaniach (5.2.23) lub (5.2.24) mogg by¢ nieistotne,
pomimo zmiennos$ci parametru w czasie. Z tego wzgledu w pracy Fiszede-
ra (2006a) zaproponowano posta¢ wielorownaniowego modelu GARCH-M,
w ktorym parametr \ jest opisany procesem bladzenia przypadkowego®'’:

Y :bthNt+8t’ 8[‘1//1—1 ~N(0,H,), (5.2.25)
bt = bt—l + vt ’ vt ~ N(Oa Q) s (5226)

gdzie H, okreslone jest formuta (5.2.16) oraz cov(e,,v,)=0.

Parametry takiego modelu mozna estymowac¢ za pomoca metody quasi-naj-
wigkszej wiarygodnosci, w ktorej do budowy funkcji wiarygodnosci wyko-
rzystuje si¢ filtr Kalmana.

Juz w latach siedemdziesiatych poprzedniego stulecia zauwazono, ze za-
lezno$ci pomiedzy stopami zwrotu a wspotczynnikami beta sg inne w okresach
wzrostow 1 spadkow (patrz Fabozzi i Francis, 1978; Kim i Zumwalt, 1979).
W wielu pracach pokazano, ze ryzyko systematyczne, mierzone wspotczyn-
nikiem beta, jest inne podczas hossy i bessy (patrz np. Chen, 1982; Bhardwaj
i Brooks, 1993; Pettengill, Sundaram i Mathur, 1995). Poniewaz w modelu
CAPM wystepuja oczekiwane stopy zwrotu, a weryfikacja modelu jest prze-
prowadzana na podstawie zrealizowanych stop zwrotu, wnioski dotyczace za-
lezno$ci pomigdzy stopami zwrotu a wspotczynnikami beta mogg by¢ myla-
ce. Pettengill, Sundaram i Mathur (1995) proponuja, aby bada¢ warunkowa
zalezno$¢ pomigdzy wspotczynnikami beta a zrealizowanymi stopami zwro-
tu portfela rynkowego. Pokazuja dalej, ze zaleznos¢ pomigdzy stopami zwro-

27 Podobng posta¢, w przypadku jednorownaniowego modelu GARCH-M, zapropono-
wali Chou, Engle i Kane (1992).
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tu a wspotczynnikami beta jest dodatnia, gdy rynkowa premia za ryzyko jest
dodatnia. Ujemna zalezno$¢ wystepuje natomiast wtedy, gdy rynkowa pre-
mia za ryzyko jest ujemna. Wykorzystujagc metodologi¢ zaproponowang przez
Pettengilla, Sundarama i Mathura, w wielu pracach pokazano wystgpowanie
istotnej zaleznoséci pomigdzy stopami zwrotu a wspolczynnikami beta. Nale-
zy jednakze pamigtaé, ze metodologia ta opiera si¢ na tescie Famy i MacBe-
tha (1973), a wigc rowniez i w tym przypadku zatozenia dotyczace wtasnosci
sktadnika losowego i stalosci parametrow nie sa najczesciej spelnione w ba-
daniach empirycznych.

Majac na uwadze powyzsze wlasnosci, Fiszeder (2006a) zaproponowat
nowg posta¢ wieloréwnaniowego modelu GARCH-M:

vy, =a+ A Lh,+A (1-1)h,, +¢, ¢|¥,,~NOH,), (5.2.27)

gdzie H, okreslone jest formutg (5.2.16),a I, =1 gdy x,_, >0 1 [, =0 gdy
x,_, <O0.

Model zaklada, ze rynkowa cena ryzyka moze by¢ rézna, w zaleznosci od
tego, czy zmienna egzogeniczna x, , jest dodatnia, czy ujemna. Powyzszy
model bgdzie dalej okreslany jako wieloréwnaniowy model GARCH z progo-
wym efektem GARCH-M. Model ten mozna traktowac jako rozszerzenie jed-
norownaniowego modelu GARCH z progowym efektem GARCH-M (patrz
GARCH-MT w tabeli 1.1). Podobnie jak w przypadku jednor6wnaniowym,
jako x, , mozna przyja¢ np. stopy zwrotu indeksu rynku akcji w Stanach
Zjednoczonych lub szerszego indeksu mi¢dzynarodowego.

5.2.2. WERYFIKACJA MODELU CAPM DLA GPW w WARSZAWIE

Model CAPM byt przedmiotem licznych analiz empirycznych (patrz
np. Haugen, 1996; Elton i Gruber, 1998). Rezultaty tych badan byly bardzo
zréznicowane. Niektore swiadczyly na korzysé, inne przeciwko modelowi
CAPM. W wielu badaniach pokazano, ze wspolczynniki beta nie sa jedyna
determinantg rdznic wystepujacych pomigdzy stopami zwrotu. Takie czynni-
ki jak: kapitalizacja spotki, wskaznik cena do wartosci ksiggowej, wskaznik
cena do zysku, zmienne makroekonomiczne wptywaly istotnie na oczekiwane
stopy zwrotu. Test modelu CAPM z zastosowaniem wielordwnaniowego mo-
delu GARCH przeprowadzili migdzy innymi: Bollerslev, Engle i Wooldridge
(1988), Giovannini i Jorion (1989), Ng (1991), Chan, Karolyi i Stulz (1992),
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De Santis i Gerard (1997). Wyniki badan z zastosowaniem modelu GARCH
réwniez nie byly jednoznaczne.

Weryfikacjg modelu CAPM dla GPW w Warszawie zajmowali si¢ mig-
dzy innymi: Gajdka i Wolski (1998), Bolt i Mitobedzki (2002), Byrka-Kita
i Rozkrut (2004) oraz Trzpiot i Krezotek (2006). Wyniki uzyskane przez Bot-
ta 1 Mitobedzkiego (2002) przemawiaty na korzys¢ modelu CAPM, jednak
poniewaz zastosowali oni test w postaci (5.2.10), weryfikowali wigc wytacz-
nie hipotezg¢ o nieistotnosci wyrazow wolnych w rownaniu (5.2.9). Wyniki
pozostatych badan §wiadczyly przeciwko modelowi CAPM, co bylo zwia-
zane przede wszystkim z wystepowaniem ujemnej premii za ryzyko. Powyz-
sze badania nie uwzglednialy zmiennosci warunkowych wariancji i kowarian-
cji oraz wspotczynnikow beta. W pracach Byrki-Kity i Rozkruta (2004) oraz
Trzpiot i Krezotka (2006) dopuszczono zmienno$¢ wspotczynnikow beta, ale
jedynie w zalezno$ci od tego, czy zrealizowana stopa zwrotu portfela ryn-
kowego jest wicksza czy mniejsza od stopy zwrotu wolnej od ryzyka. W ni-
niejszej pracy zastosowano wielordwnaniowe modele GARCH, co pozwolito
uwzgledni¢ zmienno$¢ warunkowych wariancji, kowariancji oraz wspotczyn-
nikow beta.

Poniewaz btedy oszacowania wspotczynnikéw beta portfeli sa mniejsze
niz btedy oszacowania wspotczynnikéw beta pojedynczych walorow, dlatego
lepiej jest przeprowadzi¢ test modelu CAPM na podstawie portfeli (patrz El-
ton i Gruber, 1998). W niniejszym badaniu zastosowano indeksy sektorowe.
Informacje na temat udziatow poszczegdlnych sektorow w portfelu rynkowym
nie sg znane dla calego badanego okresu, z tego wzgledu do analizy przyjeto
model w postaci (5.2.20). Gdyby model obejmowat wszystkie sektory, wow-
czas rownanie dla portfela rynkowego bytoby liniowa kombinacja pozosta-
tych réwnan. Dodatkowo estymacja zastosowanego modelu GARCH, przy
wickszej liczbie walorow, jest praktycznie niemozliwa (ze wzgledu na licz-
be parametrow)?®. Dlatego tez w badaniu pominigto sektory, ktorych udziat
w kapitalizacji catego rynku byl niewielki (ponizej 5%). De Santis i Gerard
(1997) zwracajg uwagg, ze test CAPM moze by¢ przeprowadzony na dowol-
nej podgrupie waloroéw, jednakze wraz ze zmniejszaniem si¢ liczby badanych
waloréw, maleje moc testu. Do badania przyjeto nastepujace sektory: spo-
zywczy, chemiczny, metalowy, banki i telekomunikacja. Spotki wchodzace
w sktad wybranych sektorow stanowily ponad 75% kapitalizacji catego ryn-
ku, zatem moc testu powinna by¢ stosunkowo duza. Na przyktad spoiki, na

208 Na przyktad dla 15 waloréw w modelu BEKK(1,1) wystepuje 570 parametrow.
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podstawie ktorych oblicza si¢ subindeksy sektorowe indeksu WIG stanowity
tylko okoto 50% kapitalizacji rynku.

Badano tygodniowe stopy zwrotu w okresie od 1 stycznia 1995 r. (dane
dla wczesniejszego okresu nie sa dostepne) do 31 lipca 2004 roku. Skroce-
nie przyjetego okresu nie jest celowe z uwagi na stosowane procedury es-
tymacyjne, ktore wymagaja relatywnie dlugich szeregéw czasowych. Jako
stope wolng od ryzyka przyjeto rentowno$¢ 52-tygodniowych bonow skarbo-
wych, a jako portfel rynkowy indeks WIG (indeks ten obejmuje najwicksza
liczbe spotek notowanych na GPW w Warszawie)*®. W pierwszej kolejnosci
zastosowano test bez modelu GARCH dany formuta (5.2.10). Na podstawie
uzyskanych wynikéw () =1,19 ), nie bylo podstaw do odrzucenia hipotezy
o =, =...=a, =0, co przemawia na korzy$¢ modelu CAPM. Jednakze
wickszo$¢ zatozen dotyczacych sktadnika losowego & w réwnaniu (5.2.9) nie
byta w tym przypadku spetniona (homoskedastyczno$¢ i normalno$¢). Ponad-
to test ten weryfikuje wytacznie hipoteze o nieistotnosci wyrazow wolnych
w rownaniu (5.2.9).

W dalszej kolejnosci estymowano model GARCH-M w postaci (5.2.20)
bez wektora &, gdzie jako wielorownaniowy model GARCH przyjeto model
BEKK w postaci (5.2.16) z p=1 i g=1. Model BEKK zapewnia dodatnia
okreslono$¢ macierzy kowariancji H,, a z drugiej strony nie naktada z goéry na
macierz kowariancji krepujacych ograniczen, jak np. model statych korelacji
czy model DCC. Poniewaz nie udalo si¢ oszacowa¢ modelu w ogolnej postaci
(prawdopodobnie ze wzgledu na duzg liczbe parametrow, ktdra wynosita 94),
przyjeto model BEKK w postaci diagonalnej, tzn. model, w ktérym macierze
D; i E;w rownaniu (5.2.16) sa macierzami diagonalnymi. Stuszno$¢ takiego
zatozenia potwierdzajg szacunki dla modeli o mniejszych wymiarach (gdzie
parametry znajdujace si¢ poza przekatng w macierzach D; i1 E; byly nieistotne
statystycznie) oraz wyniki testu na istotno$¢ wspotczynnikow korelacji wza-
jemnej dla kwadratow stop zwrotu badanych szeregdw czasowych. W celu
dalszego zmniejszenia liczby szacowanych parametrow przyjeto, ze macierz
C w réwnaniu (5.2.16) jest macierzg trojkatna. Uzyskane wyniki przedstawio-
no w tabeli 5.9. Liczby od 1 do 6 oznaczaja odpowiednio sektory: spozywczy,
chemiczny, metalowy, banki, telekomunikacja i indeks WIG.

209 Model CAPM nie okresla jednoznacznie czestotliwosci danych, portfela rynkowego,
jak i stopy wolnej od ryzyka. Ich wybor jest zawsze kwestig dyskusyjng i moze mie¢ wplyw
na uzyskane wyniki. Weryfikacj¢ modelu CAPM z zastosowaniem modeli GARCH dla innych
rynkow akeji na $wiecie przeprowadzano najczesciej na podstawie danych miesi¢gcznych, jed-
nakze w przypadku braku wystarczajacej liczby obserwacji stosowano réwniez dane o wigkszej
czgstotliwosci, np. dane tygodniowe lub dzienne.
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TABELA 5.9. WYNIKI ESTYMACJI MODELU GARCH-M w POSTACI (5.2.20) BEZ WEKTORA @

Parametr | Ocena par. | Blad oceny | Stat.t | Parametr | Ocena par. | Blad oceny | Stat.t
A 0,4365 1,3211 0,33 Co -0,0028 0,0007 3,83
c, 0,0049 0,0013 3,73 Ces 0,0005 0,0005 1,00
c,, 0,0041 0,0019 2,11 Ce, -0,0022 0,0007 3,09
c, -0,0046 0,0013 3,52 Cgs 0,0014 0,0003 4,24
c,, 0,0040 0,0014 2,86 Ces 0,0025 0,0006 4,51
C; -0,0020 0,0008 2,66 d, 0,1851 0,0261 7,09
C, 0,0051 0,0012 4,18 d, 0,1711 0,0300 5,71
C, 0,0027 0,0010 2,59 d,, 0,2127 0,0306 6,95
Cp -0,0020 0,0006 3,60 d,, 0,2184 0,0295 7,40
Cys 0,0001 0,0005 0,26 dg 0,2635 0,0402 6,56
Cp -0,0039 0,0008 5,04 dg 0,2126 0,0300 7,09
- 0,0059 0,0029 2,03 €, 0,9729 0,0074 130,82
c, -0,0040 0,0019 2,11 €, 0,9707 0,0109 88,96
Cy, 0,0001 0,0015 0,06 €, 0,9650 0,0095 101,95
» -0,0026 0,0020 1,32 » 0,9642 0,0091 106,49
Cys 0,0112 0,0027 4,13 e, 0,9487 0,0155 61,29
Cq, 0,0039 0,0017 2,33 €4 0,9630 0,0116 82,87

ZRODEO: FISZEDER (20064).

Wszystkie oceny parametrow w macierzach D, i E, s3 istotne statystycznie,
co wskazuje na wystepowanie silnych zaleznosci pomi¢dzy wariancjami ba-
danych szeregéw czasowych. Ocena parametru ) jest dodatnia, jednakze nie-
istotna statystycznie, co $wiadczy przeciwko modelowi CAPM. Przeprowa-
dzone testy diagnostyczne dotyczace wystgpowania autokorelacji i efektu
ARCH potwierdzaty prawidlowa specyfikacj¢ modelu. Rozktady standaryzo-
wanych reszt majg grube ogony, dlatego do estymacji parametrow zastosowa-
no metode quasi-najwigkszej wiarygodnosci. Otrzymane tg metodg estymato-
ry s3 zgodne i asymptotycznie nieobcigzone. Rezultaty dodatkowych badan
niezamieszczonych w pracy wskazuja, ze specyfikacja rozktadu warunkowe-
go 1 przyjecie na przyktad warunkowego rozktadu t-Studenta nie ma istotnego
wplywu na prezentowane w pracy wyniki.

Oszacowana na podstawie wielorownaniowego modelu GARCH-M ryn-
kowa premia za ryzyko oraz warunkowe wspotczynniki beta, wyznaczone na
podstawie formuty (5.2.4) dla wszystkich badanych sektoréw, zostaty przed-
stawione na rysunku 5.1. Rynkowa premia za ryzyko znaczgco zmieniata si¢
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w czasie (na przyklad w styczniu 1999 r. byla ponad pieciokrotnie wigksza
niz w pierwszym potroczu 2003 r.). Najwickszy jej wzrost wystapit w sierp-
niu i wrze$niu 1998 r., co bylo zwigzane z kryzysem finansowym w Rosji oraz
w styczniu 1999 r., co bylo zwiazane z kryzysem finansowym w Brazylii.

Rynkowa premia za ryzyko Wspotczynniki beta sektora
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RYSUNEK 5.1. RYNKOWA PREMIA ZA RYZYKO ORAZ WARUNKOWE I BEZWARUNKOWE

WSPOLECZYNNIKI BETA, OSZACOWANE NA PODSTAWIE MODELU GARCH-M W POSTACI
(5.2.20)

ZRODEO: FISZEDER (2006A).
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Oszacowane warunkowe wspolczynniki beta rOwniez zmienialy si¢ w cza-
sie. Najwigksze zmiany nastgpity w przypadku sektoréw metalowego i teleko-
munikacji, ale rowniez w przypadku innych sektorow szacunki warunkowych
wspotczynnikdéw beta utrzymywaty sie przez dlugi okres (nawet przez kilka
lat) ponizej lub powyzej §redniej wartosci. Dla wszystkich sektorow, poza te-
lekomunikacja, przez wigksza cz¢s¢ badanego okresu szacunki warunkowych
wspotczynnikéw beta byly ponizej jednosci, co oznacza, ze sektory te sa mato
wrazliwe na zmiany zachodzgce na rynku (akcje wchodzace w sktad tych sek-
toréw sa najczesciej akcjami defensywnymi). Sektor telekomunikacja jest sek-
torem agresywnym, co oznacza, ze jest portfelem bardziej ryzykownym anize-
li portfel rynkowy.

W dalszej kolejnosci przeprowadzono szereg dodatkowych testow doty-
czacych rozszerzonych postaci modelu, ktére mialy na celu zbadanie popraw-
nosci przyjetej specyfikacji. Wyniki tych testow moga dodatkowo $wiadczy¢
na korzys$¢ lub przeciwko modelowi CAPM. Najpierw weryfikowano hipote-
2§ o =, =...= o, = 0. Oceny parametréw dla modelu GARCH-M, w po-
staci (5.2.20), z wektorem « zostaly przedstawione w tabeli 5.10.

TABELA 5.10. WYNIKI ESTYMACJI MODELU GARCH-M W POSTACI (5.2.20) Z WEKTOREM «.

Parametr Ocena par. Blad oceny Stat. t
Olspoz -0,0005 0,0027 0,20
Olchem 0,0008 0,0031 0,25
Olmet -0,0017 0,0033 0,53
Olbanki -0,0011 0,0029 0,38

Oliel -0,0021 0,0057 0,37
awiG -0,0019 0,0037 0,52
A 1,6752 2,6102 0,64

W tabeli pominig¢to oceny parametrow w warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz
byty bardzo zblizone do tych, jakie wystgpowaly w modelu bez wektora a (tabela 5.9).

ZRODEO: FISZEDER (20064).

Szacunki parametrow w warunkowej macierzy kowariancji byty bardzo
zblizone do tych, jakie wystgpowaty w modelu bez statej, dlatego zaprezento-
wano jedynie oceny w rownaniach dla srednich warunkowych (podobnie byto
w przypadku pozostatych modeli prezentowanych w dalszej czgsci pracy).
Wszystkie oceny parametréw « sg nieistotne statystycznie. Taki sam wynik
otrzymano przy weryfikowaniu hipotezy tacznie dla wszystkich parametrow
o, =a, =...=a, =0 (zastosowano test ilorazu wiarygodnosci LR). Obli-
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czenia zostaly zaprezentowane w tabeli 5.11. Ten wynik przemawia na ko-
rzy$¢ modelu CAPM, jednakze ocena parametru \ pozostala nieistotna.

TABELA 5.11. TESTOWANIE ROZSZERZONYCH POSTACI MODELU CAPM

Weryfikowane hipotezy Liczba stopni swobody LR
w=w=..=on=0 6 6,33
M=h=..=A 5 4,35
Yi=y2=...=yxa=0 5 5,01
vi=m=..=vn1=0 5 4,26
Gr=@2=...=¢on=0(S&P) 6 79,46*
Gr=@2=...=n=0 (S&P.1) 6 12,68*

Gwiazdka oznacza oceny statystyk, w przypadku ktorych weryfikowana hipoteza zostata
odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.
ZRODEO: FISZEDER (20064).

Nieistotno$¢ parametru A\ moze wynikac z faktu, ze jest on r6zny dla r6z-
nych sektoréw. W celu weryfikacji hipotezy A\ =\, =...= )\, =\ oszacowa-
no model GARCH-M, przy zalozeniu, ze parametr )\ jest r6zny w kazdym
réwnaniu. Uzyskane wyniki przedstawia tabela 5.12. Oceny parametrow \
ro6znig si¢ migdzy sobg (najwyzsze oceny wystepowaty dla sektora chemicz-
nego i spozywczego, a najnizsze dla sektora metalowego), jednakze na pod-
stawie testu LR (tabela 5.11) nie ma podstaw do tego, aby odrzuci¢ hipoteze
A =\, =...= ], . Ponadto wszystkie oceny sa nieistotne statystycznie. Za-
tem zrdéznicowanie parametru \ pomiedzy sektorami nie moze by¢ powodem
braku istotnosci tego parametru w modelu CAPM.

TABELA 5.12. WYNIKI ESTYMACJI MODELU GARCH-M W POSTACI (5.2.20) - PARAMETR
A ROZNY W KAZDYM ROWNANIU

Parametr Ocena par. Blad oceny Stat. t
Aspor 1,4641 1,5249 0,96
Achem 1,4666 1,5734 0,93
Kanet 0,4176 1,5924 0,26
Mbanki 1,2611 1,4784 0,85

Meel 0,7099 1,6443 0,43
Awic 0,4530 1,3047 0,35

W tabeli pominigto oceny parametrow w warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz
byty bardzo zblizone do tych, jakie wystgpowaly w modelu bez wektora a (tabela 5.9).

ZRODEO: FISZEDER (20064).
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Model CAPM nie przewiduje dodatkowej stopy zwrotu za ryzyko, kto-
rego mozna unikng¢ przez dywersyfikacje, zatem parametr 7, w rownaniu
(5.2.18) powinien by¢ nieistotny dla wszystkich badanych sektoréw. Oszaco-
wany model GARCH-M, rozszerzony o warunkowe wariancje poszczegol-
nych sektorow w réwnaniach dla srednich warunkowych, przedstawia tabela
5.13. Ocena zadnego z parametréw -y, nie byla istotna statystycznie. Taki sam
wynik otrzymano przy weryfikowaniu hipotezy tacznie dla wszystkich para-
metrow 7y, =Y, =...= Yy_, = 0 (obliczenia zostaly zaprezentowane w tabeli
5.11). W réwnaniu (5.2.18) nie dodaje si¢ wariancji dla indeksu WIG, ponie-
waz zgodnie z formutg (5.2.22) wystepuje ona juz w rownaniu (dlatego w ta-
beli 5.13 nie ma parametru 7y, ). Ryzyko poszczegdlnych sektoréw (mierzo-
ne tutaj warunkowymi wariancjami) nie ma zatem dodatkowego wptywu na
oczekiwane stopy zwrotu.

TABELA 5.13. WYNIKI ESTYMACJI MODELU GARCH-M ROZSZERZONEGO O WARIANCJE
WARUNKOWE W ROWNANIACH DLA SREDNICH

Parametr Ocena par. | Blad oceny Stat. t
A 0,4639 1,2211 0,38
Yspoz 0,8029 1,1781 0,68
Yehem 1,1378 1,1451 0,99
Vimet 0,0518 0,9512 0,05
Voanki 0,6266 1,0671 0,59
Yeel 0,1352 1,1483 0,12

W tabeli pomini¢to oceny parametréw w warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz
byty bardzo zblizone do tych, jakie wystepowaty w modelu bez wektora a (tabela 5.9).

ZRODLO: FISZEDER (20064).

W nastepnych testach zbadano, czy inne czynniki, poza wspotczynnikiem
beta, majg wplyw na oczekiwane stopy zwrotu walorow. Estymowano para-
metry modelu GARCH-M, w ktorym, zamiast rownan w postaci (5.2.21), sto-
py zwrotu dane sg formutg (5.2.19). Jako z, , przyjeto wariancje warunkowa
stop zwrotu portfela rynkowego oraz stopy zwrotu indeksu S&P 500. Row-
nanie w modelu rozszerzonym o wariancj¢ stop zwrotu portfela rynkowego
dane jest formula:

Vi = v, var(y,, | Y, )+ Acov(y,, vy, | Y. +e, dlai=12,.,N-1 (52.28)
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Uzyskane szacunki przedstawiono w tabeli 5.14, a wyniki testu przy badaniu
facznym — w tabeli 5.11. Wszystkie oceny parametrow v, sa nieistotne staty-
stycznie (ten wynik $wiadczy na korzy$¢ modelu CAPM), jednakze ocena pa-
rametru \ pozostata nieistotna.

TABELA 5.14. WYNIKI ESTYMACJI MODELU GARCH-M ROZSZERZONEGO O WARIANCJE
STOP ZWROTU PORTFELA RYNKOWEGO

Parametr Ocena par. Blad oceny Stat. t
A 0,4666 1,2585 0,37
Vpoz 0,5862 0,5938 0,99
Uchem 0,7106 0,6534 1,09
Vet -0,2198 0,8173 0,27
Ubanki 0,6244 0,5576 1,12
Veel 0,4864 1,2465 0,39

W tabeli pomini¢to oceny parametréw w warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz
byty bardzo zblizone do tych, jakie wystepowaty w modelu bez wektora a (tabela 5.9).

ZRODEO: FISZEDER (20064).

Koniunktura na wigkszosci rynkow akcji na Swiecie jest w duzym stopniu
uzalezniona od koniunktury na rynku akcji w Nowym Jorku. Podobnie jest
w przypadku GPW w Warszawie. Pomigdzy indeksem WIG a indeksami giet-
dy w Nowym Jorku wystepuja silne zaleznosci (patrz np. Fiszeder, 2001b,
2003a, punkty 2.5.1 i 2.6.2 niniejszej pracy). W badaniu zastosowano indeks
S&P 500, poniewaz dobrze mierzy on koniunktur¢ na szerokim rynku ak-
cji i jest jednym z najczeg$ciej analizowanych indeksow rynku akcji w Sta-
nach Zjednoczonych. Rozwazano dwa modele GARCH-M rozszerzone o sto-
py zwrotu indeksu S&P 500:

Vi =@ilssp +)\COV(yit’yMt|77Z}t—l)+6it dla i=12,.,N, (5229)

gdzie jako 7., przyjeto stopy zwrotu w chwili ¢ (pierwszy model) i ¢ —1
(drugi model). Uzyskane szacunki dla pierwszego z modeli zaprezentowano
w tabeli 5.15.
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TABELA 5.15. WYNIKI ESTYMACJI MODELU GARCH-M ROZSZERZONEGO O JEDNOCZESNE
STOPY ZWROTU INDEKSU S&P

Parametr Ocena par. | Blad oceny Stat. t

A -0,3885 1,3208 0,29
Dspoz 0,3124 0,0575 5,44
@chem 0,3475 0,0745 4,66
Pmet 0,3405 0,0768 4,43
Pbanki 0,3769 0,0707 5,33
el 0,7499 0,1453 5,16
Pwic 0,4854 0,0735 6,60

W tabeli pominig¢to oceny parametrow w warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz
byty bardzo zblizone do tych, jakie wystgpowaly w modelu bez wektora a (tabela 5.9).

ZRODEO: FISZEDER (2006A).

Indeks S&P 500 miat bardzo silny wptyw na stopy zwrotu indeksu WIG
i wszystkich sektoréw (najsilniejszy dla sektora telekomunikacja). Taki sam
wynik otrzymano przy weryfikowaniu hipotezy tacznie dla wszystkich para-
metrow ¢, = ¢, =...= ¢, =0 (tabela 5.11). W przypadku, gdy stopy zwrotu
indeksu S&P 500 sg z chwili ¢ —1, wptyw na badane sektory jest duzo stab-
szy (istotny tylko w przypadku sektora banki), ale nadal istotny przy bada-
niu tgcznym (tabela 5.11). Uzyskane rezultaty $wiadcza przeciwko modelowi
CAPM. Wobec istnienia silnych powigzan miedzy GPW w Warszawie a ryn-
kami akcji na swiecie, indeks WIG nie powinien by¢ traktowany jako portfel
rynkowy lub nalezatoby rozszerzy¢ model CAPM o indeks odzwierciedlaja-
cy koniunkture na innych rynkach akcji na §wiecie (model wieloczynnikowy,
patrz podrozdziat 5.3).

We wszystkich rozwazanych dotychczas modelach przyjmuje sig, ze ryn-
kowa cena ryzyka — \ — jest stata. Przyczyng braku istotnosci parametru A
w powyzszych modelach moze by¢ jego zmienno$¢ w czasie. W celu wery-
fikacji tej hipotezy estymowano model GARCH-M, dla ktorego A, jest dane
formuta (5.2.23). Jako z, | przyjeto stopy zwrotu indeksu S&P 500. Uzyska-
ne wyniki zaprezentowano w tabeli 5.16.
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TABELA 5.16. WYNIKI ESTYMACJI MODELU GARCH-M ZE ZMIENNA CENA RYZYKA,
SZACOWANA NA PODSTAWIE STOP ZWROTU INDEKSU S&P

Parametr Ocena par. Blad oceny Stat. t
K, 0,5835 1,2785 0,46
K, -59,2745 43,7438 1,36

W tabeli pomini¢to oceny parametréw w warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz
byly bardzo zblizone do tych, jakie wystgpowaty w modelu bez wektora o (tabela 5.9).

ZRODEO: FISZEDER (2006A).

Ocena parametru , jest nieistotna, co wskazuje na stalos¢ parametru )\, . Przy-
jeta parametryzacja rynkowej ceny ryzyka moze jednak nie odzwierciedla¢ dy-
namiki )\ , dlatego dodatkowo estymowano model w postaci (5.2.25-5.2.26),
w ktorym parametr ) jest opisany jako proces btadzenia przypadkowego. Po-
niewaz nie mozna w tradycyjny sposob testowa¢ istotnosci parametru ¢, dla-
tego jako kryterium stato$ci parametru wykorzystano przedziaty ufnosci wy-
znaczone na podstawie filtru Kalmana. Jezeli ¢ = 0, to jego estymator nie ma
standardowego rozktadu (patrz Harvey A. C., 1989). Rysunek 5.2 przedstawia
punktowe oceny b, wraz z 95% przedzialami ufno$ci wyznaczonymi na pod-
stawie filtru Kalmana.

Rynkowa cena ryzyka
0.06
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RYSUNEK 5.2. PUNKTOWE OCENY b, ORAZ 95% PRZEDZIALY UFNOSCI DLA RYNKOWEJ
CENY RYZYKA

ZRODLO: FISZEDER (20064).
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Uzyskane oceny b, oraz przedziaty ufnosci wskazujg na stato$¢ rynkowej
ceny ryzyka. Podobne wyniki uzyskali Fiszeder i Kwiatkowski (2005a) dla
wiekszosci analizowanych spotek i indeksow, notowanych na GPW w War-
szawie, w przypadku jednoréwnaniowych modeli GARCH-M. Stosunkowo
szerokie przedzialy ufnosci sugeruja, ze rdwniez ta parametryzacja rynko-
wej ceny ryzyka moze nie odzwierciedla¢ dynamiki ). Z tego wzgledu esty-
mowano zaproponowany model GARCH z progowym efektem GARCH-M
w postaci (5.2.27). Jako zmienng egzogeniczng przyjeto stopy zwrotu indeksu
S&P 500. Uzyskane wyniki przedstawia tabela 5.17.

TABELA 5.17. WYNIKI ESTYMACJI MODELU GARCH Z PROGOWYM EFEKTEM GARCH-M

Parametr Ocena par. | Blad oceny Stat. t
A 7,8785 1,5765 4,997
A -9,4564 2,1033 -4,496

W tabeli pomini¢to oceny parametréw w warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz
byty bardzo zblizone do tych, jakie wystgpowaty w modelu bez wektora « (tabela 5.9).

ZRODLO: FISZEDER (20064).

Oceny parametrow A i A~ sa istotne statystycznie i wskazuja, ze rynko-
wa cena ryzyka jest dodatnia, gdy stopa zwrotu indeksu S&P 500 jest dodania
oraz ujemna, gdy stopa zwrotu indeksu S&P 500 jest ujemna. Wystepuje za-
tem asymetryczny efekt GARCH-M, podobny do tego, jaki zaobserwowano
w przypadku analizy jednowymiarowej dla wickszosci spotek 1 indeksow no-
towanych na GPW w Warszawie (patrz punkt 4.4.2). Otrzymane rezultaty wy-
jasniaja, dlaczego dla modelu w postaci (5.2.25-5.2.26) uzyskano tak szerokie
przedziaty ufnosci dla b, oraz dlaczego w pozostatych modelach GARCH-M
otrzymano nieistotne szacunki parametru )\ . Uzyskany wynik §wiadczy prze-
ciwko klasycznemu modelowi CAPM, poniewaz rynkowa cena ryzyka po-
winna by¢ dodatnia (patrz Merton, 1980). Wydaje sig, ze zaproponowany mo-
del pozwala lepiej opisa¢ zalezno$ci miedzy oczekiwanymi stopami zwrotu
a warunkowymi kowariancjami stop zwrotu badanych sektoréw, jednakze
wobec wynikow przedstawionych w podrozdziale 5.3 nie stanowi mocne-
go argumentu przemawiajacego za teorig CAPM. Podobnie jak w przypadku
jednoréwnaniowym, zaobserwowana zalezno$¢ mogtaby okazac si¢ nieistot-
na, gdyby zastosowa¢ model VAR-BEKK dla wszystkich badanych sektorow
1 indeksow WIG i S&P 500 tacznie, jednakze ze wzgledu na duzg liczbe para-
metrow nie udato si¢ oszacowac parametrow takiego modelu.
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WNIOSKI

Model CAPM opisuje mechanizm ksztaltowania si¢ stop zwrotu i cen in-
strumentow finansowych przy zalozeniu, ze inwestorzy dziataja w sposob ra-
cjonalny. W podrozdziale 5.2 przedstawiono testy modelu CAPM z zastoso-
waniem wieloréwnaniowych modeli GARCH-M. Zaproponowano dwie nowe
postacie wieloréwnaniowego modelu GARCH-M: model, w ktérym rynkowa
cena ryzyka jest opisana za pomoca procesu bladzenia przypadkowego oraz
wielorownaniowy model z progowym efektem GARCH-M. Przeprowadzono
rowniez weryfikacj¢ modelu CAPM na podstawie sektorow notowanych na
GPW w Warszawie. Oszacowane, na podstawie wielorownaniowego modelu
GARCH-M warunkowe wspotczynniki beta oraz rynkowa premia za ryzyko
zmienialy si¢ w czasie. Najwigkszy wzrost rynkowej premii za ryzyko nasta-
pit w okresach kryzyséw finansowych w Rosji 1 Brazylii.

Czes$¢ uzyskanych wynikéw przemawiala na korzy$¢ modelu CAPM:
wyrazy wolne w rownaniach nie r6znity si¢ istotnie od zera, rynkowa cena ry-
zyka byta rowna dla wszystkich sektorow, wariancja warunkowa stop zwrotu
portfela rynkowego oraz ryzyko poszczegdlnych sektorow (ryzyko, ktorego
nie mozna unikna¢ przez dywersyfikacje) nie mialo dodatkowego wptywu na
oczekiwane stopy zwrotu. Inne wyniki $wiadczyly jednakze przeciwko mo-
delowi CAPM. Zalezno$¢ pomigdzy oczekiwanymi stopami zwrotu badanych
sektoréw a kowariancjami stop zwrotu sektorow i portfela rynkowego, bada-
na na podstawie standardowych postaci modelu GARCH-M, nie byla istotna
statystycznie. Ponadto model CAPM powinien by¢ rozszerzony o indeks od-
zwierciedlajgcy koniunkturg na innych rynkach akcji na §wiecie (indeks S&P
500 miat bardzo silny wptyw na stopy zwrotu indeksu WIG i wszystkich ba-
danych sektorow). Propozycja rozszerzenia modelu CAPM o indeks $§wiato-
wej koniunktury dotyczy prawdopodobnie réwniez innych rynkow akcji na
swiecie i jest zgodna z krytyka Rolla (1977), ktory twierdzit, ze skonstru-
owanie portfela rynkowego jest niemozliwe, poniewaz zawiera on wszyst-
kie aktywa istniejace w migdzynarodowym systemie ekonomicznym. Wyni-
ki uzyskane na podstawie zaproponowanego modelu z progowym efektem
GARCH-M wskazuja, ze zalezno$¢ pomi¢dzy oczekiwanymi stopami zwrotu
a kowariancjami jest istotna statystycznie, jednakze rynkowa cena ryzyka jest
dodatnia, gdy stopa zwrotu indeksu S&P 500 jest dodatnia oraz ujemna, gdy
stopa zwrotu indeksu S&P 500 jest ujemna.

Wiele sposrod rozwazanych specyfikacji modeli GARCH nie dato po-
twierdzenia pozadanych cech modelu rownowagi rynku. Moze to by¢ spowo-
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dowane wieloma czynnikami, o ktorych wspomina si¢ rOwniez przy testowa-
niu klasycznej wersji modelu CAPM, jak np. niewtasciwie dobrany portfel
rynkowy czy niewlasciwy miernik stopy wolnej od ryzyka. Przyjete w pra-
cy zmienne s3 jednymi z najczgsciej stosowanych w tego typu badaniach, co
nie oznacza, ze sg to zmienne wlasciwe. Haugen (1996) oraz Elton i Gruber
(1998) wyjasniaja szerzej powszechnie znane trudnos$ci z weryfikacja mode-
lu CAPM.

5.3. MODEL APT

Problemy zwigzane z weryfikacjg modelu CAPM legly u podstaw gwat-
townego wzrostu zainteresowania alternatywnymi teoriami wyceny aktywow
kapitalowych. Sposréd nich duze uznanie zyskata teoria arbitrazu cenowego
APT (Ross, 1976). Model APT mozna z jednej strony potraktowaé jako teori¢
konkurencyjna, a z drugiej strony jako teori¢ rozszerzajaca CAPM. W odréz-
nieniu od modelu CAPM, w modelu APT zaktada si¢, ze istnieje wiele czyn-
nikéw ryzyka determinujacych sytuacje na rynku papierow warto§ciowych,
dlatego rownowaga wystepujaca w teorii arbitrazu cenowego ma charakter
bardziej ogdlny od rownowagi okreslonej przez model CAPM.

Klasyczna wersja modelu APT jest statyczna, tzn. rozwaza si¢ wyrdznio-
ny okres czy moment, a nie ich sekwencje. Z tego wzgledu podejscie takie
nie uwzglednia zmiennos$ci warunkowych wariancji stop zwrotu czynnikow
1 aktywow oraz zmiennosci kowariancji stop zwrotu aktywow. Fakt ten moze
mie¢ wplyw na alokacj¢ aktywow, jak i na wyniki testow modeli CAPM i APT.
W pracy zaprezentowano dynamiczny model APT z czynnikowym modelem
GARCH, ktory pozwala uwzgledni¢ w badaniu zmienno$¢ warunkowych wa-
riancji stop zwrotu czynnikoéw i aktywow oraz zmienno$¢ kowariancji stop
zwrotu aktywow. Przedstawiony model zastosowano nastgpnie do testowania
modelu APT dla GPW w Warszawie. W badaniu zastosowano dwustopniowg
metode estymacji, ale z wykorzystaniem, w drugim kroku, modelu wielorow-
naniowego. Przyjecie takiej metody estymacji umozliwito testowanie liczby
czynnikdéw. Dwustopniowa estymacja, stosowana przez innych autordw, opar-
ta na modelach jednoréwnaniowych nie pozwala na przeprowadzenie tego
typu testu. Prezentowane testy i wyniki zostaty opublikowane w pracy Fisze-
dera (2008a) i sg rozszerzeniem badan przedstawionych w pracach tego auto-
ra (2007d) i (2007g), w ktorych czynniki zostaty wyodrebnione na podstawie
analizy glownych sktadowych, w odniesieniu do stop zwrotu portfeli akcji.
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W niniejszej pracy analiza glownych sktadowych zostata przeprowadzona na
podstawie zmiennych makroekonomicznych i finansowych.

5.3.1. SPECYFIKACJA MODELU APT Z CZYNNIKOWYM
MODELEM GARCH

W teorii arbitrazu cenowego przyjmuje si¢ zalozenie, ze stopy zwrotu
z dowolnej akcji (lub portfela) sg liniowo zalezne od K czynnikow:

Ly = 1y +ﬂilflt +ﬂi2f2[ +"‘+ﬂinKt +g, dlai=12,.,N, t=1,2,..,
(5.3.1)

gdzie r, oznacza stopg zwrotu i-tej akcji (lub portfela) w chwili ¢, p, — to
oczekiwana stopa zwrotu i-tej akcji, f,, — k-ty czynnik ryzyka w chwili ¢, 3,
— wspotczynnik wrazliwosci stopy zwrotu i-tej akcji wzgledem k-tego czynni-
ka, ¢, — sktadnik losowy rownania?'’.

Przyjmuje si¢ nastgpujace zalozenia dotyczace zmiennych w réwnaniu

(5.3.1);

(. dla i=1,2,..,N, (53.2)
0 dlai=j,

Ei , l. J. dla i,;=12,..,N, (5.3.3)
& ol dla i=j,

E(e /)= dla i=12,.,N, k=12,..K. (5.3.4)

Najbardziej znanym w finansach modelem jednoczynnikowym jest model
Sharpe’a (patrz podrozdziat 4.3). Zmienno$¢ sktadnika losowego w rownaniu
(5.3.1) odzwierciedla ryzyko specyficzne, zwiazane z dang akcja. Teoria wy-
ceny arbitrazowej nie precyzuje czynnikow ryzyka. Istnieje kilka metod wy-
znaczania czynnikow (por. Elton i Gruber, 1998; Kuziak, 1999). Poniewaz
W teorii arbitrazu cenowego czynniki nie sg sprecyzowane, dlatego kazdy test
APT bedzie warunkowy wzgledem przyjetych czynnikdw.

Podstawa teorii arbitrazu cenowego jest prawo jednej ceny, ktore glosi, ze
to samo dobro nie moze by¢ sprzedawane po dwoch réznych cenach. Zatem
instrumenty finansowe o rownym ryzyku powinny mie¢ te same stopy zwrotu.

210 W literaturze mozna znalez¢é wiele informacji na temat modelu APT i jego zalozen,
patrz np. Ross (1976), Jajuga i Jajuga (1996), Tarczynski (1997a), Elton i Gruber (1998).
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Oprocz zatozenia prawa jednej ceny i funkcjonowania arbitrazu, APT zaklada
réwniez jednorodno$¢ oczekiwan inwestorow. Przyjmuje sie, ze wszyscy in-
westorzy maja te same oczekiwania co do charakterystyk instrumentéw finan-
sowych (oczekiwanych stop zwrotu, ryzyka, wspotczynnikow korelacji). Kla-
syczna teoria APT opiera si¢ rowniez na szeregu dodatkowych zatozen, jak na
przyktad krétka sprzedaz dozwolona jest bez zadnych ograniczen (patrz np.
Haugen, 1996; Jajuga i Jajuga, 1996; Tarczynski, 1997a).

Model APT wyprowadza si¢ przy zatozeniu portfela arbitrazowego. Wie-
loczynnikowy model APT mozna przedstawic¢ jako:

1 =X+ A8y + A8 4ot ABg s dlai=12,..,N, (53.5)

gdzie A\, (k=0,1,...,K ) oznaczaja wspotczynniki rownania.
Mozna pokaza¢, ze wspolczynniki ), dane sa jako:

N=1ps M =Ty =y dla k=12,..K, (5.3.6)

gdzie r, oznacza stopg zwrotu wolng od ryzyka, Py — oczekiwana stope
zwrotu portfela, ktory jest niewrazliwy na wszystkie czynniki, oprocz k-tego,
a ktorego wrazliwos$¢ na k-ty czynnik jest jednostkowa. Zatem wspotczyn-
nik A\, (k=1,2,...,K ) moze by¢ okreslany jako premia za ryzyko, zwigzana
z czynnikiem f, . Z rownania (5.3.5) wynika, ze oczekiwana premia za ry-
zyko jest §rednig wazong oczekiwanych premii za ryzyko, zwigzanych z po-
szczegblnymi rodzajami ryzyka.

Wybdr metody estymacji parametrow rownania (5.3.1) zalezy w duzym
stopniu od wyboru metody wyznaczania czynnikow. Czynniki, bedace sztucz-
nymi konstrukcjami, mozna wyodrgbni¢ za pomoca analizy czynnikowej lub
analizy gtéwnych sktadowych. Nalezy podkresli¢, ze inny jest cel tych metod
(patrz Jajuga, 1993). W analizie czynnikowej wyjasniane sg kowariancje mie-
dzy zmiennymi. Z kolei analiza gtdéwnych sktadowych powstata jako metoda
transformacji zbioru zmiennych, ktorej gtldwnym zadaniem jest wyjasnienie
wariancji zmiennych. Istnieje kilka metod estymacji parametréw oraz czynni-
kéw w rdwnaniu (5.3.1). Do najczesciej stosowanych naleza metoda najwigk-
szej wiarygodnosci oraz metoda gléwnego czynnika, bezposrednio wykorzy-
stujaca analize gtdéwnych sktadowych.

Wicekszo$¢ metod, bazujacych na metodzie najwigkszej wiarygodnosci,
wymaga dosy¢ silnych zatozen dotyczacych rozktadow stop zwrotu. Connor
i Korajczyk (1986) zaproponowali metode wyznaczania czynnikow, ktora nie



378 Rozdzial V. Teoria portfela i modele rynku kapitalowego

wymaga spelnienia zatozenia o normalno$ci rozktadow stop zwrotu. Meto-
da ta jednakze wymaga statosci macierzy kowariancji sktadnikow losowych
w modelu czynnikowym. Jones (2001) przedstawit alternatywna metodg, kto-
ra jest odporna na heteroskedastycznos¢.

Jezeli czynnikami sg portfele, a zmienne ekonomiczne lub czynniki sg
zdefiniowane na gruncie teorii preferencji, to do estymacji parametrow row-
nania (5.3.1) stosuje si¢ najczgsciej metode najmniejszych kwadratow?!!. Na-
lezy jednakze pamigtaé, ze zalozenia klasycznej metody najmniejszych kwa-
dratdw czgsto nie sg spetnione dla szeregdw finansowych.

Estymacje¢ parametrow modelu APT w postaci (5.3.5) przeprowadza si¢
na podstawie danych przekrojowych, wykorzystujac oceny parametréw 3, ,
otrzymane dla rownania (5.3.1). Najczgs$ciej stosuje sie metodg najmniejszych
kwadratow. Oceny parametréw ), mozna roéwniez wyznaczy¢, konstruujac
portfele o jednakowej wrazliwosci na k-ty czynnik i niewrazliwe na pozosta-
te czynniki?'? oraz korzystajac z zaleznosci (5.3.6). Parametr )\, jest wowczas
rowny oczekiwanej stopie zwrotu portfela niewrazliwego na wszystkie czyn-
niki.

Testowanie modelu APT polega na zbadaniu istotno$ci parametrow A,
w rownaniu (5.3.5). W wielu pracach bada si¢ réwniez stalo$¢ parametrow.
Jak dotad wyniki testéw APT sa niejednoznaczne i w duzym stopniu zaleza
od metodologii, wedtug ktorej zostaty przeprowadzone. Dokonujgc porownan
na podstawie APT, nie wiemy, czy odchylenia od linii arbitrazu sa odzwier-
ciedleniem rzeczywistosci, czy nie wynikaja z wyboru niewtasciwych czynni-
kow. Z kolei stwierdzenie, ze wigcej niz jeden ze wspolczynnikéw )\, istotnie
r6zni si¢ od zera nie wystarcza, by moc odrzuci¢ model CAPM (patrz Elton
i Gruber, 1998).

Istnieja stosunkowo mocne argumenty §wiadczace o tym, Ze na stopy zwro-
tu oddzialuje wigcej niz jeden czynnik i oceny parametrow A, w modelu APT
(réwnanie (5.3.5)) sa istotne statystycznie. Jednakze mozliwe, Ze oceny para-
metrow A, dla dodatkowych czynnikow sg istotne nie dlatego, ze model APT
jest poprawny, ale ze wzgledu na to, ze konstruujac model, nie zidentyfikowano
wiasciwie portfela rynkowego. Nawet jesli rzeczywiscie tak jest, wykorzysta-
nie modeli wielowskaznikowych pozwala lepiej wyjasnié stopy zwrotu niz ja-
kikolwiek dotychczas zaproponowany reprezentant portfela rynkowego.

2 Jezeli sktadniki losowe & (i = 1, 2, ..., N) beda skorelowane, to estymatory nie beda
najefektywniejsze.

N
212 Rozwigzujgc uktady rownan: 519/( = Zwlﬂik dla k= 1,2,..., K przy znanych wspot-

czynnikach wrazliwosci poszczegdlnych akcji iigértfela.
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Jezeli wariancja sktadnika losowego w rownaniu (5.3.1) ma zmienng wa-
riancj¢ warunkowa, to estymatory MNK parametréw (3, nie beda najefektyw-
niejsze (strata efektywno$ci moze by¢ stosunkowo duza). Jezeli wspotczynniki
B, zostang oszacowane z blgdami, wowczas oceny parametrow A, w rowna-
niu (5.3.5) bedg obcigzone (na przyktad dla modelu CAPM ocena )\ jest naj-
czgsciej zanizona, a ocena wyrazu wolnego — zawyzona — patrz Elton i Gruber,
1998). Podobnie nieuwzglednienie zmiennej wariancji moze wptywac istot-
nie na wyniki testu APT (patrz Jones, 2001). Obok niespetionego zatozenia
o stalo$ci macierzy kowariancji stop zwrotu, w literaturze mozna rdwniez zna-
lez¢ krytyczne uwagi dotyczace liniowej postaci modeli wyceny oraz egzoge-
niczno$ci czynnikow makroekonomicznych wzgledem stop zwrotu (patrz np.
Hiemstra i Kramer, 1997). Trudno jednoznacznie wskaza¢ przyczyny obser-
wowanych nieliniowych zaleznosci, ale przynajmniej w czesci moga one by¢
zwigzane z zalezno$ciami w wariancji*'®. Niespelnienie zatozenia o stabej eg-
zogenicznosci czynnikow makroekonomicznych wzgledem stéop zwrotu moze
stanowi¢ problem w przypadku standardowych metod estymac;ji.

W celu uwzglednienia zmiennos$ci warunkowych wariancji stop zwrotu
czynnikdéw 1 aktywow oraz kowariancji stop zwrotu aktywow mozna zasto-
sowaé wieloréwnaniowe modele GARCH?". Ze wzgledu na duzg liczbe pa-
rametrow, ktore nalezy oszacowac oraz warunek dodatniej okreslonosci ma-
cierzy kowariancji wiele postaci wielorownaniowych modeli GARCH jest
bardzo trudna lub niemozliwa do estymacji dla duzej liczby aktywow. Jed-
ng z postaci modelu GARCH, ktérg mozna oszacowa¢ nawet dla bardzo du-
zej liczby aktywow, jest czynnikowy model GARCH. Powstato kilka posta-
ci czynnikowego modelu GARCH, migdzy innymi*'®: K-czynnikowy model
GARCH (Engle, 1987), model GARCH z ukrytym czynnikiem ARCH (Die-
bold i Nerlove, 1989), czynnikowy model GARCH z obserwowalnymi i ukry-
tymi czynnikami (King, Sentana i Wadhwani, 1994), pelnoczynnikowy model
GARCH (Vrontos, Dellaportas i Politis, 2003). Nie kazda posta¢ wielorow-
naniowego modelu GARCH umozliwia testowanie liczby czynnikéw w mo-

213 Zalezno$ci w wariancji mozna opisac¢ za pomocg czynnikowego modelu GARCH sto-
sowanego w niniejszej pracy, cho¢ jak pokazuja wyniki badan, model ten wyjasnia zaleznoS$ci
w wariancji bardzo stabo.

214 Do alternatywnych rozwigzan mozna zaliczy¢ metodologi¢ RiskMetrics oraz zastoso-
wanie wieloréwnaniowych modeli SV. Nardari i Scruggs (2008) wykorzystuja model SV do te-
stowania modelu APT. Metodologia RiskMetrics ma stosunkowo stabe podstawy teoretyczne,
natomiast estymacja parametrow modeli SV jest generalnie znacznie trudniejsza niz estymacja
dla modeli GARCH (cho¢ zalezy to oczywiscie od konkretnej specyfikacji modelu).

215 Patrz punkt 2.1.5.
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delu APT?!%. Wydaje sie, ze najlepiej do tego celu moze stuzyé K-czynnikowy
model GARCH, zastosowany po raz pierwszy w testach APT przez Engle’a,
Ng i Rothschilda (1990). K-czynnikowy model GARCH (p,q), wprowadzo-
ny przez Engle’a (1987), mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci (patrz
rownanie (2.1.32)):

g | Via~ D(07Ht )a (5.3.7)

K q )4
H =G+ zgkg'k (z %‘iw'k & & W+ z K/Z'kw'k Htjwkj , (5.3.8)
k=1 i=1 j=1
gdzie: ¢, jest wektorem zmiennych losowych o wymiarach N x1, ¢,_, ozna-
cza zbidr wszystkich informacji dostgpnych w chwili #—1, D(0,H,) ozna-
cza okreslong posta¢ wielowymiarowej funkcji ggstosci prawdopodobienstwa
o wartosciach oczekiwanych roéwnych zeru i macierzy kowariancji H,, w,
1 g, sa wektorami parametrow o wymiarach N x1, v,,k, Oznaczaja para-
metry, G jest symetryczng macierza parametrow o wymiarach N X N.
Model czynnikowy zapewnia dodatnig okreslono$¢ macierzy H,, a jednocze-
$nie ma relatywnie mniejszg, np. w stosunku do modelu BEKK, liczb¢ para-
metrow.
Engle, Ng i Rothschild (1990) rozwazaja nastepujacy model*'”:

K
Y, =n,+D B Sy tE, (5.3.9)
k=1

gdzie y, jest wektorem o wymiarach N x1 i oznacza stopy zwrotu z N ak-
tywoéw pomniejszone o stope zwrotu wolng od ryzyka (nadwyzkowe stopy
zwrotu), p, to wektor oczekiwanych stop zwrotu z N aktywow pomniejszo-
nych o stope zwrotu wolng od ryzyka (wektor premii za ryzyko) o wymiarach
N x1, B, to wektor parametrow o wymiarach N x1 (w analizie czynnikowej
okreslanych jako fadunki czynnikoéw lub zasoby czynnikéw), f,, oznaczaja
czynniki wspdlne, K to liczba czynnikow (K < N )*"¥, ¢ jest wektorem czyn-
nikow specyficznych o wymiarach N x1.

216 Wiekszo$¢ parametryzacji jest zbyt ztozona i estymacja parametrow jest bardzo trud-
na. W przypadku prostszych specyfikacji nie jest tatwe potaczenie estymacji parametrow ma-
cierzy kowariancji z estymacja parametrow w Srednich, opisujacych zalezno$¢ migdzy wspot-
czynnikami beta a premiami za ryzyko (konieczna jest estymacja taczna).

217 W pracy Ng, Engle i Rothschild (1992) powyzszy model zostat nieco rozszerzony i za-
wiera zaré6wno czynniki statyczne, jak i dynamiczne.

218 Warunek jest konieczny, jezeli czynniki sg konstruowane na podstawie stop zwrotu
aktywow.
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Przyjmuje si¢ nastgpujace zatozenia:

E(f|¢)=0 dla k=12,..K, (5.3.10)
E(f fu|)=0 dla k=1, kI=12,..K, (5.3.11)
Ele|w, )= E&] fi1s forros frsWis )= 0 (5.3.12)
Elee v, )=2. (5.3.13)

Specyfikacja (5.3.9) jest bardzo zblizona do modelu czynnikowego w po-
staci (5.3.1), z tym ze oczekiwane stopy zwrotu nie sg stale w czasie i rowna-
nie jest zapisane dla stop zwrotu pomniejszonych o stope wolnag od ryzyka.
Przyjecie nadwyzkowych stop zwrotu nie ma wptywu na wyniki testowania
modelu APT, jednakze z tego powodu w rownaniu (5.3.16) nie pojawia si¢ A,
(oznaczajace stopg wolng od ryzyka), tak jak w réwnaniu (5.3.5).

Niech B, (k=1,2,...,K ) oznaczaja nadwyzkowe stopy zwrotu portfe-
li reprezentujacych czynniki*”’, obliczane wedtug formuty P, =a', y, , gdzie
a, oznacza wektor wag. Warunkowa macierz kowariancji y, ma wowczas na-
stepujacg postac¢?:

K
H =>8,B 1, +Q, (5.3.14)
k=1

gdzie h,, oznacza wariancj¢ warunkowg czynnika f,, w chwili 7.

Pomiedzy czynnikami a stopami zwrotu aktywow wystepuje przyczynowosc¢
w wariancji (patrz Granger, Robins i Engle, 1984). Czynniki sg przyczynami
w wariancji stop zwrotu aktywow. Zamiast bada¢ dynamik¢ warunkowej ma-
cierzy kowariancji wszystkich aktywow (co z uwagi na duza liczbe aktywow
jest praktycznie niemozliwe, bez dodatkowych zalozen upraszczajacych), wy-
starczy zbada¢ dynamike warunkowych wariancji czynnikoéw. Podobnie do
prognozy warunkowych wariancji i kowariancji stop zwrotu aktywow wystar-
czajace s3 prognozy wariancji czynnikow.

21 Engle, Ng i Rothschild (1990) konstruuja czynniki na podstawie nadwyzkowych stop
zwrotu aktywow, dlatego nazywaja je nadwyzkowymi stopami zwrotu portfeli reprezentu;ja-
cych czynniki. Dalej w tek$cie dla uproszczenia postugiwano si¢ pojeciem czynnika.

220 Model ten jest szczegdlnym przypadkiem K-czynnikowego modelu GARCH w po-
staci (5.3.8) (odpowiednie przeksztalcenia mozna znalez¢é w pracy Engle’a, Ng i Rothschil-
da, 1990).
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Model w postaci (5.3.9) moze by¢ interpretowany jako dynamiczny mo-
del czynnikowy, w ktorym tadunki czynnikow sg stale, natomiast czynni-
ki wspdlne majg zmienne w czasie wariancje warunkowe. Réwnanie (5.3.9)
mozna zapisa¢ W nieco innej postaci:

K
Y: =H:+katsz+8n (5.3.15)
k=1

gdzie v, =B, h.>, f. = f,, /b, czymniki f,, sazatem standaryzowane, tzn.
Et—l(fk*) =01 varz—l(ﬁ:) =1.
Model ten mozna interpretowac jako dynamiczny model czynnikowy, w kto-
rym tadunki czynnikoéw sg zmienne w czasie.

Niech )\, oznacza premig za ryzyko zwigzane z czynnikiem f, w chwili
t. Model APT mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

K

=D 4By (5.3.16)

k=1
Roéwnanie (5.3.16) jest analogiczne do rownania (5.3.5) w klasycznym mode-
lu APT i mozna je wyprowadzi¢ przy zatozeniu modelu konsumpcyjnego beta
(patrz Engle, Ng i Rothschild, 1990). Zaktadajac dodatkowo statos¢ preferen-
cji w czasie, )\, moze by¢ wyrazone jako funkcja liniowa warunkowej wa-
riancji k-tego czynnika:

A =C +0,h, dla k=12,...,K. (5.3.17)

Do petnej specyfikacji modelu konieczne jest okreSlenie 7, Zauwazmy, ze
h,, moze by¢ dowolna funkcja zmiennych obserwowalnych w chwili £ —12'.
Jednakze bardzo ogolna specyfikacja bedzie bardzo trudna lub wrgcz niemoz-
liwa do oszacowania. Mozna zalozy¢, ze czynniki sg niezaleznymi procesa-
mi. W takiej sytuacji czgsto przyjmuje si¢, ze k-ty czynnik (k =1,2,...,K ) jest
opisany za pomocg jednoréwnaniowego modelu GARCH(1,1)-M?2:

P, =c, +6h, +5,, el ~N(OR,), (5.3.18)

by = + becios + 0, (5.3.19)

21 Oczywiscie zapewniajacg dodatnio$¢ wariancji.
222 Jezeli zachodzi taka konieczno$¢, nalezy zastosowaé wyzsze rzedy opoznieh p i g
w modelu GARCH (p, q).
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W przypadku, gdy hipoteza o normalnosci rozktadu warunkowego ¢,, zosta-
nie odrzucona, mozna zastosowac inne rozktady. W niniejszej pracy zastoso-
wano rozktad t-Studenta®?®. W przypadku ztagodzenia zatozenia o niezalezno-
$ci proceséw czynnikoéw, roéwnanie (5.3.19) moze by¢ zastapione nastepujaca
formuta:

k—1
hy =W, + b iy +Ouhy, |+ Z[ Pty Pl |- (5.3.20)
1=1
Na zmiennos$¢ k-tego czynnika wpltywa zmienno$¢ z wczesniejszych okre-
sow k — 1 pierwszych czynnikow. Pomiedzy czynnikami wystgpuje przyczy-
nowo$¢ w wariancji.

Rozwazane postacie modeli wariancji i kowariancji warunkowych (po-
stacie (5.3.14), (5.3.19) lub (5.3.20)) sg szczegdlnymi przypadkami czyn-
nikowego modelu GARCH w postaci (5.3.8). Bardziej ogélny model moz-
na uzyskaé, zakladajac, ze zmiennos$¢ k-tego czynnika zalezy od zmiennosci
z wcezesniejszych okresow wszystkich czynnikow. W tym przypadku w celu
konstrukcji wariancji 4,, konieczna jest estymacja parametrow modelu wie-
loré6wnaniowego.

Zamiast rownania (5.3.16), szacuje si¢ nastepujace rownanie:

K
Y, =W+ D 4B+, (5.3.21)
k=1

gdzie y, jest wektorem parametrow o wymiarach N x1, n, jest wektorem
sktadnikow losowych o wymiarach N x1. W rownaniu (5.3.21), w poréwna-
niu z rownaniem (5.3.16), pojawia si¢ wektor sktadnikow losowych oraz wek-
tor wyrazow wolnych y,. Wyrazy wolne zostaty dodane w celu uwzglednienia
czesci indywidualnych premii za ryzyko poszczegoélnych aktywow zwigza-
nych z nieuwzglednionymi w modelu czynnikami o statych warunkowych
wariancjach, kowariancjach i premiach za ryzyko.

Do estymacji parametrow modelu w postaci rownan (5.3.14), (5.3.18),
(5.3.19) lub (5.3.20) oraz (5.3.21) mozna zastosowaé MNW?**, Estymato-
ry MNW parametréw strukturalnych oraz macierzy kowariancji sa zgod-

223 Model z rozktadem t-Studenta okazat si¢ wystarczajacy do opisu stop zwrotu bada-
nych czynnikdw.

24 MINW jest najczgsciej stosowana metodg estymacji parametréw modelu GARCH. Do
estymacji parametrow modelu APT mozna zastosowa¢ szereg innych metod, mi¢gdzy innymi:
MNK, metody bayesowskie, techniki nieliniowej regresji pozornie niezaleznej. Wigcej na te-
mat innych metod mozna znalez¢ na przyktad w pracy Eltona i Grubera (1998).



334 Rozdzial V. Teoria portfela i modele rynku kapitalowego

ne*®, Ze wzgledu na duza liczbg parametrow, ktore trzeba oszacowac, jedno-
czesna estymacja wszystkich rownan dla duzej liczby aktywow jest bardzo
trudna lub niemozliwa. Przy zalozeniu niezaleznosci procesow czynnikdw,
w modelu wystepuja nastgpujace parametry {w,,@,,0,,¢,0, B2,
(G, j=1.2,..,N), (k=12,..,K) }. Na przyktad tylko dla jednego czynnika
dla N =10 i N =20 liczba parametréw jest rowna odpowiednio 80 i 5255.

Parametry modelu mozna oszacowa¢ za pomoca dwustopniowej pro-
cedury (patrz np. Engle, Ng i Rothschild, 1990; Bodurtha i Mark, 1991).
W pierwszym kroku dla kazdego z czynnikow estymowane sg parametry jed-
noréwnaniowych modeli GARCH-M w postaci (5.3.18) 1 (5.3.19). Oszacowa-
ne na ich podstawie premie za ryzyko oraz warunkowe wariancje wykorzysty-
wane sg nastgpnie w drugim kroku do estymacji parametréw rownan (5.3.14)
i1(5.3.21), dla kazdego z analizowanych aktywow oddzielnie:

K
Vi =0y + Y NBy+1, dlai=12,.,N, (5.3.22)
k=1
K ~
h,=0,+> Boh,> dla i=1,2,..,N, (5.3.23)
k=1

gdzie h, oznacza wariancj¢ warunkowa y, , o, jest i-tym diagonalnym ele-
mentem macierzy Q w rownaniu (5.3.14).

Estymatory MNW parametrow w rownaniach (5.3.22) 1 (5.3.23) dla me-
tody dwustopniowej sa zgodne, ale nieefektywne (patrz np. Lin, 1992). Dwu-
stopniowa estymacja jest stosunkowo prosta i moze by¢ bardzo tatwo rozsze-
rzona na wigksza liczbe aktywoéw bez konieczno$ci ponownego szacowania
calego modelu dla wszystkich aktywow. Jednak poniewaz macierz informacji
nie jest macierza blokowo-diagonalng ze wzgledu na estymatory parametrow
otrzymanych w pierwszym i drugim kroku, dlatego estymator macierzy ko-
wariancji w drugim kroku nie jest zgodny. Estymatory $rednich btedow sza-
cunku sa obciagzone i nie sg zgodne, a wynik wnioskowania o istotnosci para-
metréw w rownaniu (5.3.22) moze by¢ btedny (patrz Lin, 1992).

We wszystkich powyzszych metodach estymacji zaktada si¢, ze liczba
czynnikow, jak i same czynniki sg znane. Jezeli czynniki zostang btednie wy-
specyfikowane, to estymatory parametrow nie b¢dg zgodne. Problemy zwig-
zane z estymacja i testowaniem nieistotnych czynnikéw dotycza w mniejszym
lub wigkszym stopniu réwniez innych metod estymacji (patrz np. Kan i Zhang,

225 K-czynnikowy model GARCH jest szczegdlnym przypadkiem modelu BEKK, dlate-
go przedstawione w punkcie 2.3 wlasnos$ci estymatora MNW dla modelu BEKK dotycza réw-
niez modelu K-czynnikowego.
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1999a, 1999b, Jagannathan i Wang, 1998), W przypadku czynnikow ukrytych,
wszystkie parametry mozna estymowac tgcznie za pomocg MNW, w ktorej
do budowy funkcji wiarygodnosci wykorzystuje si¢ filtr Kalmana (patrz Die-
bold i Nerlove, 1989 oraz King, Sentana i Wadhwani, 1994). Engle i Kozic-
ki (1993) zaproponowali test, ktoéry pozwala weryfikowaé hipoteze, ze stopy
zwrotu sg generowane za pomoca czynnikowego modelu ARCH. Laczna es-
tymacja wszystkich parametrow i testowanie liczby czynnikow jest, jak na ra-
zie, mozliwe tylko dla bardzo ograniczonej liczby aktywdow i czynnikow.

Wiele procesoéw finansowych ma wspdlng wariancje¢ warunkowsa, kto-
rg mozna opisa¢ za pomocg czynnikowego modelu GARCH, jednakze jest
malo prawdopodobne, aby przyje¢te czynniki wyjasnialy w pelni zmiennos¢
warunkowych wariancji stop zwrotu. Z tego wzgledu Koutmos, Knif'i Philip-
patos (2002) zakfadajg, ze o, w rownaniu (5.3.23) jest opisane jako jedno-
réwnaniowy proces GARCH(1,1). Takie zalozenie mozna przyjaé, jednakze
tylko w przypadku dwustopniowej estymacji, opartej na modelach jednoréw-
naniowych. Aby uwzgledni¢ niewyjasniong zmienno$¢ warunkowych warian-
cji stop zwrotu aktywow w ogdlnym przypadku, Fiszeder (2008a) zapropono-
wal przyjecie nastepujacej postaci modelu APT z K-czynnikowym modelem
GARCH( p,q ):

K
V=Wt D Aub (5.3.24)
k=1
K 9 [ P 1
Ht = ZBk Bk' hkt +ZFi nt—in't—i Fi + ZGth—jGj > (5325)
k=1 i=1 J=1

gdzie H, oznacza warunkowg macierz kowariancji wektora y,,a F, 1 G, sa
macierzami parametrow o wymiarach Nx N.

Powyzsza posta¢ pozwala rowniez opisa¢ niewyjasniong zmiennos¢ wa-
runkowych kowariancji stop zwrotu aktywow. Taka specyfikacja umozliwia
uzyskanie efektywniejszych estymatoréw parametrow w rownaniu (5.3.24).
Oczywiscie ogblna posta¢ tego modelu bedzie bardzo trudna lub niemozli-
wa do estymacji dla wigkszej liczby aktywow, jednakze w przypadku, gdy
przyjete czynniki wyjasniajag w znacznym stopniu zmienno$¢ warunkowych
wariancji 1 kowariancji stop zwrotu aktywow, moze zosta¢ przyjeta znacznie
prostsza posta¢ modelu. W empirycznych zastosowaniach moze okazac si¢, ze
macierze F, i G; s3 macierzami diagonalnymi lub mozna je nawet zastapi¢
skalarami. Podobnie moze si¢ okaza¢, ze do wyjasnienia zmienno$ci warian-
cji i kowariancji wystarczajacy bedzie model ARCH (p = 0).
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5.3.2. WERYFIKACJA MODELU APT DLA GPW w WARSZAWIE

W literaturze mozna znalez¢ liczne badania empiryczne dotyczace mo-
deli czynnikowych 1 modelu APT (patrz np. Haugen, 1996; Elton i Gruber,
1998). W wigkszosci prac, w tym réwniez dotyczacych rynkéw wschodza-
cych, pokazuje sie, ze na stopy zwrotu oddzialuje wigcej niz jeden czynnik
1 oceny parametrow ), stojacych przy wspotczynnikach wrazliwo$ci wzgle-
dem tych czynnikow w modelu APT sg istotne statystycznie. Badania doty-
czace testowania modelu APT, z zastosowaniem wielorownaniowego mode-
lu GARCH, sg stosunkowo nieliczne (patrz np. Engle, Ng i Rothschild, 1990;
Ng, Engle i Rothschild, 1992; King, Sentana i Wadhwani, 1994). Weryfikacja
modelu APT dla GPW w Warszawie zajmowali si¢ mi¢dzy innymi: Adamczak
i Majerowska (2002), Rubaszek (2002), Sklinda (2004). Wyniki tych badan sa
bardzo zréznicowane. W pracy Adamczak i Majerowskiej (2002) co najmniej
sze$¢ wspotczynnikow wrazliwosci wyjasniato oczekiwane stopy zwrotu ak-
cji w modelu APT, w pracy Rubaszka (2002) — dwa wspotczynniki, a w bada-
niu Sklindy (2004) zaden wspotczynnik wrazliwosci nie wptywat istotnie na
oczekiwane stopy zwrotu akcji. Réznice wynikajg z zastosowanych metodo-
logii i przyjetych do badania okresow. Jezeli czynniki sg wyznaczane na pod-
stawie analizy czynnikowej, to wicksza liczba wspotczynnikow wrazliwosci
zwigzanych z tymi czynnikami wyjasnia oczekiwane stopy zwrotu akcji.

W powyzszych badaniach nie zostala wzieta pod uwage zmiennos¢ wa-
riancji warunkowych czynnikow oraz zmienno$¢ wariancji i kowariancji wa-
runkowych stép zwrotu aktywow. W niniejszej pracy zastosowano wielorow-
naniowy model GARCH, co pozwolilo uwzglgdni¢ w badaniu wspomniane
charakterystyki stop zwrotu. Poniewaz bledy oszacowania wspotczynnikow
beta portfeli s3 mniejsze niz bledy oszacowania wspotczynnikéw beta poje-
dynczych walorow, z tego wzgledu lepiej jest przeprowadzi¢ test modelu APT
(podobnie jak i modelu CAPM) na podstawie portfeli. W niniejszym badaniu
zastosowano indeksy sektorowe. Wydaje si¢, ze wielorownaniowym mode-
lem GARCH, ktory najlepiej nadaje si¢ do testowania modelu APT, jest czyn-
nikowy model GARCH. Estymacja parametréw ogolnych postaci wielorow-
naniowego modelu GARCH, jak np. postaci VECH czy modelu BEKK, jest
bardzo trudna juz przy kilku (nawet pigciu czy szesciu) aktywach. Podobnie
wyglada sytuacja z jednostopniowg estymacjg parametrow czynnikowego mo-
delu GARCH. Dwustopniowa estymacja parametrow czynnikowego modelu
GARCH, na podstawie jednorownaniowych modeli, jest natomiast mozliwa
nawet dla bardzo duzej liczby aktywow, jednakze nie pozwala ona na peten
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test modelu APT. W niniejszej pracy zastosowano dwustopniowg metodg¢ es-
tymacji, ale z wykorzystaniem w drugim kroku modelu wielorownaniowego.
Przyjecie takiej metody estymacji umozliwito testowanie liczby czynnikéw
dla modelu APT. Ze wzgledu na przyjecie w drugim kroku modelu wielorow-
naniowego, konieczne bylo ograniczenie liczby aktywow, dlatego w badaniu
pominigto sektory, ktorych udzial w kapitalizacji catego rynku jest mniejszy
niz 5% (dane na 19 sierpnia 2005 roku). W badaniu zastosowano te same dane,
co w punkcie 5.2.2, z tym ze okres wydtuzono do 19 sierpnia 2005 roku.

Czynniki zostalty wyodrebnione za pomocg analizy gléwnych sktado-
wych na podstawie zmiennych ekonomicznych. Wybrano zmienne, ktore sa
obserwowane z czestotliwos$cia co najmniej tygodniowa. Badano nastepuja-
ce zmienne: indeksy WIG, S&P 500, DAX, BUX, kursy walutowe USD/PLN,
EUR/PLN, rentowno$¢ 52-tygodniowych bonoéw skarbowych, 1-miesigczny
WIBOR, rentownos¢ 10-letnich obligacji rzadowych w Stanach Zjednoczo-
nych, ceny ropy naftowej, miedzi, zlota oraz wskaznik cen towar6w CRB
(ang. Commodity Research Bureau). Przyje¢cie danych miesi¢cznych umozli-
witoby analiz¢ wigkszej liczby zmiennych ekonomicznych?*, jednakze unie-
mozliwitoby estymacje przyjetych modeli z powodu niewystarczajacej liczby
obserwacji. Wobec niemoznosci dotarcia do przyczyn w postaci wielkosci po-
pytu i podazy mozna powiedzie¢, ze wybrane czynniki majg charakter symp-
tomatyczny. Przyklad ten pokazuje, jak trudno jest modelowaé krotkotrwate
prawidtowosci zachodzace na rynkach finansowych.

Indeks WIG w sposob syntetyczny informuje o sytuacji na rynku i moze
by¢ substytutem portfela rynkowego. Jest to najstarszy indeks rynku akcji
charakteryzujacy GPW w Warszawie. Odzwierciedla on informacje naptywa-
jace na rynek dotyczgace sfery realnej i nominalnej gospodarki polskiej. In-
deksy rynku akeji S&P 500, DAX, BUX opisuja klimat inwestycyjny w Sta-
nach Zjednoczonych, Niemczech i na Wegrzech. Gospodarka amerykanska
ma silny wptyw na gospodarke $wiatowa, Niemcy sg najwickszym partne-
rem gospodarczym Polski, natomiast Wegry stanowia przyktad kraju z Euro-
py Srodkowo-Wschodniej. Wymienione indeksy maja bardzo duzy wptyw na
koniunkture na GPW w Warszawie (patrz np. Fiszeder, 2001b).

Zmiany kursow walutowych USD/PLN, EUR/PLN moga odzwiercie-
dla¢ przeplywy kapitatu zagranicznego, ktorego cz¢$¢ jest lokowana na GPW
w Warszawie. Zmiany kursow walutowych wptywaja réwniez posrednio na
wycene akcji polskich przedsigbiorstw poprzez zmiany cen eksportowanych

226 Dane makroekonomiczne dotycza najczeSciej okresow kwartalnych lub miesiecz-
nych.
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i importowanych towardw, a takze przez wielko$¢ zadluzenia spotek w walu-
tach obcych.

Dynamika stép procentowych oraz struktura terminowa stop procento-
wych moga wptywac na ceny akcji przez stope dyskontowania, ktorg wy-
korzystuje si¢ do szacowania sumy zdyskontowanych przychodéw z akcji.
Dynamika stdp procentowych szacowana byla na podstawie pierwszych roz-
nic, oddzielnie dla rentownosci 52-tygodniowych bonoéw skarbowych i 1-mie-
siecznego WIBOR-u. Dodatkowo obliczono pierwsze roznice dla rentownosci
10-letnich obligacji rzagdowych w Stanach Zjednoczonych (czynnik istotny dla
inwestoréw zagranicznych). Zmienna, ktéra odzwierciedlata zmiany struktu-
ry terminowej stop procentowych byta réznica miedzy rentownosciag 52-tygo-
dniowych bonéw skarbowych a 1-miesigcznym WIBOR-em.

Ceny surowcow z jednej strony odzwierciedlaja skale §wiatowych in-
westycji, z drugiej strony, wpltywaja bezposrednio na ceny akcji producen-
tow surowcow czy przedsigbiorstw, ktorych dziatalno$¢ jest w duzym stopniu
uzalezniona od cen surowcow. Ze wzgledu na duzy udzial w najwazniej-
szych indeksach GPW w Warszawie takich spotek, jak PKN Orlen, Lotos czy
KGHM najwigkszy wptyw na ceny akcji maja ceny ropy naftowej i miedzi.
Dodatkowo zbadano wskaznik cen towaréw CRB, ktory w sposob syntetycz-
ny informuje o cenach surowcow oraz ceng ztota, ktore traktowane jest czgsto
jako alternatywna forma inwestycji.

Dla rentowno$ci obliczono tygodniowe przyrosty, a dla pozostatych
zmiennych — tygodniowe stopy zwrotu. W przypadku niektdrych zmiennych
wystepowata staba autokorelacja, ktora mogta powodowaé zmiennos¢ warun-
kowych srednich czynnikéw, co zgodnie z formuta (5.3.10) jest niedopuszczal-
ne. Z tego wzgledu analiza gtéwnych sktadowych zostata przeprowadzona dla
reszt z modelu VAR??’. W konsekwencji badany jest wptyw nieoczekiwanych
zmian zmiennych ekonomicznych?®. Ze wzgledu na to, ze zaobserwowana
autokorelacja tygodniowych stop zwrotu jest staba oraz nie wystgpuja silne
korelacje wzajemne miedzy nimi, takie podejs$cie nie ma istotnego wptywu na
uzyskane wyniki. Zblizone wyniki uzyskano przeprowadzajac analize glow-
nych sktadowych bezposrednio na stopach zwrotu. Wartosci wlasne macierzy
kowariancji (bgdace jednoczesnie wariancjami odpowiednich czynnikow) zo-
staly przedstawione w tabeli 5.18. Zamieszczono tam rowniez wskazniki pro-
centowe, pokazujace, w jakim stopniu poszczegolne czynniki wyjasniaja cat-

227 Wezesniej przeprowadzono standaryzacje zmiennych.
228 Takie podej$cie zastosowano w wielu innych badaniach (patrz np. King, Sentana i Wa-
dhwani, 1994).



kowita wariancj¢ badanych zmiennych. Warto zwrdci¢ uwage, ze nie ma tu
dominacji zadnego z czynnikow. W przypadku, gdy czynniki sa wyodrebnia-
ne za pomocg analizy gtéwnych sktadowych w odniesieniu do stop zwrotu ak-
cji, to jeden czynnik zdecydowanie dominuje, a juz dwa czynniki wyjasniaja
wigkszo$¢ zmiennoS$ci wariancji (patrz np. Fiszeder, 2007d, 2007g).

TABELA 5.18. WARTOSCI WEASNE

Numer czynnika
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 [ 11 | 12 | 13 | 14
Warto$¢ whasna |2,84|1,81|1,39|1,13|1,06(0,99(0,91(0,78{0,71{0,47|0,38]0,35]0,24|0,20
% og6tu wariancji |21,4|13,7|110,5| 85| 8 [ 75169 59|53 (35(29|27]|18]15
Skumulowany % |21,4| 35 (45,6 (54,1(62,1(69,5(76,4(82,3|87,6|91,1| 94 [96,7|98,5| 100

Miary

ZRODEO: FISZEDER (20084).

Wektory wlasne (patrz tabela 5.19) zostaly tak skonstruowane, aby byty ortonor-
malne (ortogonalne i unormowane). Na przyktad dla pierwszego czynnika naj-
wieksze udziaty maja indeksy rynkow akcji, a dla drugiego — ceny surowcow.

TABELA 5.19. WEKTORY WEASNE

Numer czynnika

Zmienna

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 [ 11 | 12 | 13 | 14
WIG 0,44 |-0,05 0,00 | 0,16 [-0,01] 0,03 | 0,31 {-0,22] 0,30 |-0,46| 0,56 |-0,07| 0,00 | 0,08
S&P 500 0,41 |-0,16(-0,16 0,05 |-0,21|-0,08]-0,50 | 0,08 [-0,26(-0,01| 0,16 | 0,25 | 0,50 |-0,25
DAX 0,47 |-0,18(-0,15(-0,11{-0,05|-0,06|-0,29 0,01 [-0,24| 0,09 |-0,05|-0,21{-0,67| 0,25
BUX 0,43 |-0,09( 0,01 | 0,10 {-0,08| 0,07 | 0,18 {-0,36| 0,41 | 0,32 |-0,54| 0,22 | 0,07 |-0,08

USD/PLN -0,17-0,41|-0,52| 0,10 {-0,20| 0,17 | 0,05 | 0,01 | 0,12 |-0,06(-0,15|-0,61 | 0,20 |-0,08
EUR/PLN -0,291-0,13-0,46| 0,49 |-0,16| 0,05 | 0,06 -0,08 (-0,07| 0,01 | 0,10 | 0,56 |-0,28]| 0,10
Bony skarb. | -0,201 0,07 |-0,31|-0,43| 0,27 {-0,08 (-0,38 (-0,57| 0,26 |-0,05| 0,15 | 0,07 |-0,07|-0,17
WIBOR -0,04 0,00 |-0,06|-0,12{-0,07|-0,09(-0,09(-0,12 | 0,04 | 0,08 | 0,00 | 0,04 | 0,37 | 0,89
Bony-WIBOR | 0,08 | 0,18 | 0,01 | 0,07 | 0,22 | 0,89 |-0,10(-0,16|-0,24| 0,02 | 0,02 |-0,02| 0,06 | 0,08
Oblig. USA  |-0,17 0,05 0,37 | 0,24 (-0,43| 0,17 |-0,52| 0,04 | 0,48 | 0,06 | 0,13 |-0,11|-0,15{ 0,03

Ropa 0,05 | 0,38 {-0,22(-0,40(-0,52| 0,16 | 0,08 | 0,15 | 0,04 {-0,45|-0,26 0,17 {-0,07| 0,00
Miedz 0,15 (0,23 {-0,32| 0,16 | 0,49 | 0,00 |-0,20| 0,55 | 0,43 {-0,08|-0,11 0,05 | 0,01 | 0,08
Zloto 0,02 | 0,45 (-0,01{ 0,50 | 0,05 |-0,28|-0,17-0,35|-0,23{-0,31|-0,30{-0,27 0,05 | 0,01
CRB 0,10 | 0,55 (-0,29( 0,01 |-0,22-0,06| 0,17 | 0,01 | 0,00 | 0,60 | 0,35 {-0,20{ 0,02 [-0,07

ZRODEO: FISZEDER (20084).
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Dla kazdego czynnika estymowano parametry jednoréwnaniowych mo-
deli GARCH-M(p,q) w postaci (5.3.18) i (5.3.19)*®. Zastosowano metode

230

najwigkszej wiarygodnosci. Otrzymane wyniki, dla wybranych czynnikow?*°,
zostaly zaprezentowane w tabeli 5.20.

TABELA 5.20. WYNIKI ESTYMACJI JEDNOROWNANIOWEGO MODELU GARCH-M DLA

WYBRANYCH CZYNNIKOW

Czynnik [ o, w, X 10 by Oy v
| 0,0013 -1,5119 0,0839 0,0908 0,8802 8,5651
(0,0013) (5,0956) (0,0636) (0,0445) (0,0641) (3,0317)
4 -0,0000 -0,3837 0,0775 0,0912 0,8437 11,7006
(0,0012) (7,3085) (0,0451) (0,0376) (0,0705) (5,2381)
s 0,0036 -34,4743 0,0951 0,0234 0,8865 9,1439
(0,0067) (63,6462) (0,1196) (0,0222) (0,1201) (3,3123)
6 0,0005 -2,4148 0,0792 0,1298 0,7259 43441
(0,0005) (8,9532) (0,0338) (0,0593) (0,0900) (0,7874)
7 0,0004 -6,2279 0,0243 0,0415 0,9302 a
(0,0017) (19,1946) (0,0306) (0,0242) (0,0531)
12 0,0019 -21,4903 0,01281 0,0064 0,9689 B
(0,0104) (29,1378) (0,0248) (0,0179) (0,0836)
13 0,0004 -12,6726 0,0548 0,3022 0,5752 4,9554
(0,0004) (10,8926) (0,0145) (0,1559) (0,2033) (1,0886)

W nawiasach, pod ocenami parametrow, podano $rednie bledy szacunku, parametr v ozna-
cza liczbe stopni swobody warunkowego rozktadu t-Studenta.

ZRODEO: FISZEDER (20084).

Dla wszystkich czynnikéw kryterium informacyjne Schwarza wskazywato
na oszczgdnie sparametryzowany model wariancji warunkowej o rzedach p
i g rownych jeden. Wariancja warunkowa wszystkich czynnikoéw byta zmien-
na w czasie, jednakze zalezno$¢ pomiedzy oczekiwang stopa zwrotu a wa-
riancjg warunkowa byla istotna statystycznie tylko dla czynnika trzeciego
(podobny wynik otrzymali Ng, Engle i Rothschild, 1992, dla trzyczynniko-
wego modelu GARCH). Dla pigciu czynnikow: drugiego, trzeciego, 6sme-
go, dziewiatego i jedenastego zaleznos¢ byta dodatnia. Natomiast dla wszyst-
kich wybranych na podstawie testu LR czynnikow zaleznos$¢ byta ujemna.
Oszacowane na podstawie modeli GARCH-M premie za ryzyko oraz warun-
kowe wariancje wykorzystano w drugim kroku do lacznej estymacji para-
metrow rownan (5.3.21) 1 (5.3.14) dla wszystkich analizowanych sektorow.

22 Przed estymacja czynniki zostaty podzielone przez 100, aby utatwic osiagnigcie zbiez-
nos$ci w drugim kroku przy estymacji parametroéw modelu wieloréwnaniowego.
20 Wyboru czynnikow dokonano na podstawie testu LR (patrz tabela 5.21).
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Najlepszym rozwigzaniem bylaby tagczna estymacja wszystkich parametrow
modeli (razem z parametrami modeli opisujacymi czynniki). Dla czterna-
stu czynnikdéw nalezaloby wdwczas oszacowaé ponad pigéset parametrow,
co ze wzgledu na zlozonos¢ modeli jest, jak na razie, zadaniem zbyt zto-
zonym?®!, Do estymacji parametroOw zastosowano metode najwickszej wia-
rygodnos$ci (nadwyzkowe stopy zwrotu sektorow zostaty pomnozone przez
100, co znacznie ulatwia i przyspiesza estymacje). Liczbe czynnikéw okre-
slono za pomoca testu ilorazu wiarygodnos$ci (LR). Wyniki testow przedsta-
wiono w tabeli 5.21.

TABELA 5.21. TESTOWANIE LICZBY CZYNNIKOW

I e
0 - -5575,66 - -
1 1 -5535,03 Bii=0 81,27*
2 1,2 -5531,44 Bi=0 7,18
2 1,3 -5532,10 Bsi=0 5,86
2 1,4 -5527,64 Bsi=0 14,77*
3 1,4,5 -5519,00 Bsi=0 17,29*
4 1,4,5,6 -5507,66 Bsi=0 22,66*
5 1,4,5,6,7 -5496,71 Bri=0 21,90*
6 1,4,5,6,7,8 -5493,93 Bsi=0 5,57
6 1,4,5,6,7,9 -5494,71 Boi =0 4,00
6 1,4,5,6,7,10 -5496,52 Bii=0 0,38
6 1,4,5,6,7,11 -5495,71 Bui=0 2,00
6 1,4,5,6,7,12 -5488,92 Bi2i=0 15,58*
7 1,4,5,6,7,12,13 -5481,46 Bii=0 14,93*
8 1,4,5,6,7,12,13,14 -5481,23 Bsi=0 0,45

Gwiazdka oznacza oceny statystyk, w przypadku ktorych weryfikowana hipoteza zostata
odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODEO: FISZEDER (20084).

Uzyskane wyniki wskazujg na siedem czynnikéw. Otrzymane wyniki estyma-
cji zaprezentowano w tabeli 5.22. Wspotczynnik (3,, oznacza wspotczynnik
beta i-tego sektora wzgledem k-tego czynnika?2, wartos$ci od 1 do 5 ozna-

2! Taka estymacja bylaby rownie trudna, jesli nie trudniejsza, niz estymacja modelu
BEKK, ktory miat by¢ zastapiony modelem prostszym.
22 Przy interpretacji ocen wspotczynnikow beta, przedstawionych w tablicy 5.22, nalezy



342 Rozdzial V. Teoria portfela i modele rynku kapitalowego

czaja odpowiednio sektory: spozywczy, chemiczny, metalowy, banki i teleko-
munikacja. Zupetnie inne wyniki otrzymano wowczas, gdy analiza glownych
sktadowych zostata przeprowadzona w odniesieniu do stop zwrotu sektorow.
W takiej sytuacji udato si¢ w pemi zidentyfikowa¢ tylko jeden czynnik zwig-
zany z portfelem rynkowym (patrz Fiszeder, 2007g). Inne czynniki byty stabo
skorelowane ze zmiennymi ekonomicznymi.

TABELA 5.22. WYNIKI ESTYMACJI SIEDMIOCZYNNIKOWEGO MODELU APT Z CZYNNIKOWYM
MODELEM GARCH

Ocena Blad Ocena Blad Ocena Blad
Parametr Parametr
param. oceny param. oceny param. oceny

Vo, 0,5631* | 0,1935 B -320,0963*| 116,3327 B -38,3229 | 142,9309
Vo, 0,7256* | 0,1803 § -301,9506 | 161,7849 B 368,9751% | 139,4384
Yo 0,3235 0,2432 § -148,7230 | 168,6496 B, 1180,893* | 171,4507
B B,
B B,

Parametr

74

75

Vo, 0,3512 0,2057 83,8479 |226,7612 1392,696* | 158,7199

21
22
23

Wos -0,0664 | 0,3506 s -287,1462 | 175,1409 1299,776 *| 232,5792
B, 8,3474 | 19,5121 Bss -117,3137 | 475,8486 B, 1265,323* | 167,1126
B, 55,7679* | 20,5830 [ -346,2183*| 66,3164 B.,s 1438,917* | 359,5535
B, 55,6985% | 27,2116 [ -429,9749*%| 61,2392 B, 38,1884 | 76,2849

B, | 742237 | 54,1284 | B, |-327,0886*| 90,0138 | B, | -32,0416 | 82,6378
B, [3484021%| 65,6737 | B,  |-242,7103*| 72,9668 | B, | -17,7876 |101,9535
B,, 50590 | 63,9518 | B -237,5212 [ 1302916 | B,,, | 72,0520 | 89,8907
p
p

65

B 24,3973 | 65,3924 -59,3919 | 137,1559 B,s |-565,7562*| 154,7188
By -22,9152 | 85,0045 41,5769 | 131,0143 v 10,5523* | 0,4249
B -87,8343 | 151,713 B, -272,8902 | 157,9868 - - -

42 71

72

44

Gwiazdka oznacza oceny parametrow, roznigce si¢ istotnie od zera na poziomie istotno-
$ci 0,05, parametr v oznacza liczbg stopni swobody warunkowego rozktadu t-Studenta. W tabe-
li pominigto szacunki parametrow Q.

ZRODEO: FISZEDER (20084).

Najsilniejszy wplyw na badane sektory miaty czynniki dwunasty (naj-
wigksze udziaty miaty kursy walutowe USD/PLN oraz EUR/PLN) i szosty
(w najwickszym stopniu zalezny od zmiany struktury terminowej stop pro-
centowych, mierzonej r6znica migdzy rentownoscia 52-tygodniowych bonoéw
skarbowych a 1-miesiecznym WIBOR-em). Niestety przy takiej specyfika-
cji modelu i sposobie estymacji nie wiadomo, czy istotnos¢ wspotczynnikow

pamigtaé, ze zmienne ekonomiczne poddano standaryzacji, czynniki zostaty podzielone przez
100, a stopy zwrotu sektorow pomnozono przez 100.
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beta wynika z wplywu czynnika na stopy zwrotu badanych sektorow, czy tez
na wariancje lub kowariancje stop zwrotu sektoréw. Przedstawione w dalszej
czesci tego podrozdziatu wyniki badan pokazuja, ze wigksze znaczenie ma
wyjasnianie przez zmienno$¢ czynnikow zmiennos$ci warunkowej macierzy
kowariancji stop zwrotu sektorow.

W celu weryfikacji poprawnosci przyjetej specyfikacji przeprowadzono
réwniez dodatkowe testy dotyczace niezalezno$ci $rednich i wariancji warun-
kowych czynnikow oraz stabej egzogenicznosci czynnikow. Za pomocg sta-
tystyki LR testowano istotnos¢ parametrow w modelu VAR. Dla wariancji, ze
wzgledu na duza liczbe zmiennych, nie udato si¢ oszacowa¢ modelu BEKK,
dlatego niezalezno$¢ byta testowana przez wprowadzenie do rownania dla wa-
riancji warunkowej w modelu jednoréwnaniowym (postaé (5.3.19)) opdznio-
nych kwadratow reszt z modeli w postaci (5.3.18) dla innych czynnikow?*.
Wyniki testow wskazuja, ze przyjete zatozenia sg spelnione. Wybrane czynniki
byly zmiennymi stabo egzogenicznymi wzgledem stop zwrotu sektorow.

W badaniach empirycznych przyjete czynniki najczesciej nie beda wyja-
$niaty w pelni zmiennos$ci warunkowych wariancji stop zwrotu badanych ak-
tywow. Wyniki testu LM na wystepowanie efektu ARCH dla standaryzowa-
nych reszt z modelu APT z czynnikowym modelem GARCH (LM(3) = 5,54;
3,96; 27,33; 18,09; 3,39 odpowiednio dla sektorow spozywczy, chemiczny,
metalowy, banki i telekomunikacja) wskazuja, ze cz¢$¢ zmiennosci warian-
cji warunkowej nie zostala wyjasniona dla sektora metalowego i bankow. Aby
uwzgledni¢ niewyjasniong zmienno$¢, 0szacowano zaproponowane rozszerze-
nie modelu APT z czynnikowym modelem GARCH w postaci (5.3.24-5.3.25).
Przyjete czynniki byly wyznaczone na podstawie analizy gtéwnych sktado-
wych, dlatego wyjasnity stosunkowo duzg cze$¢ zmienno$ci wariancji wa-
runkowych 1 wystarczajacy okazat si¢ model ARCH(1) w postaci skalarnej
(macierz F, zastgpiono skalarem). Wyniki testu LM na wystgpowanie efek-
tu ARCH (LM(3) = 1,57; 1,09; 3,55; 6,19; 2,56) wskazuja, ze dla wszystkich
sektorow nie byto podstaw do odrzucenia hipotezy o stato$ci wariancji warun-
kowej standaryzowanych sktadnikéw losowych. Réwniez wynik testu ilorazu
wiarygodnosci (LR = 16,14) sugeruje, ze rozszerzenie modelu jest celowe.

Porownujac uzyskane wyniki z rezultatami innych badan dotyczacych GPW
w Warszawie, mozna oceni¢, ze sg one najbardziej zblizone do rezultatow otrzy-
manych przez Adamczak i Majerowska (2002), wedtug ktorych wspotczynniki
wrazliwos$ci zwigzane z co najmniej szeScioma czynnikami wyjasniaty oczeki-

233 W ten sam sposob weryfikacje przeprowadzili Engle, Ng i Rothschild (1990).
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wane stopy zwrotu. Autorki nie podaja jednakze wynikow testow dotyczacych
statosci parametrow w modelu APT. W pracy Rubaszka (2002) parametry ozna-
czajace premie za ryzyko zwigzane z czynnikami byly niestabilne w czasie.
Przyjety w niniejszym badaniu model nie wymaga statosci premii za ryzyko,
poniewaz sg one opisane za pomoca jednoréwnaniowych modeli GARCH-M.

Powazng staboscig procedury budowy modelu APT z zastosowaniem
czynnikowego modelu GARCH, zaproponowanej w pracy Engle’a, Ng i Ro-
thschilda (1990), sa jednakze bardzo niskie szacunki wspotczynnikow de-
terminacji, dla rdGwnania (5.3.21), wynoszace odpowiednio: 0,0007; 0,0043;
0,0004; 0,0002; 0,0004. Wynikaja one prawdopodobnie z faktu, ze war-
tosci teoretyczne, wyznaczone na podstawie jednorownaniowych modeli
GARCH-M, sg stabg miarg premii za ryzyko®*. By¢ moze nie sg spetnione
ktore$ z przyjetych zatozen, np. stalos¢ preferencji w czasie?. Dla wszyst-
kich czynniko6w majacych istotny wplyw na badane sektory, zalezno$¢ po-
miedzy oczekiwang stopg zwrotu a wariancjg warunkowa nie byla istotna
statystycznie (patrz tabela 5.20). Podobny wynik otrzymali Fiszeder i Kwiat-
kowski (2005a) dla wiekszosci badanych spotek, notowanych na GPW
w Warszawie. Przedstawiony model siedmioczynnikowy znacznie lepiej opi-
suje zmienno$¢ macierzy kowariancji. Srednia z ocen wspétczynnikow kore-
lacji miedzy wariancjami warunkowymi, oszacowanymi na podstawie jedno-
rownaniowego modelu GARCH a wariancjami warunkowymi, oszacowanymi
na podstawie czynnikowego modelu GARCH wynosita 0,27. Szacunki wa-
riancji warunkowych dla wybranego sektora przedstawia rysunek 5.3.

Warunkowe wariancje
0.025

0.02 1

0.015 A

0.01 4

0.005 -

T T T
e} © ~ @ D o - N @ < [Te]
D (2 D D D o o o o o o
D (=2 (=] (<] (o2} o o o o o o
~ ~ -~ -~ -~ N N N N N N
— — Jednoréwnaniowy GARCH —— Czynnikowy GARCH

RYSUNEK 5.3. WARUNKOWE WARIANCJE STOP ZWROTU SEKTORA TELEKOMUNIKACJA
ZRODEO: FISZEDER (20084).

24 Rowniez pewien wplyw na otrzymane wyniki moze mie¢ zmienno$¢ wspotczynnikow
beta, patrz Fiszeder (2006a).
235 Patrz zalozenia do formuty (5.3.17).
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Stabe wyjasnienie zmienno$ci stop zwrotu wynika tez z pewnoscig z nie-
uwzglednienia zmiennych makroekonomicznych i finansowych, ktore sg do-
stepne z czgstotliwoscig miesigczng lub kwartalng. Mozna zastanawiac sie,
czy wyspecyfikowane czynniki sa wystarczajace do tego, aby model byt
w stanie opisa¢ rOwnowage. Na to pytanie nie mozna jednoznacznie odpowie-
dzie¢. Z drugiej strony nalezy pamigtac, ze w wyniku analizy danych o niskiej
czestotliwosci traci si¢ wiele informacji o zmienno$ci macierzy kowarian-
cji stop zwrotu. Krotkookresowe wahania rynku moga nie mie¢ wptywu na
dlugookresowa rownowage, ale moga wptynaé na rownowage krétkookreso-
wa. Znaczace krotkookresowe wahania sg wazne dla wielu inwestorow, stad
wigc wynika potrzeba analizy modeli rownowagi rynku réwniez dla danych
o wiekszej czestotliwosci.

Do opisu zaleznosci pomiedzy oczekiwang stopa zwrotu a wariancja czyn-
nikow mozna zastosowa¢ model GARCH z progowym efektem GARCH-M
(GARCH-MT, patrz tabela 1.1):

Pkt =6 + 6;It hkt + 61: (1 - ]t )hkt + 6kt’ Ekt |wt—1 ~ D(O’hkt) > (5326)
hy=w,+ i +ochy, dla k=12,...K, (53.27)

gdzie I, =1 gdy x, ,>011/,=0 gdy x,_, <0.

Jako x, przyjeto tygodniowe stopy zwrotu indeksu S&P 500. Koniunktu-
ra na GPW w Warszawie jest w duzym stopniu uzalezniona od koniunktury
na rynku akcji w Nowym Jorku (patrz np. Fiszeder, 2003a). Dlatego wyda-
je sig, ze sytuacja na gietdzie w Stanach Zjednoczonych moze rowniez wpty-
wac na zalezno$¢ migdzy stopa zwrotu a wariancja (a przez to takze na pre-
mie za ryzyko, szacowane na podstawie modelu GARCH-M). Oszacowane
dla wybranych na podstawie testu LR czynnikéw modele GARCH z progo-
wym efektem GARCH-M przedstawiono w tabeli 5.23. Dla wszystkich istot-
nych czynnikow, poza pigtym, oceny parametrow §,” oraz §, majg przeciw-
ne znaki, zatem w tych przypadkach mozna méwi¢ o asymetrycznym efekcie
GARCH-M. Taka posta¢ modelu ma znaczacy wplyw na oszacowane na pod-
stawie tego modelu premie za ryzyko.
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TABELA 5.23. WYNIKI ESTYMACJI JEDNOROWNANIOWEGO MODELU GARCH-MT DLA
WYBRANYCH CZYNNIKOW

Czynnik c, o o w, x 10+ o, ¢, v
| 0,0027 26,963 -59,345 0,3419 0,0913 0,7251 6,7290
(0,0020) (10,675) (13,258) (0,1718) (0,0359) (0,1185) (1,8036)
4 -0,0000 -1,0473 0,6045 0,0777 0,0924 0,8427 11,3919
(0,0012) (10,983) (10,538) (0,0491) (0,0369) (0,0653) (5,0252)
5 -0,0069 43,424 82,244 0,0301 0,0101 0,9623 6,4270
(0,0144) (128,48) (129,13) (0,0333) (0,0166) (0,0373) (2,0109)
6 0,0005 -12,828 38,1187 0,0520 0,1250 0,7787 4,8973
(0,0007) (15,615) (14,602) (0,0225) (0,0488) (0,0675) (1,0416)
7 -0,0011 -25,215 61,956 0,0241 0,0292 0,9381 B
(0,0034) (46,369) (46,144) (0,0802) (0,0471) (0,1495)
12 -0,0007 39,808 -0,2723 0,0159 0,0081 0,9459 B
(0,0003) (16,368) (3,6934) (0,0182) (0,0147) (0,0529)
13 0,0005 1,3545 -33,114 0,0638 0,3312 0,5169 5,1577
(0,0003) (11,289) (13,125) (0,0302) (0,1226) (0,1592) (1,1410)

W nawiasach, pod ocenami parametrow, podano $rednie bledy szacunku, parametr v ozna-
cza liczbe stopni swobody warunkowego rozktadu t-Studenta.

ZRODEO: FISZEDER (20084).

Zalezno$¢ miedzy oczekiwang stopg zwrotu a wariancjg jest dodatnia dla
czynnika pigtego, niezaleznie od znaku stopy zwrotu indeksu S&P 500. Istot-
ne na poziomie 0,05 sg oceny parametrow 6, dla pierwszego i dwunastego
czynnika oraz ¢, dla pierwszego i trzynastego czynnika. Model z progowym
efektem GARCH-M lepiej opisuje zalezno$¢ miedzy oczekiwang stopg zwro-
tu a wariancja niz model GARCH-M. Z tego wzgledu wydaje si¢, ze war-
to$ci teoretyczne F,, wyliczane na podstawie modelu z progowym efektem
GARCH-M, be¢da lepsza miarg premii za ryzyko niz wartosci teoretyczne,
wyliczane na podstawie modelu GARCH-M.

Oszacowane na podstawie modeli GARCH z progowym efektem
GARCH-M premie za ryzyko i wariancje warunkowe czynnikéw, wykorzy-
stano do estymacji modelu APT z czynnikowym modelem GARCH. Loga-
rytm funkcji wiarygodnosci, dla modelu APT, w ktorym premie za ryzyko
1 wariancje szacowane byty na podstawie modelu GARCH-M (model 1), wy-
nosit -5481,46. Dla modelu APT, w ktorym premie za ryzyko i wariancje sza-
cowane byly na podstawie modelu z progowym efektem GARCH-M (model 2)
logarytm funkcji wiarygodnosci wynosit -5463,57. Powyzsze wyniki wska-
zuja na model drugi, jednakze rozwazane modele s3 niezagniezdzone. W celu
wskazania modelu lepszego przeprowadzono test obejmowania wzgledem
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wariancji. Zastosowano test zaproponowany przez Davidsona i MacKinnona
(1981). Polega on na tym, ze do modelu wprowadza si¢ dodatkowa zmienna
objasniajaca — warto$ci teoretyczne oszacowane na podstawie innego mode-
lu — i bada sig¢ istotno$¢ parametru stojacego przy tej zmiennej. Wyniki testu
obejmowania wskazuja, ze model 2 obejmuje w zakresie wariancji model 1
(LR = 43,86), natomiast model 1 nie obejmuje modelu 2 (LR = 6,86). Zatem
model APT, w ktérym wykorzystano premie za ryzyko i wariancje szacowa-
ne na podstawie modelu z progowym modelem GARCH-M jest modelem lep-
szym. Wykorzystanie premii za ryzyko i wariancji szacowanych na podstawie
modelu z progowym modelem GARCH-M wyraznie zwigksza réwniez sza-
cunki wspotczynnikow determinacji dla réwnania (5.3.21), wynoszace odpo-
wiednio: 0,02; 0,05; 0,04; 0,08; 0,08. Wartosci te sg ciggle na stosunkowo ni-
skim poziomie, jednakze tylko troche wieksze szacunki (rowne $rednio 0,13)
otrzymali King, Sentana i Wadhwani (1994) dla danych miesigcznych?¢, na
podstawie innej procedury estymacyjne;.

WNIOSKI

W pracy zaprezentowano model APT z czynnikowym modelem GARCH
oraz przeprowadzono weryfikacje na podstawie indekséw sektorowych noto-
wanych na GPW w Warszawie. Uzyskane wyniki wskazuja, ze zmienne eko-
nomiczne majg istotny wplyw na dynamike cen akcji spotek notowanych na
GPW w Warszawie. Wybrano siedmioczynnikowy model APT z czynnikami
wyodrebnionymi na podstawie analizy gtownych sktadowych w odniesieniu
do zmiennych ekonomicznych. Zaprezentowany model znacznie lepiej opi-
sywat zmienno$¢ macierzy kowariancji stop zwrotu badanych sektoréw niz
zmienno$¢ samych stop zwrotu.

Przedstawiono tu takze rozszerzong posta¢ modelu APT z czynnikowym
modelem GARCH, ktora pozwala uwzgledni¢ niewyjasniong zmienno$¢ wa-
runkowych wariancji i kowariancji stop zwrotu aktywow. Zaproponowa-
no rowniez, aby w pierwszym kroku premie za ryzyko i wariancje warunko-
we czynnikow byly szacowane na podstawie modelu z progowym efektem
GARCH-M zamiast na podstawie klasycznego modelu GARCH-M. Przepro-
wadzone testy wskazuja na przewage tak skonstruowanego modelu.

26 Majac zatem dostep do znacznie szerszej grupy czynnikoéw ekonomicznych.
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Wyniki przedstawione w podrozdziatach 5.2 i 5.3 wskazuja, ze model
CAPM jest niewystarczajacy do opisu oczekiwanych stop zwrotu akcji na
GPW w Warszawie. Konieczne jest uwzglednienie dodatkowych czynnikow
makroekonomicznych oraz finansowych. Rezultaty badan wskazuja na bardzo
ograniczone mozliwo$ci zastosowan modeli GARCH w konstrukeji 1 testo-
waniu modeli CAPM i1 APT. Zaletg zastosowania modeli GARCH jest moz-
liwo$¢ testowania réznych specyfikacji i restrykcji dla modeli CAPM i1 APT
z uwzglednieniem zmiennych wariancji i kowariancji stop zwrotu aktywow.
Jednakze ze wzgledu na zlozonos¢ estymacji parametrow modeli GARCH,
jak dotad istniejace specyfikacje modeli majg ograniczone zastosowanie w te-
stach CAPM i APT, a analiza musi by¢ przeprowadzona dla nieduzej liczby
portfeli.



Rozdzial VI

INSTRUMENTY POCHODNE — WYCENA OPCJI
I HEDGING KONTRAKTAMI FUTURES

Poczatki instrumentdéw pochodnych zwigzane byty z handlem towarami
rolnymi i surowcami naturalnymi. Instrumenty pochodne powstaty w odpo-
wiedzi na zapotrzebowanie ze strony producentow i posrednikoéw, narazonych
na ryzyko zwigzane z fluktuacjg cen. Na szerszg skale na rynkach finansowych
pojawily si¢ one w latach siedemdziesiatych dwudziestego wieku. Przyczyna
ich wprowadzenia byt wzrost zmiennosci kursow walutowych, stép procen-
towych, cen akcji i cen towardw na rynkach $wiatowych. Wzrost zmiennosci
cen instrumentéw finansowych oznaczal zwigkszenie ryzyka inwestowania
w te instrumenty finansowe. Poza zabezpieczaniem przed ryzykiem instru-
menty pochodne sg wykorzystywane rowniez do innych celdéw, takich jak spe-
kulacja czy arbitraz. Obecnie rynki transakcji terminowych odgrywaja bardzo
wazng i stale rosnaca role w $wiecie inwestycji i finansow.

Jednym z najwazniejszych zagadnien teoretycznych dotyczacych in-
strumentow pochodnych jest wycena opcji. Pierwszy model wyceny opcji
zaproponowal w 1900 roku Bachelier. Przyjal on zatozenie, ze cena akcji
zmienia si¢ zgodnie z arytmetycznym ruchem Browna. Formula Bache-
liera (1900) bazowala na nierealistycznym zatozeniu, ze ceny akcji moga
by¢ ujemne. Osborne (1959) i Samuelson (1965) w miejsce arytmetyczne-
go ruchu Browna zaproponowali geometryczny ruch Browna. Kolejne mo-
dele wyceny opcji przedstawiajg Sprenkle (1961) i Boness (1964). Podsta-
wowe osiggniecia teorii wyceny to dwa stynne artykuty autorstwa Blacka
1 Scholesa (1973) oraz Mertona (1973). Pierwsza praca dotyczy europej-
skich opcji wystawionych na akcj¢ nie ptacaca dywidendy. W drugiej pracy
Merton (1973) rozszerzyt formule na przypadek wyceny europejskiej opcji
kupna wystawionej na akcje (portfel akcji) przynoszaca dochdéd w postaci
dywidendy. W kolejnych latach powstawaly modele wyceny oparte na in-
nych zatozeniach, wystawiane na inne instrumenty oraz dotyczace innych
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rodzajow opcji**’. W ostatnich dwudziestu latach nastapit ogromny rozwoj
metod matematycznych i ekonometrycznych wykorzystywanych do wyceny
instrumentéw pochodnych.

Jednym z zatozen klasycznych modeli wyceny opcji jest stato§¢ warian-
cji instrumentu bazowego. Moze to prowadzi¢ do znacznych obcigzen wycen
opcji, konstruowanych na ich podstawie. Dlatego tez zaproponowano szereg
modeli wyceny, w ktorych probuje si¢ uwzgledni¢ zmienno$¢ wariancji®.
W wigkszos$ci z nich przyjmuje si¢ zalozenie, ze ceny instrumentu bazowego
sg realizacjami procesOw z czasem ciggtym. Najczesciej stosowany do mo-
delowania zmienno$ci na rynkach finansowych proces GARCH jest jednakze
procesem z czasem dyskretnym. Wyceny opcji przy zatozeniu, ze stopy zwro-
tu sg realizacjg procesu GARCH dokonat po raz pierwszy Duan (1995). Za-
stosowanie modeli klasy GARCH pozwala w stosunkowo prosty sposob opi-
sa¢ wiele wlasnosci finansowych szeregéw czasowych. Uwzglednienie tych
wlasnos$ci przy wycenie opcji prowadzi czgsto do wzrostu trafno$ci wycen
(patrz np. Duan i Zhang, 2001, Lehar, Scheicher i Schittenkopf, 2002, Chri-
stoffersen i Jacobs, 2004). Zastosowanie modeli GARCH do wyceny opcji
pozwala dodatkowo wyjasni¢ wickszo$¢ obcigzen modelu Blacka i Scholesa
(BS) (patrz np. Duan, 1999, Hafner i Herwartz, 2001).

Réwnie waznym z praktycznego punktu widzenia zastosowaniem in-
strumentoéw pochodnych jest hedging, czyli zabezpieczanie przed ryzykiem.
Podstawowym celem transakcji zabezpieczajacych jest ochrona przed stra-
tami, jakie mogg wynikna¢ ze zmian cen. Zawierane moga by¢ one zardowno
przez sprzedawcow jak i nabywcow, ktorzy cheg sprzedac lub kupi¢ okreslo-
ne aktywa w przysztosci, aby wyeliminowac lub zmniejszy¢ ryzyko zwigzane
z mozliwa niekorzystng zmiang ich cen na rynku kasowym do czasu realiza-
cji rzeczywistych transakcji. Do transakcji zabezpieczajacych moga by¢ sto-
sowane rozne instrumenty pochodne, np. opcje czy kontrakty futures. Stoso-
wane tradycyjne metody estymacji wspotczynnika zabezpieczenia nie biora
pod uwage zmieniajacych si¢ w czasie warunkowych wariancji i kowarian-
cji stop zwrotu. To moze prowadzi¢ do spadku efektywnosci zabezpiecze-
nia, szczegolnie w przypadku dynamicznych strategii zabezpieczajacych, wy-
magajacych czestych zmian pozycji. Jedng z metod, ktéra pozwala opisac te
wazne wlasnos$ci finansowych szeregéw czasowych sa wielorownaniowe mo-
dele GARCH. Korzysci wynikajace z zastosowania modeli GARCH przy za-

27 Szerszy kontekst historyczny i przeglad modeli mozna znalezé w pracy Jajugi
(2004).
28 Patrz punkt 6.1.1.
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bezpieczaniu maja najczesciej charakter ekonomiczny i finansowy. Aplikacje
modeli GARCH moga na przyktad prowadzi¢ do stabilizacji kosztow obstugi
zadtuzenia zagranicznego (Kroner i Claessens, 1991) oraz wzrostu efektyw-
nosci strategii zabezpieczajacych mierzonej za pomoca: wariancji (np. Bera,
Garcia i Roh, 1997) wymogoéw kapitatowych z tytutu ryzyka rynkowego (np.
Brooks, Henry i Persand, 2002), funkcji uzytecznosci (np. Gagnon, Lypny
i McCurdy, 1998), VaR i wskaznika efektywnosci Sharpe’a (np. Bos, Mahieu
i van Dijk, 2000) czy tez wskaznika zyskowno$ci (np. Gannon i Chng, 2000).
Korzysci wynikajace z zastosowania modeli GARCH moga rowniez dotyczy¢
lepszego wyjasnienia opisywanych zjawisk, na przyktad przeprowadzenie dy-
namicznej analizy relatywnej wazno$ci komponentéw wspotczynnika zabez-
pieczania zwigzanych z czynnikami makroekonomicznymi i specyficznymi
dla okreslonych akcji (Tong, 1996) czy pokazanie, ze wprowadzenie pieni¢z-
nego rozliczenia kontraktow zmniejszyto ryzyko zabezpieczanych portfeli
(Lien i Tse, 2002).

Rozdzial podzielono na dwie cz¢$ci. W podrozdziale 6.1 przedstawio-
no zagadnienia zwigzane z zastosowaniem modeli GARCH do wyceny opcji.
W pierwszej kolejnosci omoéwiono obcigzenia wynikajace z zastosowania
modelu BS, bedace nastgpstwem zmienno$ci wariancji procesow. Dalej za-
prezentowano metody wyceny opcji dla réznych parametryzacji procesow
GARCH. Przedstawiono réwniez wyniki analizy empirycznej dla opcji wy-
stawianych na indeks WIG20. Jest to pierwsza analiza dotyczaca rynku in-
strumentdw opcyjnych w Polsce, w ktorej rozwaza si¢ trafnos¢ wycen kon-
struowanych na podstawie réznych specyfikacji jednoréwnaniowych modeli
GARCH. W badaniu zastosowano nast¢pujace specyfikacje modeli jednoréw-
naniowych: GARCH, GARCH-M, NGARCH, NGARCH-M, GJR-GARCH
oraz GJR-GARCH z warunkowym rozkladem t-Studenta. Wyceny skonstru-
owane na podstawie modeli GARCH poréwnano dodatkowo z wycenami
konstruowanymi na podstawie innych metod: modelu BS, modelu BS w pota-
czeniu z modelem wynikajagcym z koncepcji RiskMetrics oraz podejscia sto-
sowanego przez praktykow rynku.

W podrozdziale 6.2 modele GARCH zostatly zastosowane do zabezpiecza-
nia przed ryzykiem. Dokonano oceny skutecznosci strategii zabezpieczajgcych
za pomocg kontraktow terminowych dla portfeli notowanych na GPW w War-
szawie. Do szacowania wspotczynnika zabezpieczenia zastosowano nastepuja-
ce parametryzacje dwuréwnaniowego modelu GARCH: BEKK, BEKK z wa-
runkowym dwuwymiarowym rozktadem t-Studenta, diagonalny BEKK, model
skalarno-diagonalny, DCC, zintegrowany DCC, model statych wspotczynni-
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koéw korelacji. Badano roéwniez r6zne parametryzacje warunkowych srednich:
stale Srednie, model VAR, model z mechanizmem korekty btedéw. Poza mo-
delami GARCH zastosowano rowniez inne metody oraz modele, na podstawie
ktorych estymowano wspotczynnik zabezpieczenia, takie jak: zabezpieczenie
naiwne, zabezpieczenie MNK, ruchomg macierz kowariancji, wyréwnywa-
nie wyktadnicze, model wynikajacy z koncepcji RiskMetrics, modele regresji
z losowymi parametrami, opisanymi jako proces btadzenia przypadkowego
i proces autoregresyjny. Zaproponowano rowniez sposéb wyznaczania statej
wygladzania i parametru wygasania, w metodach ruchomej macierzy kowa-
riancji i wyrd6wnywania wyktadniczego dla wariancji, ktory daje lepsze wyni-
ki przy zabezpieczaniu portfeli.

Dotychczasowe wyniki badan empirycznych sg niejednoznaczne i nie
wskazuja jednego modelu jako najbardziej skutecznego w zabezpieczaniu
przed ryzykiem. W celu uzyskania bardziej ogblnych wnioskow dotyczacych
efektywno$ci metod przy zabezpieczaniu portfela, uzyskane w pracy wyniki
porownano z wlasnosciami badanych szeregéw czasowych. W innych bada-
niach empirycznych ten aspekt jest czgsto pomijany, co utrudnia znalezienie
przyczyn zroéznicowanej skuteczno$ci roznych metod i modeli, wykorzysty-
wanych do zabezpieczania przed ryzykiem. Dodatkowo przeprowadzono
rowniez analize¢ skutecznosci zabezpieczania wewnatrz proby. Pokazano, ze
mozna na podstawie analizy wewnatrz proby dla tej samej miary, na podsta-
wie ktorej dokonuje si¢ oceny poza proba, wskazaé postacie modeli, ktorych
zastosowanie do estymacji wspolczynnika zabezpieczenia pozwoli skutecz-
niej ogranicza¢ ryzyko. Takie badanie wewnatrz proby ma wigksze szanse na
wybor najlepszych parametryzacji modeli niz analiza statystycznych wtasno-
$ci szeregow czasowych i kryteriow informacyjnych.

W pracy zaproponowano réwniez metode oceny efektywnos$ci strategii
zabezpieczajacej z wykorzystaniem danych o wysokiej czestotliwosci. Prze-
prowadzono rowniez dynamiczng analize ksztattowania si¢ wspotczynnikow
zabezpieczenia w powigzaniu z ksztalttowaniem si¢ warunkowej wariancji.
Wyniki takiego badania pozwalaja okresli¢, w jakich okresach nalezy zwigk-
szy¢ lub zmniejszy¢ poziom zabezpieczenia. W wigkszosci prac bada si¢ efek-
tywno$¢ roznych strategii zabezpieczajacych dla instrumentow finansowych,
w przypadku ktérych sg notowane kontrakty terminowe. Nie wiadomo nato-
miast, jak skuteczne sg strategie, gdy zabezpieczany jest instrument, dla kto-
rego nie ma notowanych instrumentéw pochodnych. W pracy przeprowadzo-
no analize rowniez dla takiego portfela.
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6.1. WYCENA OPCJI WYSTAWIONYCH NA AKCJE
I INDEKSY AKCJI

Od czasu opublikowania przetomowych prac Blacka i Scholesa (1973)
oraz Mertona (1973)*° obserwuje si¢ prawdziwa eksplozj¢ teoretycznych
1 empirycznych badan dotyczacych problemu wyceny instrumentéw pochod-
nych. Zagadnienie wyceny opcji nalezy do najwazniejszych zagadnien ma-
tematyki finansowej. Problem wyceny byt rowniez przedmiotem wielu ba-
dan ekonometrycznych. Kluczowg role w wycenie opcji odgrywa zmienno$é
instrumentu bazowego. Ponizej zaprezentowano wyceng opcji dla réznych
specyfikacji jednoréwnaniowych procesow GARCH, a nastgpnie zbadano
trafno$¢ takiego podejscia dla opcji wystawianych na indeks WIG20. Przed-
stawione sposoby wyceny opcji pozwalaja wyjasni¢ wigkszos$¢ obcigzen mo-
delu BS.

6.1.1. WYCENA OPCJI NA PODSTAWIE MODELU BLACKA I SCHOLESA
I JEJ OBCIAZENIA

Poczatkowo wszystkie formuty na wycene¢ opcji opieraly si¢ na proce-
sach z czasem cigglym. Najczesciej stosowany model wyceny opcji?®, czy-
li model Blacka i Scholesa, zostal wyprowadzony przy zatozeniu, Ze ceny in-
strumentu bazowego zmieniaja si¢ zgodnie z geometrycznym ruchem Browna
o stalych parametrach p io:

dS, = puS,dt + oS,dz, , (6.1.1)

gdzie S, to cena instrumentu bazowego, p — parametr oznaczajacy dryf, o —
parametr oznaczajacy zmienno$¢, z, — standardowy ruch Browna.

Przy wyprowadzeniu modelu, poza opisem procesu cen, przyj¢to szereg in-
nych zatozen?*!. Rownania okre$lajace ceny europejskich opcji kupna i opcji
sprzedazy w chwili t maja nastgpujaca postac:

¢, =SN(d,)—Xe """N(d,,), (6.1.2)

23 Robert Merton i Myron Scholes w 1997 roku otrzymali Nagrode Nobla za nowa meto-
de wyceny instrumentéw pochodnych (wspoéttworca Fischer Black zmart w 1995 r.).

240 Wraz z pdzniejszymi uogodlnieniami modelu.

241 Patrz np. Jajuga i Jajuga (1996), Hull (1998).
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p,=Xe ""N(~d,)—-SN(—d,), (6.1.3)
przy czym:

d, =[In(S, | X)+(r, +0* [ 2)(T = )]/ 0T — 1,

d,=d, —oT—1t,

gdzie ¢, —cena opcji kupna w chwili ¢, p, —cena opcji sprzedazy, S, —cena
instrumentu bazowego, X — cena wykonania opcji, r, — stala stopa procen-
towa wolna od ryzyka, T — okres waznosci opcji, o — zmienno$¢ waloru ba-
zowego, N(.) — dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego.
Na przyktad dla obserwacji dziennych stosuje si¢ dzienna stopg procentowa
wolng od ryzyka, odchylenie standardowe dziennych stop zwrotu oraz okres
wazno$ci wyrazony w dniach?2,

Formule na wycene europejskiej opcji sprzedazy mozna wyprowadzic,
korzystajac z parytetu kupna-sprzedazy opcji (ang. put-call parity)*:

c,+Xe """ =p +8 . (6.1.4)

Liczne badania empiryczne pokazuja, ze ceny rynkowe opcji rdznig si¢
od teoretycznych wycen skonstruowanych na podstawie modelu BS (patrz np.
Rubinstein, 1985). Gdyby model BS wyceniat opcje prawidlowo, to zmien-
no$¢ implikowana powinna mie¢ stalg warto$¢, niezalezng od ceny wykonania
i terminu do wygasniecia. Tymczasem plaszczyzna zmienno$ci implikowa-
nej charakteryzuje si¢ wystgpowaniem ,,u§miechu zmiennos$ci” Iub ,,gryma-
su zmiennos$ci”. Efekt ,,usmiechu zmiennosci” polega na tym, ze zmienno$¢
implikowana, wyznaczona na podstawie modelu BS, jest nizsza dla opcji po
cenie (ATM), a rosnie im bardziej opcja jest w cenie (ITM) lub poza ceng
(OTM)**, Wykres zmiennosci implikowanej, dla réznych cen wykonania,
jest symetryczny i ma ksztatt zblizony do wypuktej paraboli (przypomina
usmiech). Na czesci rynkow opcji wystepuje efekt ,,grymasu zmiennosci”,
ktory polega na tym, ze zmienno$¢ implikowana jest rozna dla opcji ITM

242 W alternatywnym zapisie formuty BS warto$ci te podawane sa w skali roku.

243 Zalezno$¢ ta dotyczy cen opcji, o takich samych cenach wykonania i wygasajacych
W tym samym terminie.

24 Opcja jest: ITM, jezeli optaca si¢ ja wykonaé¢, OTM, gdy nie optaca si¢ jej wykonaé
oraz ATM, gdy cena wykonania (alternatywnie zdyskontowana cena wykonania) jest rowna
biezacej cenie instrumentu bazowego.
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1 OTM (najczegsciej jest znacznie wyzsza dla opcji ITM niz dla opcji OTM).
Wykres zmiennosci implikowanej wzgledem roznych cen wykonania jest asy-
metryczny. Do obcigzen zwigzanych z wyceng na podstawie modelu BS moz-
na rowniez zaliczy¢: niedoszacowanie cen opcji dla instrumentow bazowych
o niskiej zmiennosci stop zwrotu, niedoszacowanie cen opcji o krotkich ter-
minach do wygasnigcia (zmienno$¢ implikowana wyznaczana na podstawie
cen opcji o roznych terminach do wygasnigcia rowniez nie jest stala i tworzy
okreslong strukture czasowa?®).

Obcigzenia wynikajace z zastosowania modelu BS sa rezultatem niespet-
nienia przyjetych przy wyprowadzeniu formuty zatozen. Ze wzgledu na te-
matyke pracy w dalszej czesci zostang omowione wytacznie obcigzenia wy-
nikajgce z niespetnienia zatozenia o procesie generujagcym ceny instrumentu
bazowego, mianowicie zalozenia o stalo$ci parametru zmiennosci o. Dla
geometrycznego ruchu Browna logarytmiczne stopy zwrotu majg rozktad nor-
malny, tymczasem rozktad empirycznych stop zwrotu wickszos$ci instrumen-
tow finansowych jest leptokurtyczny i czgsto asymetryczny. Jezeli oba ogony
empirycznego rozktadu stop zwrotu sg grubsze niz w rozktadzie normalnym,
to model BS niedoszacowuje ceny opcji kupna i sprzedazy OTM oraz ITM.
Podobna sytuacja wystepuje w przypadku zmiennej wariancji i braku korela-
cji pomiedzy biezaca stopa zwrotu a przyszta zmienno$cig?*é. W przypadku,
gdy lewy ogon rozktadu jest grubszy, a prawy cienszy niz w rozktadzie nor-
malnym, to model BS przeszacowuje ceny opcji kupna OTM i sprzedazy ITM
oraz niedoszacowuje ceny opcji kupna ITM i sprzedazy OTM. Podobnie jest
w przypadku zmiennej wariancji, gdy pomigdzy biezacg stopg zwrotu a przy-
sztg zmienno$cig wystepuje ujemna korelacja (patrz np. Wiggins, 1987; He-
ston, 1993). Badania empiryczne pokazuja, ze formuta BS najczgsciej znacza-
co przeszacowuje ceny opcji kupna OTM w stosunku do cen opcji kupna ITM
(patrz np. Wiggins, 1987; Bakshi, Cao i Chen, 1997). Te wyniki sugeruja, ze
wazng role przy wycenie odgrywa zarowno leptokurtycznos¢, jak i ujemna
asymetria rozktadu stop zwrotu (alternatywnie zmienno$¢ wariancji i uyjemna
korelacja migdzy biezaca stopa zwrotu a przysztg zmienno$cig®*’).

Zaprezentowane powyzej formuly wyceny opcji, na podstawie mode-
lu BS, pierwotnie okreslaty ceny europejskich opcji kupna i sprzedazy akcji

245 (Obcigzenia z tym zwigzane mozna probowaé wytlumaczy¢ na podstawie modeli ze
zmiennymi stopami procentowymi.

246 Ze statycznego punktu widzenia, czyli analizujac jedynie rozktad bezwarunkowy i nie
uwzgledniajac zaleznosci dynamicznych, obie sytuacje sg identyczne.

247 Patrz wlasno$ci empirycznych stop zwrotu w podrozdziale 1.1.
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spotek niewyplacajacych dywidendy. Na bazie modelu BS powstalo jednakze
wiele uogdlnien i rozszerzen pozwalajacych dokona¢ wyceny opcji, odstgpu-
jac od niektérych zalozen badz tez dokona¢ wycen dla innych instrumentéw
finansowych?®. Ponizej omdwiono tylko te modele wyceny, ktore byty wyko-
rzystywane w dalszej czesci pracy®®. Cena europejskiej opcji kupna, dla akcji
spotki wyptacajacej dywidendg, jest réwna:

¢, =S,e "IN, - Xe """N(d,,), (6.1.5)

przy czym:
dy, =[In(S, / X)+(r, —q+ 0/ 2(T =)/ 0T 1,

d, =d,—oNT —t,

gdzie g oznacza Srednig warto$¢ stopy dywidendy>*°.

Jezeli znana jest wysoko$¢ dywidendy, to alternatywnie mozna wykorzystac
wzor BS, w ktoérym poczatkowa cena akcji zmniejszona zostata o wartos¢ bie-
zaca dywidend wyplaconych w okresie waznos$ci opcji.

Liczne badania empiryczne pokazuja, ze wariancja proces6w finanso-
wych nie jest stala w czasie. Dlatego tez bardzo szybko zaproponowano kilka
modeli wyceny, w ktérych probuje si¢ uwzgledni¢ zmienno$¢ wariancji, np.:
model stalej elastycznos$ci wariancji (Cox, 1975), model skoku i dyfuzji (Mer-
ton, 1976), model opcji ztozonych (Geske, 1979). Hull i White (1987) doko-
nali wyceny opcji przy zalozeniu procesu ze stochastyczng zmiennoscia i bra-
ku korelacji migdzy procesami opisujacymi dynamike cen i zmiennosci:

dS, = puSdt+o,S.dw,, (6.1.6)
do} =goldt+doldw,,, (6.1.7)

gdzie w,,,w,, sa standardowymi niezaleznymi ruchami Browna.
Cena europejskiej opcji kupna w chwili ¢ ma postac:

¢, = E[BS(0,,)|¢4], (6.1.8)

28 Patrz Hull (1998).
24 Przedstawiono tylko opcje wystawione na akcje.
2 Dla danych dziennych jest to srednia dzienna stopa dywidendy.
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gdzie BS(.) oznacza wartos$¢ obliczong z modelu BS, ¢, —to $rednia zmien-
nos¢ w okresie do wygasnigcia opcji o, .

Podobne formuly, przy zalozeniu, ze proces cen instrumentu bazowe-
go jest procesem dyfuzji ze stochastyczna wariancja, wyprowadzili John-
son 1 Shanno (1987), Scott (1987) oraz Wiggins (1987). Poza praca Wig-
ginsa (1987), autorzy wyceniaja opcje przy neutralnym podejsciu do ryzyka
z zastosowaniem symulacji Monte Carlo. Stein i Stein (1991), Heston (1993)
oraz Ball i Roma (1994) wyprowadzili formuty na wycene opcji, przy zato-
zeniu okres$lonych postaci stochastycznej zmiennos$ci, dla procesoOw z czasem
ciaglym.

Feinstein (1988) pokazat, ze dla opcji ATM, o terminie bliskim wykona-
nia, model BS jest zblizony do liniowego ze wzgledu na o, dlatego:

E[BS(0,, )|t 1~ BS(E[0,,|¢]). (6.1.9)

251

Jezeli przyblizenie jest doktadne®', wowczas zmiennos$¢ implikowana, otrzy-

mana na podstawie modelu BS, spetnia warunek:

EI;T = E[Jt;T

¥,]. (6.1.10)

Wynik ten jest wazny z praktycznego punktu widzenia, poniewaz zmienno$¢
implikowana jest na ogot obliczana z wykorzystaniem modelu BS.

6.1.2. WYCENA OPCJI DLA PROCESOW GARCH
Po raz pierwszy wycene opcji przy zatozeniu, ze stopy zwrotu sg realiza-
cja procesu GARCH-M?2, czyli procesu z czasem dyskretnym, zaproponowat
Duan (1995). Zat6zmy, ze ceny instrumentu finansowego sg realizacjami pro-

cesu GARCH-M w postaci®?:

rn=r.+ 6h "°—0,5h +e¢,, (6.1.11)

1 W badaniu Duana (1995) na podstawie modeli GARCH r6znica migdzy wycenami,
zaktadajacymi state i zmienne warunkowe odchylenie standardowe, nie byta duza dla opcji
ATM o terminie bliskim wykonania i nie przekraczata §rednio 4% warto$ci opcji.

252 Patrz tabela 1.1.

233 Na parametry modelu GARCH oraz przedstawionych w dalszej czg$ci pracy rozsze-
rzen modelu muszg by¢ oczywiscie natozone restrykcje zapewniajace dodatnio$¢ wariancji wa-
runkowej oraz stacjonarno$¢ procesu.
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5[ = Zzhll/z Zl ~ N(O,l) (6 1 12)
q ) P

h=a,+> ae. +Y Bh_, (6.1.13)
i=1 j=1

gdzie r =In(S, /S, ), S, oznacza cen¢ instrumentu bazowego w chwili ¢,
parametr ¢ oznacza jednostkowg premig za ryzyko.

Tradycyjna metoda wyceny opcji przy neutralnym podejsciu do ryzyka
musi by¢ w tym przypadku uogdlniona. Wycena przy lokalnie neutralnym po-
dejsciu do ryzyka polega na takiej modyfikacji procesu stop zwrotu, by nie
zmieni¢ warunkowej wariancji na jeden okres do przodu, a warunkowa ocze-
kiwana stopa zwrotu byta rowna stopie wolnej od ryzyka. Wprowadza si¢ po-
jecie probabilistycznej miary Q neutralizujacej ryzyko, przy ktdrej ceng opcji
mozna obliczy¢ przez zdyskontowanie warto$ci oczekiwanej wyplaty opcji.
W przypadku zmiennej w czasie wariancji stop zwrotu instrumentu bazowe-
go istnieje wiele mozliwych miar Q. Dlatego niezbedne jest przyjecie zato-
zenia o preferencjach inwestora wzgledem ryzyka i postaci funkcji uzytecz-
nosci. Duan (1995) dowodzi, Ze jezeli inwestorzy maksymalizujg oczekiwang
uzytecznos$¢, a funkcja uzytecznosci jest separowalna wzgledem czasu i addy-
tywna, to wycena przy lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka jest prawidto-
wa, gdy spetnione jest jedno z trzech ponizszych zatozen:

(i) funkcja uzyteczno$ci zapewnia stata relatywna awersje do ryzyka,

a przyrosty logarytmoéw zagregowanej konsumpcji maja rozktad nor-
malny ze stalg §rednig i wariancja;

(ii) funkcja uzytecznosci zapewnia stalg absolutng awersj¢ do ryzyka,

a przyrosty zagregowanej konsumpcji maja rozktad normalny ze sta-
I3 $rednig 1 wariancja;

(iii) funkcja uzytecznosci jest liniowa.

W rozpatrywanym przykladzie proces stop zwrotu instrumentu bazowego,
wzgledem miary O, ma postac:
r,=r,—0,5h+&, (6.1.14)

t

ét = uthtl/z > u, ~ N(©O,D), (6.1.15)

9 P
h=a,+ Y a0, — 1) + D Bk, (6.1.16)
i=1 j=1
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Jak tatwo zauwazyé & =¢, + 6\/h—t . Jezeli p=g=1 oraz
|5| <[0—a,—6)/ ], to wariancja bezwarunkowa ¢, , wzgledem miary
0, jest wigksza niz wariancja bezwarunkowa ¢, dla réwnan (6.1.12-6.1.13),
czyli procesu nie przeksztalconego i wynosi:

var(§,) = o [1-(1 +62)a1 _ﬁl]_l .

Cena instrumentu bazowego w dniu wygasniecia opcji jest rOwna:

T T
Sy =S,exp|r, (T—)—0,5> h+> &l (6.1.17)
i=t+1 i=t+1
Zdyskontowany przy stopie wolnej od ryzyka proces cen instrumentu bazo-
wego, wzgledem miary O, jest martyngatem. Cena europejskiej opcji kupna
jest rowna zdyskontowanej warto$ci wyptaty opcji:
=e """ E°[max(S, — X,0)[y,], (6.1.18)

G

gdzie EY(.) oznacza operator warunkowej wartoéci oczekiwanej wzgledem
miary Q.

Wyceny dokonuje si¢ najczesciej na podstawie symulacji Monte Car-
lo. Szacuje si¢ parametry modelu w postaci (6.1.11-6.1.13) dla szeregu stop
zwrotu instrumentu bazowego, dalej na podstawie formut (6.1.14-6.1.16),
a nastepnie (6.1.17) symuluje si¢ N realizacji cen instrumentu bazowego,
wzgledem miary O, o dlugosci T . Ceng opcji oblicza si¢ jako:

e 1
& =e """ =5 "max(s, - X,0). (6.1.19)
N5
Zamiast symulacji, mozna zastosowac¢ przyblizenia wartosci opcji (patrz np.
Duan, Gauthier i Simonato, 1999, Ritchken i Trevor, 1999). Alternatywnym
rozwigzaniem jest oszacowanie parametrow modelu w postaci (6.1.14—6.1.16),
wzgledem miary Q , na podstawie cen opcji dla wezesniejszego okresu. Oce-
ny parametréw uzyskuje si¢ minimalizujac funkcj¢ straty, najczesciej Sredni
btad kwadratowy, migdzy ceng rynkowg a ceng teoretyczng opcji. Otrzymane
W ten sposOb oceny parametréw nazywa si¢ czesto implikowanymi. Nastep-
nie przeprowadza si¢ symulacje i wyceng opcji, tak jak w opisanej powyzej
procedurze.

Podejscie zaproponowane przez Duana (1995) dotyczylo modelu

GARCH-M z warunkowym rozktadem normalnym, jednakze bardzo szybko
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zostato uogodlnione na inne specyfikacje warunkowej sredniej (np. opisujace
autoregresj¢), warunkowej wariancji (np. modele GJR-GARCH, NGARCH,
FIGARCH) oraz warunkowego rozktadu (np. rozktad t-Studenta, GED). Po-
nizej przedstawiono formuty tylko dla wybranych modeli, ktore zastosowa-
no w badaniu.

W celu uwzglednienia obserwowanego asymetrycznego wplywu dodat-
nich i ujemnych stéop zwrotu na wariancje, Duan (1999) zastosowat nielinio-
wy asymetryczny model GARCH?*, Model ten mozna przedstawi¢ w naste-
pujacej postaci®*>:

q P
h=ay+ > ah (2 =7  + 2 Bk, . (6.120)
j=1

i=1
Model NGARCH-M w postaci réwnan (6.1.11-6.1.12) i (6.1.20), wzgledem
miary O, ma posta¢ rownan (6.1.14-6.1.15) oraz:

9 P
h=ay+> ah  (u_ —v—6)+> Bh_,. (6.1.21)
i=1 j=1
Hafner i Herwartz (2001), zamiast efektu GARCH-M, uwzgledniaja auto-
regresj¢ stop zwrotu. Do wyceny opcji zastosowali oni model AR(1)-GJR-
GARCH(1,1):

h==0¢,+ ¢,1,—05h +¢, (6.1.22)
g =zh", z,~N(0,1), (6.1.23)
h = o, +[(oy + w11(2t71<0))ztzfl +6,1h,_,, (6.1.24)

gdzie I oznacza zmienng zero-jedynkows, przyjmujgcg warto$¢ jeden, gdy
z, , <0,
Model ten ma nastepujaca posta¢ wzgledem miary QO :

r=r,—0,5h +¢, (6.1.25)

t

ét = uthtl/z > u, ~ N(©O,D), (6.1.26)

2% Duan okreslat ten model jako NGARCH.
25 Por. AGARCH w tabeli 1.1.
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b= o, + (o +wly, o) =N )+ B8k, (6.1.27)
ot (6.1.28)
4 h;]/z

W celu uwzglednienia warunkowej leptokurtycznosci Duan (1999) za-
stosowat rozklad GED. Badania empiryczne pokazuja jednakze, ze mo-
del GARCH z warunkowym rozktadem t-Studenta najczesciej lepiej opi-
suje zmienno$¢ wigkszosci proceséw finansowych. Zastosowanie rozkladu
t-Studenta wymaga przyjecia, zamiast logarytmicznych stop zwrotu, zwyktych
stop zwrotu*¢. Nalezy jednakze pamigtac, ze z modelowaniem zwyktych stop
zwrotu zwigzane sg problemy natury statystycznej (patrz podrozdziat 1.1).
Rozktad t-Studenta jest okre$lony na przedziale (—00,+00), natomiast zwy-
kte stopy zwrotu nalezg do przedziatlu (—1,+00) . Hafner i Herwartz (2001)
przyjeli model w postaci (6.1.22-6.1.24), z tym ze zamiast 7, przyjeli R,,
okreslone jako R, =(S,—S,,)/S,, oraz z, ~¢ (0,1), gdzie ¢,(0,1) ozna-
cza standaryzowany rozktad t-Studenta o v stopniach swobody. Niech G,
oznacza dystrybuante rozkladu t-Studenta. Zmienna z, mozna przeksztalci¢
na zmienng standaryzowang o rozktadzie normalnym za pomoca przeksztal-
cenia:

w,(z)=N"[G,(z)], (6.1.29)
gdzie N~'(.) oznacza funkcje odwrotng do dystrybuanty rozktadu normal-

nego.
Rozwazany model ma nastepujaca posta¢ wzgledem miary Q :

R =¢,+ R +E, (6.1.30)
E=h"V"u,-)\), u,~N(0,1), (6.1.31)
b=, + (o +wly, o)t =N )+ Bk, (6.1.32)

gdzie A, jest rozwigzaniem rownania:

BT (u, — M|, ] =L —

(6.1.33)

26 Dla logarytmicznych stop zwrotu oczekiwana stopa zwrotu jest nieograniczona,
w zwigzku z tym nie istnieje drugi moment funkcji wyptaty z aktywu.
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Réwnanie (6.1.33) mozna rozwigza¢ numerycznie.
Dla zwyktych stop zwrotu musi by¢ rowniez zmieniona formuta (6.1.18).
Cena europejskiej opcji kupna jest rowna:

¢, =(1+r,) " E%max(S, — X,0)|¢,]. (6.1.34)

Heston i Nandi (2000) przedstawili analityczne rozwigzanie wyceny opcji
dla procesu GARCH, o nastgpujacej postaci:

r=r+ 6h + 1"z, (6.1.35)

h = +ija,. (z. —h"” )2 +i Bh,_,. (6.1.36)
i=1 Jj=1

Specyfikacja modelu GARCH w (6.1.36) jest bardzo zblizona do modelu
NGARCH. Inne podejscie do wyceny opcji proponuja Barone-Adesi, Engle
i Mancini (2008).

Przedstawione sposoby wyceny opcji z zastosowaniem modeli GARCH
umozliwiaja wyjasnienie wigkszosci obcigzen modelu BS: uwzglednienie
zmiennej wariancji warunkowej pozwala opisa¢ usmiech zmiennosci, nato-
miast wziecie pod uwage ujemnej korelacji pomiedzy biezaca stopg zwrotu
a przyszta zmiennoscia (poprzez np. model NGARCH lub GJR-GARCH) lub
dodatniej premii za ryzyko*’ (GARCH-M) pozwala opisa¢ grymas zmien-
nos$ci. Przyjecie leptokurtycznego rozktadu warunkowego powoduje wzrost
wartosci wycen opcji ITM i OTM. Wycena opcji dla modelu GARCH umoz-
liwia opisanie rowniez innych charakterystycznych wlasnosci. U$miechy
zmiennoS$ci stajg si¢ coraz bardziej ptaskie wraz ze wzrostem termindéw do
wygasniecia. Struktura czasowa zmiennosci implikowanej dla opcji ATM
jest rosnaca wraz ze wzrostem terminu do wygasniecia, gdy poziom warian-
cji warunkowej w momencie wyceny jest nizszy od poziomu wariancji bez-
warunkowej??. Struktura czasowa zmiennosci implikowanej dla opcji ATM
jest malejaca wraz ze wzrostem terminu do wygasnigcia, gdy poziom warian-
cji warunkowej w momencie wyceny jest wyzszy od poziomu wariancji bez-
warunkowej. Ceny opcji OTM i opcji o krotkich terminach do wygasnigcia sg
niedoszacowane.

27 Wplyw dodatniej premii za ryzyko jest znacznie silniejszy w przypadku modelu
GARCH z leptokurtycznym rozktadem warunkowym.

2% Ta i nastepna wlasno$¢ dotyczg stacjonarnych proceséw GARCH. Zmiennos¢ takiego
procesu charakteryzuje si¢ powrotem do poziomu sredniego.
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Wycena opcji z zastosowaniem modelu GARCH byta przedmiotem wie-
lu analiz. Dotychczasowe wyniki badan wskazuja, ze wyceny opcji dokonane
na podstawie modeli GARCH sg bardziej trafne niz wyceny dokonane na pod-
stawie modelu BS (patrz np. Duan i Zhang, 2001). Niewiele jest analiz, w kto-
rych ocenia si¢ trafno$¢ prognoz cen opcji z zastosowaniem alternatywnych
specyfikacji modeli GARCH. Christoffersen i Jacobs (2004) pokazuja, ze ko-
nieczne jest uwzglednienie efektu asymetrii w wariancji. Wyniki dotyczace
poréwnania modelu GARCH z innymi modelami sg bardziej zréznicowane,
np. Pipien i Pajor (2005) pokazuja, ze wyceny opcji z zastosowaniem modelu
SV sa trafniejsze niz dokonane na podstawie modelu GARCH, z kolei Lehar,
Scheicher i Schittenkopf (2002) otrzymali doktadnie odwrotny wynik.

6.1.3. WYCENA OPCJI WYSTAWIONYCH NA INDEKS WIG20

Wycena opcji z zastosowaniem modeli GARCH dla instrumentéw z pol-
skiego rynku finansowego zajmowali si¢ migedzy innymi Piontek (2003b,
2007), Osiewalski i Pipien (2003), Kuziak (2005), Pipien i Pajor (2005) oraz
Oczadty (2007). Piontek (2003b) oraz Osiewalski i Pipien (2003) dokonali
wyceny hipotetycznej opcji dla indeksu WIG. Ze wzgledu na to, Ze opcje ta-
kie nie s3 notowane na GPW, nie mogli poréwna¢ uzyskanych wycen z rze-
czywistymi notowaniami. Oczadly (2007) wyznaczyt ceny teoretyczne opcji
barierowych dla kursu EUR/PLN, jednakze nie poréwnywal ich z wycena-
mi rynkowymi. Kuziak (2005) dokonata wyceny opcji dla indeksu WIG20
w wybranym dniu. Pipien i Pajor (2005) dokonali poréwnania wycen z cena-
mi rynkowymi dla opcji kupna na kurs terminowy dolara amerykanskiego.
Najlepszy okazat si¢ model SV, nastepnie GARCH 1 na koncu 30-wyrazowa
wariancja ruchoma. W badaniu Piontka (2007), dla opcji na indeks WIG20,
wyceny skonstruowane na podstawie modelu GARCH okazaty si¢ trafniejsze
niz wyceny skonstruowane na podstawie modelu BS. Niniejsze badanie zosta-
to przeprowadzone rowniez dla opcji na indeks WIG20%”, jednakze od innych
badan odr6znia je zastosowanie réznych specyfikacji modeli GARCH. Opcje
na indeks WIG20 sg najbardziej ptynnymi opcjami notowanymi na GPW
w Warszawie, co jest sprawg bardzo istotng w tego typu badaniach.

2% Do wyceny opcji indeksowych stosuje si¢ te same formuty co do wyceny opcji akcyj-

nych, poniewaz indeks mozna traktowac jako akcje przynoszaca dywidende o znanej stopie,
wyptacang w sposéb ciagly. Nalezy uwzgledni¢ jedynie te dywidendy, dla ktorych dzien usta-
lenia praw do dywidendy przypada w okresie wazno$ci opcji (patrz Hull, 1998).
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Gléwnym celem analizy jest ocena trafno$ci wycen skonstruowanych na
podstawie wybranych parametryzacji jednorownaniowych modeli GARCH
1 porownanie wynikow z metodami stosowanymi przez praktykdéw ryn-
ku. W badaniu zastosowano modele: GARCH, GARCH-M, NGARCH-M,
NGARCH, GJR-GARCH oraz GJR-GARCH z warunkowym rozktadem
t-Studenta. W celach porownawczych zastosowano trzy dodatkowe metody
opierajace si¢ na wykorzystaniu modelu BS. Pierwsza metoda, to wykorzysta-
nie modelu BS z zastosowaniem bezwarunkowego odchylenia standardowego
(BS)**. Druga metoda, to modyfikacja stosowana powszechnie przez prakty-
kow rynku, polegajaca na podstawieniu do modelu BS zmiennos$ci impliko-
wanej, wyznaczonej dla wczesniejszego okresu (BS praktycy). Na przyktad
wyceniajac opcje ITM, nalezy zastosowa¢ zmienno$¢ implikowang, wyzna-
czong z opcji ITM o zblizonym wspolczynniku moneyness*! oraz zblizonym
terminie do wygasnigcia. Trzecia metoda polega na wykorzystaniu modelu
BS z zastosowaniem odchylenia standardowego oszacowanego na podstawie
modelu wynikajacego z koncepcji RiskMetrics (BS-RM).

Do analizy przyjeto dzienne stopy zwrotu od 2 stycznia 2001 roku do 29
czerwca 2007 roku (1628 obserwacji). Wyceny opcji konstruowano dla okre-
su od 2 stycznia 2006 roku do 29 czerwca 2007 roku (375 obserwacji). Pa-
rametry wszystkich analizowanych modeli estymowano 375 razy, dodajac za
kazdym razem kolejng obserwacje. Badano logarytmiczne stopy zwrotu®®?,
obliczane wedhug formuty , =In(P, / P_)), gdzie P, jest ceng zamknigcia in-
deksu w chwili ¢. Dla indeksu WIG20, dla catego badanego okresu wyste-
powata staba autokorelacja pierwszego rzgdu o niestabilnej strukturze w cza-
sie?®, nieistotna statystycznie dla okresu, w ktorym konstruowano wyceny.
Estymacji parametroéw modeli GARCH dokonano metodg quasi-MNW. Wy-
jatkiem jest model GARCH z warunkowym rozktadem t-Studenta, w przy-
padku ktérego zastosowano metod¢ najwigkszej wiarygodnosci. Na podsta-
wie kryterium informacyjnego Schwarza i testow na wystgpowanie efektu
ARCH, jako wystarczajacy do opisu zmiennosci warunkowej wariancji, przy-
jeto model GARCH(1,1).

260 W nawiasach podano stosowane dalej oznaczenia metod.

261 Wspotczynnik moneyness okresla si¢ najczesciej jako iloraz ceny instrumentu bazo-
wego do ceny wykonania opcji, alternatywnie do zdyskontowanej ceny wykonania.

22 Poza modelem GARCH z warunkowym rozktadem t-Studenta, dla ktorego przyjeto
zwykle stopy zwrotu.

263 Podobny wniosek uzyskano w pracy Doman i Doman (2004) dla indeksu WIG, ktory
ma wiasnosci zblizone do indeksu WIG20.
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Badania autora dotyczace prognozowania zmienno$ci wskazywaty na roz-
ne warto$ci zmiennosci implikowanej dla opcji call i put, dlatego analizowa-
no zaro6wno ceny opcji call, jak i put. Poniewaz jednym z celéw badania byta
dynamiczna analiza wycen w czasie, z tego wzgledu wybor opcji i ich podziat
rozni si¢ troche od spotykanych w literaturze. Badano trzy szeregi czasowe
cen opcji. Pierwszy szereg dotyczyt serii opcji, dla ktérych cena instrumentu
bazowego, pomniejszona o zdyskontowane dywidendy, byta najbardziej zbli-
zona do zdyskontowanej ceny wykonania opcji (opcje takie okreslano dalej
jako opcje ATM). Opcje, nalezace do tej grupy, posiadaty wspotczynnik mo-
neyness w przedziale (0,98; 1,02). Drugi szereg stanowily opcje OTM, kto-
rych cena instrumentu bazowego, pomniejszona o zdyskontowane dywidendy,
byta najbardziej zblizona do zdyskontowanej ceny wykonania opcji, pomijajac
opcje okreslone jako ATM. Poza kilkoma przypadkami wspotczynnik money-
ness nalezat dla tej grupy do przedziatow (0,94; 0,98) oraz (1,02; 1,06), odpo-
wiednio dla opcji call i put. Analogicznie utworzono trzeci szereg opcji ITM.
Poza kilkoma przypadkami, wspotczynnik moneyness nalezat dla tej grupy do
przedziatow (0,94; 0,98) oraz (1,02; 1,06), odpowiednio dla opcji put i call.
Dodatkowo usuni¢to wszystkie opcje, ktorych cena byta nizsza niz 10 zt. Ta-
kich opcji w badanych szeregach byto kilka, a w ich przypadku istotne znacze-
nie dla uzyskanych wynikoéw maja koszty transakcyjne.

W kazdym przypadku badano tylko opcje o najkrétszym terminie do wy-
gasniecia. Aby wyeliminowa¢ wplyw wygasania opcji, na tydzien przed wy-
gasnieciem analizowano kolejna seri¢ opcji o najblizszym terminie do wyga-
$nigcia. Wybor badanych serii byt podyktowany w pierwszej kolejnosci checia
unikniecia mato pltynnych aktywow, dzigki czemu minimalizuje si¢ negatyw-
ny wplyw niesynchronicznych transakcji. Analizowane serie opcji nalezaty
na ogo6t do najbardziej pltynnych na rynku. Badane opcje zostaty podzielo-
ne dodatkowo na trzy grupy ze wzgledu na okres waznosci: do 35, powy-
zej 35 do 70 i powyzej 70 do 105 dni. W badaniu uwzgledniono wyptaco-
ne w okresie waznosci opcji dywidendy?*. Przyjeto stosowany przez GPW
w Warszawie sposob obliczania stopy procentowej wolnej od ryzyka. W obli-
czeniach wykorzystuje si¢ stopy procentowe WIBOR i WIBID?%.

Oceny trafno$ci wycen dokonano na podstawie nastepujacych miar: bte-
du $redniego (ME), sredniego btedu absolutnego (MAE), pierwiastka bledu

264 Wartos¢ indeksu zostata zmniejszona o warto$¢ biezaca wyptaconych w okresie waz-
nosci opcji dywidend, w odpowiedniej proporcji, zgodnej ze sktadem indeksu.

265 Szczegdlowy opis procedury mozna znalezé na stronach GPW w Warszawie: www.
gpw.com.pl.
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$redniokwadratowego (RMSE), $redniego absolutnego bledu prognozy sko-
rygowanego o heteroskedastycznos¢ (HMAE), pierwiastka btedu sredniokwa-
dratowego skorygowanego o heteroskedastycznos¢ (HRMSE). Podano réw-
niez procent wycen przeszacowanych. Przy wycenie cen opcji, w odroznieniu
od prognozowania zmiennosci, réznice miedzy miarami MAE i HMAE oraz
RMSE i HRMSE mogg mie¢ istotne znaczenie. Wynika to z duzo wigkszego
zréznicowania cen opcji, ktore w badanym przypadku przyjmuja wartosci od
kilku do kilkuset ztotych. Miary MAE i RMSE beda zatem przypisywac wigk-
szg wage opcjom o wigkszej wartosci, czyli ITM, oraz o dalekich terminach
do wygasnigcia. Z kolei miary procentowe HMAE i HRMSE bardzo duza
wage przypisza opcjom o niskiej wartosci, czyli o bardzo bliskich terminach
do wygasniecia i gigboko OTM.

Otrzymane wyniki zostaly przedstawione w tabelach 6.1-6.9 oraz
6.10—-6.18, odpowiednio dla opcji call i put. Rankingi badanych modeli sa
zblizone wedlug wszystkich czterech kryteriow. Drobne roznice wystgpuja
najczesciej dla opcji o krotkich terminach do wygasniecia i przy wycenach
konstruowanych na podstawie modelu BS. Najwigksza zbiezno$¢ wystepuje
migdzy rankingami MAE i RMSE oraz migdzy HMAE i HRMSE. Dla wigk-
szosci opcji zdecydowanie najtrafniejsze wyceny sa konstruowane na pod-
stawie podejscia stosowanego przez praktykow. Istotnym wyjatkiem sg opcje
call ITM o krotkim okresie waznosci, dla ktorych metoda ta znajdowata si¢ na
przedostatnim miejscu. Najmniej doktadne wyceny, poza opcjami put OTM,
konstruowane sg na podstawie modelu GJR-GARCH z warunkowym rozkta-
dem t-Studenta. Ten wynik jest z pewnoscig dosy¢ zaskakujacy i wymaga dal-
szych szczegotowych badan®®®. Mato doktadne prognozy sg rowniez konstru-
owane na podstawie modelu BS, ktory czgsto znajdowat si¢ na przedostatnim
miejscu w rankingu. Wyceny konstruowane na podstawie modeli GARCH sg
czeg$ciej przeszacowane (wyjatkiem sa opcje put OTM). W przypadku opcji
call OTM, nawet ponad 90% takich wycen jest przeszacowana. Sumarycznie
wyceny te sg rOwniez najczesciej przeszacowane. Z kolei wyceny oparte na
modelach BS i BS-RM s3 najcze$ciej niedoszacowane. Dla opcji put OTM
ponad 90% takich wycen jest niedoszacowana. Sumarycznie wyceny te sg
rowniez niedoszacowane. Zastosowanie metodologii RiskMetrics do wyceny
opcji daje stosunkowo dobre rezultaty dla opcji call (najczgsciej druga pozy-
cja w rankingach) i stosunkowo stabe wyniki dla opcji put (najczgsciej siod-
ma lub 6sma pozycja w rankingach).

26 Trudno ocenié, czy jest to ogolniejsza reguta, poniewaz w literaturze §wiatowej jest nie-
wiele badan dotyczacych poroéwnan tego modelu z innymi parametryzacjami przy wycenie opcji.
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TABELA 6.1. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL ATM O OKRESIE WAZNOSCI DO 35
DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 39,67 | 6,41 | 13,462 8 18,256 8 0,169 3 0,213 3
BS prakt. 48,76 | -0,52 | 8,362 1 10,675 1 0,116 1 0,148 1
BS-RM 41,32 | 3,53 | 10,646 2 12,962 2 0,150 2 0,191 2
GARCH 76,86 | -9,66 | 11,952 4 14,850 4 0,194 5 0,271 5
GARCH-M 78,51 | -10,61 | 12,568 7 15,616 7 0,204 8 0,283 8
NGARCH-M | 79,34 | -10,40 | 12,394 6 15,404 6 0,201 7 0,279 7
NGARCH 76,86 | -9,72 | 11,965 5 14,865 5 0,194 5 0,271 5
GJR-GARCH | 76,86 | -9,36 | 11,453 3 14,348 3 0,188 4 0,264 4
GJR-GARCH-t | 98,35 | -24,56 | 24,637 9 31,158 9 0,386 9 0,535 9

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.2. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL ATM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
35 DO 70 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 47,14 | 8,53 | 18,939 6 26,250 8 0,137 3 0,175 3
BS prakt. 45,00 | 0,67 | 11,746 1 15,226 1 0,094 1 0,120 1
BS —-RM 35,00 | 8,59 | 15,930 2 20,261 2 0,124 2 0,157 2
GARCH 78,72 | -13,62 | 18,075 5 21,223 4 0,153 5 0,192 4
GARCH-M 82,27 | -17,16 | 20,54 8 24,057 7 0,174 8 0,217 8
NGARCH-M | 80,85 | -15,83 | 19,498 7 23,018 6 0,164 7 0,207 7
NGARCH 78,72 | -13,61 | 17,986 4 21,183 3 0,152 4 0,192 4
GJR-GARCH | 78,72 | -13,88 | 17,983 3 21,366 5 0,153 5 0,195 6
GJR-GARCH-t | 97,16 | -31,11 | 31,849 9 36,026 9 0,268 9 0,318 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.3. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL ATM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
70 DO 105 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena [Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 38,32 | 5,49 | 16,858 2 21,965 2 0,106 2 0,135 2
BS prakt. 51,89 | -0,86 | 14,093 1 18,758 1 0,089 1 0,119 1
BS-RM 39,25 | 3,79 | 19,831 3 25,545 3 0,125 3 0,163 3
GARCH 87,74 | -24,22 | 26,478 5 32,249 4 0,182 4 0,231 4
GARCH-M 92,45 | -30,60 | 31,867 8 37,760 8 0,218 8 0,269 8
NGARCH-M | 91,51 | -28,95| 30,398 7 36,422 7 0,208 7 0,259 7
NGARCH 88,68 | -24,21 | 26,473 4 32,261 5 0,182 4 0,231 4
GJR-GARCH | 91,51 | -24,86 | 27,126 6 32,589 6 0,186 6 0,232 6
GJR-GARCH-t | 96,23 | -48,78 | 49,376 9 54,830 9 0,332 9 0,380 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.
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TABELA 6.4. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL OTM O OKRESIE WAZNOSCI DO 35
DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 40,87 | 5,79 | 11,631 8 16,341 8 0,297 3 0,367 3
BS prakt. 48,70 | -0,11 6,070 1 7,894 1 0,180 1 0,244 1
BS —-RM 41,74 | 3,23 8,378 2 10,267 2 0,244 2 0,310 2
GARCH 84,35 | -9,28 | 10,393 5 12,858 5 0,364 6 0,517 6
GARCH-M 87,83 | -10,84 | 11,538 7 14,204 7 0,402 8 0,559 8
NGARCH-M | 87,83 | -10,59 | 11,315 6 13,972 6 0,395 7 0,552 7
NGARCH 85,22 | 9,27 | 10,327 4 12,807 4 0,362 5 0,515 5
GJR-GARCH | 83,48 | -8,64 | 9,898 3 12,246 3 0,344 4 0,483 4
GJR-GARCH-t | 98,26 | -19,17 | 19,230 9 21,790 9 0,634 9 0,802 9

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.5. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL OTM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
35 DO 70 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 53,57 | 5,41 | 16,366 3 23,921 6 0,182 3 0,238 3
BS prakt. 49,29 | 0,53 8,432 1 10,656 1 0,106 1 0,131 1
BS -RM 38,57 | 5,43 | 12,727 2 15,672 2 0,165 2 0,210 2
GARCH 90,78 | -16,63 | 18,156 6 21,340 5 0,255 6 0,324 6
GARCH-M 92,91 | -21,30 | 22,294 8 25,531 8 0,308 8 0,379 8
NGARCH-M | 91,49 | -19,77 | 20,891 7 24,227 7 0,288 7 0,359 7
NGARCH 90,78 | -16,62 | 18,102 5 21,329 4 0,253 5 0,321 4
GJR-GARCH | 90,07 | -16,53 | 17,955 4 21,253 3 0,251 4 0,322 5
GJR-GARCH-t | 98,58 | -34,07 | 34,232 9 37,646 9 0,463 9 0,542 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.6. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL OTM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
70 DO 105 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena [Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 47,27 | 4,64 | 17,265 3 21,385 2 0,157 3 0,196 2
BS prakt. 55,96 | -1,27 | 11,462 1 15,113 1 0,103 1 0,136 1
BS —-RM 49,09 | 1,91 | 17,148 2 22,049 3 0,152 2 0,196 2
GARCH 90,83 | -25,83 | 27,196 6 32,154 5 0,267 6 0,328 6
GARCH-M 96,33 | -33,89 | 34,563 8 39,458 8 0,335 8 0,398 8
NGARCH-M | 9541 | -31,95| 32,784 7 37,805 7 0,317 7 0,379 7
NGARCH 91,74 | -25,82 | 27,167 4 32,179 6 0,266 4 0,327 5
GJR-GARCH | 91,74 | -26,01 | 27,184 5 31,964 4 0,266 4 0,324 4
GJR-GARCH-t | 99,08 | -48,46 | 48,645 9 52,877 9 0,461 9 0,516 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.
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TABELA 6.7. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL ITM O OKRESIE WAZNOSCI DO 35
DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 36,21 | 7,74 | 16,049 6 22,122 7 0,109 1 0,141 1
BS prakt. 55,17 | -2,07 | 17,185 8 24,536 8 0,120 8 0,170 8
BS -RM 37,93 | 5,63 | 16,120 7 21,415 6 0,112 2 0,143 2
GARCH 68,10 | -5,50 | 15,546 3 19,665 2 0,116 4 0,150 4
GARCH-M 68,10 | -5,72 | 15,728 5 19,817 5 0,117 6 0,151 6
NGARCH-M | 68,10 | -5,58 | 15,671 4 19,802 4 0,117 6 0,151 6
NGARCH 68,10 | -5,54 | 15,530 2 19,639 1 0,116 4 0,150 4
GJR-GARCH | 68,97 | -5,35 | 15,450 1 19,781 3 0,115 3 0,149 3
GJR-GARCH-t | 81,03 | -14,91 | 20,516 9 24913 9 0,159 9 0,200 9

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.8. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL ITM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
35 DO 70 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 40,63 | 11,03 | 21,557 8 29,529 8 0,109 5 0,140 3
BS prakt. 46,88 | 1,29 | 19,390 4 24,907 6 0,105 1 0,133 2
BS -RM 33,59 | 11,07 | 20,181 7 25,977 7 0,107 2 0,131 1
GARCH 69,77 | -9,14 | 18,899 1 23,475 1 0,107 2 0,140 3
GARCH-M 72,09 | -11,32 | 20,062 6 24,749 5 0,114 8 0,148 8
NGARCH-M | 68,99 | -10,27 | 19,691 5 24,291 4 0,111 7 0,144 7
NGARCH 68,99 | -9,22 | 18,957 2 23,513 2 0,107 2 0,140 3
GJR-GARCH | 70,54 | -9,50 | 19,318 3 23,749 3 0,110 6 0,142 6
GJR-GARCH-t | 87,60 | -26,07 | 30,256 9 35,139 9 0,173 9 0,214 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Modele GJIR-GARCH, NGARCH oraz GARCH znajdujg si¢ na zblizo-
nych pozycjach, a réznice miedzy wycenami konstruowanymi na podstawie
tych modeli sg niewielkie (nie przekraczaja nawet 1% ceny opcji). Najwyzej
w rankingach sposrod rozwazanych parametryzacji modeli GARCH znajdu-
je si¢ jednak najczesciej model GJR-GARCH. Mniej trafne wyceny konstru-
owane s3 na podstawie modeli GARCH-M i NGARCH-M, najmniej doktad-
ne natomiast na podstawie modelu GJR-GARCH z warunkowym rozktadem
t-Studenta.

Btedy wycen konstruowanych na podstawie modeli GARCH sg mniej-
sze dla opcji put, natomiast w przypadku modeli BS i BS-RM, mniejsze btedy
sg dla opcji call. Wydaje si¢ rowniez, ze wyceny konstruowane na podstawie
modelu GARCH sg trafniejsze dla opcji ITM.
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TABELA 6.9. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI CALL ITM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
70 DO 105 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena | Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 35,00 | 8,70 | 19,169 1 24,164 1 0,086 1 0,104 1
BS prakt. 56,96 | -2,70 | 20,461 2 27,409 3 0,095 2 0,125 3
BS -RM 33,75 | 5,24 | 20,582 3 26,290 2 0,095 2 0,123 2
GARCH 81,01 | -20,35 | 23,856 4 31,016 4 0,120 4 0,160 4
GARCH-M 87,34 | -25,34 | 27,510 8 34,972 8 0,138 8 0,181 8
NGARCH-M | 86,08 | -23,76 | 26,321 7 33,835 7 0,132 7 0,175 7
NGARCH 81,01 | -20,39 | 23,856 4 31,055 6 0,120 4 0,161 6
GJR-GARCH | 87,34 | -21,39 | 24,207 6 31,052 5 0,121 6 0,160 4
GJR-GARCH-t | 96,20 | -42,42 | 43,217 9 49,184 9 0,213 9 0,251 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.10. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT ATM O OKRESIE WAZNOSCI DO 35
DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 19,83 | 12,17 | 14,457 8 19,256 8 0,188 8 0,230 8
BS prakt. 49,59 | -0,31 | 7,342 1 9,085 1 0,113 1 0,155 1
BS -RM 30,58 | 9,28 | 12,108 7 16,017 7 0,158 5 0,202 2
GARCH 63,64 | -3,90 | 10,042 3 12,139 3 0,157 3 0,211 4
GARCH-M 65,29 | -4,84 | 10,307 6 12,620 6 0,161 7 0,216 7
NGARCH-M | 65,29 | -4,60 | 10,288 5 12,542 5 0,160 6 0,214 6
NGARCH 61,98 | -3,93 | 10,064 4 12,156 4 0,157 3 0,211 4
GJR-GARCH | 60,33 | -3,604 | 9,225 2 11,155 2 0,146 2 0,203 3
GJR-GARCH-t | 90,08 | -18,81 | 19,667 9 26,652 9 0,307 9 0,420 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.11. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT ATM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
35 DO 70 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena [Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 16,43 | 19,00 | 20,803 8 29,949 9 0,160 7 0,209 8
BS prakt. 47,86 | 0,58 9,378 1 11,652 1 0,082 1 0,102 1
BS-RM 10,71 | 19,12 | 20,323 7 23,975 7 0,174 8 0,205 7
GARCH 57,14 | -3,15 | 10,860 4 13,506 3 0,099 3 0,129 3
GARCH-M 69,29 | -6,73 | 12,349 6 15,341 6 0,113 6 0,145 6
NGARCH-M | 64,29 | -542 | 11,811 5 14,836 5 0,107 5 0,139 5
NGARCH 57,14 | -3,16 | 10,828 3 13,502 2 0,099 3 0,128 2
GJR-GARCH | 60,71 | -3,40 | 10,796 2 13,755 4 0,098 2 0,129 3
GJR-GARCH-t | 90,65 | -20,60 | 21,758 9 26,009 8 0,193 9 0,235 9

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.
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TABELA 6.12. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT ATM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
70 DO 105 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena | Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 23,21 | 21,44 | 25,522 8 34,157 8 0,167 8 0,210 8
BS prakt. 50,45 | 0,43 | 11,142 1 14,832 1 0,079 1 0,103 1
BS —-RM 14,29 | 18,85 | 21,263 7 26,359 7 0,150 7 0,185 7
GARCH 66,04 | -7,78 | 16,443 4 18,725 4 0,120 3 0,140 2
GARCH-M 75,47 | -14,20 | 19,649 6 22,768 6 0,145 6 0,172 6
NGARCH-M | 73,58 | -12,49 | 18,696 5 21,536 5 0,137 5 0,161 5
NGARCH 66,04 | -7,81 | 16,352 3 18,657 3 0,120 3 0,140 2
GJR-GARCH | 66,04 | -8,49 | 15,857 2 18,433 2 0,116 2 0,140 2
GJR-GARCH-t | 94,39 | -32,31 | 33,123 9 37,468 9 0,244 9 0,281 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.13. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT ITM O OKRESIE WAZNOSCI DO 35
DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 31,03 | 9,90 | 15,735 8 20,558 8 0,116 8 0,147 4
BS prakt. 50,86 | -0,54 | 12,713 1 16,142 2 0,104 1 0,141 2
BS -RM 33,62 | 7,24 | 14,757 7 18,026 7 0,112 5 0,133 1
GARCH 58,04 | -5,21 | 13,431 4 16,763 4 0,111 3 0,147 4
GARCH-M 61,61 | -6,81 | 13,781 6 17,511 6 0,115 6 0,154 8
NGARCH-M | 61,61 | -6,51 | 13,753 5 17,396 5 0,115 6 0,153 7
NGARCH 57,14 | -5,22 | 13,390 3 16,747 3 0,111 3 0,147 4
GJR-GARCH | 58,04 | -4,53 | 12,917 2 16,122 1 0,108 2 0,144 3
GJR-GARCH-t | 81,25 | -15,24 | 18,031 9 22,620 9 0,154 9 0,205 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.14. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT ITM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
35 DO 70 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena | Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 28,83 | 13,80 | 20,852 8 29,000 8 0,117 8 0,150 8
BS prakt. 48,65 | 0,54 | 15,378 3 20,246 4 0,095 1 0,124 1
BS-RM 21,62 | 14,61 | 19,307 7 24,207 7 0,116 7 0,140 5
GARCH 66,07 | -7,62 | 15,258 1 19,468 2 0,098 2 0,129 2
GARCH-M 75,89 | -12,28 | 17,789 6 22,233 6 0,114 6 0,149 7
NGARCH-M | 69,64 | -10,76 | 16,878 5 21,303 5 0,108 5 0,142 6
NGARCH 66,07 | -7,68 | 15,289 2 19,451 1 0,098 2 0,129 2
GJR-GARCH | 66,07 | -7,49 | 15,378 3 19,711 3 0,099 4 0,131 4
GJR-GARCH-t | 91,00 | -25,10 | 27,931 9 32,756 9 0,179 9 0,218 9

ZRODLO: OBLICZENIA WEASNE.
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TABELA 6.15. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT ITM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
70 DO 105 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena | Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 28,09 | 22,02 | 29,007 8 40,359 8 0,137 7 0,175 8
BS prakt. 50,56 | -0,18 | 17,586 1 23,302 1 0,089 1 0,113 1
BS —-RM 25,84 | 18,35 | 22,317 2 30,760 7 0,109 2 0,142 5
GARCH 64,77 | -9,16 | 22,609 5 26,545 3 0,118 5 0,138 4
GARCH-M 73,86 | -17,32 | 26,082 7 30,740 6 0,139 8 0,166 7
NGARCH-M | 70,45 | -15,25 | 25,009 6 29,403 5 0,133 6 0,157 6
NGARCH 64,77 | -9,11 | 22,391 4 26,337 2 0,117 3 0,137 2
GJR-GARCH | 64,77 | -9,46 | 22,387 3 26,895 4 0,117 3 0,137 2
GJR-GARCH-t | 86,52 | -31,47 | 35,825 9 41,903 9 0,193 9 0,230 9

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Wartos$¢ bezwzgledna btedow wycen zwigksza si¢ wraz ze wzrostem okre-
su waznosci opcji. Nominalnie najwigksze btedy sg dla opcji o okresie wazno-
$ci powyzej 70 dni. Bledy wzgledne na ogo6t malejg wraz ze wzrostem okresu
waznosci 1 najmniejsze sg dla opcji o okresie waznosci powyzej 70 dni.

TABELA 6.16. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT OTM O OKRESIE WAZNOSCI DO 35
DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena | Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 6,03 15,15 | 15,328 9 19,746 9 0,348 9 0,399 9
BS prakt. 50,00 | -0,01 5,417 1 6,974 1 0,147 1 0,198 1
BS —-RM 11,21 | 12,86 | 13,333 8 17,310 8 0,309 8 0,365 7
GARCH 50,44 | 1,26 7,489 4 9,610 4 0,184 3 0,223 4
GARCH-M 49,56 | 1,09 7,676 6 9,815 5 0,189 6 0,228 6
NGARCH-M | 49,56 | 1,18 7,673 5 9,817 6 0,188 5 0,227 5
NGARCH 50,44 | 1,23 7,460 3 9,540 3 0,184 3 0,222 3
GJR-GARCH | 46,90 | 1,48 6,825 2 8,831 2 0,172 2 0,214 2
GJR-GARCH-t | 76,11 | -8,25 | 10,752 7 13,072 7 0,304 7 0,386 8

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Jako wyniki odbiegajace od pozostalych, mozna uzna¢ pierwsze miejsce
w rankingach modelu BS dla opcji call ITM o okresie waznosci powyzej 70
dni oraz przedostatnie miejsce modelu BS praktycy dla opcji call ITM o okre-
sie waznosci do 35 dni.
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TABELA 6.17. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT OTM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
35 DO 70 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena | Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 3,57 | 24,11 | 24,292 9 31,720 9 0,269 8 0,316 8
BS prakt. 50,71 | 0,25 7,002 1 8,926 1 0,088 1 0,111 1
BS —-RM 0,71 | 23,92 | 23,968 8 26,905 8 0,302 9 0,335 9
GARCH 40,31 | 3,11 9,021 3 11,520 4 0,118 3 0,152 3
GARCH-M 48,84 | 0,85 9,225 5 11,711 5 0,120 5 0,155 5
NGARCH-M | 41,09 | 1,94 9,397 6 11,806 6 0,122 6 0,156 6
NGARCH 39,53 | 3,02 9,066 4 11,507 3 0,118 3 0,152 3
GJR-GARCH | 41,86 | 2,57 8,833 2 11,310 2 0,115 2 0,146 2
GJR-GARCH-t | 85,94 | -13,89 | 16,781 7 19,748 7 0,218 7 0,263 7

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

TABELA 6.18. OCENA DOKEADNOSCI WYCEN OPCJI PUT OTM O OKRESIE WAZNOSCI POWYZEJ
70 DO 105 DNI: PROCENT PROGNOZ PRZESZACOWANYCH, ME, MAE, RMSE, HMAE 1 HRMSE

% MAE RMSE HMAE HRMSE
Model ME
przesz. Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.| Ocena |Rank.
BS 5,45 | 27,61 | 28,381 9 36,344 9 0,246 9 0,291 9
BS prakt. 50,46 | -0,65 | 9,028 1 13,988 3 0,085 1 0,132 4
BS -RM 2,73 | 24,55 | 25,066 8 29,556 8 0,237 7 0,274 8
GARCH 63,29 | -1,36 | 10,650 3 14,013 4 0,098 3 0,122 2
GARCH-M 74,68 | -6,31 | 12,999 6 15,832 6 0,122 6 0,146 6
NGARCH-M | 74,68 | -4,74 | 12,268 5 15,340 5 0,114 5 0,139 5
NGARCH 63,29 | -1,36 | 10,505 2 13,897 1 0,097 2 0,121 1
GJR-GARCH | 63,29 | -2,55 | 10,699 4 13,947 2 0,100 4 0,125 3
GJR-GARCH-t | 93,75 | -23,26 | 24,191 7 27,441 7 0,238 8 0,273 7

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Interesujaca jest rowniez dynamiczna analiza wycen opcji w czasie. Na
rysunku 6.1 przedstawiono wyceny opcji call OTM konstruowane na podsta-
wie modeli BS i GARCH. Przedstawiona dynamika jest charakterystyczna
rowniez dla pozostatych opcji. Wyceny konstruowane na podstawie modelu
GARCH sa najczesciej przeszacowane, gdy okres waznosci opcji jest dtugi.
Z kolei opcje konstruowane na podstawie modelu BS sa niedoszacowane, co
jest szczegdlnie widoczne dla okresu o podwyzszonej zmienno$ci maj—lipiec

2006 roku.
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7RODLO: OPRACOWANIE WEASNE.

W badaniu przeprowadzono réwniez wiele testow dotyczacych prawidlo-
wosci przyjetych specyfikacji modeli GARCH, najczg¢sciej przez weryfikacje
odpowiednich restrykcji (patrz tabela 6.19). Wyniki testowania restrykcji na-
ktadanych na parametry modeli GARCH byty niewrazliwe na przyjeta specy-
fikacje rozktadu warunkowego. Analiza zostata przeprowadzona dla catego

badanego okresu.

TABELA 6.19. ANALIZA WEASNOSCI STOP ZWROTU I WARIANCJI INDEKSU WIG20

Weryfikowane hipotezy Statystyka s t(a)tc;sl:;ki :’s;:;:?:térg::n
Brak autokorelacji LB(12) 13,95 -
Brak efektu ARCH LM(12) 114,22%* -
Normalno$¢ rozkt. bezwarunkowego JB 65,68* -
6 =0 w modelu GARCH-M LR 3,03 d nieistotny
Y, = 0 w modelu NGARCH LR 0,02 Y, nieistotny
6 =0 w modelu NGARCH-M LR 3,07 d nieistotny
®, =0 w modelu GJR-GARCH LR 2,23 ®, nieistotny
Normalnos$¢ rozkt. warunk. w modelu GJR-GARCH LR 24,39* v istotny

LB to statystyka testu Ljunga-Boxa, LM to statystyka testu Engle’a, JB to statystyka testu
Jarque-Bera. Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych weryfikowana hipo-
teza zostala odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.
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Dodatkowo dla kazdego z badanych modeli oszacowano warto$¢ kryte-
rium informacyjnego Schwarza (SIC). Kolejno§¢ modeli wedlug kryterium
SIC przedstawiata si¢ nastepujaco: GJR-GARCH z warunkowym rozktadem
t-Studenta, GARCH, GARCH-M, GJR-GARCH, NGARCH, NGARCH-M.
Wnhioski dotyczace poszczegolnych parametryzacji modeli ptynace z wyni-
kow testow sg zgodne z wnioskami wynikajacymi z analizy kryterium SIC.
Wnhnioski wynikajace z przeprowadzonych testow sa zblizone do rankingow
badanych specyfikacji modeli, jakie uzyskano przy wycenie opcji, z wyjat-
kiem modelu GJR-GARCH z warunkowym rozktadem t-Studenta, ktdry znaj-
dowat si¢ na ostatnich miejscach w rankingu. Zalezno$¢ pomigdzy oczeki-
wang stopa zwrotu a warunkowg wariancjg byla nieistotna statystycznie®®’,
a wyceny konstruowane na podstawie modeli GARCH-M oraz NGARCH-M
okazaty si¢ mniej trafne niz na podstawie modelu GARCH. W badanym
szeregu nie bylo rowniez ujemnej korelacji pomigdzy biezaca stopg zwrotu
a przyszta zmiennoscig. Modele GJR-GARCH, NGARCH i GARCH znaj-
dowaty si¢ na zblizonych pozycjach. Roznice miedzy wycenami, skonstru-
owanymi na podstawie tych modeli byly niewielkie, cho¢ nieznacznie lepiej
w rankingach wypadat najczescie] model GJR-GARCH z warunkowym roz-
ktadem normalnym. Poréwnujac ranking modeli wedtug kryterium SIC z ran-
kingami przy wycenie opcji, nalezy zauwazy¢ zdecydowanie dalsze miej-
sca przy wycenie opcji modeli GJR-GARCH z warunkowym rozkladem
t-Studenta i modelu GARCH-M.

WNIOSKI

Wyceny opcji konstruowane na podstawie modeli GARCH sg trafniejsze
niz wyceny konstruowane na podstawie modelu BS. Ponadto zastosowanie
modeli GARCH pozwala wyja$ni¢ wigkszos$¢ obcigzen modelu BS. Rankingi,
jakie uzyskano przy wycenie opcji, pokrywaja si¢ z wnioskami z przeprowa-
dzonych testow statystycznych, z wyjatkiem modelu GJR-GARCH z warun-
kowym rozkladem t-Studenta, ktory zajmowat ostatnie miejsca w rankingu.
Dla wickszosci opcji zdecydowanie najtrafniejsze wyceny sa konstruowane
na podstawie podejscia stosowanego przez praktykow, polegajacego na pod-
stawieniu do modelu BS zmiennosci implikowanej, wyznaczonej dla wcze-
$niejszego okresu.

267 QOcena parametru ¢ byla ujemna.
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6.2 DYNAMICZNE ZABEZPIECZANIE PORTFELA PRZED
RYZYKIEM ZA POMOCA KONTRAKTOW TERMINOWYCH

Jedng z podstawowych funkcji instrumentéw pochodnych jest funkcja
zabezpieczajaca. Inwestorzy stosuja te instrumenty w celu zabezpieczenia
si¢ przed wzrostem lub spadkiem warto$ci instrumentu bazowego. W strate-
giach zabezpieczajacych mozna stosowac rdzne instrumenty pochodne. Wy-
korzystywanie kontraktow futures do zabezpieczenia przed ryzykiem pole-
ga na stworzeniu pozycji neutralizujacej ryzyko w maksymalnym mozliwym
do osiggnigcia stopniu (patrz Hull, 1998). W niniejszej pracy analizowana
jest strategia zabezpieczajaca polegajaca na minimalizowaniu wariancji stopy
zwrotu portfela, sktadajacego si¢ z pozycji zajetej w kontraktach futures i po-
zycji zabezpieczanej. Rozwazana jest dynamiczna strategia zabezpieczajaca,
ktéra wymaga Scistej kontroli oraz czestego korygowania zajmowanych po-
zycji. Badane strategie zabezpieczajace roznily si¢ jedynie metoda estymacji
wspolczynnika zabezpieczenia.

Tradycyjnie stosowane metody estymacji wspotczynnika zabezpieczenia
nie uwzgledniajg jednej z podstawowych wlasnosci proceséw finansowych,
czyli zmieniajacych si¢ w czasie warunkowych wariancji i kowariancji stop
zwrotu. Z tego wzgledu w ostatnich kilkunastu latach powstato wiele prac,
w ktorych do estymacji wspotczynnika zabezpieczenia wykorzystuje si¢ mo-
dele GARCH. Cecchetti, Cumby i Figlewski (1988) jako pierwsi zastosowali
jednorownaniowy model GARCH. Wielorownaniowe modele GARCH wyko-
rzystywali miedzy innymi: Baillie i Myers (1991), Myers (1991) — dla kon-
traktow towarowych, Kroner i Sultan (1993) — dla kontraktow walutowych,
Gagnon i Lypny (1995) — dla kontraktow na stopy procentowe, Park i Switzer
(1995), Tong (1996) — dla kontraktow na indeksy rynku akcji.

Badania dotyczace polskiego rynku finansowego prowadzili Fiszeder
(2003b), Pipien (2004) i Humenczuk (2006). Pipien (2004) nie badat rzeczy-
wistych notowan instrumentéw pochodnych, tylko wartosci symulowane. Ba-
dania Humenczuka (2006) dotyczyty stosunkowo krotkiego okresu, na pod-
stawie ktorego przeprowadzano ocen¢ efektywnosci. Wiasnosci badanych
procesé6w w krotkim okresie mogg znacznie odbiega¢ od wiasnosci dhugo-
okresowych, co moze znaczaco wptywaé na oceng skutecznosci réznych me-
tod zabezpieczania. Zastosowania modeli GARCH w badaniu Humenczuka
(2006) dotyczyly przede wszystkim szerokiej klasy modeli jednoréwnanio-
wych. Z modeli wielor6wnaniowych analizowat tylko modele BEKK, diago-
nalny BEKK i DCC. W niniejszym badaniu zastosowano inne postacie modeli
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GARCH oraz modele z losowym parametrem, a ocen¢ efektywnos$ci przepro-
wadzono dla stosunkowo dlugiego okresu (dwa i po6t roku). Przedstawione
tutaj wyniki analiz byly juz cze$ciowo publikowane; patrz Fiszeder i Kwiat-
kowski (2005b) oraz Fiszeder (2007a).

Dotychczasowe wyniki badan sa niejednoznaczne i nie wskazuja kon-
kretnego modelu jako najbardziej skutecznego w zabezpieczaniu przed ryzy-
kiem. Niektore analizy mowig o wyzszosci prostych metod, inne wskazuja na
przewage bardziej zaawansowanych metod szacowania wspolczynnika za-
bezpieczenia, jak na przyktad wykorzystanie modelu GARCH. W niniejszym
badaniu, po pierwsze, porownano skutecznos$¢ dla ré6znych modeli GARCH.
W dotychczasowych badaniach przyjmuje si¢ najczes$ciej wybrang posta¢ mo-
delu GARCH. Po drugie, zbadano, jaki wptyw na efektywno$¢ strategii zabez-
pieczajacych ma uwzglednienie w modelu wystgpowania kointegracji pomig-
dzy procesem cen terminowych a procesem cen spot. Po trzecie, analizowano
skuteczno$¢ réznych strategii zabezpieczajacych wykorzystujacych modele
z losowymi parametrami. Po czwarte, uzyskane wyniki porownano ze strate-
gia zabezpieczajaca, polegajaca na wykorzystaniu do estymacji wspotczynni-
ka zabezpieczenia metod estymacji wariancji i kowariancji stosowanych przez
praktykow rynku finansowego. Zaproponowano réwniez sposéb wyznaczania
statej wygtadzania i parametru wygasania, ktory daje lepsze wyniki przy zabez-
pieczaniu portfeli. Po pigte, zbadano wtasno$ci badanych szeregdw czasowych,
a wyniki testow poréownano z wynikami efektywnosci zabezpieczania bada-
nych modeli. Po szdste, zaproponowano, aby do oceny skuteczno$ci wspomnia-
nej strategii zabezpieczajacej wykorzystywaé dane o wysokiej czgstotliwosci.

W wigkszosci prac bada si¢ efektywno$¢ roznych strategii zabezpieczaja-
cych dla instrumentow finansowych, w przypadku ktérych sg notowane kon-
trakty terminowe. Nie wiadomo natomiast, jak skuteczne sg strategie, gdy za-
bezpieczany jest instrument, dla ktorego nie ma notowanych instrumentow
pochodnych. W pracy przeprowadzono analize wlasnie dla takiego portfe-
la. W czgsci pierwszej podrozdziatu przedstawiono zastosowane w badaniu
metody estymacji wspotczynnika zabezpieczenia. W czgséci drugiej dokona-
no oceny skutecznos$ci zaprezentowanych strategii zabezpieczajacych (rozwa-
zano kilkana$cie ré6znych metod estymacji wspotczynnika zabezpieczenia),
na przyktadzie dwoch portfeli: indeksu WIG20 i indeksu WIG-Budownic-
two oraz kontraktow futures na indeks WIG20, notowanych na GPW w War-
szawie. Cze$C trzecia zawiera wyniki analizy wlasno$ci badanych szeregow
i pordbwnanie wynikow testow z wynikami efektywnosci przy zabezpiecza-
niu portfela. W czesci czwartej przedstawiono zaproponowang metode oceny
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efektywnosci strategii zabezpieczajacej z wykorzystaniem danych o wysokiej
czestotliwosci i dokonano pordwnania rankingow z tradycyjnym podejsciem.

6.2.1. METODY ESTYMACJI WSPOLCZYNNIKA ZABEZPIECZENIA

Wspoélezynnik zabezpieczenia jest ilorazem wielko$ci pozycji zajetej
w kontraktach futures do wielkos$ci pozycji zabezpieczanej (patrz Hull, 1998).
Stopa zwrotu portfela, sktadajacego si¢ z pozycji zabezpieczane;j i krotkiej po-
zycji zajetej w kontraktach futures, wynosi:

Xyt =S — btj(z:+1 > (62 1)

gdzie s,,, oraz f,,, oznaczaja logarytmiczne stopy zwrotu:

S,y =InS_  —InS,, f,,,=InF,_ —InF,, S, to cena instrumentu bazowego,

F, — cena kontraktu terminowego, b, — wspolczynnik zabezpieczenia.
Optymalna warto$¢ wspolczynnika zabezpieczenia, minimalizujgca wa-

runkowg wariancj¢ stopy zwrotu (6.2.1), dana jest formula:

_cov (S, frn | Y,) (6.2.2)
C var(f,]Y)

gdzie 1), oznacza zbior wszystkich informacji, dostgpnych w chwili 7.
Mozna tatwo wykazaé, ze formula (6.2.2) ma rowniez zastosowanie
w przypadku inwestora maksymalizujgcego kwadratowa funkcj¢ uzytecznosci:

E(U (x| ) = E(x,.,|¥,) — Evar(x,,[,), (6.2.3)

przy zalozeniu, ze proces cen terminowych jest martyngatem
(E(InF, +1|¢[) =InF). Parametr { moze by¢ interpretowany jako parametr
awersji do ryzyka. Jezeli warunkowe wariancje i kowariancje stop zwrotu sg
stale w czasie, to wspotczynnik zabezpieczenia mozna wyznaczyc, szacujac
metoda najmniejszych kwadratow réwnanie regres;ji:

s,=a+pBf +¢,. (6.2.4)

Optymalna warto$§¢ wspotczynnika zabezpieczenia jest wowczas row-
na szacunkowi parametru (3. Taki sposob zabezpieczenia jest okreslany
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w literaturze jako zabezpieczenie MNK (ang. OLS hedging). Liczne bada-
nia empiryczne pokazujg jednakze, ze warunkowe wariancje i kowariancje
stop zwrotu proceséw finansowych zmieniajg si¢ w czasie. Z tego wzgle-
du, do estymacji wspotczynnika zabezpieczenia mozna wykorzysta¢ modele
GARCH. Zmieniajacy si¢ w czasie wspotczynnik zabezpieczenia dany jest
formuta:

h
b =L (6.2.5)
hf, t+1e p
gdzie & i1h oznaczaja prognozy odpowiednio warunkowej kowa-

sf 1+l p ot p
riancji stop zwrotu instrumentu bazowego i kontraktu futures oraz warunko-

wej wariancji stopy zwrotu kontraktu futures, wyznaczone na podstawie dwu-
réwnaniowego modelu GARCH.

W przypadku analizy kilku szeregéw czasowych jedna z najczgsciej sto-
sowanych postaci wiclorownaniowego modelu GARCH jest model BEKK
(patrz punkt 2.1.2). Zastosowano ja w pierwszej kolejnosci, poniewaz z jed-
nej strony jest postacig relatywnie ztozong, nie naktadajaca na parametry zbyt
krepujacych ograniczen, z drugiej strony jest postacig na ogél nie sprawiajaca
problemow przy estymacji dla dwoch szeregéw czasowych.

Rozwazano rézne specyfikacje rownan dla $rednich. Najprostsza postac
zaktada stato$¢ stop zwrotu cen spot i terminowych:

s, =o,,+¢ (6.2.6)

st
fi=a,te,, (6.2.7)

gdzie gt|¢H ~N(0,H,), & =(¢,,€,)" 1 opisane jest jako proces BEKK.
Aby uwzgledni¢ wystepujace pomiedzy stopami zwrotu instrumentu bazowe-
go i kontraktu futures krotkoterminowe zaleznosci, szacowano parametry mo-
delu VAR-BEKK:

k k
St = aSO + Zasist—i + Z/Bsiftfi + gst ’ (628)
i=] i=]
k k
fi=ap+Y s, +> Bifiite,, (6.2.9)
i=l i=1
gdzie ¢, | Y,_, ~N(0,H,), & opisane jest jako proces BEKK.

W ostatnim dniu obrotu kontraktu futures na indeks WIG20, cena roz-
liczenia jest $rednig arytmetyczng ze wszystkich wartosci indeksu WIG20
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W czasie ostatniej godziny notowan ciagtych oraz wartosci tego indeksu, usta-
lonej na zamknigcie sesji gieldowej. Taki sposob konstrukcji ceny rozliczenia
powoduje zblizanie si¢ lub zréwnanie ceny terminowej z ceng spot w dniu wy-
gasnigcia kontraktu. Z tego wzgledu oraz z powodu mozliwosci dokonywania
transakcji arbitrazowych, procesy cen terminowych i spot mogg by¢ skointe-
growane. Rozwazano model wektorowej korekty bledem (VECM)?%:

k k
St = O{SO + Zas[st—i + Zﬁsiftfi + ’Ys (Stfl - fyF;fl) + €xt 4 (6210)
i=l

i=]

k 3
fi= py + Zaﬁst—i + Z/Bﬁf;—i +7, (S —F_)+ €hs (6.2.11)
i—1 -1

gdzie |1, , ~ N(0,H,), & opisane jest jako proces BEKK.

Na skuteczno$¢ strategii zabezpieczajacych moze mie¢ rowniez wptyw
zastosowana posta¢ wielorownaniowego modelu GARCH. Dlatego rozwaza-
no réwniez inne specyfikacje macierzy warunkowych kowariancji H, : diago-
nalny BEKK, skalarno-diagonalny (posta¢ (2.1.12)), BEKK z warunkowym
rozktadem t-Studenta, model statych wspotczynnikow korelacji*®, DCC i zin-
tegrowang posta¢ modelu DCC.

Inng alternatywna metoda obliczenia wartos$ci wspotczynnika zabezpie-
czenia jest zastosowanie modelu z losowym parametrem. Zwigzek miedzy po-
zycja zajeta w kontraktach futures i wielkos$cig pozycji zabezpieczanej moz-
na wyrazi¢ nastepujaco:

s,=a+08.f +e,, e|v,., ~N(0,02), (6.2.12)

ﬂt :6[3:—1—'—77:7 77t|¢z71 NN(O’O—;)' (6213)

Jak pokazuje réwnanie (6.2.13), warto§¢ wspotczynnika zabezpieczenia moze
zmienia¢ si¢ w czasie i jest opisana za pomocg procesu autoregresyjnego.
W zalezno$ci od ograniczen natozonych na wspoétczynnik autoregresji, moz-
na rozpatrzy¢ dwa przypadki, mianowicie stacjonarny proces autoregresyjny
(6 €(—1,1)) oraz proces btadzenia przypadkowego (RW, §=1). Dla mode-
li przestrzeni stanow roéwnanie (6.2.12) nazywa si¢ rownaniem obserwacji,
natomiast (6.2.13) réwnaniem przej$cia. Dodatkowo w rownaniu obserwacji
mozna zatozy¢, ze proces losowy e, moze by¢ opisany za pomoca procesu
GARCH. W tym przypadku rownanie (6.2.12) przybierze nastgpujaca postac:

268 Wezesniej testowano wystepowanie kointegracji dla modelu (6.2.8)—(6.2.9).
269 Model statych wspotczynnikéw korelacji byt szacowany na podstawie jednorowna-
niowych modeli GARCH.
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s,=a+0B.f +e,, e |t ~N(O,h). (6.2.14)

Parametry modelu w postaci (6.2.12) — (6.2.13) mozna estymowac za pomocg
filtru Kalmana. Jego szczegdtowy opis dla modeli przestrzeni stanéw z bteda-
mi typu GARCH mozna znalez¢ w pracy Kima i Nelsona (1999)>°.

Do prognozy wariancji i kowariancji stop zwrotu mozna rowniez zastoso-
wa¢ metody wykorzystywane przez praktykoéw rynku finansowego: ruchoma
macierz kowariancji oraz wyroéwnywanie wyktadnicze dla macierzy kowarian-
cji. Praktycy rynku finansowego przyjmuja najczesciej state wartosci statej wy-
gladzania i parametru wygasania. W badaniu przyjeto stata wygtadzania réwna
25 oraz parametr wygasania rowny 0,94 (okreslany dalej jako model RiskMe-
trics, patrz punkt 3.2.2). Dodatkowo wyboru statej wygladzania i parametru
wygasania dokonywano dla kazdego okresu na podstawie probki wstepnej. Wy-
bierano te warto$ci, dla ktorych $rednie odchylenie standardowe stop zwrotu
zabezpieczonych portfeli bylo najmniejsze w probee wstepnej. Taki sposdb wy-
boru parametréw k i A daje lepsze wyniki przy zabezpieczaniu portfeli.

6.2.2. OCENA EFEKTYWNOSCI ZABEZPIECZENIA DLA WYBRANYCH
PORTFELI

Oceny efektywnosci wybranych metod estymacji wspolczynnika zabez-
pieczenia dokonano na przyktadzie dwoch portfeli: indeksu WIG20, indeksu
WIG-Budownictwo oraz kontraktow futures na indeks WIG20, notowanych na
GPW w Warszawie. Indeks WIG20 obejmuje 20 najwigkszych i najptynniej-
szych spotek, indeks WIG-Budownictwo obliczany jest na podstawie spotek
zakwalifikowanych do sektora ,,budownictwo” i wchodzacych w sktad indek-
su WIG. W wigkszosci prac bada si¢ efektywno$¢ réznych strategii zabezpie-
czajacych dla instrumentéw finansowych, w przypadku ktoérych notowane sa
kontrakty terminowe. Nie wiadomo natomiast, jak skuteczne sg strategie, gdy
zabezpieczany jest instrument, dla ktérego nie ma notowanych instrumentow
pochodnych. Indeks WIG-Budownictwo zostat wybrany jako przyktad portfe-
la, dla ktérego nie ma notowanych kontraktow terminowych i jednocze$nie jest
stabo skorelowany z kontraktem, ktory wykorzystuje si¢ do zabezpieczania.
Kontrakty terminowe futures na indeks WIG20 charakteryzuja si¢ najwickszym
obrotem i najwigkszg plynno$cia sposrod wszystkich kontraktow terminowych,

270 Filtr Kalmana zostat przedstawiony w punkcie 4.4.1. Przedstawiono tam rowniez roz-
szerzenie dla bledéw typu GARCH w odniesieniu do modelu GARCH-M.
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notowanych na GPW w Warszawie. Obroty na kontraktach terminowych na
inne instrumenty finansowe byly stosunkowo nieduze (szczegblnie w poczat-
kowym okresie notowan), dlatego wydaje si¢, ze sg one notowane zbyt krotko,
aby przeprowadzi¢ dla nich wiarygodna ocen¢ skuteczno$ci wszystkich rozwa-
zanych w pracy metod estymacji (wymagaja one najczesciej duzej liczby ob-
serwacji). Do badania przyjeto dzienne stopy zwrotu od 4 stycznia 1999 roku
do 30 czerwca 2004 roku (1373 obserwacje). Ocena efektywnosci strategii za-
bezpieczajacych zostala przeprowadzona dla stosunkowo dlugiego okresu: od
2 stycznia 2002 roku do 30 czerwca 2004 roku (625 obserwacji). Do analizy
wybierano zawsze najbardziej ptynna seri¢ kontraktow futures. Rolowania (za-
mykania pozycji w danym kontrakcie futures przy jednoczesnym otwieraniu ta-
kiej samej pozycji w kontrakcie o p6zniejszym terminie realizacji) dokonywa-
no zawsze na tydzien przed wygasnigciem danej serii kontraktow. Przy badaniu
efektywnosci dla kazdego okresu konstruowano portfel sktadajacy si¢ z indeksu
(WIG20, WIG-Budownictwo) i kontraktu futures na indeks WIG20. Rozwaza-
ne strategie zabezpieczajace roznily si¢ jedynie metoda estymacji wspotczynni-
ka zabezpieczenia (rownanie (6.2.2)). Zatem parametry kazdego z zastosowa-
nych w pracy modeli byly szacowane 625 razy. Takie postepowanie ogranicza
skutki bledow wynikajacych z niestabilnosci parametrow.

Dla kazdej strategii obliczono (ex post) $rednig wariancj¢ i $rednig sto-
pe zwrotu zabezpieczonego portfela dla okresu styczen 2002—czerwiec 2004
roku. Uzyskane wyniki zostaly zaprezentowane dla indeksu WIG20 w tabe-
li 6.20, a dla indeksu WIG-Budownictwo — w tabeli 6.21 (w tabelach po-
dano odchylenia standardowe z $rednich wariancji). Na podstawie przedsta-
wionych wynikéw nie mozna stwierdzi¢, czy réznice w wynikach pomiedzy
poszczegdlnymi metodami sg istotne statystycznie, dlatego nalezy je oceniaé
raczej z ekonomicznego punktu widzenia, o czym bg¢dzie mowa w dalszej
czesci tego podrozdziatu. Dla kazdej metody estymacji wspolczynnika zabez-
pieczenia przedstawiono réwniez stopien redukcji ryzyka mierzonego sred-
nim odchyleniem standardowym stopy zwrotu w stosunku do portfela nie-
zabezpieczonego (analogiczne wartosci, w przypadku redukcji wariancji, sa
wigksze od przedstawionych w tabelach, np. dla indeksu WIG20 przekraczaja
80%). Dla poréwnania zaprezentowano najpierw $rednie odchylenie standar-
dowe i $rednig stope zwrotu w przypadku, gdy portfel nie jest zabezpieczo-
ny (wspotczynnik zabezpieczenia rowny zeru) oraz w przypadku, gdy wspot-
czynnik zabezpieczenia jest staly i rowny jeden (jest to tzw. zabezpieczenie
naiwne). Zabezpieczenie naiwne portfela, dla indeksu WIG20, prowadzi do
znacznej redukcji ryzyka, mierzonego $rednim odchyleniem standardowym
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stopy zwrotu portfela, natomiast dla indeksu WIG-Budownictwo powoduje
wzrost ryzyka. Stopy zwrotu indeksu WIG20 sa silnie skorelowane ze stopa-
mi zwrotu kontraktu futures na indeks WIG20 ( p=0,91), co wynika z kon-
strukcji tego kontraktu, natomiast stopy zwrotu indeksu WIG-Budownictwo
s stosunkowo stabo skorelowane ze stopami zwrotu kontraktu futures na in-
deks WIG20 (p=0,41).

Tradycyjnie stosowane podejscie do szacowania wspotczynnika zabez-
pieczenia polega na estymacji metodg najmniejszych kwadratow rownania re-
gresji (6.2.4). Wspotczynnik zabezpieczenia MNK jest woéwczas rowny sza-
cunkowi parametru (. Zabezpieczenie MNK prowadzi do dalszej redukc;ji
ryzyka (indeks WIG20).
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RYSUNEK 6.2. OSZACOWANE NA PODSTAWIE MODELU BEKK WSPOLCZYNNIKI
ZABEZPIECZENIA ORAZ WARUNKOWE WARIANCJE INSTRUMENTU BAZOWEGO.

ZRODLO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (2005B).

Kolejne strategie zabezpieczajace polegaty na wykorzystaniu, przy es-
tymacji wspodtczynnika zabezpieczenia, dwurownaniowych modeli GARCH
(formuta (6.2.5)). W pierwszej kolejnosci do badania przyj¢to, zapewniajaca
dodatnia okre§lono$¢ macierzy kowariancji oraz stosunkowo ogolna postaé
wielorownaniowego modelu GARCH — model BEKK (p =g =1). Oszacowa-
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ne wspotczynniki zabezpieczenia wraz z wariancjami warunkowymi instru-
mentéw bazowych przedstawiono na rysunku 6.2.

W przypadku indeksu WIG-Budownictwo wyrazny jest wzrost wartosci
wspolczynnikow zabezpieczenia w okresach wzrostu zmienno$ci instrumentu
bazowego. Zatem w okresach zwickszonego ryzyka (np. w okresach kryzysow
finansowych) nalezy zwigkszy¢ liczbe pozycji zabezpieczajacych w kontrak-
tach futures. Podobna zaleznos$¢ nie wystepuje jednak w przypadku indek-
su WIG20, gdzie wzrost wartosci wspolczynnikow zabezpieczenia jest zwig-
zany ze spadkiem wariancji warunkowej. Zaobserwowane réznice wynikaja
z charakteru zalezno$ci pomigdzy instrumentami bazowymi a kontraktami fu-
tures. Wraz ze wzrostem zmiennosci indeksu WIG20 wzrasta proporcjonalnie
kowariancja tego indeksu i instrumentu pochodnego, dlatego wspotczynnik
zmienno$ci utrzymuje si¢ na zblizonym poziomie (szacunki wariancji kon-
traktu futures na indeks WIG20 byly zblizone do szacunkéw wariancji indek-
su WIG20). Wraz ze spadkiem zmiennosci indeksu WIG20 zmniejsza si¢ ko-
wariancja indeksu i instrumentu pochodnego, jednakze w mniejszym stopniu,
co powoduje wzrost wspotczynnika zabezpieczenia.

Badano, jaki wplyw na efektywnos$¢ strategii zabezpieczajacych maja
rozne specyfikacje rownan dla sredniej: model zaktadajacy statos¢ stop zwro-
tu cen spot i terminowych (réwnania (6.2.6-6.2.7)), model VAR (réwna-
nia (6.2.8-6.2.9), k£ =1), model z mechanizmem korekty bledéow (réwnania
(6.2.10-6.2.11)). Uwzglednienie wystepujacych pomiedzy instrumentem ba-
zowym i kontraktem futures krotkoterminowych (model VAR) i dlugotermi-
nowych (model VECM) zaleznosci powoduje zmniejszenie ryzyka zabezpie-
czonego portfela, jednakze skala zmniejszenia jest niewielka.

Poniewaz warunkowa normalno$¢ procesu (zatozona dla & w modelu
BEKK) nie jest w stanie wyjasni¢ zwigkszonej kurtozy wystepujacej w roz-
ktadach brzegowych badanych procesow, dlatego dodatkowo przyjeto dwu-
wymiarowy rozklad t-Studenta. Wprowadzenie rozktadu t-Studenta, dla in-
deksu WIG20, nie powoduje wzrostu efektywnosci strategii zabezpieczajacej,
natomiast dla indeksu WIG-Budownictwo, zmniejszenie ryzyka zabezpieczo-
nego portfela jest nieduze.

Model BEKK jest stosunkowo og6lng postacig wieloréwnaniowego mo-
delu GARCH i nie naklada na parametry zbyt krgpujacych ograniczen. Zba-
dano, jaki wptyw na skutecznos$¢ strategii zabezpieczajacej ma uproszczenie
postaci dwuréownaniowego modelu GARCH, na podstawie ktérego szacowa-
ny jest wspolczynnik zabezpieczenia lub zastosowanie modeli nie zagniezdzo-
nych w BEKK. Rozwazano modele: diagonalny BEKK, skalarno-diagonalny,
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CCC, DCC, zintegrowany DCC. Uproszczenie postaci warunkowej macie-
rzy kowariancji (poza przypadkiem diagonalnego modelu BEKK dla indeksu
WIG-Budownictwo) prowadzi do zmniejszenia szacunkow $rednich odchylen
standardowych stop zwrotu zabezpieczonych portfeli. Na tej podstawie mozna
przypuszczad, ze parametryzacja modelu BEKK jest zbyt ztozona. Najmniejszy
szacunek $sredniego odchylenia standardowego, sposrod wszystkich parametry-
zacji modelu GARCH, otrzymano w przypadku, gdy do estymacji wspotczyn-
nika zabezpieczenia wykorzystano prognozy konstruowane na podstawie mo-
delu skalarno-diagonalnego (indeks WIG20) oraz zintegrowanego modelu DCC
(indeks WIG-Budownictwo). Wyniki pozostalych modeli byly jednakze bar-
dzo zblizone. Wynik ten jest wazny z praktycznego punktu widzenia, poniewaz
estymacja uproszczonych postaci wieloréwnaniowego modelu GARCH jest
znacznie tatwiejsza. Strategie zabezpieczajace, w ktorych do estymacji wspot-
czynnika zabezpieczenia wykorzystuje si¢ prognozy wyznaczone na podstawie
uproszczonych postaci wielorownaniowych modeli GARCH (DCC i model sta-
tych korelacji) byty bardziej efektywne od zabezpieczenia MNK.

TABELA 6.20. OCENA EFEKTYWNOSCI METOD ESTYMACJI WSPOLCZYNNIKA ZABEZPIECZENIA
DLA INDEKSU WIG20

) Mcto&.ia cstymacji . Srednie odchylenie Redukcja Ranking Srednia stn]{a
wspolczynnika zabezpieczenia standardowe ryzyka (w %) zwrotu (x10~)
Brak zabezpieczenia (b = 0) 0,014458 0,00 - 5,6031
Zabezpieczenie naiwne (b = 1) 0,005792 59,94 19 0,2298
Zabezpieczenie MNK 0,005320 63,20 8 0,7147
BEKK 0,005337 63,09 15 0,0331
VAR-BEKK 0,005323 63,18 10 0,0119
VECM-BEKK 0,005322 63,19 9 0,0036
BEKK - rozkfad t-Studenta 0,005346 63,02 16 -0,0599
Diagonalny BEKK 0,005300 63,34 4 0,8396
Skalarno-diagonalny 0,005280 63,48 1 1,0791
DCC 0,005304 63,31 5 -0,0856
DCC zintegrowany 0,005293 63,39 2 0,7155
Statych wspol. korelacji 0,005319 63,21 7 0,8289
Ruchoma macierz kowar. 0,005301 63,34 3 1,0963
Ruchoma macierz kowar. (k = 25) 0,005363 62,91 18 0,4353
Wyrownywanie wykfadnicze 0,005355 62,96 17 1,4571
RiskMetrics 0,005317 63,23 6 1,1370
Losowy parametr jako RW 0,005330 63,13 12 1,2100
Jak wyzej plus GARCH 0,005330 63,13 11 1,1900
Losowy parametr jako AR 0,005336 63,09 14 1,3000
Jak wyzej plus GARCH 0,005336 63,09 13 1,2400

W tabeli przedstawiono srednie odchylenia standardowe i $rednie stopy zwrotu zabezpie-
czonych portfeli. Redukcja ryzyka mierzona jest srednim odchyleniem standardowym stopy
zwrotu w stosunku do portfela niezabezpieczonego.

ZRODLO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (2005B).
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Zastosowanie metod ruchomej macierzy kowariancji ze stala wygtadza-
nia rowng 25 oraz modelu RiskMetrics dato zblizone Iub nawet gorsze wyni-
ki niz zabezpieczenie MNK. Wzrost efektywnoSci strategii zabezpieczajgcych
(poza modelem wygladzania wyktadniczego dla indeksu WIG20) wystapit
wtedy, gdy wyboru stalej wygtadzania i parametru wygasania dokonywano
dla kazdego okresu na podstawie probki wstepnej. Sposrod rozwazanych me-
tod ruchomej macierzy kowariancji oraz wyrownywania wyktadniczego dla
macierzy kowariancji, zarowno dla indeksu WIG20, jak i WIG-Budownic-
two, najlepsza pod wzgledem redukcji ryzyka byta metoda ruchomej macie-
rzy kowariancji, dla ktorej wyboru statej wygladzania dokonywano dla kaz-
dego okresu na podstawie probki wstepne;j.

TABELA 6.21. OCENA EFEKTYWNOSCI WYBRANYCH METOD ESTYMACJI WSPOLCZYNNIKA
ZABEZPIECZENIA DLA INDEKSU WIG-BUDOWNICTWO

) Metm'ia estymac.ji . Srednie odchylenie Redukcja Ranking Srednia stup_a
wspolczynnika zabezpieczenia standardowe ryzyka (w %) zwrotu (x10-)
Brak zabezpieczenia (b = 0) 0,013358 0,00 - 7,4792
Zabezpieczenie naiwne (b= 1) 0,015160 -13,49 19 2,1059
Zabezpieczenie MNK 0,011907 10,86 10 5,6875
BEKK 0,012035 9,90 15 5,0481
VAR-BEKK 0,012036 9,90 16 53196
VECM-BEKK 0,012025 9,98 14 5,3505
BEKK - rozktad t-Studenta 0,011987 10,26 13 4,4351
Diagonalny BEKK 0,012074 9,61 18 4,6990
Skalarno-diagonalny 0,011963 10,44 11 4,4640
DCC 0,011900 10,91 9 4,3294
DCC zintegrowany 0,011870 11,14 5 4,2392
Statych wspot. korelacji 0,011879 11,07 7 4,4038
Ruchoma macierz kowar. 0,011758 11,98 1 3,5460
Ruchoma macierz kowar. (k = 25) 0,012061 9,71 17 3,0876
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,011863 11,19 4 4,4224
RiskMetrics 0,011978 10,33 12 3,2187
Losowy parametr jako RW 0,011843 11,34 2 4,7700
Jak wyzej plus GARCH 0,011845 11,32 3 4,6200
Losowy parametr jako AR 0,011894 10,95 8 4,5700
Jak wyzej plus GARCH 0,011876 11,09 6 4,6000

W tabeli przedstawiono $rednie odchylenia standardowe i $rednie stopy zwrotu zabezpie-
czonych portfeli. Redukcja ryzyka mierzona jest srednim odchyleniem standardowym stopy
zwrotu w stosunku do portfela niezabezpieczonego.

ZRODEO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (2005B).

Do prognozowania wspotczynnika zabezpieczenia mozna rowniez wy-
korzysta¢ modele z losowym parametrem. Zaréwno dla indeksu WIG20, jak
1 WIG-Budownictwo analizowano po cztery modele z losowym parametrem.
W modelach tych losowy parametr podlega btadzeniu przypadkowemu lub
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mozna jego realizacje opisa¢ za pomocg procesu autoregresyjnego. Dodatko-
wo rozwazono dwa przypadki, mianowicie ze stalg i zmienng wariancja wa-
runkowa. Do opisu wariancji warunkowej sktadnika losowego przyjeto mo-
del GARCH(1,1). Oceny wspotczynnika autoregresji byty bardzo zblizone do
jednosci. Efektywnos$¢ strategii zabezpieczajacych jest dla obydwu modeli, tj.
z losowym parametrem typu AR 1 RW, zblizona, jednakze wi¢ksza redukcje
ryzyka otrzymujemy dla modelu btadzenia przypadkowego. Wydaje sie, ze
modelem bardziej preferowanym przez dane jest model btadzenia przypadko-
wego. Uwzglednienie efektu GARCH nie przyczynito si¢ w znaczacym stop-
niu do redukcji ryzyka. Dla indeksu WIG-Budownictwo stopien redukcji ry-
zyka, uzyskany dla modeli z losowym parametrem, jest podobny do wynikow,
otrzymanych za pomoca uproszczonych modeli GARCH, mianowicie DCC
i modelu statych warunkowych wspotczynnikéw korelacji, natomiast dla in-
deksu WIG20 jest nizszy niz przy zabezpieczeniu MNK.

Dla indeksu WIG20 wszystkie strategie zabezpieczajagce prowadza do
znacznej redukcji ryzyka mierzonego $rednim odchyleniem standardowym
stopy zwrotu portfela. Natomiast w przypadku indeksu WIG-Budownictwo,
ktorego stopy zwrotu sg stosunkowo stabo skorelowane ze stopami zwrotu
kontraktu futures na indeks WIG20, redukcja ryzyka jest znacznie mniejsza.

Najmniejszy szacunek $redniego odchylenia standardowego stopy zwro-
tu zabezpieczonego portfela dla indeksu WIG20 otrzymano w przypadku, gdy
do estymacji wspotczynnika zabezpieczenia wykorzystano prognozy wyzna-
czone na podstawie zintegrowanego modelu DCC, a dla indeksu WIG-Bu-
downictwo — metody ruchomej macierzy kowariancji, dla ktérej wyboru statej
wygladzania dokonywano dla kazdego okresu na podstawie probki wstepne;.

W tabelach 6.20—6.21 obok $redniego odchylenia standardowego dla kaz-
dej metody estymacji wspotczynnika zabezpieczenia podano rowniez $rednig
stope zwrotu zabezpieczonego portfela. Zrealizowana stopa zwrotu moze by¢
dodatkowym kryterium branym pod uwage przy wyborze strategii zabezpie-
czajacej. Poniewaz w pracy analizowana byla strategia zabezpieczajaca pole-
gajaca na minimalizowaniu wariancji stopy zwrotu zabezpieczonego portfela,
dlatego $rednia stopa zwrotu ma znaczenie drugorzgdne.

Wiele sposrod badanych metod zabezpieczania, ktore uwzgledniaja
zmienno$¢ warunkowych wariancji, kowariancji lub wspotczynnikdéw beta,
okazato si¢ bardziej skutecznych od tradycyjnie stosowanego zabezpieczenia
MNK. Nalezy jednakze podkresli¢, ze roznice migdzy roznymi metodami es-
tymacji wspotczynnika zabezpieczenia sa nieduze i dla wigkszos$ci inwesto-
réw nieistotne z ekonomicznego punktu widzenia. Ryzyko portfela, (odchy-
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lenie standardowe) dla najlepszej metody w rankingu, jest mniejsze Srednio
o okoto 0,004 punktu procentowego (dla indeksu WIG20) i 0,01 punktu pro-
centowego (dla indeksu WIG-Budownictwo) niz ryzyko zabezpieczenia
MNK. W skali roku réznica ta wynosi okoto 1,03 punktu procentowego (dla
indeksu WIG20) i 3,01 punktu procentowego (dla indeksu WIG-Budownic-
two). W przypadku indeksu WIG20 czyli portfela, ktory jest instrumentem
bazowym kontraktow terminowych réznica migedzy metodami jest wielkoscia
nieistotng dla wigkszos$ci inwestorow?"!. Zatem dla zdecydowanej wigkszosci
uczestnikow rynku wystarczajgce jest zastosowanie najprostszej metody esty-
macji, czyli metody najmniejszych kwadratow. Dla indeksu WIG-Budownic-
two, portfela dla ktoérego nie ma notowanych kontraktow terminowych, ta r6z-
nica jest wigksza i dla wielu inwestorow moze by¢ istotna.

Dotychczasowe wyniki badan w literaturze sg niejednoznaczne i nie wska-
zuja jednej metody jako najbardziej skutecznej w zabezpieczaniu przed ryzy-
kiem. Niektore analizy méwia o wyzszos$ci prostych metod, jak MNK, inne
wskazuja na przewage bardziej zaawansowanych metod szacowania wspot-
czynnika zabezpieczenia, jak na przyktad wykorzystanie modelu GARCH.
W wielu pracach (np. Baillie i Myers, 1991; Tong, 1996) autorzy nie podaja
szacunkow wariancji zabezpieczonych portfeli, tylko wielkos¢ redukcji ryzy-
ka w stosunku do portfela niezabezpieczonego. To nie pozwala oceni¢ abso-
lutnych réznic pomigdzy metodami. Jezeli nawet bardziej zaawansowane me-
tody estymacji wspotczynnika zabezpieczenia sg skuteczniejsze niz MNK (na
przyktad Park i Switzer, 1995; Rossi i Zucca, 2002), to w wielu przypadkach
dotyczacych zabezpieczenia instrumentu bazowego, dla ktérego jest notowa-
ny kontrakt terminowy, autorzy interpretuja roznice w redukcji ryzyka w sto-
sunku do innego portfela (np. niezabezpieczonego), nie zwracajgc uwagi na
to, ze sa to wielkosci podobnego rzgdu do tych, jakie uzyskano w niniejszym
badaniu. Podawanie i interpretowanie tylko wielkosci stosunkowych moze
w tych przypadkach wprowadza¢ w btad.

Interesujace moga by¢ rowniez wlasnosci oszacowanych wspotczynnikow
zabezpieczenia. W tabelach 6.22 1 6.23 przedstawiono podstawowe statystyki
oszacowanych wspolczynnikow zabezpieczenia dla wszystkich rozwazanych
metod estymacji: Srednig, odchylenie standardowe, warto$¢ maksymalng i mi-
nimalng. Najmniejsza zmienno$¢ wspotczynnika zabezpieczenia wystepowala
w przypadku zabezpieczenia MNK (oczywiscie poza brakiem zabezpieczenia
1 zabezpieczeniem naiwnym). Pojawianie si¢ nowych obserwacji zmienia-

2! Do pelnej oceny nalezatoby jeszcze zbadacd, jaki jest wptyw uwzglednienia kosztow
transakcyjnych.
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o szacunek wspoétczynnika zabezpieczenia MNK tylko w niewielkim stop-
niu. Zmienno$¢ wspolczynnika zabezpieczenia MNK (mierzona odchyleniem
standardowym) byta srednio 25 (dla indeksu WIG20) i 8 (dla indeksu WIG-
Budownictwo) razy mniejsza niz zmiennos¢ wspoétczynnika zabezpieczenia
estymowanego na podstawie innych metod. Najwigksze szacunki odchylenia
standardowego wspotczynnikow zabezpieczenia wystgpowatly dla metod wa-
riancji i kowariancji ruchomych. Im wigksza zmienno$¢ wspotczynnika za-
bezpieczenia, tym wigksze koszty transakcyjne zwigzane ze zmiang wielkosci
pozycji w kontraktach futures (nalezy jednakze podkresli¢, ze koszty transak-
cyjne zwigzane z kontraktami futures sa niewielkie w porownaniu z kosztami,
jakie ponosi si¢ przy zakupie i sprzedazy instrumentow bazowych).

TABELA 6.22. PODSTAWOWE STATYSTYKI WSPOECZYNNIKOW ZABEZPIECZENIA DLA

INDEKSU WIG20
Metoda estymacji , . Odchylenie .. .
wspolczynnika za)l])ezpi]eczenia Srednia standa)ll‘dowe Minimum Maksimum

Brak zabezpieczenia (b = 0) 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Zabezpieczenie naiwne (b = 1) 1,0000 0,0000 1,0000 1,0000
Zabezpieczenie MNK 0,8783 0,0040 0,8703 0,8846
BEKK 0,8982 0,0981 0,6779 1,2954
VAR-BEKK 0,8934 0,1001 0,6853 1,2910
VECM-BEKK 0,8970 0,1006 0,6942 1,3171
BEKK - rozktad t-Studenta 0,9016 0,0914 0,6718 1,2074
Diagonalny BEKK 0,8484 0,0889 0,6673 1,1538
Skalarno-diagonalny 0,8884 0,0656 0,7317 1,0434
DCC 0,8975 0,1007 0,7007 1,3137
DCC zintegrowany 0,9057 0,1002 0,5616 1,3160
Model statych korelacji 0,8967 0,1022 0,5538 1,3137
Ruchoma macierz kowar. 0,8735 0,1216 0,5395 1,5001
Ruchoma macierz kowar. (k = 25) 0,8711 0,1040 0,6545 1,2788
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,8748 0,0971 0,5464 1,2730
RiskMetrics 0,8657 0,0858 0,6773 1,0978
Losowy parametr jako RW 0,8646 0,0816 0,6638 1,0423
Losowy parametr jako RW

© ARCYI_% J 0,8675 0,0814 0,6578 1,0505
Losowy parametr jako AR 0,8530 0,0807 0,6507 1,0309
Losowy parametr jako AR

(GAR g}% J 0,8580 0,0812 0,6468 1,0394

ZRODLO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (2005B).
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TABELA 6.23. PODSTAWOWE STATYSTYKI WSPOLCZYNNIKOW ZABEZPIECZENIA DLA
INDEKSU WIG-BUDOWNICTWO

. Metoc‘la estymacj i . Srednia Odchylenie Minimum Maksimum
wspolczynnika zabezpieczenia standardowe

Brak zabezpieczenia (b = 0) 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Zabezpieczenie naiwne (b = 1) 1,0000 0,0000 1,0000 1,0000
Zabezpieczenie MNK 0,2912 0,0153 0,2717 0,3179
BEKK 0,3158 0,1486 -0,0842 0,8056
VAR-BEKK 0,3151 0,1425 0,0013 0,8834
VECM-BEKK 0,3192 0,1431 0,0115 0,8979
BEKK - rozktad t-Studenta 0,3371 0,1211 0,0630 0,7172
Diagonalny BEKK 0,2833 0,1381 -0,0733 0,6961
Skalarno-diagonalny 0,3339 0,1203 0,0427 0,7048
DCC 0,3213 0,0994 -0,0261 0,8047
DCC zintegrowany 0,3279 0,0863 0,1379 0,7764
Model statych korelacji 0,3241 0,0839 0,1284 0,7540
Ruchoma macierz kowar. 0,3628 0,1381 -0,1703 0,6965
Ruchoma macierz kowar. (k = 25) 0,3760 0,1788 -0,1672 0,7311
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,3754 0,1164 -0,0885 0,7702
RiskMetrics 0,3923 0,1581 -0,0561 0,8927
Losowy parametr jako RW 0,3429 0,0916 0,2037 0,5236
Losowy parametr jako RW

G ARgI-E)) J 0,3432 0,0839 0,1826 0,5528
Losowy parametr jako AR 0,3255 0,1144 0,1903 0,5496
Losowy parametr jako AR

@ ARgg) J 03318 0,0932 0,1496 0,5656

ZRODEO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (2005B).

Analizujac wlasnosci wspotczynnikdéw zabezpieczenia, mozna wyrdznic
cztery klasy metod, r6znigce si¢ znacznie dynamikg wspotczynnikéw zabez-
pieczenia: (1) — modele BEKK (poza modelem diagonalnym), (2) — modele
DCC i CCC, (3) — metody ruchomej macierzy kowariancji oraz wyrdéwnywa-
nia wyktadniczego dla macierzy kowariancji, (4) — modele z losowym para-
metrem. Na rysunku 6.3 przedstawiono szacunki wspotczynnikéw zabezpie-
czenia dla wybranych metod sposrod powyzszych klas.

Odchylenie standardowe wspolczynnika zabezpieczenia bylo wigksze
dla indeksu WIG-Budownictwo niz dla indeksu WIG20 (poza modelami DCC
1 CCC). Wyrazne rdéznice pomigdzy indeksami WIG20 i WIG-Budownictwo
dotyczace wlasnosci wspotczynnikéw zabezpieczenia, konstruowanych na
podstawie r6znych metod estymacji, widoczne sg na rysunku 6.3.
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RYSUNEK 6.3. OCENY WSPOLCZYNNIKOW ZABEZPIECZENIA DLA WYBRANYCH METOD
ESTYMACJI

ZRODEO: FISZEDER I KWIATKOWSKI (2005B).

Zmienno$¢ wspdlczynnikow zabezpieczenia konstruowanych na podstawie
modeli z losowym parametrem byta na ogél mniejsza niz zmienno$¢ innych
dynamicznych metod zabezpieczenia. W tabeli 6.24 przedstawiono dodatko-
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wo szacunki wspotczynnikow korelacji miedzy wspotczynnikami zabezpie-
czenia wyznaczonymi na podstawie wybranych metod przedstawionych na
rysunku 6.3.

TABELA 6.24. EMPIRYCZNE WSPOECZYNNIKI KORELACJI MIEDZY WSPOLCZYNNIKAMI
ZABEZPIECZENIA DLA WYBRANYCH METOD ESTYMACJI DLA INDEKSOW WIG20 1 WIG-
BUDOWNICTWO

Metody estymacji wspol. zabezpieczenia
Oznaczenia
A B C D
o B A 1 0,95 0,60 0,59
2 é B 0,53 1 0,74 0,66
g §= C 0,62 0,39 1 0,67
© D 0,52 0,34 0,79 1

Powyzej przekatnej zamieszczono szacunki dla indeksu WIG20, ponizej dla indeksu
WIG-Budownictwo. Przyjete oznaczenia metod: A — model BEKK, B — model DCC, C — ru-
choma macierz kowariancji, D — model RW-GARCH. Wszystkie oceny wspotczynnikow sa
istotne statystycznie na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.

Najwieksze podobienstwo wystgpowalo miedzy empirycznymi wspotczynni-
kami zabezpieczenia skonstruowanymi na podstawie modeli BEKK i DCC
dla indeksu WIG20. Dynamika wspotczynnikoéw zabezpieczenia konstruowa-
nych na podstawie modelu DCC dla indeksu WIG-Budownictwo najbardziej
roznita si¢ od dynamiki wspdtczynnikoéw, konstruowanych na podstawie in-
nych metod.

Badania nad efektywnos$cig zabezpieczania przed ryzykiem za pomoca
kontraktow terminowych futures, dotyczace roznych aktywow z polskiego
rynku finansowego, prowadzit rowniez Humenczuk (2006). Ocena efektyw-
nos$ci dotyczyta maksymalnie okresu 90 dni sesyjnych, a wigc znacznie krot-
szego niz przyjety w niniejszym badaniu. Sredni poziom zabezpieczenia mi-
nimalizujgcego wariancje, w przypadku indeksu WIG20, byt podobny w obu
badaniach. Zastosowania modeli GARCH w badaniu Humenczuka dotyczyly
przede wszystkim szerokiej klasy modeli jednorownaniowych. Z modeli wie-
loré6wnaniowych analizowane byty tylko modele BEKK, diagonalny BEKK
1 DCC, dlatego trudno byto wyciagna¢ wnioski dotyczace skutecznosci wielo-
réwnaniowych modeli GARCH?”. Niektore ogdlne wnioski wynikajace z obu

272 Wyniki dotyczace modeli DCC i diagonalnego modelu BEKK znaczaco odbiegaty od
pozostatych oraz od uzyskanych w niniejszym badaniu. Prawdopodobng przyczyna tego byty
problemy zwigzane z estymacja parametrow.
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analiz pokrywaja si¢. Na przyktad uwzglednienie w modelu krétkotermino-
wych i dlugoterminowych zaleznos$ci oraz zmiennych warunkowych warian-
cji prowadzi do wzrostu efektywnos$ci zabezpieczenia.

6.2.3. ANALIZA WEASNOSCI BADANYCH SZEREGOW A SKUTECZNOSE
ZABEZPIECZANIA

W wigkszo$ci prac dotyczacych efektywnos$ci strategii zabezpieczajg-
cych bada si¢ tylko podstawowe wlasnosci szeregdw czasowych, przez co
niemozliwe jest sformulowanie ogdélnych wnioskow dotyczacych poszcze-
gbélnych metod estymacji wspotczynnika zabezpieczenia. W tabelach 6.25
i 6.26 zaprezentowano wyniki testow dotyczacych zar6wno wilasnosci szere-
gow stop zwrotu badanych indeksow i kontraktéw futures na indeks WIG20,
jak 1 charakteru zalezno$ci miedzy nimi. Wyniki testowania restrykcji nakta-
danych na parametry modeli GARCH byly niewrazliwe na przyjeta specyfika-
cje¢ rozktadu warunkowego. W badaniu przyjeto taki sam okres, jaki byt przy
ocenie skutecznosci metod estymacji wspotczynnika zabezpieczenia, czyli od
2 stycznia 2002 do 30 czerwca 2004 roku (w przypadku testoéw dotyczacych
wieloréwnaniowych modeli GARCH, ze wzgledu na problemy z osiggnigciem
zbieznosci, przyjeto okres catej proby, czyli od 4 stycznia 1999 do 30 czerwca
2004 roku). Dodatkowo dla kazdego z badanych wielorownaniowych mode-
li GARCH oszacowano warto$¢ kryterium informacyjnego Schwarza (SIC).
Whioski ptyngce z analizy SIC byty na ogo6t zgodne z wnioskami, pltyngcymi
z wynikow testow, dlatego pominigto ich prezentacje.

Stopy zwrotu indeksu WIG20 i kontraktéw futures na indeks WIG20 mia-
ly bardzo zblizone wlasnosci, byly pozbawione autokorelacji, miaty zmienng
wariancj¢ warunkowa, a ich rozktady bezwarunkowe byty rozne od rozktadu
normalnego. W przypadku stop zwrotu indeksu WIG-Budownictwo wystepo-
wala autokorelacja, zmienna wariancja warunkowa, a rozktad bezwarunko-
wy takze byl r6zny od rozktadu normalnego. Zaréwno dla indeksu WIG20 jak
i WIG-Budownictwo wyniki testu CUSUM wskazywaty na niestabilnos$c¢ pre-
dyktywng liniowego modelu regresji?”® (brak stabilnosci byt zdecydowanie
bardziej widoczny w przypadku indeksu WIG-Budownictwo).

273 Postac (6.2.4).
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TABELA 6.25. ANALIZA WEASNOSCI BADANYCH SZEREGOW I CHARAKTERU ZALEZNOSCI

MIEDZY NIMI DLA INDEKSU WIG20

Weryfikowane hipotezy Statystyka W(l)(c:;l(l]y Statyl:izzo
Brak autokorelacji Ljunga-Boxa(12) 9,38 12,37
Brak efektu ARCH LM(12) 23,28% 34,18%
Normalno$¢ rozktadu bezwarunkowego Jarque-Bera 21,54* 38,41*
Brak VAR(1) LR 47,10%
Testu $ladu 37,58*
Brak wektorow kointegrujacych Maks. wart, wlasne] 37.00%
Jeden wektor kointegrujacy Testu Sladu - 049
Maks. wart. wlasnej 0,49
Normalno$¢ rozktadu warunkowego LR 82,86*
Stato$¢ warunkowych wspotczyn. korelacji LMC 1,79
BEKK — macierze diagonalne LR -0,64
BEKK - skalary LR 18,76*

Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktérych weryfikowana hipoteza zo-
stata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRODEO: FISZEDER (20074).

Test ilorazu wiarygodnos$ci wskazuje, ze w badaniu dla indeksu WIG20
nalezato uwzgledni¢ op6znione wartosci zmiennych (model VAR), natomiast
dla indeksu WIG-Budownictwo, rozszerzenie modelu nie jest konieczne. We-
dlug testu Johansena, zarowno stopy zwrotu indeksu WIG20 i kontraktow
futures na indeks WIG20, jak i stopy zwrotu indeksu WIG-Budownictwo
i kontraktow futures na indeks WIG20, byly skointegrowane. Uwzglednie-
nie wystepujacych pomiedzy instrumentem bazowym i kontraktem futures
krotkoterminowych (model VAR) i dlugoterminowych (model VECM) zalez-
nosci, spowodowato zmniejszenie ryzyka zabezpieczonego portfela, co bylo
zgodne z wynikami testow. Skala zmniejszenia odchylenia standardowego za-
bezpieczonego portfela byta jednakze niewielka.

Wedhug testu ilorazu wiarygodnos$ci modele BEKK z warunkowym rozkta-
dem normalnym zostaty zdecydowanie odrzucone na korzy$¢ modeli z warunko-
wym rozktadem t-Studenta. Wprowadzenie warunkowego rozktadu t-Studenta
nie spowodowato wzrostu efektywnos$ci strategii zabezpieczajacej dla indeksu
WIG20 i niewielki wzrost efektywnosci dla indeksu WIG-Budownictwo.

Wyniki testu Tse wskazuja, ze warunkowe wspotczynniki korelacji mig-
dzy stopami zwrotu indeksu WIG20 i kontraktow futures byty state w czasie,
natomiast mi¢dzy stopami zwrotu indeksu WIG-Budownictwo i kontraktow
futures zmieniaty si¢ istotnie w czasie.
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TABELA 6.26. ANALIZA WEASNOSCI BADANYCH SZEREGOW I CHARAKTERU ZALEZNOSCI
MIEDZY NIMI DLA INDEKSU WIG-BUDOWNICTWO

Oceny statystyk
Weryfikowane hipotezy Statystyka
WIG-Bud FW20
Brak autokorelacji Ljunga-Boxa(12) 25,53% 12,37
Brak efektu ARCH LM(12) 27,15% 34,18*
Normalno$¢ rozktadu bezwarunkowego Jarque-Bera 68,57* 38,41%*
Brak VAR(1) LR 4,92
Testu §ladu 21,38*
Brak wektoréw kointegrujacych -
e weidorow Romntegruacye Maks. wart. wlasnej 20,81*
. . Testu $ladu 0,58
Jeden wektor kointegrujacy -
Maks. wart. wlasnej 0,58
Normalno$¢ rozktadu warunkowego LR 91,60*
Stato$¢ warunkowych wspotczyn. korelacji LMC 5,70%
BEKK — macierze diagonalne LR 44,99*
BEKK - skalary LR 25,69*

Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych weryfikowana hipoteza zo-
stata odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

ZRéDLO: OBLICZENIA WEASNE.

Model CCC w obu przypadkach prowadzil do zmniejszenia szacunkow sred-
nich odchylen standardowych stép zwrotu zabezpieczonych portfeli. Wyniki
testu ilorazu wiarygodnos$ci wskazuja na ztozong posta¢ modelu BEKK i od-
rzucajg prostsze specyfikacje tego modelu (z wyjatkiem diagonalnego modelu
BEKK dla indeksu WIG20). Uproszczenie macierzy w modelu BEKK prowa-
dzito jednakze do wzrostu skutecznosci strategii zabezpieczajacej (poza dia-
gonalnym modelem BEKK dla indeksu WIG-Budownictwo).

Uproszczenie postaci warunkowej macierzy kowariancji (diagonal-
na posta¢ modelu BEKK, model skalarno-diagonalny, model CCC oraz mo-
del DCC) prowadzito na ogét do zmniejszenia szacunkow srednich odchylen
standardowych stop zwrotu zabezpieczonych portfeli. Zatem zaré6wno na pod-
stawie wynikow testow, jak i rezultatow badania skutecznosci metod zabez-
pieczania, mozna przypuszczac, ze parametryzacja modelu BEKK jest zbyt
ztozona. Wynik ten jest wazny z praktycznego punktu widzenia, poniewaz
estymacja uproszczonych postaci wielorownaniowego modelu GARCH jest
znacznie latwiejsza.



396 Rozdzial VI. Instrumenty pochodne - wycena opcji i hedging kontraktami futures

OCENA EFEKTYWNOSCI METOD ZABEZPIECZENIA WEWNATRZ PROBY

Whioski wynikajace z przeprowadzonych testow oraz analizy kryterium
SIC byly czesto zgodne (z pewnymi wyjatkami) z wynikami badania sku-
tecznosci wybranych metod estymacji wspotczynnika zabezpieczenia. Mimo
wszystko, podobnie jak przy innych zastosowaniach przedstawionych w po-
przednich rozdziatach pracy, dokonano oceny skuteczno$ci metod zabezpie-
czenia wewnatrz proby dla catego badanego okresu. Uzyskane wyniki zapre-
zentowano w tabelach 6.27 1 6.28.

TABELA 6.27. OCENA EFEKTYWNOSCI METOD ESTYMACJI WSPOLCZYNNIKA

ZABEZPIECZENIA WEWNATRZ PROBY DLA INDEKSU WIG20

Metoda estymacj.i wsp(’flczynni— Sl"ednie odchyle- Redukcja Ranking | s toi:\e(zivl:::) tu
ka zabezpieczenia nie standardowe | ryzyka (w %) (<10
Brak zabezpieczenia (b = 0) 0,017221 0,00 - 2,2701
Zabezpieczenie naiwne (b = 1) 0,007356 57,28 19 0,6386
Zabezpieczenie MNK 0,006974 59,50 13 0,8497
BEKK 0,006775 60,66 6 0,9313
VAR-BEKK 0,006772 60,68 3 1,0010
VECM-BEKK 0,006775 60,66 6 1,0982
BEKK - rozkfad t-Studenta 0,006777 60,65 8 0,9801
Diagonalny BEKK 0,006839 60,29 11 1,3220
Skalarno-diagonalny 0,006838 60,29 10 1,3972
DCC 0,006774 60,66 5 1,0323
DCC zintegrowany 0,006787 60,59 9 1,0918
Statych wspot. korelacji 0,006770 60,69 2 0,9968
Ruchoma macierz kowar. 0,006698 61,11 1 2,1022
Ruchoma macierz kowar. (k = 25) 0,006975 59,50 14 0,6532
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,006839 60,29 11 2,2302
RiskMetrics 0,006773 60,67 4 1,8656
Losowy parametr jako RW 0,007172 58,35 16 2,1645
Jak wyzej plus GARCH 0,007180 58,31 18 1,9734
Losowy parametr jako AR 0,007168 58,38 15 2,1772
Jak wyzej plus GARCH 0,007177 58,32 17 1,9843

W tabeli przedstawiono $rednie odchylenia standardowe i §rednie stopy zwrotu zabezpie-
czonych portfeli. Redukcja ryzyka mierzona jest srednim odchyleniem standardowym stopy

zwrotu w stosunku do portfela niezabezpieczonego.

ZRODEO: OBLICZENIA WEASNE.
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TABELA 6.28. OCENA EFEKTYWNOSCI WYBRANYCH METOD ESTYMACJI WSPOLCZYNNIKA
ZABEZPIECZENIA WEWNATRZ PROBY DLA INDEKSU WIG-BUDOWNICTWO

Metoda estymacj.i wsp(?lczynni- Srl.‘ednie odchyle- Redukcja Ranking | s toigeg:i;:) tu
ka zabezpieczenia nie standardowe | ryzyka (w %) <10
Brak zabezpieczenia (b = 0) 0,014045 0,00 - 2,5773
Zabezpieczenie naiwne (b = 1) 0,017786 -26,64 19 0,9459
Zabezpieczenie MNK 0,012813 8,77 6 2,0609
BEKK 0,012946 7,82 17 1,1857
VAR-BEKK 0,012927 7,96 14 1,6353
VECM-BEKK 0,012930 7,94 15 1,6431
BEKK - rozktad t-Studenta 0,012904 8,12 13 0,5563
Diagonalny BEKK 0,012993 7,49 18 0,5946
Skalarno-diagonalny 0,012932 7,92 16 0,7145
DCC 0,012795 8,90 5 1,2671
DCC zintegrowany 0,012790 8,94 4 1,2389
Statych wspot. korelacji 0,012786 8,96 3 1,2849
Ruchoma macierz kowar. 0,011816 15,87 1 -0,6179
Ruchoma macierz kowar. (k = 25) 0,012814 8,77 7 -0,0235
Wyréwnywanie wyktadnicze 0,012511 10,92 2 0,8645
RiskMetrics 0,012825 8,69 8 -0,3725
Losowy parametr jako RW 0,012861 8,43 9 1,3373
Jak wyzej plus GARCH 0,012870 8,37 11 1,3724
Losowy parametr jako AR 0,012861 8,43 9 1,3371
Jak wyzej plus GARCH 0,012871 8,36 12 1,3448

W tabeli przedstawiono $rednie odchylenia standardowe i §rednie stopy zwrotu zabezpie-
czonych portfeli. Redukcja ryzyka mierzona jest srednim odchyleniem standardowym stopy
zwrotu w stosunku do portfela niezabezpieczonego.

7RODLO: OBLICZENIA WEASNE.

Szacunki wskaznikéw procentowych redukcji ryzyka mierzonego w sto-
sunku do portfela niezabezpieczonego byty Srednio o 2—3% mniejsze od tych,
jakie uzyskano w badaniu wewnatrz proby. Rankingi modeli wewnatrz pro-
by byly zblizone do rankingéw poza probg. W badaniu dla indeksu WIG20
modele BEKK wypadly lepiej, natomiast uproszczone parametryzacje mo-
delu, czyli diagonalny BEKK, skalarno-diagonalny i zintegrowany DCC, go-
rzej w rankingu wewnatrz proby. Modele prostsze wypadaja zatem relatywnie
lepiej w ocenie poza proba niz wewnatrz proby. Odwrotnie jest w przypadku
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modeli bardziej ztozonych. Taka sama sytuacja wystapita w badaniu skutecz-
nosci metod konstrukcji portfeli (patrz podrozdziat 5.1). Tak jak i w innych
zastosowaniach, badanie wewnatrz proby ma wicksze szanse na wybor naj-
lepszych parametryzacji niz analiza statystycznych wtasnosci badanych sze-
regobw czasowych i kryteriow informacyjnych.

6.2.4. ZASTOSOWANIE DANYCH INTRADAY DO OCENY
EFEKTYWNOSCI ZABEZPIECZANIA

Do oceny efektywnosci strategii zabezpieczajacych wykorzystuje si¢ ob-
serwacje o niskiej czestotliwos$ci, najczesciej dane dzienne lub tygodniowe.
Tymczasem wiadomo, ze kwadrat stopy zwrotu dla danych o niskiej czgsto-
tliwo$ci nie jest najlepszg miarg zmiennosci, poniewaz jest zanieczyszczony
szumem (patrz punkt 3.2.1). W pracy Fiszedera (2007a) zaproponowano, aby
do oceny skutecznosci strategii zabezpieczajacej wykorzystywa¢ dane o wy-
sokiej czestotliwosci. Suma kwadratow stop zwrotu dla danych o czestotli-
wosci wyzszej niz dzienna jest lepszg miarg zmienno$ci. Wydaje si¢ zatem,
ze zastosowanie tej miary jest rowniez celowe do oceny skutecznosci strate-
gii zabezpieczajacej. Glownym celem analizy bylo zbadanie, czy zastosowa-
nie danych o wysokiej czgstotliwosci, wptynie w istotny sposéb na ocene sku-
tecznosci rozwazanych metod estymacji wspotczynnika zabezpieczenia.

Jako realizacje zmiennosci przyjeto dwie miary zmiennosci. Pierwsza,
powszechnie stosowana w innych badaniach i przyjeta w punkcie 6.2.2, to
kwadrat dziennej stopy zwrotu zabezpieczonego portfela:

0-1‘2+1 = (Sz+1 - btf;ﬂ)z' (6215)

Druga, zaproponowana przez autora, to miara wykorzystujaca dane o czgsto-
tliwo$ci wyzszej niz dzienna:

M
O-iznt,tﬂ = Z(Sm,t+l - btfm,t+1)29 (6216)

m=1

gdzie s, ., 1 f,,., tostopy zwrotu o czestotliwosci wyzszej niz dzienna, od-
powiednio dla instrumentu bazowego i terminowego, M — liczba obserwacji
w ciggu dnia.

W badaniu przyj¢to 15-minutowe stopy zwrotu. Wybrana czgstotliwos¢ da-
nych jest kompromisem miedzy — z jednej strony — jak najlepsza aproksy-
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macja nieobserwowalnej zmiennosci, a z drugiej strony — uniknigciem pro-
bleméw zwigzanych z mikrostrukturg rynku. Inwestorzy podejmuja dziatania
na rynku przez caly okres trwania sesji. Wigkszo$¢ inwestorow instytucjonal-
nych obserwuje i reaguje na biezace zmiany cen, a nie tylko na ceny zamknig-
cia. Zastosowanie danych o czestotliwo$ci wyzszej niz dzienna do oceny traf-
nosci prognoz zmiennosci wptywa na oceng skutecznosci réznych modeli.

Oceny skuteczno$ci wybranych metod estymacji wspolczynnika zabez-
pieczenia dokonano tylko dla indeksu WIG20 i kontraktéw futures na indeks
WIG20, notowanych na GPW w Warszawie. W przypadku indeksu WIG-
-Budownictwo niskie obroty powoduja, Zze dane intraday charakteryzuja si¢
stosunkowo niskg czestotliwoscig i duzy wpltyw na wyniki badania maja
czynniki zwigzane z mikrostrukturg rynku. Uzyskane wyniki przedstawiono
w tabeli 6.29. Zastosowano te same metody, co w punkcie 6.2.2. Dla porow-
nania zamieszczono rowniez prezentowane wczesniej wyniki, gdzie jako re-
alizacje zmiennosci przyjeto kwadrat dziennej stopy zwrotu zabezpieczone-
go portfela.

Niezaleznie od metody estymacji wspotczynnika zabezpieczenia, reduk-
cja ryzyka byla znaczaco mniejsza w przypadku, gdy jako realizacje zmien-
nosci przyjeto sumy kwadratow 15-minutowych stop zwrotu. O wiele trudniej
jest zabezpieczy¢ portfel przed ryzykiem, tak aby minimalizowa¢ zmiennos¢
portfela szacowang na podstawie danych o wysokiej czestotliwosci.

Miejsca, ktore zajety okreslone metody w rankingu, zaleza w duzym stop-
niu od przyjetej do oceny skutecznosci miary zmiennos$ci. Niektore modele
znajduja si¢ wysoko wedtug jednej miary, natomiast zajmuja odlegle miej-
sca wedtug drugiej miary. Na przyktad model skalarno-diagonalny byt najbar-
dziej skuteczny w zmniejszaniu ryzyka, jezeli zmienno$¢ zabezpieczonego
portfela byta mierzona na podstawie kwadratow dziennych stop zwrotu oraz
dopiero dwunasty, jezeli zmienno$¢ byta mierzona na podstawie sumy kwa-
dratéw 15-minutowych stop zwrotu. Z kolei modele z losowym parametrem
zajmujg odlegle miejsca w rankingu, gdzie zastosowano dzienne stopy zwro-
tu oraz wysokie miejsca w przypadku, gdy zastosowano dane 15-minutowe.
Wystepuja roéwniez modele, jak na przyktad model BEKK z rozktadem nor-
malnym, t-Studenta, diagonalna posta¢ modelu BEKK czy model RiskMe-
trics, ktore zajety podobne miejsca w obu rankingach. Na podkres$lenie zashu-
guje bardzo wysoka pozycja w obu rankingach (piata i pierwsza) diagonalnej
postaci modelu BEKK oraz odlegta pozycja ogoélnej postaci modelu BEKK.
Najmniejszy szacunek $sredniego odchylenia standardowego stopy zwrotu za-
bezpieczonego portfela w przypadku, gdy zmienno$¢ zabezpieczonego port-
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fela byta mierzona na podstawie kwadratow dziennych stop zwrotu, otrzyma-
no dla modelu skalarno-diagonalnego oraz w przypadku, gdy zmienno$¢ byta
mierzona na podstawie sumy kwadratéw 15-minutowych stop zwrotu dla dia-
gonalnej postaci modelu BEKK.

TABELA 6.29. OCENA EFEKTYWNOSCI WYBRANYCH METOD ESTYMACJI WSPOECZYNNIKA
ZABEZPIECZENIA DLA INDEKSU WIG20 DLA DWOCH REALIZACJI ZMIENNOSCI

Kwadrat dziennej stopy zwrotu | Suma kwadratéw 15-min stép zwrotu
Metoda estymacji
wspélczynnika Srednie Redukcja Srednie Redukcja
zabezpieczenia odchylenie ryzyka | Ranking | odchylenie ryzyka | Ranking
standardowe | (W %) standardowe w %)

Brak zabezpieczenia (b = 0) 0,014458 0,00 - 0,013680 0,00 -
Zabezpieczenie naiwne (b=1)| 0,005792 59,94 19 0,009379 31,44 19
Zabezpieczenie MNK 0,005320 63,20 8 0,008793 35,72 12
BEKK 0,005337 63,09 15 0,008820 35,53 16
VAR-BEKK 0,005323 63,18 10 0,008804 35,64 14
VECM-BEKK 0,005322 63,19 9 0,008812 35,58 15
BEKK - rozktad t-Studenta 0,005346 63,02 16 0,008835 35,42 18
Diagonalny BEKK 0,005300 63,34 4 0,008678 36,56 1

Skalarno-diagonalny 0,005280 63,48 1 0,008793 35,72 11
DCC 0,005304 63,31 5 0,008792 35,73 10
DCC zintegrowany 0,005293 63,39 2 0,008822 35,51 17
Statych wspot. korelacji 0,005319 63,21 7 0,008795 35,71 13
Ruchoma macierz kowar. 0,005301 63,34 3 0,008783 35,80 9
g(u:czhso)ma macierz kowar. 0,005363 | 62,91 18 0,008779 | 3583 8

Wyrownywanie wyktadnicze 0,005355 62,96 17 0,008777 35,84 7
RiskMetrics 0,005317 63,23 6 0,008748 36,05 5

Losowy parametr jako RW 0,005330 63,13 12 0,008757 35,93 6
Jak wyzej plus GARCH 0,005330 63,13 11 0,008765 36,20 2
Losowy parametr jako AR 0,005336 63,09 14 0,008727 36,11 4
Jak wyzej plus GARCH 0,005336 63,09 13 0,008740 36,11 3

W tabeli przedstawiono $rednie odchylenia standardowe stop zwrotu zabezpieczonych
portfeli przy zastosowaniu dwdoch miar zmiennosci. Redukcja ryzyka mierzona jest $rednim od-
chyleniem standardowym stopy zwrotu w stosunku do portfela niezabezpieczonego.

ZRODEO: FISZEDER (20074).
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WNIOSKI

Nie wszystkie dynamiczne metody zabezpieczania (to znaczy takie, kto-
re uwzgledniaja zmienno$¢ warunkowych wariancji, kowariancji lub wspot-
czynnikow beta) okazaly si¢ efektywniejsze niz zabezpieczenie MNK. Wyni-
ki zalezg w duzej mierze od wlasnosci instrumentéw bazowych i1 kontraktéw
terminowych. Uproszczenie postaci modelu GARCH prowadzi na og6t do
wzrostu skutecznosci strategii zabezpieczajacych. Réznice w redukcji ryzy-
ka, pomiedzy poszczegdlnymi modelami, sg znacznie mniejsze dla indeksu
WIG20 niz indeksu WIG-Budownictwo. Przy zabezpieczeniu instrumentu ba-
zowego, dla ktorego jest notowany kontrakt terminowy (WIG20), uwzgled-
nienie przy estymacji wspotczynnika zabezpieczenia zmieniajacych si¢ wa-
riancji i kowariancji warunkowych nie wptyneto w istotny, z ekonomicznego
punktu widzenia, sposob na wzrost efektywnosci strategii zabezpieczajace;j.

Wryniki przeprowadzonych testow statystycznych nie do konca sg zgod-
ne z wynikami badania skuteczno$ci wybranych metod estymacji wspotczyn-
nika zabezpieczenia. Znacznie lepsze rezultaty w poszukiwaniu metod, ktore
beda lepiej zabezpieczaty przed ryzykiem, daje analiza efektywnoSci strategii
zabezpieczajacych wewnatrz proby. Zastosowanie danych o wysokiej czesto-
tliwosci przy szacowaniu miar zmiennosci zabezpieczonego portfela, wptywa
znaczgco na oceng¢ skutecznos$ci rozwazanych metod estymacji wspotczynni-
ka zabezpieczenia.



ZAKONCZENIE

Powstanie modelu ARCH stanowilo kamien milowy w rozwoju ekono-
metrii finansowej. Przed jego wprowadzeniem modelowanie procesow finan-
sowych dotyczyto przede wszystkim pierwszych momentow warunkowych.
Jezeli badano wyzsze momenty szeregow czasowych, to najczesciej w spo-
sob statyczny, nie uwzgledniajac dynamiki momentéw warunkowych. Mo-
del GARCH jest jednym z najczegsciej stosowanych w analizie finansowych
szeregow czasowych. Pomimo obszernej literatury dotyczacej zarowno za-
gadnien teoretycznych, jak i aplikacji finansowych, nie wiadomo, w ktorych
zastosowaniach modele GARCH majg przewage nad innymi modelami, kto-
re postacie modeli GARCH sg najbardziej uzyteczne w konkretnych zastoso-
waniach oraz nie jest jasne, dla jakich wtasnosci statystycznych finansowych
szeregdw czasowych modele GARCH sa bardziej przydatne od innych mo-
deli. W niniejszej pracy starano si¢ odpowiedzie¢ na te pytania. Szczegoto-
we wnioski z przeprowadzonych badan dotyczace okreslonych parametryza-
c¢ji modeli zawarto w podsumowaniach dotyczacych poszczegdlnych analiz,
dlatego ponizej przedstawiono jedynie ogolne uwagi i gtdwne konkluzje.

Zaproponowano w literaturze dziesiatki r6znych modyfikacji i rozsze-
rzen jednoréwnaniowego modelu GARCH. Liczba uogolnien jest tak duza, ze
znalezienie modelu, ktory najlepiej opisuje badany szereg czasowy jest zada-
niem bardzo trudnym, a w wielu zastosowaniach praktycznych niecelowym.
Wydaje si¢, ze lepszym rozwigzaniem jest analizowanie wybranych mode-
li GARCH, ktore pozwalaja uwzgledni¢ okreslone charakterystyki szeregow
czasowych, istotne w okreslonym zastosowaniu modelu.

W przypadku wielorownaniowych modeli GARCH wybér modelu zalezy
w pierwszej kolejnosci od liczby badanych szeregow. Jezeli liczba szeregow
jest duza, to najwazniejsza charakterystyka modelu jest oszczgdno$¢ parame-
tryzacji i zwigzana z tym tatwos¢ estymacji. Wyboru modelu najlepiej opisu-
jacego szeregi stop zwrotu dokonuje si¢ dopiero sposréd modeli tatwych do
estymacji. Oszczednos$¢ parametryzacji mozna uzyskac jedynie przez uprosz-
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czenie opisu badanych szeregow (przyjmujac okreslone restrykcje lub zato-
zenia). Prostsze postacie modelu nie sg w stanie wyjasni¢ pewnych wlasno-
Sci szeregdbw. Wplyw uproszczenia modelu na wyniki analizy zalezy przede
wszystkim od dwoch czynnikow. Po pierwsze od tego, czy pominigte wiasno-
$ci sg istotne lub tez czy restrykcje sg spetnione dla konkretnych stop zwrotu.
Po drugie, od dziedziny zastosowania modelu. Na przyktad w analizie trans-
misji zmiennos$ci miedzy aktywami istotne sa powiagzania migdzy warunko-
wymi wariancjami, dlatego upraszczajace specyfikacje, takie jak diagonalna
i skalarna posta¢ modelu BEKK czy model stalych wspotczynnikdéw korelacji
sa zdecydowanie niewystarczajace.

W pracy pokazano, ze wybor postaci modelu GARCH zalezy przede
wszystkim od rodzaju zastosowania modeli, miary, na podstawie ktorej doko-
nuje si¢ oceny i wlasnosci badanych szeregow finansowych. Niemozliwe jest
jednoznaczne rekomendowanie postaci modeli do konkretnych zastosowan.
Oczywiscie na podstawie badania wtasnosci statystycznych mozna wskazaé
postacie, ktére moga by¢ potencjalnie najbardziej uzyteczne. Na przyktad je-
zeli w danym szeregu wystepuje silna ujemna korelacja pomigdzy biezaca
stopg zwrotu a przyszta zmienno$cia, to zastosowanie modeli, ktdre opisuja
ten efekt, takich jak np. GJR-GARCH, EGARCH i TGARCH bedzie praw-
dopodobnie bardziej efektywne. Jezeli odrzucono hipotezg o statosci warun-
kowych wspdtczynnikéw korelacji, to modele, ktére pozwalaja opisa¢ ich
zmienno$¢, jak np. BEKK czy DCC bgda prawdopodobnie bardziej skuteczne
w aplikacjach finansowych.

W kolejnych rozdziatach dotyczacych: prognozowania zmiennosci, pro-
gnozowania VaR, konstrukcji portfeli efektywnych i zabezpieczania przed ry-
zykiem starano si¢ pokazaé¢, ze mozna na podstawie analizy wewnatrz pro-
by dla tej samej miary, na podstawie ktorej dokonuje si¢ oceny poza proba,
wskazac postacie modeli, ktore beda prawdopodobnie lepiej zachowywaly sie
w wybranych aplikacjach. Takie badanie wewnatrz proby ma wigksze szan-
se na wybor najlepszych parametryzacji niz analiza statystycznych wtasnosci
szeregow czasowych i kryteriow informacyjnych.

Roézne miary trafnosci wskazujg na rozne modele, na podstawie ktorych
konstruuje si¢ najdoktadniejsze prognozy zmienno$ci. Prognozy konstruowa-
ne na podstawie modelu GARCH sg bardziej trafne niz prognozy konstruo-
wane na podstawie modeli zaktadajacych statg wariancje¢. Dalsze rozszerzanie
modeli i badania powinny by¢ ukierunkowane na wykorzystanie informa-
cji powszechnie dostgpnych na rynku niz formutowanie kolejnych parame-
tryzacji, dazacych do coraz lepszego dopasowania modelu do danych empi-
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rycznych. Wykorzystanie dodatkowych informacji przy konstrukcji modelu
GARCH lub estymacji jego parametrow nie zawsze prowadzi do wzrostu traf-
nosci prognoz zmiennosci. Wyniki zalezg nie tylko od rodzaju informacji, ale
rowniez od sposobu ich wykorzystania. Przy wyborze najlepszego do progno-
zowania zmienno$ci modelu wazna jest analiza wlasno$ci wariancji badanych
szeregdw, poniewaz pozwala na wstepie wyeliminowaé z dalszych badan nie-
ktore specyfikacje modeli.

Zadna z metod szacowania VaR nie dala zadowalajacych wynikow dla
wszystkich poziomow tolerancji oraz zajmowanych przez inwestora pozycji.
Zastosowanie podejscia z jednoréwnaniowym modelem GARCH do progno-
zowania warto$ci zagrozonej dla portfela akcji daje nie gorsze, a czgsto nawet
lepsze wyniki niz zastosowanie wieloréwnaniowych modeli GARCH. Wynik
ten jest wazny z praktycznego punktu widzenia, poniewaz przy duzej liczbie
aktywoOw estymacja parametrow wiekszosci specyfikacji wielorbwnaniowych
modeli GARCH jest bardzo trudna lub wrecz niemozliwa.

Brak jednoznacznych wynikéw dotychczasowych badan w literaturze
swiatowej byl jednym z podstawowych powodow podjecia badan dotycza-
cych zalezno$ci migdzy oczekiwang stopg zwrotu a ryzykiem dla wybranych
spotek 1 indeksow notowanych na GPW w Warszawie. Uzyskane szacunki dla
modeli GARCH-M ze zmiennym parametrem oraz modelu z progowym efek-
tem GARCH-M pozwolity w odmienny sposéb thumaczy¢ rozbieznos¢ wyni-
kéw prowadzonych dotychczas analiz empirycznych, dotyczacych zalezno$ci
pomiedzy oczekiwang stopa zwrotu a warunkowq wariancja, przeprowadzo-
nych z wykorzystaniem modelu GARCH-M ze stalym parametrem.

Estymacja wspotczynnikow beta na podstawie dwuréownaniowego mode-
lu VAR-GARCH pozwala uwzgledni¢ w badaniu autokorelacje stop zwrotu,
zmienno$¢ warunkowych wariancji i kowariancji stop zwrotu, grube ogony roz-
ktadow stop zwrotu oraz zmienno$¢ wspotczynnikow beta. Korzysci z wykorzy-
stania dwuréwnaniowego modelu VAR-GARCH nie ograniczaja si¢ wylacznie
do uzyskania efektywniejszych estymatorow, co mozna by otrzymac stosujac
jednoréwnaniowy model GARCH, ale polegaja na opisaniu zmieniajacych sig
zalezno$ci migdzy stopami zwrotu waloru a stopami zwrotu portfela rynkowe-
go. Zastosowanie dwurownaniowego modelu VAR-GARCH w przyktadzie em-
pirycznym przy budowie portfela wptyneto na znaczny wzrost efektywnosci
procesu alokacji aktywow w porownaniu do portfela, przy konstrukcji ktorego
wykorzystano tradycyjne metody estymacji parametréw modelu Sharpe’a.

Uwzglednienie zmieniajacych si¢ w czasie wariancji 1 kowariancji stop
zwrotu przy budowie portfela wplywa z pewnymi wyjatkami na wzrost efek-
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tywnosci alokacji aktywow. Zaobserwowane w pracy roznice nie byly istot-
ne z ekonomicznego punktu widzenia, jednakze wyniki innych badan auto-
ra sugeruja, ze stosowanie modeli GARCH do opisu wariancji i kowariancji
stop zwrotu przy budowie portfela jest jak najbardziej celowe. Uproszczenie
postaci warunkowej macierzy kowariancji prowadzi na ogét do zmniejszenia
szacunkow odchylen standardowych portfeli o minimalnej wariancji, czgsto
na przekor wynikom testow. Wniosek ten jest wazny z praktycznego punk-
tu widzenia, poniewaz estymacja uproszczonych postaci wieloréwnaniowego
modelu GARCH jest znacznie latwiejsza.

Wyniki badan wskazuja na bardzo ograniczone mozliwos$ci zastosowan
modeli GARCH w konstrukecji i testowaniu modeli CAPM i APT. Zaleta za-
stosowania modeli GARCH jest mozliwos¢ testowania réznych specyfikacji
i restrykcji dla modeli CAPM i APT z uwzglednieniem zmiennych wariancji
i kowariancji stop zwrotu aktywow. Jednakze ze wzgledu na ztozonosc¢ esty-
macji parametréw modeli GARCH, jak dotad istniejgce specyfikacje mode-
li majg ograniczone zastosowanie w testach CAPM i APT. Analiza musi by¢
przeprowadzona dla nieduzej liczby portfeli. Staboscia procedur testowania
modeli APT i CAPM z wykorzystaniem modeli czynnikowych jest szacowanie
premii za ryzyko na podstawie jednoréwnaniowych modeli GARCH-M. Wy-
niki badan pokazujg, ze analizowana w ten sposob zalezno$¢ pomiedzy oczeki-
wang stopg zwrotu a wariancjg warunkowg nie jest istotna statystycznie.

Wyceny opcji konstruowane na podstawie modeli GARCH sg trafniejsze
niz wyceny konstruowane na podstawie modelu Blacka i Scholesa. Zastoso-
wanie modeli GARCH pozwala wyjasni¢ wigkszo$¢ obcigzen modelu Blac-
ka i Scholesa.

Nie wszystkie dynamiczne metody zabezpieczania uwzgledniajace zmien-
no$¢ warunkowych wariancji, kowariancji lub wspétczynnikéw beta okazaty
si¢ efektywniejsze niz tradycyjne zabezpieczenie MNK. Wyniki zaleza w du-
zej mierze od wlasnos$ci instrumentoéw bazowych i kontraktow terminowych.
Uproszczenie postaci modelu GARCH prowadzi na ogo6t do wzrostu sku-
tecznosci strategii zabezpieczajacych. Przy zabezpieczeniu instrumentu ba-
zowego, dla ktorego jest notowany kontrakt terminowy, uwzglednienie przy
estymacji wspolczynnika zabezpieczenia zmieniajacych si¢ wariancji i kowa-
riancji warunkowych nie wptywa w istotny z ekonomicznego punktu widze-
nia sposob na wzrost efektywnosci strategii zabezpieczajacej.

Zastosowanie modeli GARCH w takich aplikacjach jak prognozowanie
zmienno$ci, prognozowanie VaR, konstrukcja portfeli efektywnych, wycena
opcji daje lepsze wyniki niz modele zaktadajace state wariancje i kowarian-
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cje. Wyjatkiem jest hedging, gdy portfel akcji jest zabezpieczany kontraktem
futures, ktdrego instrumentem bazowym jest zabezpieczany portfel. Przyczy-
ng odmiennych wynikéw sg zblizone wtasno$ci i podobne zachowanie takie-
go portfela i kontraktu terminowego, co powoduje, ze wspotczynnik beta wy-
korzystywany w zabezpieczaniu jest stabilny i bliski jednosci.

W opracowaniu wskazano postacie modeli GARCH, ktére mozna reko-
mendowac jako jedne z najbardziej uzytecznych: w prognozowaniu zmien-
nos$ci — model GARCH, szacowany na podstawie przeskalowanego praw-
dziwego zakresu zmiany, w prognozowaniu VaR portfela akcji dla poziomu
tolerancji 0,01 — jednoréwnaniowy model GARCH, w konstrukcji portfe-
li efektywnych dla wigkszej liczby aktywdéw — modele skalarno-diagonalny
1 zintegrowany, w wycenie opcji — model GJR-GARCH, w zabezpieczaniu
przed ryzykiem — zintegrowany model DCC. Nalezy jednakze podkresli¢, ze
w przypadku zastosowania innych miar oceny lub szeregéw o innych wilas-
nosciach, moze si¢ okazaé, ze te postacie nie beda miaty juz przewagi nad in-
nymi specyfikacjami.

Zaproponowano nowe parametryzacje modeli GARCH: jednoréwnanio-
wy 1 wielorownaniowy model z progowym efektem GARCH-M, wieloréw-
naniowy model GARCH-M, w ktorym rynkowa cena ryzyka jest opisana za
pomoca procesu bladzenia przypadkowego, rozszerzona posta¢ modelu APT
z czynnikowym modelem GARCH, ktéra pozwala uwzgledni¢ niewyjasniong
zmienno$¢ warunkowych wariancji i kowariancji stop zwrotu aktywow. Przed-
stawiono nowe procedury estymacji: model GARCH szacowany na podsta-
wie przeskalowanego prawdziwego zakresu zmiany, premie za ryzyko i wa-
riancje warunkowe czynnikéw szacowane na podstawie modelu z progowym
efektem GARCH-M zamiast na podstawie klasycznego modelu GARCH-M
w pierwszym kroku estymacji modelu APT z czynnikowym modelem
GARCH. W pracy zaproponowano rowniez kilka nowych klasyfikacji wielo-
rownaniowych modeli GARCH.

W niektérych zastosowaniach wskazano réwniez relatywnie proste me-
tody, pozwalajace uzyskac lepsze wyniki niz wykorzystanie modeli GARCH.
Na przyktad w wycenie opcji — podejscie, stosowane przez praktykow rynku,
polegajace na podstawieniu do modelu Blacka i Scholesa zmiennos$ci impli-
kowanej, wyznaczonej dla wczesniejszego okresu, w zabezpieczaniu przed
ryzykiem - metoda ruchomej macierzy kowariancji, dla ktorej wyboru stalej
wygtadzania dokonywano dla kazdego okresu na podstawie probki wstepne;.

W pracy modelowano rowniez dluga pami¢¢ proceséw finansowych za
pomocg modeli ARFIMA-FIGARCH, sezonowos¢ i efekt dnia tygodnia za
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pomoca rozszerzonych postaci modeli GARCH, analizowano zaleznosci mig-
dzy rynkiem akcji w Warszawie a wybranymi rynkami akcji na §wiecie oraz
weryfikowano wystepowanie efektu zarazania za pomoca zaproponowanego
testu konstruowanego na podstawie wielorownaniowych modeli GARCH.

Niektore z poruszanych zagadnien byty rozwazane po raz pierwszy w Pol-
sce, jak np. weryfikacja modeli CAPM i APT z zastosowaniem wieloréwnanio-
wych modeli GARCH. Inne z kolei zostaly w znacznym stopniu rozszerzone
przez stosowanie szerszej klasy modeli. Badan dotyczacych zastosowan réz-
nych specyfikacji wielorownaniowych modeli GARCH dla duzej liczby akty-
wow, w takich zastosowaniach jak analiza portfelowa czy prognozowanie VaR,
jest bardzo mato, nawet w literaturze $wiatowej. Duzy nacisk potozono na po-
wigzanie uzyskanych wynikow z analizg wlasnosci warunkowych wariancji ba-
danych procesow. Ten aspekt badan jest najczgsciej zaniedbywany w literaturze
Swiatowej, a pozwala na sformutowanie szerszych wnioskéw dotyczacych za-
sadnosci i skuteczno$ci rozwazanych modeli.

Na tle rozwazan zawartych w pracy mozna wskaza¢ zagadnienia wyma-
gajace dalszych badan. Nalezy do nich z pewnoscig formutowanie nowych
parametryzacji wielorownaniowych modeli GARCH oraz metod estymacji
ich parametrow. Istniejace parametryzacje na ogot nie daja zadowalajacych
wynikéw w przypadku modelowania i prognozowania duzej liczby szeregow
czasowych. Brak takich specyfikacji jest szczeg6lnie widoczny w takich za-
stosowaniach, jak analiza portfelowa, modele rynku kapitatlowego, szacowa-
nie VaR. Niezbedne sg dalsze prace nad wlasno$ciami estymatorow MNW
1 quasi-MNW w przypadku bardziej ztozonych specyfikacji modeli GARCH
oraz ewentualnego ztagodzenia koniecznych do wyprowadzenia wlasnosci
warunkow dla parametryzacji, dla ktérych takie wlasnosci ustalono. W pracy
opierano wnioski przede wszystkim na punktowych ocenach zmiennosci, wa-
runkowej korelacji oraz innych miar majacych zastosowanie w konkretnych
aplikacjach finansowych bez bezposredniego ujgcia niepewnosci zwigzanej
z estymacjg parametrow modeli. Uwzglednienie tej niepewnosci jest jak na ra-
zie zadaniem trudnym lub niemozliwym poza bayesizmem, dlatego konieczny
jest dalszy rozwoj metod wnioskowania statystycznego. Wigkszy nacisk powi-
nien rdwniez zosta¢ polozony na analize przyczyn zmiennos$ci i wykorzystanie
ich w prognozowaniu zmiennosci i innych zastosowaniach finansowych.
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THE cLASS OF GARCH MODELS IN EMPIRICAL
FINANCE RESEARCH

SUMMARY

The introduction of the ARCH model was a milestone in a development
of financial econometrics. The GARCH model is one of the most often used
models in analysis of financial time series. Despite numerous papers which
have been written on both the theoretical aspects and financial applications,
we do not know in which applications the GARCH models have the advan-
tage over the other models, which parameterisations of the GARCH models
are the most useful in specific applications and it is not clear for which statis-
tical properties of financial time series the GARCH models are more effective
than other models. I tried to answer these questions in this book.

In Chapter One, all the univariate specifications of the GARCH models
used in the book are presented. Estimation of the parameters, diagnostic tests
and examples of the long memory and the calendar effects modelling are also
included in this section. In Chapter Two, review and systematisations of the
multivariate GARCH models are given. Estimation of the parameters and dia-
gnostic tests are presented as well. This section contains also the results of the
investigation of contagion effect and the relations between stock market indi-
ces. Chapter Three is about volatility and covariance matrix forecasting. Suc-
cessive three chapters deal with applications of the GARCH models in spe-
cific financial issues. In Chapter Four, value at risk forecasting, estimation of
beta parameters and relations between expected return and conditional varian-
ce are presented. Chapter Five describes a construction of efficient portfolios
and testing the CAPM and APT models. In chapter Six, evaluation of options
and portfolio hedging with futures contracts are considered.

It has been shown in the book, that selection of the proper GARCH para-
meterisation depends first of all on the kind of financial application, measures
used for evaluation and properties of the analysed financial time series. It is
not possible to unequivocally recommend parameterisations of models for the
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specific applications. Naturally, one can indicate specifications, which accor-
ding to analysis of statistical properties can be potentially more useful.

In the successive sections concerning: volatility forecasting, VaR foreca-
sting, construction of efficient portfolios and risk hedging it has been shown
that according to the in-sample investigation for the same measure, which is
used out-of-sample, one can point out specifications of models which will be
more useful in particular application. Such an in-sample investigation is more
likely to choose the best parameterisations than an analysis of statistical pro-
perties of time series and information criteria.

Different measures select different models as the most accurate in vola-
tility forecasting. The GARCH forecasts are significantly more precise than
forecasts from the models with constant variance. Further extensions of the
GARCH models should be targeted at usage of information commonly avail-
able in the market, rather than formulation of another parameterisation, which
will describe the empirical data better in-sample. Introduction of additional
information in construction of the GARCH model or in parameter estimation
not always increases accuracy of volatility forecasts. The results depend on
the kind of information but also on the way this information is used.

None of the considered methods of VaR estimation give satisfactory results
for all confidence levels and positions taken by an investor. Application of the
approach with the univariate GARCH model for VaR forecasting of portfolio
gives no worse and often even better results than application of the multivariate
GARCH models. This result is important from practical point of view, because
estimation of parameters for most of specifications of multivariate GARCH
models is very difficult or even impossible for a large number of assets.

Estimates of the GARCH-M model with time-varying parameter and the
GARCH model with threshold GARCH-M effect can differently explain dis-
crepant empirical results in the literature concerning the relation between the
expected return and conditional variance analysed with the GARCH-M mod-
el with constant parameter.

Taking into consideration time varying conditional variances and covari-
ances of stock returns in portfolio selection increases, with some exceptions,
efficiency of asset allocation process. From economic point of view, the ob-
served differences between the models are not significant, however, results of
other author’s analyses suggest, that application of the GARCH models for de-
scription of variances and covariances of returns in portfolio selection is by all
means advisable. Simplification of conditional covariance matrix specification
leads most often to reduction of standard deviations of minimum variance port-
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folios, frequently opposite to the results of tests. This conclusion is important
from practical point of view, because estimation of simplified specifications of
the multivariate GARCH models is considerably easier. The results of inves-
tigations indicate very limited abilities of applications of the GARCH models
in construction and testing the CAPM and APT models. The advantage of us-
age the GARCH models is capability to test different specifications and restric-
tions of the CAPM and APT models with taking into consideration time vary-
ing conditional variances and covariances of asset returns. However, owing to
complicated estimation of the GARCH parameters, the existing parameterisa-
tions of models have limited application in the CAPM and APT tests so far. Re-
search has to be conducted for a small number of portfolios. Weakness of the
APT and CAPM testing procedures with usage of factor GARCH models is es-
timation of risk premium on the basis of the univariate GARCH-M model. The
results of the investigation show that analysed in such a way relation between
expected return and conditional variance is not significant.

Valuations of options based on the GARCH models are more accurate
than valuations based on the Black-Scholes model. Moreover, application of
the GARCH models enables analysts to explain most pricing biases of the
Black-Scholes model.

Not all dynamic hedging strategies with changing conditional variances,
covariances or beta parameters are more effective than traditional OLS hed-
ging. The results depend to a great degree on the statistical properties of the
underlying and futures contract. Simplification of the GARCH model speci-
fication leads most often to increased effectiveness of hedging strategies. In
hedging underlying for which futures contract is quoted, taking into conside-
ration during estimation of beta parameters changing conditional variances
and covariances does not increase, significantly from economic point of view,
the effectiveness of hedging strategy.

Usage of the GARCH models in such applications like volatility fore-
casting, VaR forecasting, construction of efficient portfolios, valuation of
options gives better results than models which assume constant conditional
variances and covariances. Exception is hedging, when portfolio is secured by
futures contract for which the underlying is the hedged portfolio. The reasons
of different performance are concurrent properties and similar behaviour of
such a portfolio and futures contract, that is why the beta coefficient used in
hedging is stable and close to unity.

Specifications of the GARCH models, which can be recommended as one
of most useful, are indicated in the study: in forecasting — the GARCH model
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estimated on scaled true range data, in VaR forecasting for portfolio of stocks
for 0.99 confidence level — the univariate GARCH model, in construction of
efficient portfolios for higher number of assets — the scalar-diagonal and inte-
grated models, in valuation of options — the GJIR-GARCH model, in risk hed-
ging - the integrated DCC model. It has to be emphasised, however, that for
different evaluation measures or time series with different properties, these
specifications may have no more advantage over the other parameterisations.

New specifications of GARCH models: the univariate and multivariate
model with threshold GARCH-M effect, the multivariate GARCH-M model
with the price of market risk evolving over time according to the random walk
process, the extended specification of the APT model with the factor GARCH
model which describes unexplained volatility of conditional variances and co-
variances of asset returns are introduced. The new procedures of estimation:
the GARCH model estimated on scaled true range data, risk premia and con-
ditional variances of factors estimated on the basis of the model with threshold
GARCH-M effect instead of applying the traditional GARCH-M model in the
first stage of estimation of the APT with factor GARCH model are presented.
Several new classifications of the multivariate GARCH models are also pro-
posed in the book.

In some applications relatively simple methods, which give better results
than usage of the GARCH models are also pointed out. For example, in option
valuation — the approach used by practitioners of the financial market, which
consists in application of implied volatility constructed from the previous pe-
riod from the Black-Scholes model, in risk hedging — the moving covariance
matrix method with the moving average estimation period chosen for each fo-
recasting period in the pre-sample.

Some of the considered subjects were pondered firstly for the Polish mar-
ket, like for instance testing the CAPM and APT models with application of
the multivariate GARCH models. The others were significantly extended by
usage of wider class of models. The number of analyses with different spe-
cifications of the multivariate GARCH models for a large amount of assets
in such applications like portfolio selection or VaR forecasting is very limi-
ted even in the world literature. Large emphasis was laid on the relationship
between received results and analysis of conditional variances properties of
analysed processes. This aspect of investigation is most often neglected in the
literature but it gives possibility to formulate wider conclusions concerning
validity and effectiveness of considered models.
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