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Estymacja punktowa

e Teorig estymacji nazywamy metody szacowania parametréw
charakteryzujacych populacje generalng na podstawie préby.
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Estymacja punktowa

e Teorig estymacji nazywamy metody szacowania parametréw
charakteryzujacych populacje generalng na podstawie préby.

o W estymacji punktowej na podstawie proby szacujemy nieznang
warto$¢ pewnego parametru. Takim nieznanym parametrem moga by¢
parametry rozktadéw zmiennych losowych populacji (np. $rednia,
wariancja itp.) lub ich bardziej ztozone funkcje, np. wspétczynnik
korelacji (zob. dalsze wyktady). Ze wzgledu na losowy charakter
préby mozemy o tych parametrach wypowiadac¢ sie jedynie w sposéb
probabilistyczny, a nie definitywny. Estymacja dostarcza jedynie
oszacowanie parametru populacyjnego, ktéra czesto nazywa sie
parametrem empirycznym.
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Estymacja punktowa

e Teorig estymacji nazywamy metody szacowania parametréw
charakteryzujacych populacje generalng na podstawie préby.

o W estymacji punktowej na podstawie proby szacujemy nieznang
warto$¢ pewnego parametru. Takim nieznanym parametrem moga by¢
parametry rozktadéw zmiennych losowych populacji (np. $rednia,
wariancja itp.) lub ich bardziej ztozone funkcje, np. wspétczynnik
korelacji (zob. dalsze wyktady). Ze wzgledu na losowy charakter
préby mozemy o tych parametrach wypowiadac¢ sie jedynie w sposéb
probabilistyczny, a nie definitywny. Estymacja dostarcza jedynie
oszacowanie parametru populacyjnego, ktéra czesto nazywa sie
parametrem empirycznym.

@ Estymatorem parametru () nazywamy kazda statystyke

Q(X1, Xo,...,X,) zalezna od tego parametru, ktéra przyjmujemy za
oszacowanie parametru Q).
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korelacji (zob. dalsze wyktady). Ze wzgledu na losowy charakter
préby mozemy o tych parametrach wypowiadac¢ sie jedynie w sposéb
probabilistyczny, a nie definitywny. Estymacja dostarcza jedynie
oszacowanie parametru populacyjnego, ktéra czesto nazywa sie
parametrem empirycznym.

@ Estymatorem parametru () nazywamy kazda statystyke
Q(Xl,Xg, ..., X,) zalezna od tego parametru, ktéra przyjmujemy za
oszacowanie parametru Q).

o Odchylenie standardowe rozktadu parametru @ stanowi btad
estymatora.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 9 2/12



Np. $rednia z prébki X = L 37 X, (ktéra jest zmienna losowa) jest

T n
estymatorem $redniej 1 populacji (ktéra nie jest zmienna losowa tylko
nieznanym parametrem rozktadu; jest to nieznany parametr Q).
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Np. érednia z prébki X = %Z?:l X; (ktéra jest zmienna losowa) jest
estymatorem $redniej 1 populacji (ktéra nie jest zmienna losowa tylko
nieznanym parametrem rozktadu; jest to nieznany parametr Q).
Przypus¢my, ze f(x;p) jest rozktadem gestosci prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X w populacji. Niech bedzie to rozktad normalny
N (11, 0). Wariancja $redniej to zatem

V(X < ZX) QZV U2:Z
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Np. érednia z prébki X = %Z?:l X; (ktéra jest zmienna losowa) jest
estymatorem $redniej 1 populacji (ktéra nie jest zmienna losowa tylko
nieznanym parametrem rozktadu; jest to nieznany parametr Q).
Przypus¢my, ze f(x;p) jest rozktadem gestosci prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X w populacji. Niech bedzie to rozktad normalny

N (11, 0). Wariancja $redniej to zatem

V(X X; V(X 2=z
< Z ) ) Z no- =
czyli odchylenie standardowe (tj. btad/niepewnos¢ sredniej) wynosi

AX =\ JV(X)=-Z
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Za oszacowanie parametru () mozna przyjac rozne wielkosci. Dobroé
estymatora () okreslaja pewne kryteria:

@ Estymator Qn(Xl,XQ, ..., X,,) parametru @) nazywany jest zgodnym
gdy jest zbiezny wg prawdopodobienstwa do wartosci ), czyli

Ve >0: nli_{lgOP(’Qn—Q‘<€>=1
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Za oszacowanie parametru () mozna przyjac rozne wielkosci. Dobroé
estymatora () okreslaja pewne kryteria:

@ Estymator Qn(Xl,XQ, ..., X,,) parametru @) nazywany jest zgodnym
gdy jest zbiezny wg prawdopodobienstwa do wartosci ), czyli

Ve >0: limP<’Qn—Q‘<e>:1
n—oo
o Estymator Q,, parametru Q nazywany jest nieobciazonym jesli jego
wartos¢ przecietna réwna sie parametrowi estymowanemu dla kazdego

n:

E(Qn) =@
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o Estymator Q,, parametru Q nazywany jest nieobciazonym jesli jego
wartos¢ przecietna réwna sie parametrowi estymowanemu dla kazdego
n:

o Jesli natomiast E (Qn) =% @ to wtedy Qn nazywany jest

estymatorem obcigzonym, a réznice E (Qn> — () obcigzeniem
estymatora.
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Za oszacowanie parametru () mozna przyjac rozne wielkosci. Dobroé
estymatora () okreslaja pewne kryteria:

@ Estymator Qn(Xl,XQ, ..., X,,) parametru @) nazywany jest zgodnym
gdy jest zbiezny wg prawdopodobienstwa do wartosci ), czyli

Ve >0: nILH;OP<’Qn_Q‘<€):1

o Estymator Q,, parametru Q nazywany jest nieobciazonym jesli jego
wartos¢ przecietna réwna sie parametrowi estymowanemu dla kazdego
n:

o Jesli natomiast E (Qn) =% @ to wtedy Qn nazywany jest
estymatorem obcigzonym, a réznice E (Qn> — () obcigzeniem
estymatora.

o W przypadku gdy lim E <Qn) = () to estymator nazywany jest

n—oo

asymptotycznie nieobcigzonym.
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L
o Estymator nieobciazony Q,,, ktéry ma najmniejsza wariancje sposréd
wszystkich estymatoréw danego parametru () z préb n-elementowych:
Vv (Qn) = min, nazywany jest estymatorem najefektywniejszym.

Oznaczmy go symbolem Q.
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o Estymator nieobciazony Q,,, ktéry ma najmniejsza wariancje sposréd
wszystkich estymatoréw danego parametru () z préb n-elementowych:
Vv (Qn) = min, nazywany jest estymatorem najefektywniejszym.

Oznaczmy go symbolem Q.

o Efektywno$¢ estymatora to stosunek
N4
CR

e Estymator asymptotycznie najefektywniejszy to taki estymator,
ktéry spetnia

lim e (Qn> =1

n—oo
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e Estymator asymptotycznie najefektywniejszy to taki estymator,
ktéry spetnia

lim e (Qn> =1

n—oo

Najbardziej przydatne s3 estymatory najefektywniejsze; w przypadkach, gdy
nie da sie ich skonstruowaé — estymatory asymptotycznie
najefektywniejsze.
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Wybor najefektywniejszego (nieobciazonego) estymatora umozliwia
nieréwno$¢ Rao-Craméra:

v (Qn) > !

nE [(amgg;@) ) 2]

ktéra méwi, ze precyzja estymatora jest ograniczona informacja zawarta
w danych. [Dowéd poprzez informacje Fishera oraz nieréwnosé¢
Cauchy'ego-Schwarza — pomijamy.]
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Wybor najefektywniejszego (nieobciazonego) estymatora umozliwia
nieréwno$¢ Rao-Craméra:

v (Qn) > !

nE [(amgg;@) ) 2]

ktéra méwi, ze precyzja estymatora jest ograniczona informacja zawarta
w danych. [Dowéd poprzez informacje Fishera oraz nieréwnosé¢
Cauchy'ego-Schwarza — pomijamy.]

Przyktad. Z twierdzenia Chinczyna: estymator zgodny wartosci

L : I
oczekiwanej i to wartos¢ srednia w prébce: X = — ZXk'
n
k=1
Wartos¢ srednia jest estymatorem nieobciazonym:

E(X)=E (:L éx& = %E (éx& = (ZH:E(X,C)> = %nu =1

k=1

S|
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Aby sprawdzi¢, czy jest to estymator najefektywniejszy, przyjmijmy rozktad
normalny N (u, o). Wtedy:

x — p)? Oln f(x; p, o T —
In f(x;p,0) = —1In (\/27r02)7( 205) ) féuﬂ ): 02#
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Aby sprawdzi¢, czy jest to estymator najefektywniejszy, przyjmijmy rozktad
normalny N (u, o). Wtedy:

In f(x;p,0) = —In (\/27r02) - (l‘—/,L)z’ Ol f(w;p, o) _r-H

202

Wg nieréwnosci Rao-Craméra:

. 1 - 1 I
PR [ R e R
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Aby sprawdzi¢, czy jest to estymator najefektywniejszy, przyjmijmy rozktad
normalny N (u, o). Wtedy:

x — p)? Oln f(z;u, o T —
lnf(l“;M,U):fln(vafQ)—( 205) , fé,uu ): 02#

Wg nieréwnosci Rao-Craméra:

1 - 1 1 o?

n 92

V(X) > e (2] " aE (@] T oo

Ale wariancja wartosci $redniej dla dowolnego rozktadu (o skonczonej
2

o . > o . .
wariancji) wynosi V (X) = —, zatem wartos¢ $rednia jest
n

najefektywniejszym estymatorem parametru ;. w populacji o rozktadzie
normalnym.
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Odchylenie standardowe $redniej:

o(X)=—
stanowi btad estymatora. Im jest on mniejszy (tj. rozktad zmiennej losowej
jest bardziej skoncentrowany wokét nieznanej wartosci i w populacji) tym
mniejsze jest prawdopodobienstwo odchylen od prawdziwej wartosci .
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Odchylenie standardowe $redniej:

o (X) = NG
stanowi btad estymatora. Im jest on mniejszy (tj. rozktad zmiennej losowej
jest bardziej skoncentrowany wokét nieznanej wartosci i w populacji) tym
mniejsze jest prawdopodobienstwo odchylen od prawdziwej wartosci .
Dla populacji skoficzonej o N elementach przy wyborze préby bez
zwracania elementy proby sa zalezne (prébka nie jest probka prosta).
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Odchylenie standardowe $redniej:

o (X) = NG
stanowi btad estymatora. Im jest on mniejszy (tj. rozktad zmiennej losowej
jest bardziej skoncentrowany wokét nieznanej wartosci i w populacji) tym
mniejsze jest prawdopodobienstwo odchylen od prawdziwej wartosci .
Dla populacji skoficzonej o N elementach przy wyborze préby bez
zwracania elementy proby sa zalezne (prébka nie jest probka prosta).
Srednia jest nadal dobrym estymatorem wartosci przecietnej natomiast jej
wariancja wynosi (pozostawiamy bez dowodu)

2

-5 (-3
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Estymator wariancji.

Przyktad 1. Niech populacja generalna ma dowolny rozktad o znanej
wartosci przecietnej p i nieznanej wariancji V' (X). Oznaczmy zmienne
losowe Z;, i = 1,2,...,n, oraz ich $rednia jako

1 & 1 @
Zi = (X; — p)%; SS=;ZZF;Z<X¢—H>2
=1 =1

Z tw. Chinczyna: S? jako $rednia zmiennych Z; jest stochastycznie zbiezne
do E(Z;) =E [(X; — p)?] = o™
Zatem Sg jest estymatorem zgodnym wariancji (przy znanej wartosci

przecietnej p).
S2 jest tez estymatorem nieobciazonym:

E(S3) =E (i Z Z,L-) = iZE (X —p)?] = %nV(X) =o?

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 9 9/12



Przyktad 2. Niech populacja generalna ma dowolny rozktad o nieznanej
wartosci przecietnej p oraz nieznanej wariancji V(X). Wtedy

=1

jest estymatorem zgodnym wariancji (dow6d podobny do powyzszego).
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Przyktad 2. Niech populacja generalna ma dowolny rozktad o nieznanej
wartosci przecietnej p oraz nieznanej wariancji V(X). Wtedy

i=1
jest estymatorem zgodnym wariancji (dow6d podobny do powyzszego).
Przeksztatémy estymator do postaci:

1 _
St =3 (K= )+ (- X))
=1
1< 5 2 . 1< o
:;Z(Xi—ﬂ) +E(M—X)Z(Xi—ﬂ)+EZ(M—X)
=1 =1 =1
1< _
=D (Xi— )’ = (X —p)?
=1
gdzie p = E(X). Zatem:
Wyktad 9 10/12
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E(S) = E (i > (X - u)2> ~E[(X — 4

i=1

= AV (X) -V (X)

V(X n—1 n—1
=V(X) - (X) _ V(X)= —=¢2
n n n
Estymator Sf jest zatem obciazony z obcigzeniem wynoszacym —%02.
2
Poniewaz lim 7 - 0, jest to estymator asymptotycznie nieobcigzony.
n—oo n
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V(X —1 -1
(X) n n o2

=V(X) - = V(X)=
(X) - S =y () =
Estymator Sf jest zatem obciazony z obcigzeniem wynoszacym —%02.
2
Poniewaz lim — = 0, jest to estymator asymptotycznie nieobcigzony.
n—oo n

. n
Mnozac te estymator przez 1 otrzymamy nowy estymator:
n J—

1

n 5\ 2
Sg:n—l‘s%:n—lg(Xi_X)

ktéry jest nieobcigzonym estymatorem wariancji — stad mianownik
postaci n — 1 w powyzszym wzorze. S% jest réwniez estymatorem zgodnym,
za$ dla rozktadu normalnego asymptotycznie najefektywniejszym.
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Dla rozktadu normalnego btad odchylenia standardowego Sy (czyli
odchylenie standardowe odchylenia standardowego) wynosi (dowéd poprzez
wiasnosci rozktadu x? — pomijamy)

= oD
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Dla rozktadu normalnego btad odchylenia standardowego Sy (czyli
odchylenie standardowe odchylenia standardowego) wynosi (dowéd poprzez
wiasnosci rozktadu x? — pomijamy)

Sa

= oD

Oznacza to, ze tak jak niepewnos¢ éredniej X wyznaczonej z n-elementowe;
. . .. . : = o
probki ma niepewnos¢ statystyczng wyrazong jako AX = —, tak samo
n

odchylenie standardowe Sy wyznaczone z prébki n-elementowej ma swoja
o

V2(n—1)

niepewno$¢ statystyczng — réwng ASs =
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Dla rozktadu normalnego btad odchylenia standardowego Sy (czyli
odchylenie standardowe odchylenia standardowego) wynosi (dowéd poprzez
wiasnosci rozktadu x? — pomijamy)

Sa

= oD

Oznacza to, ze tak jak niepewnos¢ éredniej X wyznaczonej z n-elementowe;
. . .. . : = o
probki ma niepewnos¢ statystyczng wyrazong jako AX = —, tak samo
n

odchylenie standardowe Sy wyznaczone z prébki n-elementowej ma swoja
o

V2(n—1)
W obu wypadkach (t]. potrzeby obliczenia zaréwno AX jak i ASs) gdy nie
znamy o, przyjmujemy o & Sy wyznaczone z prébki.

niepewno$¢ statystyczng — réwng ASs =
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