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Twierdzenia graniczne

Nieréwnos$¢ Czebyszewa

Twierdzenie 1. Jesli zmienna losowa X ma wartos$¢ przecietng E(X)
oraz wariancje V(X), to przy € > 0 zachodzi

P(X -EX)| >¢)

N
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Twierdzenia graniczne

Nieréwnos$¢ Czebyszewa

Twierdzenie 2. Jesli zmienna losowa X ma wartos$¢ przecietng E(X)
oraz wariancje V(X), to przy € > 0 zachodzi

P(X -EX)| >¢)

N

€
Dowdd. Niech X ma rozktad dyskretny. Wtedy
V(X) = > [w—EX)p
> Y [m-EX)Pp
|z —E(X)|>e
> ¢? Z Di
|z —E(X)|>e
— 2P(X-E(X) >e)

Dowdd dla zmiennej losowej ciggtej przebiega analogicznie. |
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 8 2/22



Twierdzenia graniczne

Nieréwnos$¢ Czebyszewa

Powyzej jest najbardziej ogélne sformutowanie twierdzenia Czebyszewa.
Jego interpretacja staje sie bardziej intuicyjna jesli podstawimy € = ko,
czyli wyrazimy nieréwnosci w odniesieniu do wielokrotnosci (niekoniecznie
catkowitej) odchylenia standardowego:

1
P(X —E(X)| > ko) < g = _ 1

To z kolei oznacza, ze prawdopodobienstwo odchylenia realizacji zmiennej
losowej od wartosci oczekiwanej o co najmniej ko jest nie wieksze niz 1/k2.
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Twierdzenia graniczne

Nieréwnos$¢ Czebyszewa

Powyzej jest najbardziej ogélne sformutowanie twierdzenia Czebyszewa.
Jego interpretacja staje sie bardziej intuicyjna jesli podstawimy € = ko,
czyli wyrazimy nieréwnosci w odniesieniu do wielokrotnosci (niekoniecznie
catkowitej) odchylenia standardowego:

P(|X —E(X)| > ko) < - -1

To z kolei oznacza, ze prawdopodobienstwo odchylenia realizacji zmiennej
losowej od wartosci oczekiwanej o co najmniej ko jest nie wieksze niz 1/k2.
Np. co najmniej 75% wynikéw bedzie leze¢ (bez wzgledu na rozktad!)

w przedziale [E(X) — 20, E(X) + 20] (bo 1 — 1/22 = 3/4).
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Twierdzenia graniczne

Nieréwnos$¢ Czebyszewa

Powyzej jest najbardziej ogélne sformutowanie twierdzenia Czebyszewa.
Jego interpretacja staje sie bardziej intuicyjna jesli podstawimy € = ko,
czyli wyrazimy nieréwnosci w odniesieniu do wielokrotnosci (niekoniecznie
catkowitej) odchylenia standardowego:

P(|X —E(X)| > ko) < - -1

To z kolei oznacza, ze prawdopodobienstwo odchylenia realizacji zmiennej
losowej od wartosci oczekiwanej o co najmniej ko jest nie wieksze niz 1/k2.
Np. co najmniej 75% wynikéw bedzie leze¢ (bez wzgledu na rozktad!)

w przedziale [E(X) — 20, E(X) + 20] (bo 1 — 1/22 = 3/4).

Nieréwnos¢ Czebyszewa daje najgorszy mozliwy scenariusz rozrzutu
pomiaréw wokét wartosci oczekiwanej.
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Twierdzenia graniczne

Nieréwnos$¢ Czebyszewa

Powyzej jest najbardziej ogélne sformutowanie twierdzenia Czebyszewa.
Jego interpretacja staje sie bardziej intuicyjna jesli podstawimy € = ko,
czyli wyrazimy nieréwnosci w odniesieniu do wielokrotnosci (niekoniecznie
catkowitej) odchylenia standardowego:

P(|X —E(X)| > ko) < - -1

To z kolei oznacza, ze prawdopodobienstwo odchylenia realizacji zmiennej
losowej od wartosci oczekiwanej o co najmniej ko jest nie wieksze niz 1/k2.
Np. co najmniej 75% wynikéw bedzie leze¢ (bez wzgledu na rozktad!)

w przedziale [E(X) — 20, E(X) + 20] (bo 1 — 1/22 = 3/4).

Nieréwnos¢ Czebyszewa daje najgorszy mozliwy scenariusz rozrzutu
pomiaréw wokét wartosci oczekiwanej.

Dla poréwnania, dla rozktadu Gaussa P (|X — u| < 20) =~ 95%, czyli

P (X — u| > 20) = 5% < 25%.
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Twierdzenia graniczne

Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Twierdzenie 3. Niech Y, bedzie ciggiem zmiennych losowych
o rozktadzie dwumianowym:

P(Y,=k) = (Z)pkq”_k, ke{0,1,2,...,n}

Woéwczas cigg zmiennych losowych Z,, =Y, /n jest zbiezny (wg
prawdopodobienstwa) do liczby p, tzn.

Ve>0: lim P(|Z,—p|>¢)=0
n—oo
lub réwnowaznie:
Ve>0: lim P(|Z,—p|<e)=1
n—oo
co oznacza, ze dla dowolnie matego € > 0 i dla dostatecznie duzych n:

P(|Zn—pl<e)~1
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Twierdzenia graniczne

Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Dowdd. Dla zmiennej losowej Y;, o rozktadzie dwumianowym zachodzi
E(Y,) = np, V(Y,) = npq, a zatem
E(Yn)

E(ZTL) = n =D V(ZTL) = n2 =

Przyjmujac jakiekolwiek £ > 0 oraz korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa
otrzymujemy

V(Zn)  pq

P(’Zn—p‘>€)< 2 e nood
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Twierdzenia graniczne

Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Prawo wielkich liczb Bernoulliego méwi, ze mozna by¢ niemal pewnym, ze
powtarzajac doswiadczenie losowe (na zmiennych Bernoulliego) wielka
liczbe razy czesto$¢ pojawiania sie sukcesu, k/n, bedzie bliska teoretycznej

wartosci p.
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Twierdzenia graniczne

Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Prawo wielkich liczb Bernoulliego méwi, ze mozna by¢ niemal pewnym, ze
powtarzajac doswiadczenie losowe (na zmiennych Bernoulliego) wielka
liczbe razy czesto$¢ pojawiania sie sukcesu, k/n, bedzie bliska teoretycznej
wartosci p.

Prawo wielkich liczb mozna uzna¢ za teoretyczny odpowiednik znanego
faktu empirycznego — stabilnosci czestosci zdarzen losowych. Jednak
stabilnos¢ czestosci nie jest konsekwencja prawa wielkich liczb. Prawo to
nie méwi bowiem nic o wynikach rzeczywiscie wykonywanych doswiadczen
losowych. Dotyczy ono nie samych doswiadczen, a ich probabilistycznych
modeli.
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Twierdzenia graniczne

Prawo wielkich liczb Chinczyna

Twierdzenie 4. Niech X1, X9, X3, ... bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym (dowolnym) rozktadzie! i wartoscia
oczekiwang m = E(X).

1
Woéweczas cigg zmiennych losowych Z,, = — ZXi jest zbiezny (wg
n =
3
prawdopodobienstwa) do liczby m, tj.

lim P(|Z,—m|<e)=1
n—oo

Yiid — independent and identically distributed
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Twierdzenia graniczne

Prawo wielkich liczb Chinczyna

Twierdzenie 5. Niech X1, X2, X3, ... bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym (dowolnym) rozktadzie! i wartoscia
oczekiwang m = E(X).

1
Woéweczas cigg zmiennych losowych Z,, = — ZXi jest zbiezny (wg
n =
3
prawdopodobienstwa) do liczby m, tj.

lim P(|Z,—m|<e)=1
n—oo

Dowdd. Przy dodatkowym zatozeniu istnienia wariancji zmiennych X;
(tj. V(X;) < 00), dowdd przebiega analogicznie jak dowéd twierdzenia
wielkich liczb Bernoulliego. Dowéd bez tego warunku jest znacznie
trudniejszy. |

Yiid — independent and identically distributed
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne (central limit theorem, CLT), twierdzenie
Lindeberga-Lévy'ego (Gauss 1809 r.)

Twierdzenie 6. Dla ciggu niezaleznych zmiennych losowych

X1, X9, X3,... 0 tym samym rozktadzie oraz skonczonych wartosciach
oczekiwanych E(X;) = m i wariancjach V(X;) = o2, ciag dystrybuant
F, (y) standaryzowanych sum tych zmiennych:

n —

X — X —
Yn:Z an: n m

a

i=1 Vn

jest zbiezny do dystrybuanty rozktadu normalnego:
y
lim F(y) = — Y at = a(y)
) = s [ e Ty =t
—00

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 8 8/22



Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Dowdd. Wezmy funkcje charakterystyczng zmiennej (X1 — m)/(o/n):

X1 —m
t) =E |exp | it————
o) = [oxp (#7111
Skoro funkcja charakterystyczna sumy niezaleznych zmiennych losowych

jest iloczynem funkcji charakterystycznych, to dla zmiennej losowej Y,
zachodzi

en(t) = [p1(1)]"

Rozwijajac o1 (t) w szereg Maclaurina wzgledem argumentu t//n
otrzymujemy

2 3
p1(t) = ¢1(0) + t7 (0) + %w'{(o) +0 <nt3/2>

gdzie O[(t/+/n)¥] oznacza wyrazy rzedu co najmniej (t/v/n)*.
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Z wtasnosci funkgji charakterystycznej mamy, ze

i) =i (S o

()]

poniewaz E [(X; —m)?] = ¢°. Zatem

©1(0) =’E

2n

- o0 ()]
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Z analizy matematycznej wiadomo, ze

lim <1 + g)n =e®
n

n—oo
wiec, przyjmujac a = —t2/2, otrzymujemy
+2
lim ¢,(t) =e¢ =
n—oo

co jest funkcja charakterystyczna standardowego rozktadu normalnego;

1
przy czym skorzystalismy z faktu, ze O <> — 0. |

n n—00
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Nalezy podkresli¢, ze zmienne losowe w CLT mogg mie¢ rozktad zaréwno
ciagty, jak i dyskretny. Z tezy CLT wynika, ze dla duzych n (w praktyce —
kilkunastu, jednak konkretna wartos$¢ zalezy od wymaganej precyzji)
obliczane prawdopodobienstwa mozna przybliza¢ przy pomocy dystrybuanty
rozktadu normalnego:

Pa<Y, <b)~ &) — P(a)
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Nalezy podkresli¢, ze zmienne losowe w CLT mogg mie¢ rozktad zaréwno
ciagty, jak i dyskretny. Z tezy CLT wynika, ze dla duzych n (w praktyce —
kilkunastu, jednak konkretna wartos$¢ zalezy od wymaganej precyzji)
obliczane prawdopodobienstwa mozna przybliza¢ przy pomocy dystrybuanty
rozktadu normalnego:

Pa<Y, <b)~ &) — P(a)

Przyktad. (Twierdzenie Moivre’'a (1773 r.)-Laplace’a (1812 r.))
Dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych X1, X2, X3,... 0 tym
samym rozkfadzie dwumianowym (E(X;) = p, V(X;) = pq), ciag
dystrybuant F,,(y) standaryzowanych sum tych zmiennych:

Z( i — np)

y, ==
Vv 1Pq
jest zbiezny do dystrybuanty rozktadu normalnego, ®(y).
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Whiosek. Skoro zmienna Y;, = Xn — zblega do rozktadu N (0,1), t
Vn
zmienna X, zbiega do rozktadu N( f) — tzn. ze odchylenie

standardowe rozktadu srednich wynosi tj. niepewnos¢ (68% przedziat

o

vn'
. . LS . O

ufnosci — zob. dalsze wyktady) wyznaczenia $redniej X,, wynosi —.

NG
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Whiosek. Skoro zmienna Y;, = —— zblega do rozktadu N (0,1), t
Vn
zmienna X, zbiega do rozktadu N( f) — tzn. ze odchylenie

standardowe rozktadu srednich wynosi tj. niepewnos¢ (68% przedziat

o
vn'
ufnoéci — zob. dalsze wyktady) wyznaczenia éredniej X, wynosi \%.

n
Podkresimy

|

Niepewnos¢ sredniej obliczonej z n pomiaréw wynosi

NG

gdzie o to odchylenie standardowe rozktadu pomiaréw.
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Whiosek. Skoro zmienna Y;, = —— zblega do rozktadu N (0,1), t
Vn
zmienna X, zbiega do rozktadu N( f) — tzn. ze odchylenie

standardowe rozktadu srednich wynosi tj. niepewnos¢ (68% przedziat

o

vn'
. . .o . O

ufnosci — zob. dalsze wyktady) wyznaczenia $redniej X,, wynosi —.

NG

Podkresimy

|

Niepewnos¢ sredniej obliczonej z n pomiaréw wynosi T
n

gdzie o to odchylenie standardowe rozktadu pomiaréw.

Niepewno$¢ $redniej # odchylenie standardowe!

Niepewnos¢ $redniej = odchylenie standardowe podzielone przez /n.
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Whiosek. Skoro zmienna Y;, = —— zblega do rozktadu N (0,1), t
Vn
zmienna X, zbiega do rozktadu N( f) — tzn. ze odchylenie

standardowe rozktadu srednich wynosi tj. niepewnos¢ (68% przedziat

o
vn'
ufnoéci — zob. dalsze wyktady) wyznaczenia éredniej X, wynosi \%.

n
Podkresimy

|

Niepewnos¢ sredniej obliczonej z n pomiaréw wynosi T
n

gdzie o to odchylenie standardowe rozktadu pomiaréw.

Niepewno$¢ $redniej # odchylenie standardowe!

Niepewnos¢ $redniej = odchylenie standardowe podzielone przez /n.

2 2

Liczac wprost: V(X,,) =V (711 > Xi) = % V(X)) =1 =2
i=1 i=1
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

Przykfad. Niech X; ~ U(0,1); zdefiniujmy Z = X; + X2 + X3.
Zmudne i nudne rachunki prowadza do (tzw. rozkfad Irwina-Halla dla
sumy 3 zmiennych)

%22 0<z«1
$(=222462-3) 1<z<2
fz(z) =9 1, .
3(2* = 62+9) 2<z<3
0 z2<0ANz>3
. Z —3/2 .
Zmienna ustandaryzowana Y = 7 ma z kolei rozkfad
Ly +6y+9) -3<y< -1
1(_ 2 —
y° +3) l<y<1
fY(y)_ 81 2
W —6y+9) 1<y<3
0 ly[ >3
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

—
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne (central limit theorem, CLT), twierdzenie
Lindeberga-Fellera (Lindeberg 1922 r., Feller 1935 r.)

Twierdzenie Lindeberga-Lévy'ego ma swoje ograniczenia —

w szczeg6lnosci, méwi explicite o iid zmiennych losowych. W wielu
praktycznych sytuacjach mamy do czynienia z suma niezaleznych
zmiennych losowych o réznych rozkfadach. Wtedy zachodzi

Twierdzenie 7. Niech bedzie ciag X1, X2, X3, ... niezaleznych
zmiennych losowych takich, ze

i=1 i=1
Ustandaryzujmy zmienna S,,:
Y, = Sp —E(Sy)
On
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Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne (central limit theorem, CLT), twierdzenie
Lindeberga-Fellera (Lindeberg 1922 r., Feller 1935 r.)

Jesli spetniony jest warunek Lindeberga:

n—oo

1 n
ve>0: > B [(Xi — E(X0))* x5 (x) [»e0n] —— 0
n =1

to Y,, ma rozkfad N (0,1).

Ten warunek sprawdza, czy zadna pojedyncza zmienna losowa nie
fluktuuje na tyle silnie by dominowaé w sumie bedacej przedmiotem
zainteresowania CLT (tj. czy rzadkie duze odchylenia nie sa zbyt duze
w poréwnaniu z typowa skala fluktuacji).

Funkcja 1, to tzw. funkcja wskaznikowa:

L — 1 jesli warunek w jest spelniony
“ 1 0 jesli warunek w nie jest spelniony

Np. ]11<2 =1, ale ﬂ2>3 =0.
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CLT — przyktad

1
TV (1-x)x
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CLT — przyktad

Losujemy 10 wartosci:

{0.12, 0.95, 0.77, 0.97, 0.03,

0.32, 0.6, 0.87, 0.84, 0.06}.

Ich $rednia to 0.553.

Powtarzamy 1000 razy, otrzymujac
rozktad srednich:
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CLT — przyktad

Losujemy 10 wartosci:

{0.12, 0.95, 0.77, 0.97, 0.03,

0.32, 0.6, 0.87, 0.84, 0.06}.

Ich $rednia to 0.553.

Powtarzamy 1000 razy, otrzymujac
rozktad srednich:

means
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CLT — przyktad

4E A Losujemy 10 wartosci:
3 a1 {0.12. 0.95. 0.77. 0.97. 0.03.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka



Kiedy CLT nie dziata

o CLT wymaga by wariancja byta skoriczona.
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Kiedy CLT nie dziata

o CLT wymaga by wariancja byta skoriczona.

Przyktad. Niech zmienne X; maja rozktad Cauchy'ego, ktéry nie
ma okreslonych ani wartosci oczekiwanej, ani wariancji. Funkcja

_ n
charakterystyczna to ¢x, (t) = e 1, zatem X,, = 15 X; tez ma
i

funkcje charakterystyczng v (t) = eIl zatem X,, réwniez ma
rozktad Cauchy'ego a nie Gaussa — nawet gdy n — oo.
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Kiedy CLT nie dziata

o CLT wymaga by wariancja byta skoriczona.

Przyktad. Niech zmienne X; maja rozktad Cauchy'ego, ktéry nie
ma okreslonych ani wartosci oczekiwanej, ani wariancji. Funkcja

_ n
charakterystyczna to ¢x,(t) = e, zatem X,, = 1 3" X, tez ma
i

T n
funkcje charakterystyczng v (t) = eIl zatem X,, réwniez ma
rozktad Cauchy'ego a nie Gaussa — nawet gdy n — oo.

o Nalezy podkresli¢, ze CLT nie méwi ,duzo obserwacji = rozkfad
normalny” — méwi, ze suma ($rednia) zmiennych losowych zmierza
do rozktadu normalnego.
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Kiedy CLT nie dziata

o CLT wymaga by wariancja byta skoriczona.

Przyktad. Niech zmienne X; maja rozktad Cauchy'ego, ktéry nie
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i

T n
funkcje charakterystyczng v (t) = eIl zatem X,, réwniez ma
rozktad Cauchy'ego a nie Gaussa — nawet gdy n — oo.

o Nalezy podkresli¢, ze CLT nie méwi ,duzo obserwacji = rozkfad
normalny” — méwi, ze suma ($rednia) zmiennych losowych zmierza
do rozktadu normalnego.
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Kiedy CLT nie dziata

o CLT wymaga by wariancja byta skoriczona.

Przyktad. Niech zmienne X; maja rozktad Cauchy'ego, ktéry nie
ma okreslonych ani wartosci oczekiwanej, ani wariancji. Funkcja

_ n
charakterystyczna to ¢x,(t) = e, zatem X,, = 1 3" X, tez ma
i

T n
funkcje charakterystyczng v (t) = eIl zatem X,, réwniez ma
rozktad Cauchy'ego a nie Gaussa — nawet gdy n — oo.

o Nalezy podkresli¢, ze CLT nie méwi ,duzo obserwacji = rozkfad
normalny” — méwi, ze suma ($rednia) zmiennych losowych zmierza
do rozktadu normalnego.

@ o Prawa wielkich liczb méwia co sie dzieje z wartoscig oczekiwang —
X, —=m
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Kiedy CLT nie dziata

o CLT wymaga by wariancja byta skoriczona.

Przyktad. Niech zmienne X; maja rozktad Cauchy'ego, ktéry nie
ma okreslonych ani wartosci oczekiwanej, ani wariancji. Funkcja

_ n
charakterystyczna to ¢x, (t) = e 1, zatem X,, = 15 X; tez ma
i

funkcje charakterystyczng v (t) = eIl zatem X,, réwniez ma
rozktad Cauchy'ego a nie Gaussa — nawet gdy n — oo.

o Nalezy podkresli¢, ze CLT nie méwi ,duzo obserwacji = rozkfad
normalny” — méwi, ze suma ($rednia) zmiennych losowych zmierza
do rozktadu normalnego.

@ o Prawa wielkich liczb méwia co sie dzieje z wartoscig oczekiwang —

X, —>m
o CLT mowig, jakie s3 wokét niej fluktuacje statystyczne —

\/HL’U_ ™A A0, 1).
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Twierdzenie Berry'ego-Esseena

Twierdzenie 8. Niech X7, X5, X3,..., X,, beda iid zmiennymi losowymi
takimi, ze E(X;) =0, V(X;) = 02 < o0, E(|X;[?) = p < .
Wtedy ustandaryzowana zmienna
X X
s,= =y
o - ovn

o dystrybuancie F,,(z) spetnia

sup | Fo(x) — ®(z)| < P

a3\/n

gdzie C jest pewna stata rzedu jednosci?.

2Najlepsze obecnie oszacowanie na C to C' < 0.4748.
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Twierdzenie Berry'ego-Esseena

Whiosek.

@ Standaryzowana suma n zmiennych losowych zmierza do rozktadu
normalnego w tempie 1/y/n — stosunkowo wolno, a jednak
dostatecznie szybko by juz dla niewielkich n dostrzec podobienstwo
do rozktadu Gaussa (por. rozktad Irwina-Halla ze slajdu 15).
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Twierdzenie Berry'ego-Esseena

Whiosek.

@ Standaryzowana suma n zmiennych losowych zmierza do rozktadu
normalnego w tempie 1/y/n — stosunkowo wolno, a jednak
dostatecznie szybko by juz dla niewielkich n dostrzec podobienstwo
do rozktadu Gaussa (por. rozktad Irwina-Halla ze slajdu 15).

@ Tempo zbieznosci jest zalezne od p: ciezsze ogony = wieksze p.
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Twierdzenie Berry'ego-Esseena

Whiosek.

@ Standaryzowana suma n zmiennych losowych zmierza do rozktadu
normalnego w tempie 1/y/n — stosunkowo wolno, a jednak
dostatecznie szybko by juz dla niewielkich n dostrzec podobienstwo
do rozktadu Gaussa (por. rozktad Irwina-Halla ze slajdu 15).

@ Tempo zbieznosci jest zalezne od p: ciezsze ogony = wieksze p.

o W dowodzie CLT wystarczyto, ze reszty O(t*/n3/?) asymptotycznie
znikaty; tw. Berry'ego-Esseena okresla jak szybko znikaja (stad
pojawienie sie p).
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Twierdzenie Berry'ego-Esseena

Whiosek.

@ Standaryzowana suma n zmiennych losowych zmierza do rozktadu
normalnego w tempie 1/y/n — stosunkowo wolno, a jednak
dostatecznie szybko by juz dla niewielkich n dostrzec podobienstwo
do rozktadu Gaussa (por. rozktad Irwina-Halla ze slajdu 15).

@ Tempo zbieznosci jest zalezne od p: ciezsze ogony = wieksze p.

o W dowodzie CLT wystarczyto, ze reszty O(t*/n3/?) asymptotycznie
znikaty; tw. Berry'ego-Esseena okresla jak szybko znikaja (stad
pojawienie sie p).

@ CLT moéwi ,dokad zmierzamy’;
Berry-Esseen méwi ,,jak szybko tam dojdziemy”...
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Warunek Lapunowa

méwi ,,czy w ogéle mozemy wyruszy¢"”

o Jesli istnieje 6 > 0 takie, ze

1 ¢ 245
FZE [|Xi—E(Xi)\ —0

=1

to zachodzi CLT.
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Warunek Lapunowa

méwi ,,czy w ogéle mozemy wyruszy¢"”

o Jesli istnieje 6 > 0 takie, ze

1 ¢ 246
Uglﬂ;z;E [|Xi—E(Xi)\ —0
1=

to zachodzi CLT.

@ Ten warunek sprawdza, czy rozktady zmiennych losowych nie maja
zbyt ciezkich ogonéw — tzn. czy wyzsze momenty odchylen s3 na tyle
mate w poréwnaniu z wariancja sumy, aby duze fluktuacje
pojedynczych zmiennych nie zaburzaty zachowania catej sumy.

Stad skalowanie przez 02t9 — warunek patrzy na wyzsze (niz
wariancja) momenty statystyczne, ktére odpowiadaja za zachowania
rozktadéw w ogonach.
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Warunek Lapunowa

méwi ,,czy w ogéle mozemy wyruszy¢"”

o Jesli istnieje 6 > 0 takie, ze

1 ¢ 246
Uglﬂ;z;E [|Xi—E(Xi)\ —0
1=

to zachodzi CLT.

@ Ten warunek sprawdza, czy rozktady zmiennych losowych nie maja
zbyt ciezkich ogonéw — tzn. czy wyzsze momenty odchylen s3 na tyle
mate w poréwnaniu z wariancja sumy, aby duze fluktuacje
pojedynczych zmiennych nie zaburzaty zachowania catej sumy.

Stad skalowanie przez 02t9 — warunek patrzy na wyzsze (niz
wariancja) momenty statystyczne, ktére odpowiadaja za zachowania
rozktadéw w ogonach.

e Dla § = 1 dostajemy E(| X;|?) < oo, czyli doktadnie taki sam warunek
jak w tw. Berry'ego-Esseena.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 8 22 /22



