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Wartosc¢ przecietna

Powtarzane n razy doswiadczenie losowe dato {z1,x2,...,z,} jako zbiér
realizacji zmiennej losowej X—niekoniecznie wszystkie x; musza by¢ rézne.
Wyrazenie na $rednig arytmetyczna to

T =

S

n
2,
i—1
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Wartosc¢ przecietna

Powtarzane n razy doswiadczenie losowe dato {z1,x2,...,z,} jako zbiér
realizacji zmiennej losowej X—niekoniecznie wszystkie x; musza by¢ rézne.
Wyrazenie na $rednig arytmetyczna to

8l
[l

n
D, @i

i—1

3\'—‘

Skoro nie wszystkie x; musza by¢ rézne, to przyjmijmy, ze sposréd n
realizacji jest k < n r6znych wartosci. Wtedy wyrazenie na $rednia
przyjmuje postac

. L, L. n; L.
gdzie n; to krotnos¢ wartosci x;, zatem stosunek — < 1 to czestos¢
n

wystepowania wartosci x;.
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Wartosc¢ przecietna

e Wartosc¢ przecietna (oczekiwana) dyskretnego rozktadu
prawdopodobienistwa z p; (i—przeliczalne) to operator E dziatajacy na
zmienng losowa X bedacy jedng z miar tzw. tendencji centralnych:

E(X) = Zpixi

pod warunkiem, ze Zpl|:n2| <

7
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Wartosc¢ przecietna

e Wartosc¢ przecietna (oczekiwana) dyskretnego rozktadu
prawdopodobienistwa z p; (i—przeliczalne) to operator E dziatajacy na
zmienng losowa X bedacy jedng z miar tzw. tendencji centralnych:

E(X) = Zpixi

pod warunkiem, ze Zpl|:n2| <
i

@ Dla zmiennej losowej ciagtej mamy

+00

E(X) = f zf(x)dz

—00

gdzie f(x) jest gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej losowej X .

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 7 3/43



Wartosc¢ przecietna

Przykfad. Rozpatrzmy rzut standardowa kostka szescienng. Tutaj
zi=1i€{1,2,3,4,5,6} oraz P(X = x;) = p; = 1/6. Zachodzi zatem

@\@.
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Wartosc¢ przecietna

Przyktad. Niech zmienna X ma rozktad normalny N (u, o). Wartosé
oczekiwana wynosi

E(X) = — Tﬂ?eXp (—W> da = fc::(:t?g/a

2
0 20 dz = odt
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Wartosc¢ przecietna

Przykfad. Niech zmienna X ma rozktad dwumianowy
P(X = k) = C*pFq"*. Wartos¢ oczekiwana:

E(X) = ) kCpp*q"*
k=0
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Wartosc¢ przecietna

Przykfad. Niech zmienna X ma rozktad dwumianowy
P(X = k) = C*pFq"*. Wartos¢ oczekiwana:

) = i kChptq"

Zr6zniczkujmy obustronnie wzglqdem zmiennej p wyrazenie na dwumian
Newtona:

d kknk klnk
P9 =g Z kpka n(p+q)"" Zk
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Wartosc¢ przecietna

Przykfad. Niech zmienna X ma rozktad dwumianowy
P(X = k) = C*pFq"*. Wartos¢ oczekiwana:

X) = Z KChpFq*

Zr6zniczkujmy obustronnie wzglqdem zmiennej p wyrazenie na dwumian
Newtona:

d kknk klnk
P9 =g Z kpka n(p+q)"" Zk

Przemnazajac ostatnia réwno$¢ obustronnie przez p oraz korzystajac
z faktu, ze p + ¢ = 1, otrzymujemy

np_zk knk

E(X) =np
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Wartos¢ przecietna dla Y = ¢g(X)

Aby wyznaczyé¢ E(Y') mozna:
© najpierw wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa fy (y) zmiennej Y,
@ nastepnie wyznaczy¢ E(Y') zgodnie z definicja.
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Wartos¢ przecietna dla Y = ¢g(X)

Aby wyznaczyé¢ E(Y') mozna:
© najpierw wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa fy (y) zmiennej Y,
@ nastepnie wyznaczy¢ E(Y') zgodnie z definicja.

Ale bytby to nadmierny trud—nie potrzebujemy zna¢ jawnie rozkfadu

fv (y). Wystarczy znajomos¢ g oraz wiasnosci (rozktad) zmiennej X.
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Wartos¢ przecietna dla Y = ¢g(X)

Aby wyznaczyé¢ E(Y') mozna:
© najpierw wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa fy (y) zmiennej Y,
@ nastepnie wyznaczy¢ E(Y') zgodnie z definicja.

Ale bytby to nadmierny trud—nie potrzebujemy zna¢ jawnie rozkfadu

fv (y). Wystarczy znajomos¢ g oraz wiasnosci (rozktad) zmiennej X.

Twierdzenie 1.
© Niech zmienna losowa X ma rozktad dyskretny p; oraz Y = g(X).

Wtedy
E(Y) = Y g(ain

@ Niech zmienna losowa X ma rozktad ciagty fx(z) oraz Y = g(X).
Wtedy

400

E(Y) = f o) fx (@) de

—00
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Wartos¢ przecietna dla Y = ¢g(X)

Dowdd.
© Z definicji mamy

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

Z y; P(Y = y;)

ale zachodzi y; = g(x;). Zdarzenla {e:Y(e) = y;} mozna zapisac

jako
U {e: X(e) =}
i:g(xi)=y;
a zatem

P(Y=y)= > PX=m)= > p
i:g(xi)=y; irg(z;)=y;

Podstawiajac do definicji wartosci oczekiwanej oraz przegrupowujac

sumy:
= E Yj E pi = E pig(x;)
j : i

irg(;)=y;
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Wartos¢ przecietna dla Y = ¢g(X)

Dowdd.
@ Mamy, ze Y = g(X) oraz zachodzi (por. wyktad 5, slajd 5)

fy(y)dy = fx(z)dx

Zatem
E(Y) = f ufy (9)dy = E(g(X)) = j o) fx(2)da
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Wartosc¢ przecietna

Twierdzenie 2. Dla zmiennej losowej Y = a X + b zachodzi
E(Y) = aE(X) +b.

Dowdd. Dla dyskretnych zmiennych losowych:
E(aX +b) = Z ax; + b)p; = Zamzpz + prz

—alepl—i-prz—aIE )+b

Dla ciagtych zmlennych Iosowych.

+o0
E(aX +b) = f (az + b) f()da

: +o0

—afxf dx+bff =aBE(X)+0b
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Wariancja

Wariancja zmiennej losowej X:
V(X)=E[(X —E(X))’]

to miara rozproszenia, tj. rozrzutu, wartosci zmiennej losowej wzgledem
wartosci przecietnej E(X). W analizie danych utozsamiana jest z btedem
przypadkowym (niepewnoscia statystyczng) bo okresla rozrzut wynikéw
wokét (nieznanej) wartosci prawdziwej estymowanej wartoscia oczekiwana.
o dla dyskretnej zmiennej losowej: V(X) = Z}(gcZ —E(X))*p;
i
+o0
o dla ciagtej zmiennej losowej: V(X)) = J (z —E(X))2f(x)dz
—Q0

Odchylenie standardowe to pierwiastek kwadratowy z wariancji:
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Wariancja

Twierdzenie 3. V(aX +b) = a®V(X).
Dowdd. Dla zmiennej losowej dyskretnej:

V(eX +b) = Z [az; + b —E(aX + b)]* pi

)

= Z[a:v,- +b—aE(X) - b)*p;

= aQZ [z; — E(X)]2pi = d’V(X)

Dla zmiennej losowej ciggtej dowéd przebiega analogicznie. |

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 7 12/43



Wariancja

Twierdzenie 4. V(X) = E(X?) — [E(X)]*.

Dowdd. Dla zmiennej losowej ciagte;:

+o0
V(X) = E[(X - E(X))?] = J (22 — 2B(X)z + [E(X)]2) f(2)da
= E(X?) - QE(X)E(XB + [E(X))?
= E(X?) - [EX)]?

Dla zmiennej losowej dyskretnej dowdd przebiega analogicznie. |
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Wariancja

Przyktad. Niech zmienna losowa X ma rozktad normalny. Obliczymy jej
wariancje wykorzystujac ostatnie twierdzenie.

E(X?)

Zatem V(X

+

! f (- ar e

/o 2
2no s 20 dx = odt
+
1% f (ot + p)’e ( t2> dt
—_— ot+p) exp | ——
—0
+00

+00
o? 9 t2 201 t2
— | tYex dt + —— | texp | —— | dt
NGz J P ( ) Var ) P ( 2)
—00

o2 2
2 V2
exp( )dt— 7T+0+'UJ 7T=02+u2
V2T V2T

) = E(X2) CEX)R = 0?4 p? = o
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Wariancja

Zadanie. Niech zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy. Aby obliczy¢

jej wariancje zrézniczkujemy dwumian Newtona dwukrotnie wzgledem
zmiennej p.

Dostaniemy, ze E(X?) =

n(n — 1)p? + E(X). Wykorzystujac wczesniej
wyznaczong wartos¢ E(X) =

np oraz ostatnie twierdzenia, otrzymamy

V(X) = E(X?) - [E(X)]* = npq

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)
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Standaryzacja zmiennej losowej

Od dowolnej zmiennej losowej X majacej wartos¢ przecietng E(X) = p
oraz odchylenie standardowe 4/V (X) = o mozna przejsc za pomoca
ponizszej transformacji liniowej do tzw. zmiennej standaryzowanej:
X —p

o

Yy =

Twierdzenie 5. Zmienna standaryzowana Y ma wartos¢ przecietng
E(Y) = 0 oraz wariancje V(Y) =1

Dowdd. Z twierdzen o wartosci przecietnej i wariancji mamy:

E(Y):E(lx—”>:1E(X)—“:0

g g

V(Y)zV(iX—Z>:1V(X):02=1

Ze zmiennej standaryzowanej Y mozna przejs¢ z powrotem do zmiennej

X za pomoca transformacji odwrotnej X = Yo + pu.
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Standaryzacja zmiennej losowej

Przykfad. Zmienna standaryzowana o rozkfadzie normalnym ma gestos¢
prawdopodobiefstwa postaci

() = e (1)

Parametry tego rozktadu wynosza =0, o = 1.
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Standaryzacja zmiennej losowej

Przykfad. Zmienna standaryzowana o rozkfadzie normalnym ma gestos¢
prawdopodobiefstwa postaci

() = e (1)

Parametry tego rozktadu wynosza =0, o = 1.
Powyzsze fy (y) zwyczajowo oznacza sie przez ¢(y) i nazywa
standardowym rozktadem Gaussa/normalnym.
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Standaryzacja zmiennej losowej

Przykfad. Zmienna standaryzowana o rozkfadzie normalnym ma gestos¢
prawdopodobiefstwa postaci

() = e (1)

Parametry tego rozktadu wynosza =0, o = 1.

Powyzsze fy (y) zwyczajowo oznacza sie przez ¢(y) i nazywa
standardowym rozktadem Gaussa/normalnym.

Jego dystrybuanta

B(y) = fy o(t)dt = % [1 + erf <f//§>]

y
2
gdzie erf(y) = NG Jexp (—t%) dt to tzw. funkcja btedu, nie wyraza sie
T
0
przez funkcje elementarne.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 7 17 /43



Standaryzacja zmiennej losowej

Przykfad. Zmienna standaryzowana o rozkfadzie normalnym ma gestos¢
prawdopodobiefstwa postaci

() = e (1)

Parametry tego rozktadu wynosza =0, o = 1.

Powyzsze fy (y) zwyczajowo oznacza sie przez ¢(y) i nazywa
standardowym rozktadem Gaussa/normalnym.

Jego dystrybuanta

B(y) = fy o(t)dt = % [1 + erf <f//§>]

y
2
gdzie erf(y) = NG Jexp (—t%) dt to tzw. funkcja btedu, nie wyraza sie
™
0

przez funkcje elementarne.

To wtasnie wartosci ®(y) sa stablicowane:
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Standaryzacja zmiennej losowej

0,03

u 0,00 0,01 0,02 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 u
0,0 0,500 000 0,503 989 0,507 978 0,511966 0,5t5953 0,519939 0,523922 0,527903 0,531 831 0,535 856 0,0
0,1 ,539828 ,543795 547758 551717 ,555670 ,559618 ,563559 ,567495 571424 575345 0,1
0,2 ,579260 ,583 166 ,587 064 ,590 954 ,594835. ,598706 ,602568 ,606420 610261 ,614092 0,2
03 617911 621720 ,625516 ,629300 ,633072 ,636831 ,640576 ,644309 648027 ,651732 0,3
0,4 ,655422 659097 662757 666402 670031 ,673645 ,677242 ,680822 684386 ,687933 0,4
0,5 0,691462 0,694 974 0,698468 0,701 944 0,705401 0,708 840 0,712260 0,715 661 0,719 043 0,722 405 0,5
0,6 ,725747 ,729069 732371 735653 ,738914 742154 745373 748571 751748 754903 0,6
0,7 ,758036 ,761 148 ,764238 ,767305 ,770350 ,773373 ,776373 ,779350 ,782305 ,785236 0,7
0.8 ,788 145 791030 ,793892 ,796731 ,799546 ,802337 ,805105 ,807850 ,810570 ,813267 - 0,8
0,9 815940 818589 821214 823814 826391 828044 831472 833977 836457 ,838913 09
1,0 0,841 345 0,843 752 0,846 136 0,848495 0,850830 0,853 141 0,855428 0,857 690 0,859929 0,862 143 1,0
L1 ,864334 866 500 868643 ,870762 872857 ,874928 ,876976 ,879000 ,881000 882977 L1
1,2 ,884930 886861 ,883768 ,890651 ,892512 ,894350 896165 ,897958 ,899727 901475 12
13 903200 1,904 902 906582 908241 ,909877 911492 913085 914657 916207 917736 1,3
1,4 919243 920730 922196 923641 925066 926471 927855 929219 ,930563 931888 1,4
1,5 0,933193 0934478 0935745 0,936992 0938220 0,939429 0,940620 0,941 792 0,542947 0,944 083 1,5
1,6 ,945201 946 301 947 384 948449 949497 950529 951543 952540 953521 954486 1,6
1,7 ;955435 956367 ,957284 958185 ,959070 959941 960796 961636 962462 963273 1,7
1,8 ,964 070 ,964 852 ,965620 ,966375 ,967 116 ,967843 968 557 969258 ,969946 970621 18
1,9 ,971283 971933 972571 973197 973810 ,974412 975002 ,975581 ,976148 976705 1,9
2,0 0,977250 0,977 784 0,978 308 0,978 822 0,979 325 0,979 818 0,980 301 0,980774 0,981 237 0,981 691 2,0
2,1 ;982136 982571 982997 983414 983823 984222 984614 984997 985371 ,985738 2,1
2,2 ,986 097 986447 986791 ,987126 ,987455 ,987776 988089 988396 ,983696 988989 2,2
23 989276 989556 ,989830 ,990097 ,990358 ,990613 ,990863 ,991106 ,991344 991 576 2,3
24 991802 ,992024 992240 ,992451 ,992656 ,992857 ,993053 ,993244 993431 ,993613 24
2,5 0,993 790 0,993 963 0,994 132 0,994 297 0,994 457 0,994 614 0,994 766 0,994915 0,995060 0,995 201 2,5
2,6 ;995339 995473 995604 995731 ,995855 ,995975 ,996093 996207 996319 ,996 427 2,6
2,7 ,996 533,996 636,996 736,996 833 ,996928 ,997020 ,997110 997197 ,997282 997365 2,7
28 997445 997523 997599 997673 997744 997814 997882 997948 998012 998074 2,8
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Standaryzacja zmiennej losowej

Przyktad. Niech wzrost mezczyzny! ma rozktad A/(180,8). Wtedy
prawdopodobiefistwo

8

Z tablic dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego odczytujemy
(historycznie) lub liczymy numerycznie na komputerze (obecnie), ze

= 1.25}

X -1 190 — 1
P(X>190)=P[<Y= 80>> 908 50

P(Y > 1.25) = 1 — ®(1.25) = 0.106

czyli jest 10.6% szans by spotka¢ mezczyzne o wzroscie powyzej 190 cm.

"Wzrost kobiet i mezczyzn osobno jest dobrze opisany rozktadami Gaussa o réznych
parametrach. Wzrost cztowieka bedzie zatem tzw. rozktadem mieszanym (mixture
distribution), tj. unormowana suma tych dwéch rozktadéw normalnych.
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Momenty statystyczne

Wartosc oczekiwana i wariancja to szczegélne przypadki momentéw
statystycznych, zdefiniowanych nastepujaco:
e Moment zwykty rzedu & zmiennej losowej X to

my, = E (x*)

o Moment wzgledny rzedu k zmiennej losowej X wzgledem wartosci ¢
to

E [(X - c)k]

@ Moment centralny rzedu & zmiennej losowej X to

e =B [(X = mi)*]
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Momenty statystyczne

Wartosc oczekiwana i wariancja to szczegélne przypadki momentéw
statystycznych, zdefiniowanych nastepujaco:
e Moment zwykty rzedu & zmiennej losowej X to

my, = E (x*)

o Moment wzgledny rzedu k zmiennej losowej X wzgledem wartosci ¢
to

E [(X ~ c)k]

@ Moment centralny rzedu & zmiennej losowej X to

e =B [(X = mi)*]

Momenty centralne to zatem momenty wzgledne obliczone wzgledem

wartosci przecietnej.
Moment zwykty rzedu pierwszego to wartos¢ oczekiwana: m; = E(X).

Moment centralny drugiego rzedu to wariancja: ps = V(X).
Wyktad 7

Statystyka
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Momenty statystyczne

Twierdzenie 6. Wariancja minimalizuje moment wzgledny drugiego
rzedu (tzn. moment wzgledny ma warto$¢ najmniejsza gdy jest liczony
wzgledem wartosci przecietnej), co oznacza, ze

VX)<E[(X —¢)?] dla c#m

Dowéd.

E[(X —¢?] = E[(X-m i = c)?]
[(X —my) 24 2(my — ) (X —my) + (mq — 0)2]
[(X —m1)?] + 2(m1 — )E(X —my) + (mq — ¢)?

= V(X)+ (my —c)?

Mamy do czynienia z suma wyrazéw nieujemnych, zatem minimum jest
osiagniete gdy m1 = c. |
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Wyzsze momenty statystyczne

Moda to taka wartos¢ zmiennej losowej, dla ktérej gestosc
prawdopodobienstwa przyjmuje maksimum lokalne.

Rozktady moga by¢ jednomodalne (unimodalne) lub wielomodalne
(multimodalne).
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Wyzsze momenty statystyczne

Moda to taka wartos¢ zmiennej losowej, dla ktérej gestosc
prawdopodobienstwa przyjmuje maksimum lokalne.

Rozktady moga by¢ jednomodalne (unimodalne) lub wielomodalne
(multimodalne).

Dla rozktadéw symetrycznych wszystkie momenty centralne rzedéw
nieparzystych sa réwne zero; trzeci moment centralny p3 powszechnie stuzy
do okreslenia bezwymiarowego parametru skrzywienia, mierzacego
asymetrie gestosci rozktadu prawdopodobienstwa, zwanego miarg skosnosci

lub skosnoscia (skewness):
_ M3

9=
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Wyzsze momenty statystyczne

Moda to taka wartos¢ zmiennej losowej, dla ktérej gestosc
prawdopodobienstwa przyjmuje maksimum lokalne.

Rozktady moga by¢ jednomodalne (unimodalne) lub wielomodalne
(multimodalne).

Dla rozktadéw symetrycznych wszystkie momenty centralne rzedéw
nieparzystych sa réwne zero; trzeci moment centralny p3 powszechnie stuzy
do okreslenia bezwymiarowego parametru skrzywienia, mierzacego
asymetrie gestosci rozktadu prawdopodobienstwa, zwanego miarg skosnosci

lub skosnoscia (skewness):
_ M
g = 0_3
Wspétczynnik réwny zero oznacza rozktad symetryczny. Wartosé g > 0
oznacza asymetrie prawostronna (tj. ,dtuzszy ogon” z prawej strony), za$

g < 0 oznacza asymetrie lewostronna.
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Wyzsze momenty statystyczne

g=0

g<0 g>0
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Wyzsze momenty statystyczne

CAVEAT EMPTORI!

Dotyczy to rozktadéw jednomodalnych, tj. takich z wytacznie jednym
maksimum lokalnym. Kontrprzyktadem jest suma wazona rozktadéw
Gaussa, N(—2,1) oraz N'(1,+/2), z wagami odpowiednio 1/3 i 2/3, ktéry
jest asymetryczny jednak ma skosnos¢ g = 0:

0.20

0.15}

0.10}

PDF

0.05}

0.00}-
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Wyzsze momenty statystyczne

Czwarty moment centralny stuzy do skonstruowania kurtozy, tj.
bezwymiarowego wspétczynnika mierzacego koncentracje (skupienie,
sptaszczenie) rozktadu prawdopodobienstwa:

ez

K =2
v

Wyktad 7

Statystyka
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Wyzsze momenty statystyczne

Czwarty moment centralny stuzy do skonstruowania kurtozy, tj.
bezwymiarowego wspétczynnika mierzacego koncentracje (skupienie,
sptaszczenie) rozktadu prawdopodobienstwa:
K:%—

Sam utamek x = ’u—i jest kurtoza, jednak przyjmuje wartos¢ 3 dla rozktadu
Gaussa, stad w de?inicji K (nazywanej precyzyjniej kurtoza nadwyzkowa,
excess kurtosis; najpowszechniej uzywana jako miara kurtozy) odejmuje sie
te wartos¢ by odnies¢ wartos¢ kurtozy do rozktadu normalnego: gdy K > 0
to rozktad jest bardziej ,wysmukty” od normalnego (tzn. ma ,|zejsze”
ogony), zas gdy K < 0 to rozktad jest bardziej ,sptaszczony” (tzn. ma
,Clezsze" ogony):

o K = 0 — rozkfad jest mezokurtyczny

o K < 0 — rozktad jest platykurtyczny

@ K > 0 — rozktad jest leptokurtyczny
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Inne miary tendencji centralnych

Kwantylem rzedu p nazywamy taka wartos¢ x,, zmiennej losowej X, dla
ktérej dystrybuanta przyjmuje wartos¢ p:

F(zp) =p

tj. 100p% realizacji zmiennej X przyjmuje wartosci < z,.
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Inne miary tendencji centralnych

Kwantylem rzedu p nazywamy taka wartos¢ x,, zmiennej losowej X, dla
ktérej dystrybuanta przyjmuje wartos¢ p:

F(zp) =p

tj. 100p% realizacji zmiennej X przyjmuje wartosci < z,.
o Pierwszy (dolny) kwantyl to x(.25, czyli kwantyl rzedu 1/4.
@ Drugi kwantyl to g5, czyli kwantyl rzedu 1/2 (mediana).
@ Trzeci (gorny) kwantyl to g 75, czyli kwantyl rzedu 3/4.

Réznica kwantyli gérnego i dolnego, .75 — Tg.25, jest, obok wariancji,
miarg rozproszenia wartosci zmiennej (tzw. interquantile range, IQR).
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Inne miary tendencji centralnych

Wartos$¢ oczekiwana, czesto utozsamiana ze $rednig wartosciag zmienne;
losowej X o rozktadzie gestosci f(z), jest jedna z tzw. miar tendencji

centralnych, czyli ,reprezentacyjnych” wartosci opisujacych wielokrotnie
powtarzane realizacje zmiennej X.
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Inne miary tendencji centralnych

Wartos$¢ oczekiwana, czesto utozsamiana ze $rednig wartosciag zmienne;
losowej X o rozktadzie gestosci f(z), jest jedna z tzw. miar tendencji
centralnych, czyli ,reprezentacyjnych” wartosci opisujacych wielokrotnie
powtarzane realizacje zmiennej X.

Druga miarg tendencji centralnych jest moda, rozumiana w tym sensie jako
wartos¢ najbardziej prawdopodobna.
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Inne miary tendencji centralnych

Wartos$¢ oczekiwana, czesto utozsamiana ze $rednig wartosciag zmienne;
losowej X o rozktadzie gestosci f(z), jest jedna z tzw. miar tendencji
centralnych, czyli ,reprezentacyjnych” wartosci opisujacych wielokrotnie
powtarzane realizacje zmiennej X.

Druga miarg tendencji centralnych jest moda, rozumiana w tym sensie jako
wartos¢ najbardziej prawdopodobna.

Woreszcie, powszechnie korzysta sie tez z mediany.
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Inne miary tendencji centralnych

Wartos$¢ oczekiwana, czesto utozsamiana ze $rednig wartosciag zmienne;
losowej X o rozktadzie gestosci f(z), jest jedna z tzw. miar tendencji
centralnych, czyli ,reprezentacyjnych” wartosci opisujacych wielokrotnie
powtarzane realizacje zmiennej X.

Druga miarg tendencji centralnych jest moda, rozumiana w tym sensie jako
wartos¢ najbardziej prawdopodobna.

Woreszcie, powszechnie korzysta sie tez z mediany.

Te trzy miary tendencji centralnych s3 sobie réwne wytacznie dla rozktadéw
symetrycznych! Dla rozktadéw o dodatniej skosnosci (¢ > 0) zachodzi

moda < mediana < warto$¢ oczekiwana
za$ dla rozktadéw o ujemnej skosnosci (g < 0) zachodzi

moda > mediana > warto$¢ oczekiwana
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Inne miary tendencji centralnych

Wartos$¢ oczekiwana, czesto utozsamiana ze $rednig wartosciag zmienne;
losowej X o rozktadzie gestosci f(z), jest jedna z tzw. miar tendencji
centralnych, czyli ,reprezentacyjnych” wartosci opisujacych wielokrotnie
powtarzane realizacje zmiennej X.

Druga miarg tendencji centralnych jest moda, rozumiana w tym sensie jako
wartos¢ najbardziej prawdopodobna.

Woreszcie, powszechnie korzysta sie tez z mediany.

Te trzy miary tendencji centralnych s3 sobie réwne wytacznie dla rozktadéw
symetrycznych! Dla rozktadéw o dodatniej skosnosci (¢ > 0) zachodzi

moda < mediana < warto$¢ oczekiwana
za$ dla rozktadéw o ujemnej skosnosci (g < 0) zachodzi
moda > mediana > warto$¢ oczekiwana

Srednia (warto$¢ oczekiwana) jest wrazliwa na niewielke liczbe
ekstremalnych wielkosci; mediana zas z definicji jest wielkoscia ponizej
(i powyzej) ktérej znajduje sie doktadnie 50% realizacji zmiennej losowej X .
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Jednowymiarowa zmienna losowa Z = g(X,Y’) bedaca funkcja zmiennych
losowych X i Y ma wartos¢ oczekiwang E(Z) = E(g(X,Y)) réwna

o E(¢y(X,Y)) = Zg(l'i,yj)pij

27‘7
dla rozktadéw dyskretnych
+00 400

o E(9(X,Y)) = J fg(ﬂ:,y)f(x,y)dfvdy

dla rozktadu ciagtego.
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Moment zwykty rzedu k + I dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y") to
m = E (X*v7)
Moment centralny rzedu k + [ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y)

N pr = E ((X —mao)F (Y — m01)l)

Wyktad 7

Statystyka
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Moment zwykty rzedu k + I dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y") to
m = E (X*v7)

Moment centralny rzedu k + [ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y)

N pr = E ((X —mao)F (Y — m01)l)

Z tych definicji wynika, ze

mip = E(X), mo =E(Y), w0 =V(X), poz=V(Y)

Wyktad 7
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Momentem najnizszego rzedu (k + 1 =1+ 1 = 2) charakteryzujacym
taczny rozktad zmiennej (X,Y) jest

e moment zwykty my;

@ moment centralny p1; zwany kowariancja:
p11 = Cov(X,Y) = E[(X — muo)(Y — mo1)]
Macierz momentéw rzedu drugiego jest macierza kowariancji:

o () (L O

ktéra jest macierzg symetryczng.
Zachodzi tez

COU(X, Y) = E(XY) — ]E(X)E(Y) = Mmi1 — MioMmopil
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Twierdzenie 7. Jesli zmienne losowe X i Y maja wartosci oczekiwane,
to zmienna losowa Z = X + Y ma warto$¢ oczekiwana réwna
E(X +Y)=E(X)+E®Y)

Dowdd. Dla zmiennej losowej ciagtej przyjmijmy g(X,Y) = X + Y.
Wtedy

+00 +00

E(X+Y) = J J x4+ y)g(x,y)dedy
—00 —00
+00
- f sfilaldo+ [ ufaly)dy = BX) + E(Y)
-0 —00
Analogicznie mozna dowies¢ dla zmiennych losowych dyskretnych. |
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Twierdzenie 8. Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne i maja
wartosci oczekiwane, to wartos¢ oczekiwana iloczynu wynosi
E(XY)=E(X)E(Y)

Dowdd. Dla zmiennej losowej dyskretnej mamy

Y) = Ziﬂiyjpij = Exip( = Z?Jg =y;) = E(X)E(Y)
i i
Analogicznie mozna dowies¢ dla zmiennych ciagtych. |
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Momenty centralne dowolnego rzedu zmiennych wielowymiarowych moga
by¢ wyrazone przez momenty zwykte. W szczegélnosci dla momentéw
rzedu drugiego zachodzi:
H20 = M2 — m%o
Ho2 = o2 — m31
H11 = mi11 — M1oMo1
co mozna zapisa¢ réwnowaznie jako
V(X) = E(X?) - [E(X)]?
V(Y)=E(Y?) - [E(Y)]?
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
Ostatnia zaleznos¢ wynika wprost z definicji kowariancji i powyzszych
twierdzen:

CO’U(X, Y) =E [(X — mlo)(Y — m01)] = E(XY—XmOl—leo-f-mlole)
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Whiosek. Dla niezaleznych zmiennych losowych kowariancja wynosi zero.
W istocie, dla niezaleznych zmiennych X i Y zachodzi

E(XY) =E(X)E(Y), zatem z powyzszej zaleznosci dostajemy, ze

i1 = Cov(X,Y) =0.

Kowariancja jest zatem indykatorem niezaleznosci zmiennych losowych.
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Whiosek. Dla niezaleznych zmiennych losowych kowariancja wynosi zero.
W istocie, dla niezaleznych zmiennych X i Y zachodzi

E(XY) =E(X)E(Y), zatem z powyzszej zaleznosci dostajemy, ze

i1 = Cov(X,Y) =0.

Kowariancja jest zatem indykatorem niezaleznosci zmiennych losowych.
Whiosek. Dla niezaleznych zmiennych losowych zachodzi
V(X+Y)=V(X)+ V()
Istotnie, mamy, ze

VIX+Y) = E [((X LYY —E(X + Y))2]

- E [((X ~E(X)) + (Y - E(Y)))z]
= V(X)+V()+2Cow(X,Y)

Dla zmiennych niezaleznych kowariancja sie zeruje, skad teza.
Podobnie dla X — Y.
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Funkcje charakterystyczne

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X to funkcja zmiennej
teR:

go(t) - F (eitX)

@ Dla zmiennej losowej dyskretnej:
o(t) = Zeimkpk
i

@ Dla zmiennej losowej ciagtej:

+00

o) = | e fo)ia

—00

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej ciagtej jest zatem transformata
Fouriera gestosci prawdopodobienstwa. Zachodzi ¢(0) = 1.
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Funkcje charakterystyczne

n-ta pochodna funkgcji charakterystycznej:

+00

go(”) (t) =1i" J :L‘”eit‘”f(m)dzb

—00
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Funkcje charakterystyczne

n-ta pochodna funkgcji charakterystycznej:

+00
M (t) =i J 2" f(z)dx
—Q0
podstawiajac t = 0:
+o0
©M(0) = i" f 2" f(z)dx =1"m,
—Q0
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Funkcje charakterystyczne

n-ta pochodna funkgcji charakterystycznej:

+00
M (t) =i J 2" f(z)dx
—Q0
podstawiajac t = 0:
+o0
©M(0) = i" f 2" f(z)dx =1"m,

—Q0
skad mozna uzyska¢ n-ty moment zwykty poprzez

m, = 1 ™) (0)

i?’L

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 7 36 /43



Funkcje charakterystyczne

n-ta pochodna funkgcji charakterystycznej:

+00

M (t) =i J 2" f(z)dx
—Q0
podstawiajac t = 0:
+o0
©M(0) = i" f 2" f(z)dx =1"m,
—Q0

skad mozna uzyska¢ n-ty moment zwykty poprzez

m, = 1 ™) (0)

i?’L
W szczegdlnosci, wariancja to
V(X) = —¢"(0) + [¢'(0)]
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Funkcje charakterystyczne

Twierdzenie 9. Jesli () jest funkcja charakterystyczng zmiennej
losowej X to funkcja charakterystyczna ¢y (t) zmiennej losowe;j
Y = aX + b wynosi

oy (t) = e®p(at)
Dowdd. Poniewaz E(cX) = cE(X), to

oy(t) =E (eit(ax+b)) _ it (eitaX) _ eitpr(at)

Przyktad. Wezmy rozktad dwupunktowy:
P(X =1) =p, P(X =0) = q. Wtedy wprost z definicji mamy

it0

p(t) =e'p+eg=e'p+gq
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Funkcje charakterystyczne

n
Przykfad. Wezmy rozktad dwumianowy, P(X = k) = Z CrpFgn=".
k=0

n

Korzystajac z definicji funkcji charakterystycznej oraz wzoru na dwumian
Newtona otrzymujemy

n n
ot) = Z etk Chpkgn=F _ Z ck (eitp)kqn—k _ (eitp+ q)n
k=0 k=0

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 7 38/43



Funkcje charakterystyczne

n

Przykfad. Wezmy rozktad dwumianowy, P(X = k) = Z CrpFgn=".

k=0
Korzystajac z definicji funkcji charakterystycznej oraz wzoru na dwumian

Newtona otrzymujemy
n n
— 1 n
_ Z eltkck k n k _ Z k_ (eltp—i— q)
k=0 k=0
Teraz mozna tatwo policzy¢ wartos¢ przecietna rozktadu dwumianowego:
() =n('p+q)"  ipe"

E(X) = SD/EO) =n(p+q)" 'p=np

Podobnie mozna uzyska¢ wyrazenie na wariancje.
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Funkcje charakterystyczne

Przyktad. Wyznaczymy funkcje charakterystyczng rozktadu normalnego
N(p, ).

Zaczniemy od standardowego rozktadu normalnego.

+00 +© 9
1 . z2 1 (z—it) 2
ox(t) = — | e vdr=—= | e 2 e
27 27
—0o0 —a0
+0
x—it =u 2 1 _;d £
= = — | e u=e
dz = du © N
—Q0
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Funkcje charakterystyczne

Przyktad. Wyznaczymy funkcje charakterystyczng rozktadu normalnego
N(p, ).

Zaczniemy od standardowego rozktadu normalnego.

+00 +00

() ! Jitfﬂ ~5 4 f B R
px = — | e™e T =
V2
7T—OO —00
T —it=u _2 1 _ujd _t2
— =3 2 — 2 p— 2
dz = du ¢ e )& T
—00

Zmienna niestandaryzowana Y ze zmienng standaryzowana X jest
zwigzana zaleznoscia Y = 0 X + p, otrzymujemy zatem

1 . 2,2 . 2.9
oy (t) = oy (ot) = elte™"2 = oltn="2-
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Funkcje charakterystyczne

Twierdzenie 10. Funkcja charakterystyczna sumy dwéch niezaleznych
zmiennych losowych X = X7 + X jest réwna iloczynowi funkgji
charakterystycznych tych zmiennych.

Dowdd. Korzystajac z twierdzenia o wartosci oczekiwanej iloczynu
zmiennych losowych dostajemy

E (eitX) ) (eit(X1+X2)> ) (eitXleith) ) (eitXl) E (eitXQ)
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Funkcje charakterystyczne

Przykfad. Znalez¢ rozktad sumy dwéch zmiennych losowych
o rozktadach normalnych X; ~ N (p;,0;), i = 1,2.

E (eitX) - E (eitXl) E (eith)
02t2

2,2
: ot 7t
= elthi——5itne——5

(03 + Ug)t2]
2

= exp [it(ul + p2) —
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Funkcje charakterystyczne

Przykfad. Znalez¢ rozktad sumy dwéch zmiennych losowych
o rozktadach normalnych X; ~ N (p;,0;), i = 1,2.

E(eX) = E(e)E (%)

2,2 2,2
TIPS LA PR L
= elthi——5itne——5

(03 + U%)t2]
2

exp [it(ul + p2) —

Otrzymana funkcja charakterystyczna ma postac funkgji
charakterystycznej rozktadu Gaussa N (u, o), gdzie = p1 + po,

_ 2 2
o =4/07{+ 03.
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Funkcje charakterystyczne

Przykfad. Znalez¢ rozktad sumy dwéch zmiennych losowych
o rozktadach normalnych X; ~ N (p;,0;), i = 1,2.

E(eX) = E(e)E (%)

2,2 2,2
. Ult . _O‘2t
= eltrul_ 2 e”t“2 2

o2 + o2)t2
1 2

exp [it(ul + p2) — 5

Otrzymana funkcja charakterystyczna ma postac funkgji
charakterystycznej rozktadu Gaussa N (u, o), gdzie = p1 + po,
o= 1/0% + O’%.

Czyli zmienna losowa bedaca suma zmiennych normalnych tez jest
zmienna normalna.

Wynik ten fatwo sie uogélnia na przeliczalng sume zmiennych
normalnych.
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Funkcja generujagca momenty

Moment generating function, MGF
Bardzo podobnie do funkcji charakterystycznej o(t) formutuje sie MGF

zmiennej losowej X: Mx(t) =E (etX)

Przypomnienie: px(t) = E (e"X)

o Funkcja charakterystyczna ¢ x (t) istnieje zawsze (poniewaz

itX’ _ 1),
e MGF Mx(t) niekoniecznie — np. dla rozktadu Cauchy'ego zachodzi

le

E (!X) = o0 dla ¢ 0.

MGF, jak nazwa wskazuje, pozwala uzyska¢ momenty wprost:

mn = M (0)
Pewnego rodzaju zaleta MGF wzgledem funkgji charakterystycznej jest brak
operowania na liczbach zespolonych.
Statystyka Wyktad 7 42 /43
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Funkcja generujagca momenty

Moment generating function, MGF

Jesli MGF istnieje, to jest zwigzany z (t) zwiazkiem

M(t) = p(-it)

poniewaz
o(—it) = E (ei(_it)x> =E (etX) = M(t)
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Funkcja generujagca momenty

Moment generating function, MGF
Jesli MGF istnieje, to jest zwigzany z (t) zwiazkiem
M(t) = p(-it)
poniewaz
o(—it) = E (ei(_it)x> =E (etX) = M(t)
Przyktad. Mamy dla rozktadu Gaussa N (1, 0):

2 2342

. o] +o3)t
p(t) = exp [uﬁ(m b ) - TR 5 2) ]
Zamieniajac zatem t — —it:

(03 + U%)t2]

M) = oxp |t + o) + T

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 7 43 /43



