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Wartość przeciętna

Powtarzane n razy doświadczenie losowe dało tx1, x2, . . . , xnu jako zbiór
realizacji zmiennej losowej X—niekoniecznie wszystkie xi muszą być różne.
Wyrażenie na średnią arytmetyczną to

x̄ “
1

n

n
ÿ

i´1

xi

Skoro nie wszystkie xi muszą być różne, to przyjmijmy, że spośród n
realizacji jest k ă n różnych wartości. Wtedy wyrażenie na średnią
przyjmuje postać

x̄ “
1

n

k
ÿ

i“1

nixi “

k
ÿ

i“1

ni

n
xi

gdzie ni to krotność wartości xi, zatem stosunek
ni

n
ă 1 to częstość

występowania wartości xi.
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Wartość przeciętna

Wartość przeciętna (oczekiwana) dyskretnego rozkładu
prawdopodobieństwa z pi (i—przeliczalne) to operator E działający na
zmienną losową X będący jedną z miar tzw. tendencji centralnych:

EpXq “
ÿ

i

pixi

pod warunkiem, że
ÿ

i

pi|xi| ă 8

Dla zmiennej losowej ciągłej mamy

EpXq “

`8
ż

´8

xfpxqdx

gdzie fpxq jest gęstością prawdopodobieństwa zmiennej losowej X.
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Wartość przeciętna

Przykład. Rozpatrzmy rzut standardową kostką sześcienną. Tutaj
xi ” i P t1, 2, 3, 4, 5, 6u oraz P pX “ xiq “ pi “ 1{6. Zachodzi zatem

EpXq “

6
ÿ

i“1

i

6
“ 3.5
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Wartość przeciętna

Przykład. Niech zmienna X ma rozkład normalny N pµ, σq. Wartość
oczekiwana wynosi

EpXq “
1

?
2πσ

`8
ż

´8

x exp

ˆ

´
px ´ µq2

2σ2

˙

dx “

7

7

7

7

7

7

t “ px ´ µq{σ
x “ σt ` µ
dx “ σdt

?

?

?

?

?

?

“
1

?
2π

`8
ż

´8

pσt ` µq exp

ˆ

´
t2

2

˙

dt

“
σ

?
2π

`8
ż

´8

t exp

ˆ

´
t2

2

˙

dt `
µ

?
2π

`8
ż

´8

exp

ˆ

´
t2

2

˙

dt

“ ´
σ

?
2π

exp

ˆ

´
t2

2

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

´8

`
µ

?
2π

?
2π “ 0 ` µ “ µ
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Wartość przeciętna

Przykład. Niech zmienna X ma rozkład dwumianowy
P pX “ kq “ Ck

np
kqn´k. Wartość oczekiwana:

EpXq “

n
ÿ

k“0

kCk
np

kqn´k

Zróżniczkujmy obustronnie względem zmiennej p wyrażenie na dwumian
Newtona:

d
dp

pp ` qqn “
d
dp

n
ÿ

k“0

Ck
np

kqn´k ô npp ` qqn´1 “

n
ÿ

k“0

kCk
np

k´1qn´k

Przemnażając ostatnią równość obustronnie przez p oraz korzystając
z faktu, że p ` q “ 1, otrzymujemy

np “

n
ÿ

k“0

kCk
np

kqn´k

czyli EpXq “ np
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Wartość przeciętna dla Y “ gpXq

Aby wyznaczyć EpY q można:
1 najpierw wyznaczyć rozkład prawdopodobieństwa fY pyq zmiennej Y ,
2 następnie wyznaczyć EpY q zgodnie z definicją.

Ale byłby to nadmierny trud—nie potrzebujemy znać jawnie rozkładu
fY pyq. Wystarczy znajomość g oraz własności (rozkład) zmiennej X.

Twierdzenie 1.
1 Niech zmienna losowa X ma rozkład dyskretny pi oraz Y “ gpXq.

Wtedy
EpY q “

ÿ

i

gpxiqpi

2 Niech zmienna losowa X ma rozkład ciągły fXpxq oraz Y “ gpXq.
Wtedy

EpY q “

`8
ż

´8

gpxqfXpxqdx
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Wartość przeciętna dla Y “ gpXq

Dowód.
1 Z definicji mamy

EpY q “
ÿ

j

yjP pY “ yjq

ale zachodzi yj “ gpxiq. Zdarzenia te : Y peq “ yju można zapisać
jako

ď

i:gpxiq“yj

te : Xpeq “ xiu

a zatem

P pY “ yjq “
ÿ

i:gpxiq“yj

P pX “ xiq “
ÿ

i:gpxiq“yj

pi

Podstawiając do definicji wartości oczekiwanej oraz przegrupowując
sumy:

EpY q “
ÿ

j

yj
ÿ

i:gpxiq“yj

pi “
ÿ

i

pigpxiq

■
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Wartość przeciętna dla Y “ gpXq

Dowód.
2 Mamy, że Y “ gpXq oraz zachodzi (por. wykład 5, slajd 5)

fY pyqdy “ fXpxqdx

Zatem

EpY q “

`8
ż

´8

yfY pyqdy “ EpgpXqq “

`8
ż

´8

gpxqfXpxqdx

■

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykład 7 9 / 43



Wartość przeciętna
Twierdzenie 2. Dla zmiennej losowej Y “ aX ` b zachodzi
EpY q “ aEpXq ` b.

Dowód. Dla dyskretnych zmiennych losowych:

EpaX ` bq “
ÿ

i

paxi ` bqpi “
ÿ

i

axipi `
ÿ

i

bpi

“ a
ÿ

i

xipi ` b
ÿ

i

pi “ aEpXq ` b

Dla ciągłych zmiennych losowych:

EpaX ` bq “

`8
ż

´8

pax ` bqfpxqdx

“ a

`8
ż

´8

xfpxqdx ` b

`8
ż

´8

fpxqdx “ aEpXq ` b

■
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Wariancja
Wariancja zmiennej losowej X:

V pXq “ E
“

pX ´ EpXqq2
‰

to miara rozproszenia, tj. rozrzutu, wartości zmiennej losowej względem
wartości przeciętnej EpXq. W analizie danych utożsamiana jest z błędem
przypadkowym (niepewnością statystyczną) bo określa rozrzut wyników
wokół (nieznanej) wartości prawdziwej estymowanej wartością oczekiwaną.

dla dyskretnej zmiennej losowej: V pXq “
ÿ

i

pxi ´ EpXqq2pi

dla ciągłej zmiennej losowej: V pXq “

`8
ż

´8

px ´ EpXqq2fpxqdx

Odchylenie standardowe to pierwiastek kwadratowy z wariancji:

σpXq “
a

V pXq
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Wariancja

Twierdzenie 3. V paX ` bq “ a2V pXq.

Dowód. Dla zmiennej losowej dyskretnej:

V paX ` bq “
ÿ

i

raxi ` b ´ EpaX ` bqs
2 pi

“
ÿ

i

raxi ` b ´ aEpXq ´ bs2 pi

“ a2
ÿ

i

rxi ´ EpXqs
2 pi “ a2V pXq

Dla zmiennej losowej ciągłej dowód przebiega analogicznie. ■
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Wariancja

Twierdzenie 4. V pXq “ EpX2q ´ rEpXqs
2.

Dowód. Dla zmiennej losowej ciągłej:

V pXq “ E
“

pX ´ EpXqq2
‰

“

`8
ż

´8

px2 ´ 2EpXqx ` rEpXqs2qfpxqdx

“ EpX2q ´ 2EpXqEpXq ` rEpXqs2

“ EpX2q ´ rEpXqs2

Dla zmiennej losowej dyskretnej dowód przebiega analogicznie. ■
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Wariancja
Przykład. Niech zmienna losowa X ma rozkład normalny. Obliczymy jej
wariancję wykorzystując ostatnie twierdzenie.

EpX2q “
1

?
2πσ

`8
ż

´8

x2 exp

ˆ

´
px ´ µq2

2σ2

˙

dx “

7

7

7

7

7

7

t “ px ´ µq{σ
x “ σt ` µ
dx “ σdt

?

?

?

?

?

?

“
1

?
2π

`8
ż

´8

pσt ` µq2 exp

ˆ

´
t2

2

˙

dt

“
σ2

?
2π

`8
ż

´8

t2 exp

ˆ

´
t2

2

˙

dt `
2σµ
?
2π

`8
ż

´8

t exp

ˆ

´
t2

2

˙

dt

`
µ2

?
2π

`8
ż

´8

exp

ˆ

´
t2

2

˙

dt “
σ2

?
2π

?
2π

` 0 `
µ2

?
2π

?
2π

“ σ2 ` µ2

Zatem V pXq “ EpX2q ´ rEpXqs2 “ σ2 ` µ2 ´ µ2 “ σ2
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Wariancja

Zadanie. Niech zmienna losowa X ma rozkład dwumianowy. Aby obliczyć
jej wariancję zróżniczkujemy dwumian Newtona dwukrotnie względem
zmiennej p.
Dostaniemy, że EpX2q “ npn ´ 1qp2 ` EpXq. Wykorzystując wcześniej
wyznaczoną wartość EpXq “ np oraz ostatnie twierdzenia, otrzymamy

V pXq “ EpX2q ´ rEpXqs2 “ npq
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Standaryzacja zmiennej losowej
Od dowolnej zmiennej losowej X mającej wartość przeciętną EpXq “ µ
oraz odchylenie standardowe

a

V pXq “ σ można przejśc za pomocą
poniższej transformacji liniowej do tzw. zmiennej standaryzowanej:

Y “
X ´ µ

σ

Twierdzenie 5. Zmienna standaryzowana Y ma wartość przeciętną
EpY q “ 0 oraz wariancję V pY q “ 1

Dowód. Z twierdzeń o wartości przeciętnej i wariancji mamy:

EpY q “ E
ˆ

1

σ
X ´

µ

σ

˙

“
1

σ
EpXq ´

µ

σ
“ 0

V pY q “ V

ˆ

1

σ
X ´

µ

σ

˙

“
1

σ2
V pXq “

σ2

σ2
“ 1

■
Ze zmiennej standaryzowanej Y można przejść z powrotem do zmiennej
X za pomocą transformacji odwrotnej X “ Y σ ` µ.
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykład 7 16 / 43



Standaryzacja zmiennej losowej
Przykład. Zmienna standaryzowana o rozkładzie normalnym ma gęstość
prawdopodobieństwa postaci

fY pyq “
1

?
2π

exp

ˆ

´
y2

2

˙

Parametry tego rozkładu wynoszą µ “ 0, σ “ 1.

Powyższe fY pyq zwyczajowo oznacza się przez ϕpyq i nazywa
standardowym rozkładem Gaussa/normalnym.
Jego dystrybuanta

Φpyq “

y
ż

´8

ϕptqdt “
1

2

„

1 ` erf

ˆ

y
?
2

˙ȷ

gdzie erfpyq “
2

?
π

y
ż

0

exp
`

´t2
˘

dt to tzw. funkcja błędu, nie wyraża się

przez funkcje elementarne.
To właśnie wartości Φpyq są stablicowane:
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Standaryzacja zmiennej losowej
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Standaryzacja zmiennej losowej

Przykład. Niech wzrost mężczyzny1 ma rozkład N p180, 8q. Wtedy
prawdopodobieństwo

P pX ą 190q “ P

„ˆ

Y “
X ´ 180

8

˙

ą
190 ´ 180

8
“ 1.25

ȷ

Z tablic dystrybuanty standardowego rozkładu normalnego odczytujemy
(historycznie) lub liczymy numerycznie na komputerze (obecnie), że

P pY ą 1.25q “ 1 ´ Φp1.25q “ 0.106

czyli jest 10.6% szans by spotkać mężczyznę o wzroście powyżej 190 cm.

1Wzrost kobiet i mężczyzn osobno jest dobrze opisany rozkładami Gaussa o różnych
parametrach. Wzrost człowieka będzie zatem tzw. rozkładem mieszanym (mixture
distribution), tj. unormowaną sumą tych dwóch rozkładów normalnych.
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Momenty statystyczne
Wartośc oczekiwana i wariancja to szczególne przypadki momentów
statystycznych, zdefiniowanych następująco:

Moment zwykły rzędu k zmiennej losowej X to

mk “ E
´

Xk
¯

Moment względny rzędu k zmiennej losowej X względem wartości c
to

E
”

pX ´ cqk
ı
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µk “ E
”

pX ´ m1qk
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Momenty statystyczne

Twierdzenie 6. Wariancja minimalizuje moment względny drugiego
rzędu (tzn. moment względny ma wartość najmniejszą gdy jest liczony
względem wartości przeciętnej), co oznacza, że

V pXq ă E
“

pX ´ cq2
‰

dla c ‰ m1

Dowód.

E
“

pX ´ cq2
‰

“ E
“

pX ´ m1 ` m1 ´ cq2
‰

“ E
“

pX ´ m1q2 ` 2pm1 ´ cqpX ´ m1q ` pm1 ´ cq2
‰

“ E
“

pX ´ m1q2
‰

` 2pm1 ´ cqEpX ´ m1q ` pm1 ´ cq2

“ V pXq ` pm1 ´ cq2

Mamy do czynienia z sumą wyrazów nieujemnych, zatem minimum jest
osiągnięte gdy m1 “ c. ■

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykład 7 21 / 43



Wyższe momenty statystyczne

Moda to taka wartość zmiennej losowej, dla której gęstość
prawdopodobieństwa przyjmuje maksimum lokalne.
Rozkłady mogą być jednomodalne (unimodalne) lub wielomodalne
(multimodalne).

Dla rozkładów symetrycznych wszystkie momenty centralne rzędów
nieparzystych są równe zero; trzeci moment centralny µ3 powszechnie służy
do określenia bezwymiarowego parametru skrzywienia, mierzącego
asymetrię gęstości rozkładu prawdopodobieństwa, zwanego miarą skośności
lub skośnością (skewness):

g “
µ3

σ3

Współczynnik równy zero oznacza rozkład symetryczny. Wartość g ą 0
oznacza asymetrię prawostronną (tj. „dłuższy ogon” z prawej strony), zaś
g ă 0 oznacza asymetrię lewostronną.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykład 7 22 / 43



Wyższe momenty statystyczne

Moda to taka wartość zmiennej losowej, dla której gęstość
prawdopodobieństwa przyjmuje maksimum lokalne.
Rozkłady mogą być jednomodalne (unimodalne) lub wielomodalne
(multimodalne).
Dla rozkładów symetrycznych wszystkie momenty centralne rzędów
nieparzystych są równe zero; trzeci moment centralny µ3 powszechnie służy
do określenia bezwymiarowego parametru skrzywienia, mierzącego
asymetrię gęstości rozkładu prawdopodobieństwa, zwanego miarą skośności
lub skośnością (skewness):

g “
µ3

σ3

Współczynnik równy zero oznacza rozkład symetryczny. Wartość g ą 0
oznacza asymetrię prawostronną (tj. „dłuższy ogon” z prawej strony), zaś
g ă 0 oznacza asymetrię lewostronną.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykład 7 22 / 43



Wyższe momenty statystyczne

Moda to taka wartość zmiennej losowej, dla której gęstość
prawdopodobieństwa przyjmuje maksimum lokalne.
Rozkłady mogą być jednomodalne (unimodalne) lub wielomodalne
(multimodalne).
Dla rozkładów symetrycznych wszystkie momenty centralne rzędów
nieparzystych są równe zero; trzeci moment centralny µ3 powszechnie służy
do określenia bezwymiarowego parametru skrzywienia, mierzącego
asymetrię gęstości rozkładu prawdopodobieństwa, zwanego miarą skośności
lub skośnością (skewness):

g “
µ3

σ3

Współczynnik równy zero oznacza rozkład symetryczny. Wartość g ą 0
oznacza asymetrię prawostronną (tj. „dłuższy ogon” z prawej strony), zaś
g ă 0 oznacza asymetrię lewostronną.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykład 7 22 / 43



Wyższe momenty statystyczne

g=0

g<0 g>0
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Wyższe momenty statystyczne

CAVEAT EMPTOR!
Dotyczy to rozkładów jednomodalnych, tj. takich z wyłącznie jednym
maksimum lokalnym. Kontrprzykładem jest suma ważona rozkładów
Gaussa, N p´2, 1q oraz N p1,

?
2q, z wagami odpowiednio 1/3 i 2/3, który

jest asymetryczny jednak ma skośność g “ 0:
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Wyższe momenty statystyczne
Czwarty moment centralny służy do skonstruowania kurtozy, tj.
bezwymiarowego współczynnika mierzącego koncentrację (skupienie,
spłaszczenie) rozkładu prawdopodobieństwa:

K “
µ4

σ4
´ 3

Sam ułamek κ “
µ4

σ4
jest kurtozą, jednak przyjmuje wartość 3 dla rozkładu

Gaussa, stąd w definicji K (nazywanej precyzyjniej kurtozą nadwyżkową,
excess kurtosis; najpowszechniej używana jako miara kurtozy) odejmuje się
tę wartość by odnieść wartość kurtozy do rozkładu normalnego: gdy K ą 0
to rozkład jest bardziej „wysmukły” od normalnego (tzn. ma „lżejsze”
ogony), zaś gdy K ă 0 to rozkład jest bardziej „spłaszczony” (tzn. ma
„cięższe” ogony):

K “ 0 — rozkład jest mezokurtyczny
K ă 0 — rozkład jest platykurtyczny
K ą 0 — rozkład jest leptokurtyczny
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Inne miary tendencji centralnych

Kwantylem rzędu p nazywamy taką wartość xp zmiennej losowej X, dla
której dystrybuanta przyjmuje wartość p:

F pxpq “ p

tj. 100p% realizacji zmiennej X przyjmuje wartości ď xp.

Pierwszy (dolny) kwantyl to x0.25, czyli kwantyl rzędu 1/4.
Drugi kwantyl to x0.5, czyli kwantyl rzędu 1/2 (mediana).
Trzeci (górny) kwantyl to x0.75, czyli kwantyl rzędu 3/4.

Różnica kwantyli górnego i dolnego, x0.75 ´ x0.25, jest, obok wariancji,
miarą rozproszenia wartości zmiennej (tzw. interquantile range, IQR).
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Inne miary tendencji centralnych
Wartość oczekiwana, często utożsamiana ze średnią wartością zmiennej
losowej X o rozkładzie gęstości fpxq, jest jedną z tzw. miar tendencji
centralnych, czyli „reprezentacyjnych” wartości opisujących wielokrotnie
powtarzane realizacje zmiennej X.

Drugą miarą tendencji centralnych jest moda, rozumiana w tym sensie jako
wartość najbardziej prawdopodobna.
Wreszcie, powszechnie korzysta się też z mediany.
Te trzy miary tendencji centralnych są sobie równe wyłącznie dla rozkładów
symetrycznych! Dla rozkładów o dodatniej skośności (g ą 0) zachodzi

moda < mediana < wartość oczekiwana

zaś dla rozkładów o ujemnej skośności (g ă 0) zachodzi

moda > mediana > wartość oczekiwana

Średnia (wartość oczekiwana) jest wrażliwa na niewielkę liczbę
ekstremalnych wielkości; mediana zaś z definicji jest wielkością poniżej
(i powyżej) której znajduje się dokładnie 50% realizacji zmiennej losowej X.
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Jednowymiarowa zmienna losowa Z “ gpX,Y q będąca funkcją zmiennych
losowych X i Y ma wartość oczekiwaną EpZq “ EpgpX,Y qq równą

EpgpX,Y qq “
ÿ

i,j

gpxi, yjqpij

dla rozkładów dyskretnych

EpgpX,Y qq “

`8
ż

´8

`8
ż

´8

gpx, yqfpx, yqdxdy

dla rozkładu ciągłego.
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Moment zwykły rzędu k ` l dwuwymiarowej zmiennej losowej pX,Y q to

mkl “ E
´

XkY l
¯

Moment centralny rzędu k ` l dwuwymiarowej zmiennej losowej pX,Y q

to
µkl “ E

´

pX ´ m10qkpY ´ m01ql
¯

Z tych definicji wynika, że

m10 “ EpXq, m01 “ EpY q, µ20 “ V pXq, µ02 “ V pY q
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Momentem najniższego rzędu (k ` l “ 1 ` 1 “ 2) charakteryzującym
łączny rozkład zmiennej pX,Y q jest

moment zwykły m11

moment centralny µ11 zwany kowariancją:

µ11 “ CovpX,Y q “ E rpX ´ m10qpY ´ m01qs

Macierz momentów rzędu drugiego jest macierzą kowariancji:

C “

ˆ

µ20 µ11

µ11 µ02

˙

“

ˆ

V pXq CovpX,Y q

CovpX,Y q V pY q

˙

która jest macierzą symetryczną.
Zachodzi też

CovpX,Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q ” m11 ´ m10m01
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Twierdzenie 7. Jeśli zmienne losowe X i Y mają wartości oczekiwane,
to zmienna losowa Z “ X ` Y ma wartość oczekiwaną równą
EpX ` Y q “ EpXq ` EpY q

Dowód. Dla zmiennej losowej ciągłej przyjmijmy gpX,Y q “ X ` Y .
Wtedy

EpX ` Y q “

`8
ż

´8

`8
ż

´8

px ` yqgpx, yqdxdy

“

`8
ż

´8

xf1pxqdx `

`8
ż

´8

yf2pyqdy “ EpXq ` EpY q

Analogicznie można dowieść dla zmiennych losowych dyskretnych. ■
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Zmienne losowe wielowymiarowe

Twierdzenie 8. Jeśli zmienne losowe X i Y są niezależne i mają
wartości oczekiwane, to wartość oczekiwana iloczynu wynosi
EpXY q “ EpXqEpY q

Dowód. Dla zmiennej losowej dyskretnej mamy

EpXY q “
ÿ

i,j

xiyjpij “
ÿ

i

xiP pX “ xiq
ÿ

j

yjP pY “ yjq “ EpXqEpY q

Analogicznie można dowieść dla zmiennych ciągłych. ■
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Zmienne losowe wielowymiarowe
Momenty centralne dowolnego rzędu zmiennych wielowymiarowych mogą
być wyrażone przez momenty zwykłe. W szczególności dla momentów
rzędu drugiego zachodzi:

µ20 “ m20 ´ m2
10

µ02 “ m02 ´ m2
01

µ11 “ m11 ´ m10m01

co można zapisać równoważnie jako

V pXq “ EpX2q ´ rEpXqs2

V pY q “ EpY 2q ´ rEpY qs2

CovpX,Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q

Ostatnia zależność wynika wprost z definicji kowariancji i powyższych
twierdzeń:

CovpX,Y q “ E rpX ´ m10qpY ´ m01qs “ EpXY ´Xm01´Y m10`m10m01q “ EpXY q´EpXqEpY q
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Zmienne losowe wielowymiarowe
Wniosek. Dla niezależnych zmiennych losowych kowariancja wynosi zero.
W istocie, dla niezależnych zmiennych X i Y zachodzi
EpXY q “ EpXqEpY q, zatem z powyższej zależności dostajemy, że
µ11 ” CovpX,Y q “ 0.

Kowariancja jest zatem indykatorem niezależności zmiennych losowych.

Wniosek. Dla niezależnych zmiennych losowych zachodzi

V pX ˘ Y q “ V pXq ` V pY q

Istotnie, mamy, że

V pX ` Y q “ E
”

`

pX ` Y q ´ EpX ` Y q
˘2

ı

“ E
„

´

`

X ´ EpXq
˘

`
`

Y ´ EpY q
˘

¯2
ȷ

“ V pXq ` V pY q ` 2CovpX,Y q

Dla zmiennych niezależnych kowariancja się zeruje, skąd teza.
Podobnie dla X ´ Y .
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V pX ˘ Y q “ V pXq ` V pY q

Istotnie, mamy, że

V pX ` Y q “ E
”

`

pX ` Y q ´ EpX ` Y q
˘2

ı

“ E
„

´

`

X ´ EpXq
˘

`
`

Y ´ EpY q
˘

¯2
ȷ

“ V pXq ` V pY q ` 2CovpX,Y q

Dla zmiennych niezależnych kowariancja się zeruje, skąd teza.
Podobnie dla X ´ Y .
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Funkcje charakterystyczne
Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X to funkcja zmiennej
t P R:

φptq “ E
`

eitX˘

Dla zmiennej losowej dyskretnej:

φptq “
ÿ

k

eitxkpk

Dla zmiennej losowej ciągłej:

φptq “

`8
ż

´8

eitxfpxqdx

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej ciągłej jest zatem transformatą
Fouriera gęstości prawdopodobieństwa. Zachodzi φp0q “ 1.
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Funkcje charakterystyczne
n-ta pochodna funkcji charakterystycznej:

φpnqptq “ in
`8
ż

´8

xneitxfpxqdx

podstawiając t “ 0:

φpnqp0q “ in
`8
ż

´8

xnfpxqdx “ inmn

skąd można uzyskać n-ty moment zwykły poprzez

mn “
1

in
φpnqp0q

W szczególności, wariancja to

V pXq “ ´φ2p0q `
“

φ1p0q
‰2
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Funkcje charakterystyczne

Twierdzenie 9. Jeśli φptq jest funkcją charakterystyczną zmiennej
losowej X to funkcja charakterystyczna φY ptq zmiennej losowej
Y “ aX ` b wynosi

φY ptq “ eitbφpatq

Dowód. Ponieważ EpcXq “ cEpXq, to

φY ptq “ E
´

eitpaX`bq
¯

“ eitbE
`

eitaX˘

“ eitbφpatq

■

Przykład. Weźmy rozkład dwupunktowy:
P pX “ 1q “ p, P pX “ 0q “ q. Wtedy wprost z definicji mamy

φptq “ eit1p ` eit0q “ eitp ` q
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Funkcje charakterystyczne

Przykład. Weźmy rozkład dwumianowy, P pX “ kq “

n
ÿ

k“0

Ck
np

kqn´k.

Korzystając z definicji funkcji charakterystycznej oraz wzoru na dwumian
Newtona otrzymujemy

φptq “

n
ÿ

k“0

eitkCk
np

kqn´k “

n
ÿ

k“0

Ck
n

`

eitp
˘k

qn´k “
`

eitp ` q
˘n

Teraz można łatwo policzyć wartość przeciętną rozkładu dwumianowego:

φ1ptq “ n
`

eitp ` q
˘n´1 ipeit

EpXq “
φ1p0q

i
“ n pp ` qq

n´1 p “ np

Podobnie można uzyskać wyrażenie na wariancję.
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Funkcje charakterystyczne

Przykład. Wyznaczymy funkcję charakterystyczną rozkładu normalnego
N pµ, σq.
Zaczniemy od standardowego rozkładu normalnego.

φXptq “
1

?
2π

`8
ż

´8

eitxe´x2

2 dx “
1

?
2π

`8
ż

´8

e´
px´itq2

2 e´ t2

2

“

7

7

7

7

x ´ it “ u
dx “ du

?

?

?

?

“ e´ t2

2
1

?
2π

`8
ż

´8

e´u2

2 du “ e´ t2

2

Zmienna niestandaryzowana Y ze zmienną standaryzowaną X jest
związana zależnością Y “ σX ` µ, otrzymujemy zatem

φY ptq “ eitµφXpσtq “ eitµe´σ2t2

2 “ eitµ´σ2t2

2
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Funkcje charakterystyczne

Twierdzenie 10. Funkcja charakterystyczna sumy dwóch niezależnych
zmiennych losowych X “ X1 ` X2 jest równa iloczynowi funkcji
charakterystycznych tych zmiennych.

Dowód. Korzystając z twierdzenia o wartości oczekiwanej iloczynu
zmiennych losowych dostajemy

E
`

eitX˘

“ E
´

eitpX1`X2q
¯

“ E
`

eitX1eitX2
˘

“ E
`

eitX1
˘

E
`

eitX2
˘

■
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Funkcje charakterystyczne

Przykład. Znaleźć rozkład sumy dwóch zmiennych losowych
o rozkładach normalnych Xi „ N pµi, σiq, i “ 1, 2.

E
`

eitX˘

“ E
`

eitX1
˘

E
`

eitX2
˘

“ eitµ1´
σ2
1t

2

2 eitµ2´
σ2
2t

2

2

“ exp

„

itpµ1 ` µ2q ´
pσ2

1 ` σ2
2qt2

2

ȷ

Otrzymana funkcja charakterystyczna ma postać funkcji
charakterystycznej rozkładu Gaussa N pµ, σq, gdzie µ “ µ1 ` µ2,

σ “

b

σ2
1 ` σ2

2.
Czyli zmienna losowa będąca sumą zmiennych normalnych też jest
zmienną normalną.
Wynik ten łatwo się uogólnia na przeliczalną sumę zmiennych
normalnych.
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Funkcja generująca momenty
Moment generating function, MGF

Bardzo podobnie do funkcji charakterystycznej φptq formułuje się MGF
zmiennej losowej X:

MXptq “ E
`

etX
˘

Przypomnienie: φXptq “ E
`

eitX˘

UWAGA!
Funkcja charakterystyczna φXptq istnieje zawsze (ponieważ
ˇ

ˇeitX
ˇ

ˇ “ 1);
MGF MXptq niekoniecznie — np. dla rozkładu Cauchy’ego zachodzi
E

`

etX
˘

“ 8 dla t ‰ 0.

MGF, jak nazwa wskazuje, pozwala uzyskać momenty wprost:

mn “ M
pnq

X p0q

Pewnego rodzaju zaletą MGF względem funkcji charakterystycznej jest brak
operowania na liczbach zespolonych.
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Funkcja generująca momenty
Moment generating function, MGF

Jeśli MGF istnieje, to jest związany z φptq związkiem

Mptq “ φp´itq

ponieważ
φp´itq “ E

´

eip´itqX
¯

“ E
`

etX
˘

“ Mptq

Przykład. Mamy dla rozkładu Gaussa N pµ, σq:

φptq “ exp

„

itpµ1 ` µ2q ´
pσ2

1 ` σ2
2qt2

2

ȷ

Zamieniając zatem t Ñ ´it:

Mptq “ exp

„

´tpµ1 ` µ2q `
pσ2

1 ` σ2
2qt2

2

ȷ
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