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Dwuwymiarowe zmienne losowe

@ Niech X i Y beda zmiennymi losowymi, niekoniecznie okreslonymi na
tej samej przestrzeni probabilistycznej. Pare (X,Y") nazywamy
dwuwymiarowa (2D) zmienng losowa (lub 2D wektorem losowym),
a X iY jego wspétrzednymi.
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Dwuwymiarowe zmienne losowe

@ Niech X i Y beda zmiennymi losowymi, niekoniecznie okreslonymi na
tej samej przestrzeni probabilistycznej. Pare (X,Y") nazywamy
dwuwymiarowa (2D) zmienng losowa (lub 2D wektorem losowym),
a X iY jego wspétrzednymi.

o taczny rozkfad prawdopodobienstwa 2D zmiennej losowej dany
jest wzorem

Pxy(A)=Pe:(X(e),Y(e)) € A)
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Dwuwymiarowe zmienne losowe

@ Niech X i Y beda zmiennymi losowymi, niekoniecznie okreslonymi na
tej samej przestrzeni probabilistycznej. Pare (X,Y") nazywamy
dwuwymiarowa (2D) zmienng losowa (lub 2D wektorem losowym),
a X iY jego wspétrzednymi.

o taczny rozkfad prawdopodobienstwa 2D zmiennej losowej dany
jest wzorem

PX’y(A) = P(e : (X(e),Y(e)) S A)

e Dystrybuanta 2D zmiennej losowej to funkcja F' zmiennych
losowych (X,Y), ktéra dla kazdej pary liczb rzeczywistych (x,7) € R?
przyjmuje wartosci réwne prawdopodobiefistwu zdarzenia polegajacego
na tym, ze zmienna losowa X przyjmie warto$¢ nie wieksza niz x
i zmienna losowa Y przyjmie warto$¢ nie wieksza niz y:

Fxy(z,y) = P(X <,Y <y)
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

@ 2D zmienna losowa (X,Y") jest typu dyskretnego gdy przyjmuje co
najwyzej przeliczalng liczbe wartosci (x;,y;) dla i, j € N, kazda
z prawdopodobienstwem

P(X =2,Y = y;) = pij
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

@ 2D zmienna losowa (X,Y") jest typu dyskretnego gdy przyjmuje co
najwyzej przeliczalng liczbe wartosci (z;,y;) dla i, j € N, kazda
z prawdopodobienstwem

P(X =2;,Y =y;) = pij

o Ciag wartosci p;; stanowi funkcje prawdopodobiefistwa 2D zmienne;j
losowej dyskretnej. Mozna go przedstawi¢ w postaci tzw. tablicy

dwudzielnej:
X Y Y1 Y2 Yn Pi.
X1 P11 P12 Pin Pi,
X2 P21 P22 P2n P2,
Xm Pm1 Pm2 Pmn Pm,
P.k P.1 .2 P.n 1
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

o Funkcja

P(X = ;) = pie = Zpij

J

gdzie i € N, wyznacza rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowe;
X, nazywany rozktadem brzegowym zmiennej losowej X
w rozktadzie 2D zmiennej losowej (X,Y).
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

o Funkcja
P(X =) = pie = Y _pij
J

gdzie i € N, wyznacza rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowe;
X, nazywany rozktadem brzegowym zmiennej losowej X
w rozktadzie 2D zmiennej losowej (X,Y).

@ Podobnie, rozktad brzegowy zmiennej losowej Y okreslony jest jako

P(Y = Pej = Zpu
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

o Funkcja
P(X =) = pie = Y _pij
J

gdzie i € N, wyznacza rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowe;
X, nazywany rozktadem brzegowym zmiennej losowej X
w rozktadzie 2D zmiennej losowej (X,Y).

@ Podobnie, rozktad brzegowy zmiennej losowej Y okreslony jest jako

P(Y = Pej = Zpu

@ Zachodzi tez pee = Z Zpij =1.

v g
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

o Dystrybuanty rozktadéw brzegowych zmiennych losowych,
odpowiednio X i Y, to

Fl(x) = Zpio

x; <x

Fy(y) = Y pej

Y <Y
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

o Dystrybuanty rozktadéw brzegowych zmiennych losowych,
odpowiednio X i Y, to

Fl(x) = Zpio

x; <x

Fy(y) = Y pej

Y <Y

@ Niech Vj : po; > 0. Witedy

P(X =ai]Y =y =22
poj
okresla rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X przy
ustalonej wartosci zmiennej losowej Y. Nazywany jest rozktadem
warunkowym zmiennej losowej X pod warunkiem, ze Y przyjmie
ustalong wartos¢ y;.
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

@ Podobnie, jesli Vi : p;e > 0 to

p’Lj

Die

P(Y =y;| X =) =

okresla rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej Y przy
warunku, ze X przyjmie ustalong wartos¢ ;.
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (dyskretne)

@ Podobnie, jesli Vi : p;e > 0 to

p’Lj

Die

P(Y =y;| X =) =

okresla rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej Y przy
warunku, ze X przyjmie ustalong wartos¢ ;.

@ Dystrybuanty rozktadéw warunkowych:

(@ly) = PX <alY =yp) = 3 0 24
x1<x
pij

F(ylz;) = P(Y <y|X =2;) = ;
10

Yy
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

@ 2D zmienna losowa (X,Y") jest typu ciagtego gdy istnieje taka
funkcja f(x,y) = 0, ze dla kazdego A € R? faczny rozkfad
prawdopodobiefistwa jest dany wyrazeniem

P((X,Y)e A)=Pxy(A) = // f(z,y)dzdy
A
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

@ 2D zmienna losowa (X,Y") jest typu ciagtego gdy istnieje taka
funkcja f(x,y) > 0, ze dla kazdego A € R? taczny rozktad
prawdopodobiefistwa jest dany wyrazeniem

P((X,Y)e A)=Pxy(A) = //f(x,y)dxdy
A

@ Funkcja f(z,y) jest gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej losowej
(X,Y).
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

@ 2D zmienna losowa (X,Y") jest typu ciagtego gdy istnieje taka
funkcja f(x,y) > 0, ze dla kazdego A € R? taczny rozktad
prawdopodobiefistwa jest dany wyrazeniem

P((X,Y)e A)=Pxy(A) = //f(x,y)dxdy
A

@ Funkcja f(z,y) jest gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej losowej
(X,Y).

o W szczegélnosci, jesli A jest prostokatem, tj.
A={(z,y) o1 <z <z Ayr <y <y}

to
Y2 T2

P($1<X§$2,y1<Y<y2)=//f($7y)dl’dy

Y1 z1
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

e Dystrybuanta 2D zmiennej losowej ciagfej wyraza sie wzorem:

Flz,y) = /y / £(u, v)dudv

—00 —O0

Wynika z tego, ze
O*F(z,y)

flz,y) = 92y
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

e Dystrybuanta 2D zmiennej losowej ciagfej wyraza sie wzorem:

Flz,y) = /y / £(u, v)dudv

—00 —O0

Wynika z tego, ze
O*F (z,y)

@ Gestosci brzegowe zmiennych losowych X, Y to, odpowiednio:

+oo
mmz/f@w@

—+o00
mwsz@wm
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

o Dystrybuanty brzegowe:

400

Fi(z) = F(x, +00) //fuvdudv—/ﬁ

—00 —O0

Y

Fy(y) = F(400,y) = //fuvdudv—/fg

—00 —00
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

o Gestos¢ rozktadu warunkowego zmiennej losowej X pod warunkiem
Y okreslona jest nastepujaco:

flaly) = fx.y)

f2(y)
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

o Gestos¢ rozktadu warunkowego zmiennej losowej X pod warunkiem
Y okreslona jest nastepujaco:
fz,y)

f(m}y) N f2(y)

o Dystrybuanta tego rozktadu warunkowego wynosi

T

Fzly) = / f(U\y)du—f;y) / ()

—0o0
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Dwuwymiarowe zmienne losowe (ciggte)

o Gestos¢ rozktadu warunkowego zmiennej losowej X pod warunkiem
Y okreslona jest nastepujaco:
fz,y)

f(m}y) N f2(y)

o Dystrybuanta tego rozktadu warunkowego wynosi

Fzly) = / f(U\y)du—f;y) / ()

@ Podobnie dla zmiennej losowej Y pod warunkiem X:

_ fl=z,y)
f(y\:v) B fi(z)

F(y‘x): /f(v}m)dv:fjl‘) /f(m,v)dv

[e.9]
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych

@ Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne jesli dla dowolnych zbioréw
Ax i Ay okreslonych na R, niezalezne sg zdarzenia losowe
{e: X(e)e Ax}i{e:Y(e) € Ay }:

P(e: X(e) e Ax,Y(e) e Ay)=P(e: X(e) € Ax)P(e:Y(e) € Ay)
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych

@ Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne jesli dla dowolnych zbioréw
Ax i Ay okreslonych na R, niezalezne sg zdarzenia losowe
{e: X(e)e Ax}i{e:Y(e) € Ay }:

P(e: X(e) e Ax,Y(e) e Ay)=P(e: X(e) € Ax)P(e:Y(e) € Ay)

@ Zmienne losowe typu dyskretnego sa zatem niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy

P(X =2;,Y =y;) = P(X =2;) P(Y = yj) © Dij = DieDej, 1,j €N
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych

@ Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne jesli dla dowolnych zbioréw
Ax i Ay okreslonych na R, niezalezne sg zdarzenia losowe

{e: X(e)e Ax}i{e:Y(e) € Ay }:
P(e: X(e) e Ax,Y(e) e Ay)=P(e: X(e) € Ax)P(e:Y(e) € Ay)

@ Zmienne losowe typu dyskretnego sa zatem niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy

P(X =;,Y = y;) = P(X = 2;)P(Y = y;) < Dij = DieDej, i,j €N
@ Zmienne losowe typu ciagtego s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x,y) = fi(z)fa(y)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 6 11/23



Niezaleznos¢ zmiennych losowych

@ Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne jesli dla dowolnych zbioréw
Ax i Ay okreslonych na R, niezalezne sg zdarzenia losowe

{e: X(e)e Ax}i{e:Y(e) € Ay }:
P(e: X(e) e Ax,Y(e) e Ay)=P(e: X(e) € Ax)P(e:Y(e) € Ay)

@ Zmienne losowe typu dyskretnego sa zatem niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy

P(X =;,Y = y;) = P(X = 2;)P(Y = y;) < Dij = DieDej, i,j €N
@ Zmienne losowe typu ciagtego s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x,y) = fi(z)fa(y)

@ Warunkiem koniecznym i wystarczajacym niezaleznosci jest réwniez

F(x,y) = Fi(z)F2(y)
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych

e Réwnowaznie, niezaleznos¢ zmiennych dyskretnych X i Y mozna
zadaé przez warunek

P(X = x]Y =y;) = pie lub P(Y =y;j|X = 2;) = pa;
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych

e Réwnowaznie, niezaleznos¢ zmiennych dyskretnych X i Y mozna
zadaé przez warunek

P(X = x]Y =y;) = pie lub P(Y =y;j|X = 2;) = pa;
@ za$ niezaleznos¢ zmiennych ciggtych przez
flzly) = fi(z) b f(ylz) = faly)

co z kolei mozna wyrazi¢ réwnowaznie jako

F(zly) = Fi(z) lub F(ylz) = Fa(y)
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych

Twierdzenie 1. Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne, to ich funkcje
U=g(X)iV =h(Y) réwniez s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi.
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych

Twierdzenie 1. Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne, to ich funkcje
U=g(X)iV =h(Y) réwniez s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Dowdéd.
Przyjmijmy A, B C R.
Mamy, ze

{e:Ule) € A} = {e: g(X(e) € A} = {e: X(e) € g (A)}
{e:V(e)e By ={e:h(Y(e)) € By ={e:Y(e) € "1 (B)}
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych

Twierdzenie 1. Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne, to ich funkcje
U=g(X)iV =h(Y) réwniez s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Dowdéd.
Przyjmijmy A, B C R.
Mamy, ze
{e:U(e) e A} ={e:g(X(e)) € A} ={e: X(e) € g 1(A)}
{e:V(e)e By ={e:h(Y(e)) € By ={e:Y(e) € "1 (B)}
Korzystajac z niezaleznosci X i Y:
PUcAVeEB) = P(Xecg'(A), Yy eh {(B))
— P(X g \(A)PY € h"\(B))
= P(U € A)P(V € B)
|
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Przykfad. Z talii 52 kart wyciggamy 1 karte. Niech X przyjmuje
wartosci réwne liczbie wylosowanych aséw, zas Y przyjmuje wartosci
réwne liczbie wylosowanych pikéw.

© Wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej (X, Y).

@ Czy zmienne X i Y s3 niezalezne?

© Wyznaczy¢ dystrybuante rozktadu brzegowego zmiennej Y.
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Rozwiazanie.

@ Poniewaz losujemy tylko 1 karte, zmienne X i Y moga przyjmowac
tylko 2 wartosci; przyjmijmy, ze 0 lub 1. Tablica dwudzielna ma postaé¢:

X(as) Y(pik) y1=0 y>=1 Pi.
%1=0 36/52 12/52 Po=48/52
%=1 3/52 1/52 pL= 4/52

Puk P.0=39/52 p.1=13/52 1
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Rozwiazanie.

@ Poniewaz losujemy tylko 1 karte, zmienne X i Y moga przyjmowac
tylko 2 wartosci; przyjmijmy, ze 0 lub 1. Tablica dwudzielna ma postaé¢:

X(as) Y(pik) y1=0 y>=1 Pi,
x1=0 36/52 12/52 p0.=48/52
X>=1 3/52 1/52 p1=4/52
Puk P.0=39/52 p.1=13/52 1
© Z powyzszego mamy, ze
B % 48 39 B E 48 13
Pboo = 52 52 52 = P0ePe0 Po1 = 52 52 52 = PoePel
B 3 4 39 B i 4 13
b1io = 52 52 52 = PleDe0 P11 = 52 52 52 = PleDel

wiec zmienne X i Y s3 niezalezne.
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© Rozktad brzegowy zmiennej Y jest dwupunktowy o wartosciach
39 .13

52 ' 52

Jego dystrybuanta to

0 y<0
Fy(y) B 0<y<<1
1 y>1
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y") bedzie przeksztatcona
w dwuwymiarowa zmienna (U, Us) za pomoca wzajemnie jednoznacznych
przeksztatcen ciagtych:

Ur = q(X,Y), Uz = g2(X,Y)

o ciagtych pochodnych czastkowych wzgledem x i 3. Niech jakobian
powyzszego przeksztatcenia bedzie rézny od zera w prostokacie a < X < b,
c<Y <d.
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y") bedzie przeksztatcona
w dwuwymiarowa zmienna (U, Us) za pomoca wzajemnie jednoznacznych
przeksztatcen ciagtych:

Ur = q(X,Y), Uz = g2(X,Y)

o ciagtych pochodnych czastkowych wzgledem x i 3. Niech jakobian
powyzszego przeksztatcenia bedzie rézny od zera w prostokacie a < X < b,
c<Y <d.

Oznaczmy przez hy = gfl i ho = ggl przeksztatcenia odwrotne, tj.

X = hl(U17 U2)7 Y = h2(U17 U2)
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y") bedzie przeksztatcona
w dwuwymiarowa zmienna (U, Us) za pomoca wzajemnie jednoznacznych
przeksztatcen ciagtych:

Ur = q(X,Y), Uz = g2(X,Y)
o ciagtych pochodnych czastkowych wzgledem x i 3. Niech jakobian
powyzszego przeksztatcenia bedzie rézny od zera w prostokacie a < X < b,
c<Y <d.
Oznaczmy przez hy = gfl i ho = ggl przeksztatcenia odwrotne, tj.

X = hy (U1, Us), Y = ho(Ur,Us)

Jakobian przeksztatcenia odwrotnego:

Oz Oz

8’LL1 aug
J = det

9y 9y

ouq Ouso
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y") bedzie przeksztatcona
w dwuwymiarowa zmienna (U, Us) za pomoca wzajemnie jednoznacznych
przeksztatcen ciagtych:

Ur = q(X,Y), Uz = g2(X,Y)

o ciagtych pochodnych czastkowych wzgledem x i 3. Niech jakobian
powyzszego przeksztatcenia bedzie rézny od zera w prostokacie a < X < b,
c<Y <d.
Oznaczmy przez hy = gfl i ho = ggl przeksztatcenia odwrotne, tj.

X = hy (U1, Us), Y = ho(Ur,Us)

Jakobian przeksztatcenia odwrotnego:

Oz Oz

8’LL1 aug
J = det

9y 9y

ouq Ouso

Jakobian J jest skonczony i ciagty w obszarze S ptaszczyzny (u1,us),
w ktory przeksztatcony jest prostokat a < X < b, ¢ <Y < d.
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Poprzez zmiane zmiennych w catce mamy:

b d
Pla< X <bec<Y <d) = / /fx,y(x,y)dy dz
Cc

a

- / Froy [ (s, uz), ho(ur, uz)] | J|durdus
S

= / Jo v, (w1, ug)dugdug
S
= P((Ul,UQ) (S S)
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Poprzez zmiane zmiennych w catce mamy:

b d
Pla< X <bec<Y <d) = / /fx,y(x,y)dy dz
Cc

a

- / Froy [ (s, uz), ho(ur, uz)] | J|durdus

S
= // Jo v, (w1, ug)dugdug
S

= P((Ul,UQ) S S)
Zatem dwuwymiarowy rozktad zmiennych U; i U, przyjmuje postaé:

fui, o, (ur,u2) = fxy[hi(ur,uz), hao(ur, uz)]|J|
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Zadanie: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X, Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Zadanie: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X, Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7
Rozwigzanie: Niech U1 = X 4+ Y, Uy =Y. Wtedy X = Uy — Uy,

Y = U,. Dla takiej transformacji modut jakobianu wynosi |J| = 1.
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Zadanie: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X, Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7

Rozwigzanie: Niech U1 = X 4+ Y, Uy =Y. Wtedy X = Uy — Uy,

Y = U,. Dla takiej transformacji modut jakobianu wynosi |J| = 1. Rozktad
wspélny zmiennych (Uy, Us) wynosi

fuv, (w1, u2) = fx ylr(ur, ua), y(ur, u2)] |J]| = fx(u1 — ua) fy (u2)
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Zadanie: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X, Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7
Rozwigzanie: Niech U1 = X 4+ Y, Uy =Y. Wtedy X = Uy — Uy,
Y = U,. Dla takiej transformacji modut jakobianu wynosi |J| = 1. Rozktad
wspélny zmiennych (Uy, Us) wynosi

foros (ur, u2) = fxyle(ur, ug), y(ur, u)l | J] = fx (w1 — u2) fy (u2)
Rozktad zmiennej U; jest rozktadem brzegowym rozktadu wspdlnego
(Ul, UQ)Z

1

foi=x+v(u1) = / Ix(u1 —u2) fy (ug)dug = /fx(ul — ug)dus

0

gdzie skorzystalismy z faktu, ze fy 20 dla 0 < wug < 1.
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Zadanie: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X, Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7

Rozwigzanie: Niech U1 = X 4+ Y, Uy =Y. Wtedy X = Uy — Uy,

Y = U,. Dla takiej transformacji modut jakobianu wynosi |J| = 1. Rozktad
wspélny zmiennych (Uy, Us) wynosi

fuv, (w1, u2) = fx ylr(ur, ua), y(ur, u2)] |J]| = fx(u1 — ua) fy (u2)

Rozktad zmiennej U; jest rozktadem brzegowym rozktadu wspdlnego
(Ul, UQ)Z

1

foi=x+v(u1) = / Ix(u1 —u2) fy (ug)dug = /fx(ul — ug)dus

0

gdzie skorzystalismy z faktu, ze fy # 0 dla 0 < uy < 1. Funkcja
podcatkowa jest niezerowa dla 0 < u; — us < 1, czyli wewnatrz
réwnolegtoboku ug < ug, ug > up — 1, w ktérym fx(u; —ug) = 1.
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Rozbija nam to catke na dwie:

Lo ;
o 0.8 E
/duQ =y dla u; € [0, 1] ook
0 - 04 i
1 o2f E
/ dU2 =2 (75} dIa up € (1, 2] ‘mo.o 0.5 ilo ifﬁ :.Ii_}
ur—1 "
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Rozbija nam to catke na dwie:

Lo ;
b os :
/duQ =y dla u; € [0, 1] ook
1 02f
/ dus =2 — uy dla ug € (1,2] R

ur—1

Poszukiwany rozkfad prawdopodobienstwa:

oy — {1 i we0]
U;=X+y(U1) = 2—wu; dla U1€(172]

jest zatem rozktadem tréjkatnym:
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Rozbija nam to catke na dwie:

u | |
/duQ = u; dla uy € [0,1] ::
1 02f
/ dus = 2 — uy dla u; € (1,2] T ss B A s
uy—1 B
Poszukiwany rozkfad prawdopodobienstwa: firy
foi=x4v(u1) = { gl_ " jiz Zi 2 E[i: 12]] 1

jest zatem rozktadem tréjkatnym:
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Podobnie mozna obliczy¢ rozktady réznicy X — Y, iloczynu XY, ilorazu
X/Y, pierwiastka VX, kwadratu X2, réznicy kwadratéow (X — Y)2 itd.
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Funkcje 2D zmiennych losowych

Podobnie mozna obliczy¢ rozktady réznicy X — Y, iloczynu XY, ilorazu
X/Y, pierwiastka VX, kwadratu X2, réznicy kwadratéow (X — Y)2 itd.

Fxoy(u) = / Pt + uz) fy (us)duz

Fry (u) = / fx (;‘;) fy<u2>|u12,du2

fX/Y(Ul):/fX(U1U2)fY(U2)|U2|dU2
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Funkcje wielowymiarowych zmiennych losowych

@ Niech X = (X1, X»,...,X,,) bedzie n-wymiarowa zmienna losowa.
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Funkcje wielowymiarowych zmiennych losowych

@ Niech X = (X1, X»,...,X,,) bedzie n-wymiarowa zmienna losowa.
@ Rozktad wspdlny X okresla funkcja:

fx(xy,...,zn) >0 /fx(:nl,...,a:n)dxl--dxn:1
RTL

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 6 22 /23



Funkcje wielowymiarowych zmiennych losowych

@ Niech X = (X1, X»,...,X,,) bedzie n-wymiarowa zmienna losowa.
@ Rozktad wspdlny X okresla funkcja:

fx(xy,...,zn) >0 /fx(:nl,...,a:n)dxl--dxn:1
RTL

@ Transformacje wielowymiarowe:

U=(U1,....Un) =9(X) & X=hn(U)=g4'(U)
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Funkcje wielowymiarowych zmiennych losowych

@ Niech X = (X1, X»,...,X,,) bedzie n-wymiarowa zmienna losowa.
@ Rozktad wspdlny X okresla funkcja:

fx(xy,...,zn) >0 /fx(:rl,...,xn)dxl--dxn:1
RTL

@ Transformacje wielowymiarowe:
U= (U,...,.U,) =¢g(X) & X=nhr(U)=g}YU)
@ Rozktad wspdélny nowych zmiennych:
fului,...,un) = fx(h1(U),..., hy(U)) - |J|

gdzie J = det (H) jest jakobianem transformacji odwrotnej.
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Funkcje wielowymiarowych zmiennych losowych

@ Rozktad brzegowy zmiennej losowej U; uzyskujemy przez catkowanie
po pozostatych zmiennych:

fUi (uz) = / . fU(ul, ey un) du1 cee dui_l dui_H s dun
Rn—=
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Funkcje wielowymiarowych zmiennych losowych

@ Rozktad brzegowy zmiennej losowej U; uzyskujemy przez catkowanie
po pozostatych zmiennych:

fUi (uz) = / . fU(ul, ey un) du1 cee dui_l dui_H s dun
Rn—=

@ Rozktady warunkowe dla podzbioru zmiennych U4 przy ustalonych
Ugp:

_ fu(ug,up)
fuas(ua fug) = J fu(va,up)dva
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Funkcje wielowymiarowych zmiennych losowych

@ Rozktad brzegowy zmiennej losowej U; uzyskujemy przez catkowanie
po pozostatych zmiennych:

fUi (uz) = / . fU(ul, ey un) du1 cee dui_l dui_H s dun
Rn—=

@ Rozktady warunkowe dla podzbioru zmiennych U4 przy ustalonych

Upg:
fu(ua,up)
f uy [up) =
uaup(ua | us) J fu(va,up)dva
o Jesli zmienne X1, ..., X, sa niezalezne, to dowolne funkcje

U; = ¢i(X;) pozostaja niezalezne.
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