Statystyka i rachunek prawdopodobienstwa
Woyktad 5: Funkcje zmiennych losowych

Mariusz Tarnopolski

Instytut Astronomii UMK

Statystyka ©2026

W e
I“.l
N

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 5



Funkcje zmiennych losowych ciggtych

Motywacja

Wyobrazmy sobie, ze V' to zmienna losowa reprezentujaca predkos¢ v
czasteczek gazu. Te predkosci maja jakis (np. Maxwella-Boltzmanna)
rozktad prawdopodobienistwa fi/(v).
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Motywacja

Wyobrazmy sobie, ze V' to zmienna losowa reprezentujaca predkos¢ v
czasteczek gazu. Te predkosci maja jakis (np. Maxwella-Boltzmanna)
rozktad prawdopodobienistwa fi/(v).

Jesli chcemy pozna¢ rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej bedacej

energia kinetyczng czasteczek K = imVQ, to musimy sie dowiedzie¢ jaki

jest rozktad kwadratu predkosci.
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czasteczek gazu. Te predkosci maja jakis (np. Maxwella-Boltzmanna)
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Jesli chcemy pozna¢ rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej bedacej

energia kinetyczng czasteczek K = imVQ, to musimy sie dowiedzie¢ jaki
jest rozktad kwadratu predkosci.

Przyktady gdy jest to uzyteczne:

. . . 3
@ energia kinetyczna jako miara temperatury: (K) = §kBT
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

Motywacja

Wyobrazmy sobie, ze V' to zmienna losowa reprezentujaca predkos¢ v
czasteczek gazu. Te predkosci maja jakis (np. Maxwella-Boltzmanna)
rozktad prawdopodobienistwa fi/(v).

Jesli chcemy pozna¢ rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej bedacej

energia kinetyczng czasteczek K = imVQ, to musimy sie dowiedzie¢ jaki
jest rozktad kwadratu predkosci.

Przyktady gdy jest to uzyteczne:

. . ) 3
@ energia kinetyczna jako miara temperatury: (K) = §kBT
@ tempo reakcji chemicznych k (Aarhenius) zalezy od frakgji czasteczek
(e e}

o energii przekraczajacych energie aktywacji Ey: k / frx(K)dK,
Ey

E
skad dla rozktadu Maxwella-Boltzmanna k o exp (—ﬁ)
B
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

Rozwazmy zmienng losowa X typu ciggtego wraz z jej rozktadem
prawdopodobienstwa fx (). Niech nosnikiem X bedzie przedziat [z, z2]
(dopuszczamy, by z; = +00).
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

Rozwazmy zmienng losowa X typu ciggtego wraz z jej rozktadem
prawdopodobienstwa fx (). Niech nosnikiem X bedzie przedziat [z, z2]

(dopuszczamy, by z; = +00).

Q.z,P) —X
(QA Ly, Pr)

Niech ¢ bedzie funkcja klasy C!
przeksztatcajaca zmienng X
w zmienng Y.

Rozwazymy dwa przypadki.
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

(a) Niech Y = g(X) : g /. Wtedy tez g~ . Mamy zatem dystrybuante

Fy)=PY<y)=PX)<y)=P(X<g '(y)=Fx(9'W®)
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

(a) Niech Y = g(X) : g /. Wtedy tez g~ . Mamy zatem dystrybuante
Fy(y)=P(Y <y)=Pg(X)<y) =P (X <g '(y) = Fx (9 (v))

skad obliczymy

d

@) =F @) =—Fx (g7 W) = fx (67 v))

" —g ()
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

(b) Jesli g\, to g~1\,. Mamy zatem dystrybuante

Fry)=PY <y)=PgX)<y)=P (X =g '(y) =1-Fx (¢ ' ()
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

(b) Jesli g\, to g~1\,. Mamy zatem dystrybuante

skad obliczymy

) = R = =3 P (o7 ) = ~fx (o7 0) 3
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

(b) Jesli g\, to g~1\,. Mamy zatem dystrybuante
Fy(y)=P(Y <y)=PgX)<y)=P(X2g '(y) =1-Fx (g7 (v))

skad obliczymy

d d

fr () =F(y) = —ax (97 (W) = —fx (97 (¥)) &

97 ()
taczac przypadki (a) i (b) dostajemy

o) = fx (62 ) ]fyg—%y))

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykfad 5



Funkcje zmiennych losowych ciggtych

(b) Jesli g\, to g~1\,. Mamy zatem dystrybuante
Fy(y)=P(Y <y)=PgX)<y)=P(X2g '(y) =1-Fx (g7 (v))

skad obliczymy

d

fr () =F(y) = —ax (97 (W) = —fx (97 (¥)) dfyg‘l(y)

taczac przypadki (a) i (b) dostajemy

o) = fx (62 ) ]fyg—%y)}

Jesli g nie jest Scisle monotoniczna w catym przedziale [z1, 23], to mozna
ja rozwaza¢ osobno w podprzedziatach, w ktérych jest monotoniczna.
Wtedy funkcje zmiennej losowej mozna obliczy¢ wg powyzszego wzoru

w kazdym z tych podprzedziatéw z osobna.
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

Przyktad. Niech X ma rozktad U( 5 2) Rozwazmy Y = tan X.

Mamy y = tanx € (—00,0), zatem x = arctanvy, czyli
dz 1
dy 142
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

Przyktad. Niech X ma rozktad U( 5 2) Rozwazmy Y = tan X.

Mamy y = tanx € (—00,0), zatem x = arctanvy, czyli
dz 1
dy 1492
skad
dx 1
fr(y) = fx(@ ) Py )

co jest nazywane rozkfadem Cauchy ego.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 5



Funkcje zmiennych losowych ciggtych

Przyktad. Niech X ma rozktad U( 5 2) Rozwazmy Y = tan X.

Mamy y = tanx € (—00,0), zatem x = arctanvy, czyli
dz 1
dy 1492
e Felw) = Fx (@) |5 = =
YW m(1+y?)
co jest nazywane rozktadem Cauchy’ego.
Rozktad X — transformacja — rozktad Y
0.4 0.4r
0.3 = ° 0.3
= c S
= 0.2 }I_,‘I‘ 0 3 0.2
0.1 { s 0.1
0
-2 -1 0 1 2 0 0'0—3—2—1 0123

X y
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Funkcje zmiennych losowych ciggtych

Przykfad. Niech zmienna losowa X ma rozktad fx(z) =1 — |z|, gdzie
|z| < 1. Znalez¢ rozktad zmiennej Y = X2

gdzie 0 <y < 1.
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Funkcje zmiennych losowych dyskretnych

Niech Y = ¢g(X) oraz y; = g(x;). Wtedy

PY=y)= Y  PX=um)
{zizg(zi)=y;}

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykfad 5



Funkcje zmiennych losowych dyskretnych

Niech Y = ¢g(X) oraz y; = g(x;). Wtedy
PY=y)= Y  PX=um)
{wizg(zi)=y;}
Przyktad. Zmienna losowa X ma rozkfad:
x| -1 0|1 ]2
pi | 1/3]1/3|1/6|1/6
Wyznaczymy rozkfad zmiennej losowej Y = X?2.
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Funkcje zmiennych losowych dyskretnych
Niech Y = g(X) oraz y; = g(z;). Wtedy

PY=y)= Y  PX=um)
{zizg(zi)=y;}

Przyktad. Zmienna losowa X ma rozkfad:
x| -1 0|1 ]2
pi | 1/3]1/3|1/6|1/6
Wyznaczymy rozktad zmiennej losowej Y = X 2. Punkty skokowe
zmiennej Y to 0,1,4. Mamy
PY=0= ) PX=x)=PX=0)=
{z;:x?=0}

Py=1)= ¥ P(X=a)=PX=-1)+P(X =1) = %%

{zi:x?=1}
PY=4)= Y PX=z)=PX=2)=
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