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Zdarzenia niezalezne

(Przypomnienie)

© Zdarzenia A i B sa niezalezne, jesli zachodzi P(AN B) = P(A)P(B)

@ Uogdlnienie niezaleznosci: zdarzenia A1, As, ..., A, nazywamy
wzajemnie (zespotowo) niezaleznymi jesli
Vs, ki, ko, ... ks € N:2<s<n,1 <k Sn,ki;«ékj dlal%]
zachodzi

P(Ak:1 ﬂAkQ Nn... ﬂAkS) = P(Akl)P(AkQ) P(Aks)
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Zdarzenia niezalezne

(Przypomnienie)
© Zdarzenia A i B sa niezalezne, jesli zachodzi P(AN B) = P(A)P(B)
@ Uogdlnienie niezaleznosci: zdarzenia A1, As, ..., A, nazywamy
wzajemnie (zespotowo) niezaleznymi jesli
Vs, ki, ko, ... ks € N:2<s<n,1 <k Sn,ki;«ékj dlal%]
zachodzi
P(Ak:1 N AkQ Nn...N Aks) = P(Ak1) P(A]Q) s P(Aks)
Niezaleznos¢ mozna tez uja¢ nastepujaco:
Jesli dla zdarzen A i B o niezerowych prawdopodobienstwach zachodzi
P (A|B) = P(A)
lub
P (B|A) = P(B)

to zdarzenia A i B s3 niezalezne.
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Niezaleznos¢ mozna tez uja¢ nastepujaco:
Jesli dla zdarzen A i B o niezerowych prawdopodobienstwach zachodzi

P (A|B) = P(A)
lub
P(B|A) = P(B)

to zdarzenia A i B s3 niezalezne.

Praktyczna interpretacja niezaleznosci jest wiec brak wptywu zdarzenia B

na prawdopodobienstwo zdarzenia A i vice versa.
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Zdarzenia niezalezne

Przyktad Bernsteina. Trzy Sciany czworoscianu foremnego zostaty
pomalowane na Biele, czerwono i zielono, zaé czwarta éciana w paski
bieflo-czerwono-zielone. Doéwiadczenie losowe: rzucamy czworoscianem
i obserwujemy na ktérg Sciane upadt. Zdefiniujmy nastepujace zdarzenia:
e B—czworoscian upadt na sciane zawierajaca kolor biiefy;
o (C'—zawierajaca kolor czerwony;

e Z—zawierajaca kolor zielony.
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Zdarzenia niezalezne

Przyktad Bernsteina. Trzy Sciany czworoscianu foremnego zostaty
pomalowane na Biele, czerwono i zielono, zaé czwarta éciana w paski
bieflo-czerwono-zielone. Doéwiadczenie losowe: rzucamy czworoscianem
i obserwujemy na ktérg Sciane upadt. Zdefiniujmy nastepujace zdarzenia:

e B—czworoscian upadt na sciane zawierajaca kolor biiefy;

o (C'—zawierajaca kolor czerwony;

e Z—zawierajaca kolor zielony.
Zadajmy dwa pytania: czy zdarzenia B,C, Z sa

@ niezalezne parami,

@ niezalezne zespotowo?
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Zdarzenia niezalezne

Odpowiedzi.
o

P(B)P(C) = P(B)P(Z) = P(C)P(Z) = % e %

zatem B, C, Z s3 parami niezalezne.
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Zdarzenia niezalezne

Odpowiedzi.
o
P(BNC)=P(BNZ)=P(CN2Z)=
P(B) = P(C) = P(Z) = % _ %
P(B)P(C) = P(B)P(Z) = P(C)P(Z) = % . % _ %
zatem B, C, Z s3 parami niezalezne.
° 1
P(BNCN2Z)= 1
P(B)P(C)P(Z) = bl 1 £ 1

zatem B, C, Z nie s3 zespotowo niezalezne (tj. sa zalezne).
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Zdarzenia niezalezne

Niezalezno$¢ parami # niezaleznosci zespotowej
(jak pokazuje przyktad Bernsteina).

Natomiast
niezaleznos¢ zespotowa = niezaleznos¢ parami.
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Niezaleznos¢ a wykluczanie sie zdarzen losowych

Wykluczajace sie zdarzenia A i B s3:
o zalezne, gdy P(A) > 0 oraz P(B) >0
@ niezalezne, gdy P(A) =0 lub P(B) =0
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Niezaleznos¢ a wykluczanie sie zdarzen losowych

Wykluczajace sie zdarzenia A i B s3:
o zalezne, gdy P(A) > 0 oraz P(B) >0
@ niezalezne, gdy P(A) =0 lub P(B) =0

Zdarzenia niezalezne A i B moga by¢:
o wykluczajace sie, gdy A—dowolne, zas B = () lub na odwrét;
@ niewykluczajace sie, np. zdarzenia C'i Z z przyktadu Bernsteina.
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Niezaleznos¢ a wykluczanie sie zdarzen losowych

Wykluczajace sie zdarzenia A i B s3:
o zalezne, gdy P(A) > 0 oraz P(B) >0
@ niezalezne, gdy P(A) =0 lub P(B) =0

Zdarzenia niezalezne A i B moga by¢:
o wykluczajace sie, gdy A—dowolne, zas B = () lub na odwrét;
@ niewykluczajace sie, np. zdarzenia C'i Z z przyktadu Bernsteina.

Mowa jest tu o niezaleznosci statystycznej (stochastycznej), nie
przyczynowej—nie ma sensu w tym kontekscie (tj. statystycznym)
rozwazac, ktére zdarzenie zalezy od ktérego. Oczywiscie, zwigzek
przyczynowo-skutkowy moze istnie¢, ale jego rozwazanie wykracza poza
powyzsze pojecie niezaleznosci stochastyczne;j.
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Niezaleznos¢ a wykluczanie sie zdarzen losowych

Wykluczajace sie zdarzenia A i B s3:
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Mowa jest tu o niezaleznosci statystycznej (stochastycznej), nie
przyczynowej—nie ma sensu w tym kontekscie (tj. statystycznym)
rozwazac, ktére zdarzenie zalezy od ktérego. Oczywiscie, zwigzek
przyczynowo-skutkowy moze istnie¢, ale jego rozwazanie wykracza poza
powyzsze pojecie niezaleznosci stochastycznej. Np.

@ sprzedaz lodéw a liczba utonie¢ w jeziorach
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Niezaleznos¢ a wykluczanie sie zdarzen losowych

Wykluczajace sie zdarzenia A i B s3:
o zalezne, gdy P(A) > 0 oraz P(B) >0
@ niezalezne, gdy P(A) =0 lub P(B) =0

Zdarzenia niezalezne A i B moga by¢:
o wykluczajace sie, gdy A—dowolne, zas B = () lub na odwrét;
@ niewykluczajace sie, np. zdarzenia C'i Z z przyktadu Bernsteina.

Mowa jest tu o niezaleznosci statystycznej (stochastycznej), nie
przyczynowej—nie ma sensu w tym kontekscie (tj. statystycznym)
rozwazac, ktére zdarzenie zalezy od ktérego. Oczywiscie, zwigzek
przyczynowo-skutkowy moze istnie¢, ale jego rozwazanie wykracza poza
powyzsze pojecie niezaleznosci stochastycznej. Np.

@ sprzedaz lodéw a liczba utonie¢ w jeziorach

o odlegtos¢ Merkury—Neptun a zuzycie paliwa w Azerbejdzanie
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Zdarzenia niezalezne
Przyktad minimalny

Rzucamy dwiema monetami:
o A—na jednej wypada reszka
@ B—na drugiej wypada reszka
Wtedy

P(AN B) = P(A)P(B) = |

Zadanie. Czy trzy rzuty moneta moga prowadzi¢ do zdarzen niezaleznych
parami, ale nie zespotowo?
Jesli tak, to jak je skonstruowaé?
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Zdarzenia niezalezne

Przyktad minimalny

Rozwigzanie. Rzucamy trzema monetami:
o A—1.i 2. kostka daja taki sam wynik; P(A)
@ B—2.i 3. kostka daja taki sam wynik; P(B) =
e C—1.i 3. kostka daja taki sam wynik; P(C)
bo Q@ = {RRR, RRO,ROR,ORR, ROO,0ORO,0O0R,000}

N[ po|— NI
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Zdarzenia niezalezne

Przyktad minimalny

Rozwigzanie. Rzucamy trzema monetami:
o A—1.i 2. kostka daja taki sam wynik; P(A)
@ B—2.i 3. kostka daja taki sam wynik; P(B) =
e C—1.i 3. kostka daja taki sam wynik; P(C)
bo Q@ = {RRR, RRO,ROR,ORR, ROO,0ORO,0O0R,000}
Wiedy

N[ po|— NI

P(ANB) = = P(A)P(B)
P(ANC) = i P(A)P(C)
P(BNC) = % P(B)P(C)
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Zdarzenia niezalezne

Przyktad minimalny
Rozwigzanie. Rzucamy trzema monetami:
o A—1.i 2. kostka daja taki sam wynik; P(A)
@ B—2.i 3. kostka daja taki sam wynik; P(B) =
e C—1.i 3. kostka daja taki sam wynik; P(C)
bo Q@ = {RRR, RRO,ROR,ORR, ROO,0ORO,0O0R,000}
Wiedy

N[ po|— NI

P(ANB) = = P(A)P(B)
P(ANC) = i P(A)P(C)
P(BNC) = % P(B)P(C)

Ale
P(ANBNC) = % ” é — P(A)P(B)P(C)
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Niezaleznos¢

Niezaleznos¢ statystyczna jest kluczowa w:
@ analizie btedéw pomiarowych;
o analizie szuméw (przetwarzanie sygnatéw, analiza szeregéw
czasowych);

o fizyce statystycznej (uktady bez oddziatywan);
@ metodach Monte Carlo;

e wielu innych.
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Diagramy Venna

ANB

Jesli P(ANB) = P(A)P(B), to A i B sa niezalezne

ANB=0= P(ANB)=0; jesli P(A),P(B) >0, to Ai B s3 zalezne
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Twierdzenia dot. niezaleznosci zmiennych normalnych

*Twierdzenie Craméra

Jesli X +Y ma rozktad normalny oraz X,Y sa niezalezne, to X,Y tez
maja rozktad normalny.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 4 11/11



Twierdzenia dot. niezaleznosci zmiennych normalnych

*Twierdzenie Craméra

Jesli X +Y ma rozktad normalny oraz X,Y sa niezalezne, to X,Y tez
maja rozktad normalny.

*Twierdzenie Kaca-Bernsteina

Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Jesli X + Y oraz
X — Y sa niezalezne, to X, Y maja rozktad normalny.

A,
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Twierdzenia dot. niezaleznosci zmiennych normalnych

*Twierdzenie Craméra

Jesli X +Y ma rozktad normalny oraz X,Y sa niezalezne, to X,Y tez
maja rozktad normalny.

*Twierdzenie Kaca-Bernsteina

Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Jesli X + Y oraz
X — Y s3 niezalezne, to X, Y maja rozktad normalny. Uogélnieniem jest

*Twierdzenie Darmois-Skitowicza

Niech X; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wezmy kombinacje
liniowe:
Ly = Z%‘Xi, Ly, = Z/BiXi
i i

gdzie Vi : a; #0V B; # 0.
Jesli L1 i Lo s3 niezalezne, to Vi : X; maja rozktad normalny.
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