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Pojecie zmienne] losowe]

Majac dana przestrzen probabilistyczna (€2, F, P) wygodnie jest przejs¢ do
innej przestrzeni, w ktérej prawdopodobienstwa sa okreslone nie na
zbiorach, a na liczbach.
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Pojecie zmienne] losowe]

Majac dana przestrzen probabilistyczna (€2, F, P) wygodnie jest przejs¢ do
innej przestrzeni, w ktérej prawdopodobienstwa sa okreslone nie na
zbiorach, a na liczbach.

Utatwieniem bedzie wtedy wykonywanie operacji arytmetycznych na 2

a nie tylko mnogosciowych. Pozwoli to tez na wykorzystanie aparatu
analizy matematycznej.
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Pojecie zmienne] losowe]

Majac dana przestrzen probabilistyczna (€2, F, P) wygodnie jest przejs¢ do
innej przestrzeni, w ktérej prawdopodobienstwa sa okreslone nie na
zbiorach, a na liczbach.
Utatwieniem bedzie wtedy wykonywanie operacji arytmetycznych na 2
a nie tylko mnogosciowych. Pozwoli to tez na wykorzystanie aparatu
analizy matematycznej.
Przyporzadkujemy zatem zdarzeniom z przestrzeni € liczby rzeczywiste
ze zbioru A C R. Funkcje dokonujaca takiego przeksztatcenia nazywamy
zmienna losowa X : ) — R. Przeciwobraz X jest zatem zdarzeniem:
X-1(4)e F.

Przykfad. X = wzrost cztowieka € [55,272] ci.
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Pojecie zmienne] losowe]

Majac dana przestrzen probabilistyczna (€2, F, P) wygodnie jest przejs¢ do
innej przestrzeni, w ktérej prawdopodobienstwa sa okreslone nie na
zbiorach, a na liczbach.
Utatwieniem bedzie wtedy wykonywanie operacji arytmetycznych na 2
a nie tylko mnogosciowych. Pozwoli to tez na wykorzystanie aparatu
analizy matematycznej.
Przyporzadkujemy zatem zdarzeniom z przestrzeni € liczby rzeczywiste
ze zbioru A C R. Funkcje dokonujaca takiego przeksztatcenia nazywamy
zmienna losowa X : ) — R. Przeciwobraz X jest zatem zdarzeniem:
X-1(4)e F.

Przykfad. X = wzrost cztowieka € [55,272] ci.

Zamiast wiec obserwowaé wyniki e : e € §) zdarzenia losowego, obserwowaé
bedziemy wystepowanie wielkosci X (e) — liczby, bedacej wartoscia jaka
zmienna losowa (funkcja) przypisuje zdarzeniu e.
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Majac dana przestrzen probabilistyczna (€2, F, P) wygodnie jest przejs¢ do
innej przestrzeni, w ktérej prawdopodobienstwa sa okreslone nie na
zbiorach, a na liczbach.
Utatwieniem bedzie wtedy wykonywanie operacji arytmetycznych na 2
a nie tylko mnogosciowych. Pozwoli to tez na wykorzystanie aparatu
analizy matematycznej.
Przyporzadkujemy zatem zdarzeniom z przestrzeni € liczby rzeczywiste
ze zbioru A C R. Funkcje dokonujaca takiego przeksztatcenia nazywamy
zmienna losowa X : ) — R. Przeciwobraz X jest zatem zdarzeniem:
X-1(4)e F.

Przykfad. X = wzrost cztowieka € [55,272] ci.

Zamiast wiec obserwowaé wyniki e : e € §) zdarzenia losowego, obserwowaé
bedziemy wystepowanie wielkosci X (e) — liczby, bedacej wartoscia jaka
zmienna losowa (funkcja) przypisuje zdarzeniu e.
Podsumowujac:

(Qv'F?P) i(_) (QXaJerpX)
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Rozktady prawdopodobienstwa

Realizacja zmiennej losowej — warto$é zmiennej losowej faktycznie
zaobserwowana. Np. zmienna losowa X przyjeta dla konkretnego cztowieka
wartos¢ x = 155 cm. Mozemy méwié o prawdopodobiefistwie przyjecia
przez zmienng losowa konkretnej wartosci: P(X = x), lub wartosci

z jakiego$ przedziatu, np. P(X > 155cm).
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Rozktady prawdopodobienstwa

Realizacja zmiennej losowej — warto$é zmiennej losowej faktycznie
zaobserwowana. Np. zmienna losowa X przyjeta dla konkretnego cztowieka
wartos¢ x = 155 cm. Mozemy méwié o prawdopodobiefistwie przyjecia
przez zmienng losowa konkretnej wartosci: P(X = x), lub wartosci

z jakiego$ przedziatu, np. P(X > 155cm).

Definicja: Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej X nazywamy
prawdopodobiefistwo przyjecia przez zmienng X wartosci ze zbioru A € Fx
okreslone jako
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Rozktady prawdopodobienstwa

Realizacja zmiennej losowej — warto$é zmiennej losowej faktycznie
zaobserwowana. Np. zmienna losowa X przyjeta dla konkretnego cztowieka
wartos¢ x = 155 cm. Mozemy méwié o prawdopodobiefistwie przyjecia
przez zmienng losowa konkretnej wartosci: P(X = x), lub wartosci

z jakiego$ przedziatu, np. P(X > 155cm).

Definicja: Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej X nazywamy
prawdopodobiefistwo przyjecia przez zmienng X wartosci ze zbioru A € Fx

okreslone jako
Px(A) = P(X7'(4))

Zapis P(X = x) czytamy , prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa X
przyjmie wartos¢ x".
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Rozktady prawdopodobienstwa

Realizacja zmiennej losowej — warto$é zmiennej losowej faktycznie
zaobserwowana. Np. zmienna losowa X przyjeta dla konkretnego cztowieka
wartos¢ x = 155 cm. Mozemy méwié o prawdopodobiefistwie przyjecia
przez zmienng losowa konkretnej wartosci: P(X = x), lub wartosci
z jakiego$ przedziatu, np. P(X > 155cm).
Definicja: Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej X nazywamy
prawdopodobiefistwo przyjecia przez zmienng X wartosci ze zbioru A € Fx
okreslone jako

Px(4) = P(X7}(4))

Zapis P(X = x) czytamy , prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa X
przyjmie wartos¢ z”'. Np. orzet— 0, reszka— 1, to P(X = 0) jest
prawdopodobiefAstwem wyrzucenia orta.

Ponadto, P(a < X < b) oznacza prawdopodobbienstwo, ze zmienna
losowa X przyjmie wartosc z przedziatu (a,b) — jest réwne
prawdopodobiefistwu przeciwobrazu tego przedziatu.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Zmienna X okreslona na R jest typu dyskretnego jesli istnieje skonczony
lub przeliczalny zbiér jej wartosci Qx = {z1,x2,...}, ktéremu mozna
przypisa¢ zestaw prawdopodobienstw p; spetniajacych

P(X:ﬂfl):pz20, 1€ Ny

gdzie suma przebiega do n lub co w zaleznosci od tego, czy mamy do
czynienia ze zbiorem Qx skonczonym czy przeliczalnym. Z powyzszych
warunkoéw wynika tez, ze p; < 1.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Zmienna X okreslona na R jest typu dyskretnego jesli istnieje skonczony
lub przeliczalny zbiér jej wartosci Qx = {z1,x2,...}, ktéremu mozna
przypisa¢ zestaw prawdopodobienstw p; spetniajacych

P(X:ﬂfl):pz20, 1€ Ny

gdzie suma przebiega do n lub co w zaleznosci od tego, czy mamy do
czynienia ze zbiorem Qx skonczonym czy przeliczalnym. Z powyzszych
warunkoéw wynika tez, ze p; < 1.

Funkcje P(x) = p; nazywamy funkcja masy prawdopodobienstwa
(probability mass function, PMF) lub (bez odrézniania od rozktadéw
zmiennych ciagtych; zob. slajd 16) funkcja rozktadu
prawdopodobienstwa, rozktadem prawdopodobienstwa, funkcja
prawdopodobienstwa lub po prostu rozktadem:.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

@ Rzut jedna kostka:
Pl(X = a:) = %
dlax €{1,...,6}
(rozktad jednostajny)

@ Rzut dwiema kostkami:

PMF

PMF

Py(X =z)dlaxe{2,...,12}
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Przyktad. Pieciokrotny rzut monets.
Jaki jest rozktad prawdopodobieristwa opisujacego liczbe uzyskanych ortéw?
X opisuje liczbe ortéw; X moze przyja¢ wartosci 0,1,2,3,4,5.

P(XzO):ZP{e:X(e)zo}:%

PX=1)=Y Ple:X(e) =1} =

P(X=2)=...
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Przyktad. Pieciokrotny rzut monets.
Jaki jest rozktad prawdopodobieristwa opisujacego liczbe uzyskanych ortéw?
X opisuje liczbe ortéw; X moze przyja¢ wartosci 0,1,2,3,4,5.

:Z:P{e:X(e):0}22—15

=Y Ple:X()=1)= 2

P(X=2)=
Jesli interesuje nas bezwzgledna réznica miedzy liczba wyrzuconych ortéw
i reszek, to mozna wprowadzi¢ nowa zmienng losowa Y opisujaca te
wtasnie ceche i przyjmujaca mozliwe wartosci: 1,3,5. Np. P(Y = 3), czyli
{4 orly, 1reszka} lub na odwrét:

ZP{e —3}——
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Przyktad. Prawdopodobienstwo, ze tucznik trafi do celu wynosi p = 0.4.
Prawdopodobienstwo, ze nie trafi, wynosi zatem ¢ =1 — p = 0.6.
Niech X oznacza numer pierwszego podejscia, ktére zakonczyto sie

trafieniem. Mamy P(X = 1) = p.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Przyktad. Prawdopodobienstwo, ze tucznik trafi do celu wynosi p = 0.4.
Prawdopodobienstwo, ze nie trafi, wynosi zatem ¢ =1 — p = 0.6.

Niech X oznacza numer pierwszego podejscia, ktére zakonczyto sie
trafieniem. Mamy P(X = 1) = p.

Prawdopodobienstwo, ze trafi za drugim razem oznacza, ze za pierwszym
chybit: P(X =2) =¢p=0.6-0.4 =0.24.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Przyktad. Prawdopodobienstwo, ze tucznik trafi do celu wynosi p = 0.4.
Prawdopodobienstwo, ze nie trafi, wynosi zatem ¢ =1 — p = 0.6.
Niech X oznacza numer pierwszego podejscia, ktére zakonczyto sie
trafieniem. Mamy P(X =1) =p.
Prawdopodobienstwo, ze trafi za drugim razem oznacza, ze za pierwszym
chybit: P(X =2) =gp=10.6-0.4 = 0.24.
Prawdopodobienstwo, ze najpdzniej czwarte zakonczy sie trafieniem jest
réwnowazne ze zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia, ze nastapita seria 4
chybien:

P(X <4)=1-¢"=0.8704
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Rozktady prawdopodobienstwa

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Przyktad. Prawdopodobienstwo, ze tucznik trafi do celu wynosi p = 0.4.
Prawdopodobienstwo, ze nie trafi, wynosi zatem ¢ =1 — p = 0.6.
Niech X oznacza numer pierwszego podejscia, ktére zakonczyto sie
trafieniem. Mamy P(X = 1) = p.
Prawdopodobienstwo, ze trafi za drugim razem oznacza, ze za pierwszym
chybit: P(X =2) =gp=10.6-0.4 = 0.24.
Prawdopodobienstwo, ze najpdzniej czwarte zakonczy sie trafieniem jest
réwnowazne ze zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia, ze nastapita seria 4
chybien:

P(X <4)=1-¢"=0.8704
Prawdopodobienstwo, ze w pierwszych 4 prébach nie trafi:

P(X >4)=1-P(X <4)=1-0.8704 = 0.1296 = ¢*
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad geometryczny

Powyzsze doswiadczenie losowe: ze r-ta préba zakonczy sie sukcesem, przy
prawdopodobienstwie sukcesu p w pojedynczej prébie, okreslone jest
rozktadem prawdopodobienstwa
P(X =7r)=pq"!
Uogdlniajac przyktad tucznika, mamy zatem:
@ prawdopodobiefstwo, ze r pierwszych préb zakonczy sie porazka:

P(X >r)=¢"
e prawdopodobienstwo, ze sukces pojawi sie najpdzniej w r-tej prébie:

PX<r)=1-4¢"
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Bernouliego (dwumianowy)

Powyzszy przyktad jest typowym zagadnieniem wielokrotnego losowania ze
zwracaniem o prawd. sukcesu p oraz prawd. porazki ¢ = 1 — p. Tutaj
Q= {0, 1}, gdzie 1=sukces, 0=porazka.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Bernouliego (dwumianowy)

Powyzszy przyktad jest typowym zagadnieniem wielokrotnego losowania ze
zwracaniem o prawd. sukcesu p oraz prawd. porazki ¢ = 1 — p. Tutaj

Q= {0, 1}, gdzie 1=sukces, 0=porazka.

Przy n losowaniach przestrzenig zdarzen jest zbiér n-wyrazowych ciagéw
zer i jedynek: (i1,42,...,0n), ik =0V 1, ke {1,2,...,n}.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Bernouliego (dwumianowy)

Powyzszy przyktad jest typowym zagadnieniem wielokrotnego losowania ze
zwracaniem o prawd. sukcesu p oraz prawd. porazki ¢ = 1 — p. Tutaj

Q= {0, 1}, gdzie 1=sukces, 0=porazka.

Przy n losowaniach przestrzenig zdarzen jest zbiér n-wyrazowych ciagéw
zer i jedynek: (i1,42,...,4,), ik =0V 1, k€ {1,2,...,n}. Zdarzenie A, j
to pojawienie sie takiego ciagu, w ktérym k razy zdarzyt sie sukces (bez
wzgledu na to w jakiej konfiguracji). Jest to zatem mnogosciowa
alternatywa wszystkich tych konfiguracji:

A= | (ir,iz,...in)
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Bernouliego (dwumianowy)

Powyzszy przyktad jest typowym zagadnieniem wielokrotnego losowania ze
zwracaniem o prawd. sukcesu p oraz prawd. porazki ¢ = 1 — p. Tutaj

Q= {0, 1}, gdzie 1=sukces, 0=porazka.

Przy n losowaniach przestrzenig zdarzen jest zbiér n-wyrazowych ciagéw
zer i jedynek: (i1,42,...,4,), ik =0V 1, k€ {1,2,...,n}. Zdarzenie A, j
to pojawienie sie takiego ciagu, w ktérym k razy zdarzyt sie sukces (bez
wzgledu na to w jakiej konfiguracji). Jest to zatem mnogosciowa
alternatywa wszystkich tych konfiguracji:

A= | (ir,iz,...in)

Przyjmujac, ze kolejne losowania sg niezalezne, mamy

P(iy, i, ..., in) = P(iy)P(ia) - - - P(iy) = p"¢" "
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Bernouliego (dwumianowy)

Liczba interesujacych nas zdarzen to liczba wszystkich powyzszych
konfiguracji, czyli (}), zatem

o . n\ g o
P =P | U Giaeia) | = ()t

n
S =k
s=1

Ostatnie wyrazenie jest k-tym wyrazem rozwiniecia dwumianu®, stad
rozktad Bernouliego nazywany jest tez rozktadem dwumianowym.

Yp+g) =3 (MpFg"k
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Rozktad prawdopodobienstwa

Rozktad Bernouliego (dwumianowy)

[« o L
g g 020
2 2
k3 % 0.15
Qo Q
2 2
g g 0.10
o o
E E
3 § 0.05;
o o
0.0 : , : , 0.001% , , : : ,
0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50

liczba sukcesow, k liczba sukcesow, k
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Rozktady prawdopodobienstwa
Rozktad hipergeometryczny

Przyktad. Wybieramy n-krotnie kule z urny, w ktérej sposréd wszystkich
N kul jest B biatych i N — B czarnych. Losowania odbywaja sie bez
zwracania. lle wynosi prawdopodobiefistwo, ze kula biata pojawi sie

doktadnie k < n razy?
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad hipergeometryczny

Przyktad. Wybieramy n-krotnie kule z urny, w ktérej sposréd wszystkich
N kul jest B biatych i N — B czarnych. Losowania odbywaja sie bez
zwracania. lle wynosi prawdopodobiefistwo, ze kula biata pojawi sie
doktadnie k < n razy?

Rozwiazanie. Kolejne losowania sa zalezne.

Skorzystamy z klasycznej definicji prawdopodobienstwa. Liczba sposobéw
wyciagniecia n sposréd N kul wynosi C;. Liczba sposobéw wyciagniecia k
kul biatych ze wszystkich B wynosi C%, za$ wylosowania pozostatych

n — k kul sposréd N — B kul czarnych wynosi C}\[’%. Szukane

prawdopodobiefistwo ma wiec rozktad:
Ck Cn—k:
P(X =k)= “BYN-B
Cx
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Poissona

Czesto interesuje nas graniczny przypadek rozktadu dwumianowego przy

f " * daje 0. Definiuje sie zatem

A = np, ktéra jest stata gdy n — oo, czyli p zmienia sie tak by A\ € const.

n — oo. Wziecie po prostu lim
n—oo
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Poissona

Czesto interesuje nas graniczny przypadek rozktadu dwumianowego przy

f " * daje 0. Definiuje sie zatem

A = np, ktéra jest stata gdy n — oo, czyli p zmienia sie tak by A\ € const.
Wtedy

n — oo. Wziecie po prostu lim
n—oo

nn—1 n—k+1 A\ F R A\"
- = 1-2 2 (12
n o on n n k! n
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Poissona

Wted
’ AP A\
lim P(X =k) = >~ lim <1 — > ="

co jest rozktadem Poissona—dobre przyblizenie rozktadu dwumianowego
dla duzego n i matego p (stad potoczna nazwa: rozktad rzadkich zdarzen).
W praktyce jest dobrym przyblizeniem dla p < 0.2 i n 2> 20.

A=1
I°)
3 0.3
@
c
2
S 02t
9]
a
3
= 01¢
o
o
0.0¢ "\f—o—H—o—‘u—iﬁ —s— H
0 5 10 15 20

liczba sukcesow, k
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Poissona — eksperyment Rutherforda, Geigera, Batemana (1910 r.)

Obserwowano emisje czastek «

w n = 2608 przedziatach czasu
trwajacych po 7.5 sek. W kazdym
przedziale czasu mamy do czynienia
z dosw. losowym — emisja czastki
(czastek) a lub jej brakiem.

W sumie zaobserwowane 10,097
rozpadéw «. Zaktadajac niezaleznosé¢
dla poszczegdlnych N atoméw, to
zmienna opisujaca liczbe k < N
sukceséw (rozpadéw ) bedzie dana

£ GROUPS
Mlgam oF 67 = @
=3 8 S S
~0
/
/ o

[+}
. 100
rozktadem dwumianowym; przy / \
matym prawdp. sukcesu przyblizenie e ~og
. . 2 4 [3 8 10 12
rozktadem Poissona Jest bardzo NUMBER oF O PARTICLES IN INTERVAL
dobre. &?
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Zmienna losowa X okreslona na R jest typu ciggtego gdy istnieje funkcja
f(z) = 0 (gestos¢ prawdopodobienstwa) taka, ze dla A C R zachodzi

P(X € A) = /f

czyli np. dla przedziatu A = (a,b):
b

P(a<X<b):/f(ac)dx

a
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Zmienna losowa X okreslona na R jest typu ciggtego gdy istnieje funkcja
f(z) = 0 (gestos¢ prawdopodobienstwa) taka, ze dla A C R zachodzi

P(Xe A= /f
czyli np. dla przedziatu A = (a, b):
b
Pla< X <b)= /f(ac)dm

Powiemy tez potocznie, ze rozktad zmiennej ciagtej jest ciagty, zas rozktad
zmiennej dyskretnej jest dyskretny (por. slajd 4).
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Zmienna losowa X okreslona na R jest typu ciggtego gdy istnieje funkcja
f(z) = 0 (gestos¢ prawdopodobienstwa) taka, ze dla A C R zachodzi

P(X € A) = /f

czyli np. dla przedziatu A = (a,b):

b
P(a<X<b):/f(ac)dx

Powiemy tez potocznie, ze rozktad zmiennej ciagtej jest ciagty, zas rozktad
zmiennej dyskretnej jest dyskretny (por. slajd 4).
Musi zachodzi¢ unormowanie:

+00
/f@mx:
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Flz)=P(X <z) = / F)dt
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Flz)=P(X <z)= / f(t)dt
Mamy zatem zwigzek miedzy f a F"

dF(z)
dz

= f(x)
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Flz)=P(X <z) = / F)dt

Mamy zatem zwigzek miedzy f a F"

dF(z)

2 = f@)

Witasnosci dystrybuanty:
e F'(z) jest monotonicznie niemalejaca
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Flz)=P(X <z) = / F)dt

Mamy zatem zwigzek miedzy f a F"

dF(z)

2 = f@)

Witasnosci dystrybuanty:
e F'(z) jest monotonicznie niemalejaca
0 0< F(x) < 1; limys oo F(z) =0; limgyyoo Fi(z) =1
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Flz)=P(X <z)= / f(t)dt
Mamy zatem zwigzek miedzy f a F"

dF(z)
dz

= f(x)

Witasnosci dystrybuanty:
e F'(z) jest monotonicznie niemalejaca
0 0< F(x) < 1; limys oo F(z) =0; limgyyoo Fi(z) =1
@ P(X>z)=1—F(z)oraz Pla< X <b)=F(b) — F(a)
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

y=F(x)

’ (b)=Fla)=Pla< X<b)

Gestosc¢ prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej losowej
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

y=F(x)

(b)=Fla)=Pla< X<b)
F(b)

1
]
b X

Gestosc¢ prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej losowej

Dla zmiennych

y=plx)
losowych 0,6
3,04}
dyskretnych, - Mo
dystrybuanta to (2. 02} .
n2 °
' (5.0,
p— . °
F(x) Z pl 1 1 L 1
—oo<x;<T 0 2 3 A 5
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

0.5 0=1
0.4
0.3

PDF

0.2
0.1
0.0

PDF

1.5 0=03

1.0

PDF

0.5

PDF

0'94 -2 0 2
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Caveat emptor!
Gestos¢ prawdopodobienstwa f to nie jest prawdopodobienstwo P:
e 0PI
o f>0
Réznica jest taka jak miedzy gestosciag materii a masa: przecatkowanie
gestosci po objestosci daje mase. Gestos¢ wieksza od 1 (j.a.) moze daé
mase mniejsza niz 1 (j.a.).
Przecatkowanie f daje P—samo f moze by¢ arbitralnie duze,
w szczegblnosci wieksze niz 1 (w catej dziedzinie lub pewnym jej
przedziale).
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktady ciggtej zmiennej losowej

Caveat emptor!
Gestos¢ prawdopodobienstwa f to nie jest prawdopodobienstwo P:
e 0PI
o f>0
Réznica jest taka jak miedzy gestosciag materii a masa: przecatkowanie
gestosci po objestosci daje mase. Gestos¢ wieksza od 1 (j.a.) moze daé
mase mniejsza niz 1 (j.a.).
Przecatkowanie f daje P—samo f moze by¢ arbitralnie duze,
w szczegblnosci wieksze niz 1 (w catej dziedzinie lub pewnym jej
przedziale).

Przyktadem zmiennej losowej ciagtej jest wzrost cztowieka (por.

slajd 2)—w praktyce mierzony z pewna dokfadnoscia, jednak tatwo przyja¢,
ze w istocie moze przyja¢ wszystkie wartosci (w ramach pewnego
przedziatu, np. [55, 272] cm—méwimy tu o skonczonym nosniku).
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad jednostajny, uniform distribution, U(a, b)

1
dla a<xz<b
fla)=1{ b-a
0 dla z<aVax>b
Réwnowazny zapis: f(z) = bi]lxe[&b], gdzie 1,, = 1 jesli warunek w jest
spetniony i 1,, = 0 w przeciwnym wypadku (1 — funkcja wskaznikowa).
f(x) F(x)
1 . -
P o . 1
Otl—e e 0 .
a b a b
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

\/2770
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

0.8f |
- — og=1/2
06f — o=1
w | _— g=2
E 0.4
0.2t
: u=0
0.0==— —
-4 -2 0 2 4
X
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

Rozktad Gaussa zalezy od dwéch parametréw:
p—srednia (okresla potozenie);

o—odchylenie standardowe (okresla dyspersje).
Punkty x = p + o sa punktami przegiecia krzywej.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

Rozktad Gaussa zalezy od dwéch parametréw:

p—srednia (okresla potozenie);

o—odchylenie standardowe (okresla dyspersje).

Punkty x = p + o sa punktami przegiecia krzywej.

Prawdopodobienstwo, ze realizacja zmiennej losowej X nie bedzie sie rézni¢
od p o wiecej niz jedno odchylenie standardowe (1) wynosi

P(|X — p < o) ~ 0.683
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

Rozktad Gaussa zalezy od dwéch parametréw:

p—srednia (okresla potozenie);

o—odchylenie standardowe (okresla dyspersje).

Punkty x = p + o sa punktami przegiecia krzywej.

Prawdopodobienstwo, ze realizacja zmiennej losowej X nie bedzie sie rézni¢
od p o wiecej niz jedno odchylenie standardowe (1) wynosi

P(|X — p < o) ~ 0.683

P(|X —u| < J) 0.997
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

Rozktad Gaussa zalezy od dwéch parametréw:

p—srednia (okresla potozenie);

o—odchylenie standardowe (okresla dyspersje).

Punkty x = p + o sa punktami przegiecia krzywej.

Prawdopodobienstwo, ze realizacja zmiennej losowej X nie bedzie sie rézni¢
od p o wiecej niz jedno odchylenie standardowe (1) wynosi

P(|X — p < o) ~ 0.683

(]X 4l <3 ) ~ 0.997

Reguta ,trzy sigma": wielkosci oddalone od $redniej (wartosci oczekiwanej)

o wiecej niz 30 s3 mato prawdopodobne—zaobserwowanie takiej wielkosci
moze jest statystycznie istotne (ale moze by¢, z P & 0.003, zwykta
fluktuacja; zdarzeniem o matym prawdopodobienstwie, ale nie
niemozliwym).
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

o f(x;0,0) = f(—x;0,0) oraz f(x;u,0) >0dla —0co < z < +o0.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 3



Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

o f(x;0,0) = f(—x;0,0) oraz f(x;u,0) >0dla —0co < z < +o0.
@ Mozna ustandaryzowaé: z — “=£; mamy wtedy N(0, 1), ktérego
PDF, f(z;0,1), ozn. jako ¢(x) — to jego wartosci sa stablicowane.
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

o f(x;0,0) = f(—x;0,0) oraz f(x;u,0) >0dla —0co < z < +o0.

@ Mozna ustandaryzowaé: z — “=£; mamy wtedy N(0, 1), ktérego
PDF, f(z;0,1), ozn. jako ¢(x) — to jego wartosci sa stablicowane.

o ¢(x) unormowany, zatem f(z;u,0) = ¢ (“=£) — tez unormowany:

“+oo

/ L <$2>d 1
exp | —— | dx =

V2or P 2

—0o0
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)

o f(x;0,0) = f(—x;0,0) oraz f(x;u,0) >0dla —0co < z < +o0.

@ Mozna ustandaryzowaé: z — “=£; mamy wtedy N(0, 1), ktérego
PDF, f(z;0,1), ozn. jako ¢(x) — to jego wartosci sa stablicowane.

o ¢(x) unormowany, zatem f(z;u,0) = ¢ (“=£) — tez unormowany:

“+oo

/ L <$2>d 1
exp | —— | dx =

V2or P 2

—0o0

@ Dystrybuanta

gdzie erf(x) = \2f /exp (—t?) dt to tzw. funkcja btedu.
T
0
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Rozktady prawdopodobienstwa

Rozktad Gaussa (normalny)
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