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Na wyktadzie 14 oméwilismy dopasowanie prostej do danych pomiarowych
{z;,yi};_—tzw. regresje liniowa. Pojecie to jest jednak szersze i obejmuje
sytuacje, gdy dopasowywana funkcja nie jest liniowa w swoich
argumentach, ale jest liniowa w parametrach. Przyktadem jest dopasowanie

wielomianu stopnia m:

m
y(x) = ag + a1z + a9z + ...+ apr™ = Z apx”
k=0

ktéry ma m + 1 parametréw.
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Na wyktadzie 14 oméwilismy dopasowanie prostej do danych pomiarowych
{x;,yi}i_—tzw. regresje liniowa. Pojecie to jest jednak szersze i obejmuje
sytuacje, gdy dopasowywana funkcja nie jest liniowa w swoich
argumentach, ale jest liniowa w parametrach. Przyktadem jest dopasowanie
wielomianu stopnia m:

m
y(x) = ag + a1z + a9z + ...+ apr™ = Z apx”
k=0

ktéry ma m + 1 parametréw.
W ogdlnosci, mozna rozwaza¢ dowolne funkcje postaci

m

y(@) = ) axfil(x)

k=0

gdzie dla wielomianéw f(z) = z*, ale réwnie dobrze f;.(z) = sin(kzx)
itp.—pod warunkiem, ze fj(x) nie zaleza od zadnego a;.
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Dopasowanie metoda najmniejszych kwadratéw odbywa sie poprzez
minimalizacje wyrazenia (por. slajd 14, wyktad 15)

n m 2
S=S(a)= Z r2(a) = Z [; (yZ - Z akfk(:nl)>] = min.

k=0
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Dopasowanie metoda najmniejszych kwadratéw odbywa sie poprzez
minimalizacje wyrazenia (por. slajd 14, wyktad 15)

n m 2
S=S(a)= Z r2(a) = Z [; (yZ - Z akfk(:nl)>] = min.

k=0

Rézniczkujac po poszczegélnych parametrach q;:

- ‘22 [fl < -y akfkm))] o

k=0
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Dopasowanie metoda najmniejszych kwadratéw odbywa sie poprzez
minimalizacje wyrazenia (por. slajd 14, wyktad 15)

n m 2
S=S(a)= Z r2(a) = Z [; (yZ - Z akfk(:nl)>] = min.

k=0

Rézniczkujac po poszczegélnych parametrach q;:

- ‘22 [fl < -y akfkm))] o

k=0

Otrzymujemy tedy uktad m + 1 réwnan liniowych na parametry a;, gdzie

[=0,...,m
) _ Z [akz <fl($i()7];k($i)>]
k=0 =1 7
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Najklarowniej jest powyzszy ukfad réwnan zapisa¢ w formie macierzowej:

aa =0 (1)

gdzie elementy wektora (3 to

n
Ji(z:)
Bl = Z Yi 0_2
i=1 i
elementy wektora a to parametry a, zas macierz kwadratowa «

. . 2
(nazywana macierza krzywizny, bo 60(1650'19 = 2qyx) ma elementy

)

- an fl(xi)ék(xi)
i—1 i
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Najklarowniej jest powyzszy ukfad réwnan zapisa¢ w formie macierzowej:

aa =0 (1)

gdzie elementy wektora (3 to

=Y yifl(g;i)
i1 7

g

elementy wektora a to parametry a, zas macierz kwadratowa «

. . 2
(nazywana macierza krzywizny, bo 6265;1@ = 2qyx) ma elementy

)

- an fl(xi)ék(xi)
i—1 i

Rozwiazanie réwn. (1) uzyskujemy mnozac je lewostronnie przez o™

Otrzymujemy
a=a'pg

pod warunkiem, ze « jest odwracalna, tj. det a # 0.
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Wariancja agj parametru a; to suma wariancji a? pomnozonych przez
kwadrat wktadu, jaki i-ty punkt pomiarowy ma na parametr a; (por. slajd
8, wyktfad 15). Podobnie, kowariancja parametréw a; i a; to

L 2 aaj &al

CO’U(a/j,al) = 0; ayz ayl

=1

skad wariancje agj dostaniemy biorac j = I.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 16 5/27


https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad15.pdf

Wariancja agj parametru a; to suma wariancji a? pomnozonych przez
kwadrat wktadu, jaki i-ty punkt pomiarowy ma na parametr a; (por. slajd
8, wyktfad 15). Podobnie, kowariancja parametréw a; i a; to

n

Cov(aj,a;) = Z o

=1

204 O
" Jy;i Oy

skad wariancje agj dostaniemy biorac j = I.
Pochodne czastkowe to

dap < 1 frlxi)
a_ N,
0y kZ:o tk Ul-z

gdzie a;,' = (a™!),, to lk-ty element macierzy o'

Podstawiajac do wyrazenia na Cov(aj, a;):
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L
Cov(aj,a) = Z Z —1f’f = () Z —1fp

= 0; p=0

2§ o ()

i=1

m
Z %y apk

—_

Il I
I MS i ™M: L

-1 _ -1
(ajk 5lk> = ajl

[
NgE

k

0

gdzie pozmienialismy kolejnosé sumowania oraz [k-ty element macierzy
: : : 1, I=k

jednostkowej T oznaczyliSmy symbolem Kroneckera ;. = { 0’ I %k
)
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L
Cov(aj,a) = Z Z —1f’f = () Z —1fp

7, :

—_

gl )

i=1

m
Z %y apk

Il I
I MS i ™M: L

-1 _ -1
(ajk: 5lk> = aﬂ

[
NgE

k

0

gdzie pozmienialismy kolejnosé sumowania oraz [k-ty element macierzy

: : : 1, I=k

jednostkowej T oznaczyliSmy symbolem Kroneckera ;. = { 0’ I %k
)

Zatem macierz kowariancji parametréw a; to a !
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Funkcje nieliniowe transformowalne w funkcje liniowe

Przyktad. Zeby dopasowa¢ parametry a i b funkcji wyktadniczej:

y(r) = ae™"

mozna ja obustronnie zlogarytmowaé:
Iny =Ina— bz

ktéra jest liniowa, postaci
y =a — bx

gdzie ¥ = Iny, @’ =Ina (pod warunkiem, ze a > 0 iy > 0).
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Funkcje nieliniowe transformowalne w funkcje liniowe

Przyktad. Zeby dopasowa¢ parametry a i b funkcji wyktadniczej:

y(r) = ae™"

mozna ja obustronnie zlogarytmowaé:
Iny =Ina— bz

ktéra jest liniowa, postaci

y =a — bx
gdzie ¥ = Iny, @’ =Ina (pod warunkiem, ze a > 0 iy > 0).
Zeby uzyska¢ dopasowanie minimalizujemy wyrazenie

i = +bei) Zn: (Iny; —Ina + bz;)”
i=1

= min.
o2 o}?

i=1
gdzie konieczne jest propagowanie btedéw (wyktad 15) wartosci y; na btedy
wartosci In y;:

of — | Wi, dlny; Ui:ﬁ
dy; dy; Yi
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Funkcje nieliniowe transformowalne w funkcje liniowe

To, jak istotna jest poprawna transformacja niepewnosci jest zilustrowane
na ponizszym przyktadzie, gdzie o; = |/y;, tj. 0 rosng wraz z . W skali
logarytmicznej jednak maleja wraz z y, co powoduje, ze pominiecie (lub
niepoprawne propagowanie) niepewnosci przy dopasowaniu funkcji

y' = a’ — bx przeszacuje wptyw niepewnosci dla matych y, zaktamujac
ostateczny wynik.
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Funkcje nieliniowe transformowalne w funkcje liniowe

Przyktad. Model empiryczny tzw. log-parabola (widmo energetyczne):

B\ ~latBlog(B/Eo)]
vE) = (5 )
0
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Funkcje nieliniowe transformowalne w funkcje liniowe

Przyktad. Model empiryczny tzw. log-parabola (widmo energetyczne):

B\ ~latBlog(B/Eo)]
vE) = (5 )
0

Logarytmujac obustronnie oraz przyjmujac E jako znane (parametr
kalibracyjny; mozna go rozumieé¢ jako wybér jednostek):

logy = logyo — [a + Blog (E/Ey)]log (E/Ep)
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Funkcje nieliniowe transformowalne w funkcje liniowe

Przyktad. Model empiryczny tzw. log-parabola (widmo energetyczne):

B\ ~latBlog(B/Eo)]
vE) = (5 )
0

Logarytmujac obustronnie oraz przyjmujac E jako znane (parametr
kalibracyjny; mozna go rozumieé¢ jako wybér jednostek):

logy = logyo — [ + Blog (E/Ep)]log (E/E)
za$ podstawiajac © = E/Ey:

logy = logyo — (a + Blogz)log x
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Funkcje nieliniowe transformowalne w funkcje liniowe

Przyktad. Model empiryczny tzw. log-parabola (widmo energetyczne):

B\ ~latBlog(B/Eo)]
vE) = (5 )
0

Logarytmujac obustronnie oraz przyjmujac E jako znane (parametr
kalibracyjny; mozna go rozumieé¢ jako wybér jednostek):

logy = logyo — [ + Blog (E/Ep)]log (E/E)
za$ podstawiajac © = E/Ey:
logy = logyo — (a + Blogz)log x
oraz podstawiajac v’ = logy, y, = logyo, ¥’ = log x:

/ ! / 12
Y =yo—or — fx
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Funkcje nieliniowe transformowalne w funkcje liniowe

Przyktad. Model empiryczny tzw. log-parabola (widmo energetyczne):
— —[a-+ log(E/Eo)]
Y = %Yo Ey

Logarytmujac obustronnie oraz przyjmujac E jako znane (parametr
kalibracyjny; mozna go rozumieé¢ jako wybér jednostek):

logy = logyo — [ + flog (E/Ep)]log (E/Eq)
za$ podstawiajac © = E/Ey:
logy = logyo — (a + Blogz)log x
oraz podstawiajac v’ = logy, y, = logyo, ¥’ = log x:
Y =y — az’ — pa’?

co jest de facto wielomianem stopnia m = 2. Parametry « i 3 dostajemy
bezposrednio z dopasowania, za$ yo = 10%.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Rozwazmy zmienna losowa
k
Y =) Biwi+¢ (2)
i=1

gdzie czynniki x; (zwane zmiennymi objasniajacymi) sa nielosowe, 3; sa
statymi wspétczynnikami (zwanymi parametrami strukturalnymi modelu),
za$ £ jest zmienna losowa taka, ze E(¢) = 0, V(€) = o2.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Rozwazmy zmienna losowa

k
Y =) Biwi+¢ (2)

=1

gdzie czynniki x; (zwane zmiennymi objasniajacymi) sa nielosowe, 3; sa
statymi wspétczynnikami (zwanymi parametrami strukturalnymi modelu),
za$ £ jest zmienna losowa taka, ze E(¢) = 0, V(€) = o2.

Powyzszy model sktada sie z sumy sktadnikéw deterministycznego oraz
stochastycznego (losowego), co odréznia go od modelu regresji z wyktadu
14—tam dopasowywano funkcje deterministyczne (np. y = ax + b); tutaj £
zawiera w sobie caty (acz nieznany) wptyw fluktuacji statystycznych (poza
wptywem czynnikéw ;) na zmienng losowa Y.

Zaktadamy tez, ze rozktad zmiennej losowej & nie zalezy od czynnikéw z;.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Z réwn. (2) wynika wiec, ze

k
E(Y|zy, 22,...,21) = Z Biwi
i=1

tzn. warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej Y nie zalezy od
skfadnika stochastycznego oraz

E[(Y — E(Y|x1,x2, . ,xk))Q] = E(fz) = o2

czyli wariancja skfadnika stochastycznego jest miarg odchylen zmiennej
losowej Y od jej warunkowej wartosci oczekiwanej.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 16 11 /27



Regresja liniowa wielowymiarowa

Z réwn. (2) wynika wiec, ze

k
E(Y|zy, 22,...,21) = Z Biwi
i=1

tzn. warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej Y nie zalezy od
skfadnika stochastycznego oraz

E[(Y — E(Y|x1,x2, . ,xk))Q] = E(fz) = o2

czyli wariancja sktadnika stochastycznego jest miara odchylen zmiennej
losowej Y od jej warunkowej wartosci oczekiwanej.

Rozwazaé¢ bedziemy problem estymacji modelu, tj. dopasowania modelu (2)
do danych. Postugiwa¢ sie bedziemy formalizmem macierzowym:
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Regresja liniowa wielowymiarowa

@ Niech Y; oznacza zmienng losowa, ktérej realizacje oznaczymy przez
yi, zas przez Y wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych Y,
z kolei y niech bedzie wektorem kolumnowym n x 1 realizacji y;.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

@ Niech Y; oznacza zmienng losowa, ktérej realizacje oznaczymy przez
yi, zas przez Y wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych Y,
z kolei y niech bedzie wektorem kolumnowym n x 1 realizacji y;.

@ Niech x;; oznacza [-ta z kolei ustalong w probie wartos¢ zmienne;
objasniajacej x; i niech X oznacza macierz wymiaru n x k wartosci
wszystkich zmiennych objasniajacych, gdzie n > k; niech tez rzad
macierzy X wynosi k.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

@ Niech Y; oznacza zmienng losowa, ktérej realizacje oznaczymy przez
yi, zas przez Y wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych Y,

z kolei y niech bedzie wektorem kolumnowym n x 1 realizacji y;.

@ Niech x;; oznacza [-ta z kolei ustalong w probie wartos¢ zmienne;
objasniajacej x; i niech X oznacza macierz wymiaru n x k wartosci
wszystkich zmiennych objasniajacych, gdzie n > k; niech tez rzad
macierzy X wynosi k.

@ Niech & oznacza wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych &;
(przyjmujemy, ze s3 iid).
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Regresja liniowa wielowymiarowa

@ Niech Y; oznacza zmienng losowa, ktérej realizacje oznaczymy przez
yi, zas przez Y wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych Y,

z kolei y niech bedzie wektorem kolumnowym n x 1 realizacji y;.

@ Niech x;; oznacza [-ta z kolei ustalong w probie wartos¢ zmienne;
objasniajacej x; i niech X oznacza macierz wymiaru n x k wartosci
wszystkich zmiennych objasniajacych, gdzie n > k; niech tez rzad
macierzy X wynosi k.

@ Niech & oznacza wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych &;
(przyjmujemy, ze s3 iid).

o Niech 3 bedzie wektorem k x 1 prawdziwych (nieznanych) wartosci
wspétczynnikéw 3;, zas
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Regresja liniowa wielowymiarowa

@ Niech Y; oznacza zmienng losowa, ktérej realizacje oznaczymy przez
yi, zas przez Y wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych Y,

z kolei y niech bedzie wektorem kolumnowym n x 1 realizacji y;.

@ Niech x;; oznacza [-ta z kolei ustalong w probie wartos¢ zmienne;
objasniajacej x; i niech X oznacza macierz wymiaru n x k wartosci
wszystkich zmiennych objasniajacych, gdzie n > k; niech tez rzad
macierzy X wynosi k.

@ Niech & oznacza wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych &;
(przyjmujemy, ze s3 iid).

o Niech 3 bedzie wektorem k x 1 prawdziwych (nieznanych) wartosci
wspétczynnikéw 3;, zas

@ niech B bedzie wektorem kolumnowym k x 1 estymatoréw
wspotczynnikéw ; (czyli B; sa zmiennymi losowymi), oraz
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Regresja liniowa wielowymiarowa

@ Niech Y; oznacza zmienng losowa, ktérej realizacje oznaczymy przez
yi, zas przez Y wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych Y,
z kolei y niech bedzie wektorem kolumnowym n x 1 realizacji y;.

@ Niech x;; oznacza [-ta z kolei ustalong w probie wartos¢ zmienne;
objasniajacej x; i niech X oznacza macierz wymiaru n x k wartosci
wszystkich zmiennych objasniajacych, gdzie n > k; niech tez rzad
macierzy X wynosi k.

@ Niech & oznacza wektor kolumnowy n x 1 zmiennych losowych &;
(przyjmujemy, ze s3 iid).

o Niech 3 bedzie wektorem k x 1 prawdziwych (nieznanych) wartosci
wspétczynnikéw 3;, zas

@ niech B bedzie wektorem kolumnowym k x 1 estymatoréw
wspotczynnikéw ; (czyli B; sa zmiennymi losowymi), oraz

@ niech b bedzie wektorem kolumnowym k x 1 wartosci estymatoréw b;
(czyli b; jest realizacja zmiennej losowej B;).
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Woprowadzone wektory i macierze wygladaja nastepujaco:

Y1 Y1 Tl w12 v Tk

v _ ¥2 oy y-2 X - 16-21 Tag o Tok 7
Yo Yn Tpl Tn2 ccc Tk
&1 B By by
e=| 2| s | B=| ] bo| "
f.n Bk Bk b.k
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Losowanie obserwacji do proby interpretujemy jako proces n-krotnego
obserwowania relacji stochastycznej (2). Wynikajacy z tego uktad n réwnan
mozna zapisa¢ macierzowo jako

Y =XB+¢&
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Losowanie obserwacji do proby interpretujemy jako proces n-krotnego
obserwowania relacji stochastycznej (2). Wynikajacy z tego uktad n réwnan
mozna zapisa¢ macierzowo jako

Y=X3+¢&

Majac n-elementowa prébe, realizacje powyzszego modelu mozna
przedstawi¢ jako

y=XB8+¢
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Losowanie obserwacji do proby interpretujemy jako proces n-krotnego
obserwowania relacji stochastycznej (2). Wynikajacy z tego uktad n réwnan
mozna zapisa¢ macierzowo jako

Y=X3+¢&

Majac n-elementowa prébe, realizacje powyzszego modelu mozna
przedstawi¢ jako

y=XB8+¢

Estymacji wektora 3, czyli wyznaczenie wektora b dokonuje sie metoda
najmniejszych kwadratéw:

= 2
S=> (s~ (Xb);)" = (y —Xb)" (y — Xb)
i=1
=yly —b™XTy —y"Xb + bTXTXb = min.

ktére to minimum znajdziemy rézniczkujac S:
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Regresja liniowa wielowymiarowa

gi — —2XTy + 2XTXb = 0 (3)
2
“5_xix @

Macierz XTX jest symetryczna® i dodatnio okreslona?, zatem w punkcie,
w ktérym spetnione sa réwnania (3) i (4), faktycznie S ma minimum.

'Poniewaz (XTX)T = XT (XT)T = XTX.
2Poniewaz rzad macierzy X wynosi k.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Zi — —2XTy 4+ 2XTXb = 0 (3)
2
“5_xix “

Macierz XTX jest symetryczna® i dodatnio okreslona?, zatem w punkcie,
w ktérym spetnione sa réwnania (3) i (4), faktycznie S ma minimum.
Rozwiazaniem réwn. (3) jest

b= (X"X)"!'XTy (5)

Jest to estymator wektora 3—nieobciazony i zgodny (co udowodnimy),
a takze najefektywniejszy (tw. Gaussa-Markowa—dowdéd pomijamy).

'Poniewaz (XTX)T = XT (XT)T = XTX.
2Poniewaz rzad macierzy X wynosi k.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Zi — —2XTy + 2XTXb = 0 (3)
2
“5_xix @

Macierz XTX jest symetryczna® i dodatnio okreslona?, zatem w punkcie,
w ktérym spetnione sa réwnania (3) i (4), faktycznie S ma minimum.
Rozwiazaniem réwn. (3) jest

b= (X"X)'XTy (5)

Jest to estymator wektora 3—nieobciazony i zgodny (co udowodnimy),

a takze najefektywniejszy (tw. Gaussa-Markowa—dowdéd pomijamy).

Obliczymy réwniez wariancje V' (b) oraz o

'Poniewaz (XTX)T = XT (XT)T = XTX.
2Poniewaz rzad macierzy X wynosi k.
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykfad 16 15 /27



Regresja liniowa wielowymiarowa

Przepisujac réwn. (5) dla estymatoréw:
B = (XTX)'XTY, (6)

uwzgledniajac, ze Y = X3 + £ oraz dziatajac obustronnie na réwn. (6)
operatorem wartosci oczekiwanej otrzymujemy

E(B) = E((X'X)"' X" (X8 +¢))

— B+ E((XTX)—1 XT£>

=B+ (X'X)"'XTE(¢) =8

co dowodzi nieobcigzonosci estymatora B.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Nastepnie, skoro E(B) = B oraz Y = X3 + &:

V(B)=E[(B-E(B))(B-EB))"|=E[(B-8)(B-38)"]
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Nastepnie, skoro E(B) = B oraz Y = X3 + &:

V(B)=E[(B-E(B))(B-EB))"|=E[(B-8)(B-38)"]

- ]E[((XTX)—1 XTY — ﬂ) ((XTX)—1 XTY — ﬁ)T]

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 16



Regresja liniowa wielowymiarowa

Nastepnie, skoro E(B) = B oraz Y = X3 + &:
V(B)=E[(B-E(B))(B-EB))"|=E[(B-8)(B-38)"]

- ]E[((XTX)—1 XTY — ﬂ) ((XTX)—1 XTY — ﬁ)T]

— E[((XTX)_IXT£> ((XTX)_IXT5>T] § z0b. przypis 13

—
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Nastepnie, skoro E(B) = B oraz Y = X3 + &:
V(B)=E[(B-E(B))(B-EB))"|=E[(B-8)(B-38)"]

—E :((XTX)_I XTY — ﬂ) ((XTX)—1 XTY — ﬁ)T]
— E:((XTX)—IXTg) ((XTX)_IXT5>T] § z0b. przypis 13
—E :(XTX)_I XTEETX (XTX)—l]
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Nastepnie, skoro E(B) = B oraz Y = X3 + &:
V(B)=E[(B-E(B))(B-EB))"|=E[(B-8)(B-38)"]

—E :((XTX)_I XTY — ﬂ) ((XTX)—1 XTY — B)T]

—E ((XTX)_IXT£> ((XTX)_IXT£>T] § z0b. przypis 13

=FE

(X7X) 7 XTEETX (XTX) 7|

— (XTX) ' XTE(€T) X (XTX) !
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Nastepnie, skoro E(B) = B oraz Y = X3 + &:
V(B)=E[(B-E(B))(B-EB))"|=E[(B-8)(B-38)"]

- ]E:((XTX)—1 XTY — ﬂ) ((XTX)—1 XTY — g)T]

—E ((XTX)_IXT£> ((XTX)_IXT£>T] § z0b. przypis 13

=FE

(X7X) 7 XTEETX (XTX) 7|
— (XTX) " XTE(£€7) X (XTX) !

Macierz E(££T) jest macierza kowariancji zmiennych losowych &;, ktére sa
iid o wariancji V(&) = 02, zatem E (££€7) = 021, czyli otrzymujemy, ze

V(B) = o2 (XTX) 1 (XTX) (XTX) ! = 02 (XTX) !
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Skoro mamy, ze E(B) = 3 i V(B) = 02 (XTX) ! oraz wiemy, ze XTX
jest dodatnio okreslona, czyli Q,, = %XTX tez jest dodatnio okreslona, to
zeby wykaza¢ zgodnos¢ estymatora B wystarczy pokazac, ze

V(B) ——0 Zaktadamy, ze Q, — Q tez dodatnio okreslona.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Skoro mamy, ze E(B) = 3 i V(B) = 02 (XTX) ! oraz wiemy, ze XTX
jest dodatnio okreslona, czyli Q,, = %XTX tez jest dodatnio okreslona, to
zeby wykaza¢ zgodnos¢ estymatora B wystarczy pokazac, ze

V(B) ——0 Zaktadamy, ze Q, — Q tez dodatnio okreslona.

Zachodzi wtedy o? <1 XTX> -1 _ o?

vm) - (- ~aq,

n
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Skoro mamy, ze E(B) = 3 i V(B) = 02 (XTX) ! oraz wiemy, ze XTX
jest dodatnio okreslona, czyli Q,, = %XTX tez jest dodatnio okreslona, to
zeby wykaza¢ zgodnos¢ estymatora B wystarczy pokazac, ze

V(B) ——0 Zaktadamy, ze Q, — Q tez dodatnio okreslona.

vB) =2

Zachodzi wtedy o? <
n

1 g2
XTX> -7qQ;!
n n

Poniewaz Q,, jest dodatnio okreslona, to Q! istnieje i jej elementy sa
skonczone, tj. sup{ (Q;l)ij ] = (C < o0, zatem

)

2
vi:v(B) < — o

n  n—oow
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Skoro mamy, ze E(B) = 3 i V(B) = 02 (XTX) ! oraz wiemy, ze XTX
jest dodatnio okreslona, czyli Q,, = %XTX tez jest dodatnio okreslona, to
zeby wykaza¢ zgodnos¢ estymatora B wystarczy pokazac, ze

V(B) ——0 Zaktadamy, ze Q, — Q tez dodatnio okreslona.

Zachodzi wtedy V(B) = a* <

1 152 _
XTX) =—Q,"
n n

n
Poniewaz Q,, jest dodatnio okreslona, to Q! istnieje i jej elementy sa
skonczone, tj. sup{ (Q;l)ij ’ = (C < o, zatem

)

) Co?
i z nieréwnosci Czebyszewa (slajd 2, wyktad 8)
, V(B;
vj P (B~ 5 =) < L2
zatem faktycznie B jest zgodny.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Na koniec rozwazmy wektor reszt:

r=Y — XB
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Na koniec rozwazmy wektor reszt:
r=Y —XB
Wtedy estymatorem o2 jest (dowséd pomijamy)

o Tr _ RSS
n—k n—k
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Na koniec rozwazmy wektor reszt:
r=Y - XB

Wtedy estymatorem o2 jest (dowséd pomijamy)

52— r'r  RSS
T n—k n—k

gdzie RSS to tzw. residual sum of squares:

n n k 2
RSS = Z 7“1-2 = Z (Y XZJBJ>
i=1 =1 1

i —
j=
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Regresja liniowa wielowymiarowa

Przyktad. Spodziewamy sie, ze cena kamery CCD zalezy gtéwnie od jej
wieku (okresu uzywalnosci) oraz wielkosci (pola powierzchni, ilosci pikseli).
Oferty sprzedazowe podsumowuje tabela:

Cena (5S) | Wiek Powierzchnia
(miesigce) (cm?)

745 36 66

895 37 68

442 47 64

440 32 53

1598 1 101

Mozliwy model ceny kamery to

Yi = Bozio + frzin + Paxio + &, 1=1,...,5

gdzie wyraz wolny [y zostat wprowadzony poprzez przyjecie x;o = 1.
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Regresja liniowa wielowymiarowa

745 1 36 66
895 1 37 68
y=| 442 |, X=| 1 47 64 |,
440 1 32 53
1598 1 1 101
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Regresja liniowa wielowymiarowa

745 1 36 66
895 1 37 68
y=| 442 |, X=| 1 47 64 |,
440 1 32 53
1598 1 1 101
b= (XTX) !XTy =
745
5 153 352 \'/1 1 1 1 1 895 —981.43
(153 5899 9697) (36 37 47 32 1 ) 442 =( —7611 )
352 9697 26086 66 68 64 53 101 440 19.01
1598
czyli
y = —281.43 — 7.61121 + 19.01z5
oraz

62 = 25.344
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Regresja nieliniowa

Rozwazalismy dotychczas modele liniowe w parametrach a, dla ktérych
minimum funkcji (zob. slajd 3)

S =5(a)= ), ri(a)
i=1
mozna znalez¢ analitycznie.
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Regresja nieliniowa

Rozwazalismy dotychczas modele liniowe w parametrach a, dla ktérych
minimum funkcji (zob. slajd 3)

S =S5(a) =) ri(a)
=1

mozna znalez¢ analitycznie.
W praktycznych zastosowaniach czesto (zazwyczaj) dopasowuje sie modele
faktycznie nieliniowe, np.
y(z) = ae™ + ¢,
y(z) = asin(bz + ¢),
a

Vo) = e
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Regresja nieliniowa

Rozwazalismy dotychczas modele liniowe w parametrach a, dla ktérych
minimum funkcji (zob. slajd 3)

S =S5(a) =) ri(a)
=1

mozna znalez¢ analitycznie.

W praktycznych zastosowaniach czesto (zazwyczaj) dopasowuje sie modele
faktycznie nieliniowe, np.

—bx

y(x) =ae™™ + ¢,
y(z) = asin(bz + ¢),
B a
Vo) = e

W takich przypadkach:
@ réwnania 05/day, = 0 sa nieliniowe,
@ rozwiazanie analityczne powyzszych zwykle nie istnigje,
@ minimum funkcji celu znajduje sie metodami numerycznymi.
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Regresja nieliniowa

Rozwazalismy dotychczas modele liniowe w parametrach a, dla ktérych
minimum funkcji (zob. slajd 3)

S =S5(a) =) ri(a)
=1

mozna znalez¢ analitycznie.

W praktycznych zastosowaniach czesto (zazwyczaj) dopasowuje sie modele
faktycznie nieliniowe, np.

—bx

y(x) =ae™™ + ¢,
y(z) = asin(bz + ¢),
B a
Vo) = e

W takich przypadkach:
@ réwnania 05/day, = 0 sa nieliniowe,
@ rozwiazanie analityczne powyzszych zwykle nie istnigje,
@ minimum funkcji celu znajduje sie metodami numerycznymi.
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Regresja nieliniowa

Metody iteracyjne

Startujac od pewnego przyblizenia (wartosci poczatkowych) parametréw
ap
algorytm generuje kolejne przyblizenia:

ay—>a; > as — ...
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Regresja nieliniowa

Metody iteracyjne

Startujac od pewnego przyblizenia (wartosci poczatkowych) parametréw
ao
algorytm generuje kolejne przyblizenia:
ag—a; —as — ...
Celem jest znalezienie minimum funkgji:

S(a) = Z r2(a) = r’r = min.

i=1
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Regresja nieliniowa

Metody iteracyjne
Startujac od pewnego przyblizenia (wartosci poczatkowych) parametréw
ap
algorytm generuje kolejne przyblizenia:
ay—>a; > as — ...

Celem jest znalezienie minimum funkgji:
n
S(a) = Z r2(a) = r’r = min.
i=1

Najwazniejsze informacje wykorzystywane przez tego typu algorytmy:
@ wartos¢ funkcji S(a),
@ jej gradient: VS(a),

0%5(a)

e macierz H drugich pochodnych (hesjan): Hy, = e
a;day,
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Regresja nieliniowa

Metody iteracyjne
Startujac od pewnego przyblizenia (wartosci poczatkowych) parametréw
ap
algorytm generuje kolejne przyblizenia:
ay—>a; > as — ...

Celem jest znalezienie minimum funkgji:
n
S(a) = Z r2(a) = r’r = min.
i=1

Najwazniejsze informacje wykorzystywane przez tego typu algorytmy:
@ wartos¢ funkcji S(a),
@ jej gradient: VS(a),
0%5(a)
é’alé’ak .
Problem sprowadza sie wiec do optymalizacji funkcji wielu zmiennych.
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Regresja nieliniowa

Niektére metody minimalizacji

@ Metoda Newtona — wykorzystuje gradient i hesjan:
ani1 = a, —H' VS(a,)
an

Bardzo szybka blisko minimum, ale wymaga obliczania drugich
pochodnych (numerycznie kosztowne).
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Regresja nieliniowa

Niektére metody minimalizacji

@ Metoda Newtona — wykorzystuje gradient i hesjan:
ani1 = a, —H' VS(a,)
an

Bardzo szybka blisko minimum, ale wymaga obliczania drugich
pochodnych (numerycznie kosztowne).
@ Metody gradientowe — poruszaja sie w kierunku najszybszego

dku:
spadiy anpy1 = Qp — nVS(an)

gdzie 7 jest krokiem algorytmu.
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Regresja nieliniowa

Niektére metody minimalizacji

@ Metoda Newtona — wykorzystuje gradient i hesjan:
ani1 = a, —H' VS(a,)
an

Bardzo szybka blisko minimum, ale wymaga obliczania drugich
pochodnych (numerycznie kosztowne).
@ Metody gradientowe — poruszaja sie w kierunku najszybszego
spadku: an+1 = Qp — nVS(an)
gdzie 7 jest krokiem algorytmu.
@ Metody Gaussa—Newtona i Levenberga—Marquardta —
najczesciej stosowane w regresji nieliniowe;.
tacza szybkos¢ metody Newtona ze stabilnoscia metod gradientowych.
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Regresja nieliniowa

Niektére metody minimalizacji

@ Metoda Newtona — wykorzystuje gradient i hesjan:
ani1 = a, —H' VS(a,)
an

Bardzo szybka blisko minimum, ale wymaga obliczania drugich
pochodnych (numerycznie kosztowne).
@ Metody gradientowe — poruszaja sie w kierunku najszybszego
spadku: an+1 = Qp — nVS(an)
gdzie 7 jest krokiem algorytmu.
@ Metody Gaussa—Newtona i Levenberga—Marquardta —
najczesciej stosowane w regresji nieliniowe;.
tacza szybkos¢ metody Newtona ze stabilnoscia metod gradientowych.
o Metoda Brenta — jednowymiarowa metoda minimalizacji bez uzycia
pochodnych.
Czesto stosowana pomocniczo przy wyznaczaniu optymalnego kroku

algorytmu np. w metodach gradientowych.
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Problemy praktyczne

Najczestsze problemy:

@ wiele miniméw lokalnych,

@ zaleznos¢ wyniku od
wartosci poczatkowych,

@ silne korelacje parametréw,

@ trudna geometria funkgji
S(a) (np. minima jako
waskie doliny, ptaskie
obszary itp.),

@ wolna zbieznos¢ algorytmu.
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Problemy praktyczne

Najczestsze problemy:

@ wiele miniméw lokalnych,

@ zaleznos¢ wyniku od
wartosci poczatkowych,

@ silne korelacje parametréw,

@ trudna geometria funkgji
S(a) (np. minima jako
waskie doliny, ptaskie
obszary itp.),

@ wolna zbieznos¢ algorytmu.

W praktyce:
@ dobry wybér parametréw
poczatkowych jest kluczowy,
@ testuje sie wiele algorytmow,
o naktada sie wiezy na parametry,
@ najczesciej uzywane pakiety
PYTHON:
e scipy.optimize.curve_fit
e scipy.optimize.minimize
o Imfit
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Problemy praktyczne

Najczestsze problemy: W praktyce:
@ dobry wybér parametréw
poczatkowych jest kluczowy,
@ testuje sie wiele algorytmow,
o naktada sie wiezy na parametry,
@ najczesciej uzywane pakiety
PYTHON:
e scipy.optimize.curve_fit

@ wiele miniméw lokalnych,
@ zaleznos¢ wyniku od
wartosci poczatkowych,

@ silne korelacje parametréw,
@ trudna geometria funkgji
S(a) (np. minima jako

waskie doliny, ptaskie @ scipy.optimize.minimize
obszary itp.), o Inmfit
@ wolna zbieznos¢ algorytmu.
Funkcja Rosenbrocka:

flz,y) =(1— :16)2 + IOO(y — :1:2)2
ma minimum w punkcie (1,1), ale
jej ksztatt jest wyzwaniem dla
algorytmow:
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Inne zagadnienia statystyczne

splajny (np. kubiczny splajn naturalny)—interpolacja danych
filtr Savitzky'ego-Golaya—wygtadzanie zaszumionego szeregu
czasowego
kryteria informacyjne, AlIC & BIC—wybér modelu
analiza skupien (clustering):
o model mieszaniny rozktadéw Gaussa (Gaussian Mixture Model,
GMM)—w przestrzeniach o dowolnym wymiarze
o Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise (DBSCAN)
o k-$rednie
redukcja wymiaréw:
o analiza gtéwnych sktadowych (Principal Component Analysis, PCA)
e stochastyczna metoda porzadkowania sasiadéw w oparciu o rozktad ¢
(t-distributed Stochastic Neighbour Embedding, t-SNE)
e Uniform Manifold Approximation and Projection (UMAP)
uczenie maszynowe:
o las losowy (random forest)
e maszyna wektoréw nosnych (support vector machines, SVM)
o konwolucyjne i rekurencyjne sieci neuronowe (convolutional/recurrence
neural networks, CNN & RNN
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Niektore kursy powigzane ze statystyka lub poszerzajace

poruszane zagadnienia

o Fizyka statystyczna, dr hab. Jacek Jurkowski, prof. UMK

@ Metody numeryczne |, prof. dr hab. Ireneusz Grabowski;
Metody numeryczne I, prof. dr hab. Oleksandr Sokolov

@ Analiza sygnatéw, dr hab. Tomasz Piotrowski, prof. UMK

@ Podstawy teorii sygnatéw oraz Podstawy i algorytmy przetwarzania
sygnatéw, dr hab. inz. Jadwiga Lal-Jadziak, prof. UMK

@ Woprowadzenie do proceséw stochastycznych, dr Tomasz Wasak, prof.
UMK

@ Analiza szeregéw czasowych w fizyce i astronomii, w jezyku Python,
dr Grzegorz Nowak

@ Uczenie maszynowe, algorytmy i systemy datamining, dr hab. Norbert
Jankowski, prof. UMK

@ Sztuczne sieci neuronowe, dr Marek Grochowski; Sieci neuronowe
w modelowaniu i sterowaniu, prof. dr hab. Oleksandr Sokolov

@ Sztuczna inteligencja, prof. dr hab. Wtodzistaw Duch
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https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-ALTES&callback=g_239054c1
https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-ALTES&callback=g_239054c1
https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-WPSTOCH
https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-SZERCZAS&callback=g_d2700f11
https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-UMASZ
https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-SSNEUR&callback=g_c486aa5c
https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-AR2SINEUMOD&callback=g_c486aa5c
https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-AR2SINEUMOD&callback=g_c486aa5c
https://usosweb.umk.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0800-SZIN&callback=g_4469fa5d

