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Mierzymy linijka (z podziatka o dokfadnosci Ad = 1 mm) $rednice okregu:
d+ Ad.
Promien to r = %; jaka jest niepewnos¢ tak obliczonego r?

Q@ Ar=Ad?
O Ar=2Ad?
Q@ Ar= %Ad?

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 15 2/23



Mierzymy linijka (z podziatka o dokfadnosci Ad = 1 mm) $rednice okregu:
d+ Ad.

Promien to r = %; jaka jest niepewnos¢ tak obliczonego r?

Q@ Ar=Ad?

O Ar=2Ad?

Q0 Ar= %Ad?

Ogdlniej: jesli mierzymy wielkos¢ 2 z doktadnoscia/niepewnoscia A, to ile
wynosi niepewnos¢ wielkosci y = f(x) wyznaczonej posrednio? Tzn. jak sie
propaguje niepewnos$¢ wyznaczenia x na niepewno$¢ wyznaczenia y?
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Mierzymy linijka (z podziatka o dokfadnosci Ad = 1 mm) $rednice okregu:
d+ Ad.
Promien to r = %; jaka jest niepewnos¢ tak obliczonego r?
Q Ar=Ad?
O Ar=2Ad?
Q@ Ar=JAd?
Ogdlniej: jesli mierzymy wielkos¢ 2 z doktadnoscia/niepewnoscia A, to ile
wynosi niepewnos¢ wielkosci y = f(x) wyznaczonej posrednio? Tzn. jak sie
propaguje niepewnos$¢ wyznaczenia x na niepewno$¢ wyznaczenia y?
Jeszcze ogélniej: jesli mierzymy x1 &+ Axq, xo & Axo, ..., 2, £ Axy,, toile
wynosi niepewnos¢ Ay wielkosci y = f(z1,z2,...,2,)7?

2
Np. wyznaczenie przyspieszenia ziemskiego g ze wzoru h = % poprzez
pomiar czasu spadku ¢ z wysokosci h.
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Jesli zmienne losowe X; maja niewielkie odchylenia od swoich wartosci
oczekiwanych p; = E(X;) (co ma miejsce w wiekszosci laboratoryjnych
przypadkéw, co sprowadza sie do zatozenia o niewielkich
btedach/niepewnosciach pomiaréw bezposrednich), to zmienng losowa Y
bedaca funkcja Y = f(X1, X2, ..., X,) zmiennych losowych X; mozna
rozwina¢ w szereg Taylora w poblizu jej wartosci oczekiwanej, okreslonej
z kolei w przyblizeniu liniowym jako

E(Y) ~ f(E(Xy1),E(X2),...,E(X,))
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Jesli zmienne losowe X; maja niewielkie odchylenia od swoich wartosci
oczekiwanych p; = E(X;) (co ma miejsce w wiekszosci laboratoryjnych
przypadkéw, co sprowadza sie do zatozenia o niewielkich
btedach/niepewnosciach pomiaréw bezposrednich), to zmienng losowa Y
bedaca funkcja Y = f(X1, X2, ..., X,) zmiennych losowych X; mozna
rozwina¢ w szereg Taylora w poblizu jej wartosci oczekiwanej, okreslonej
z kolei w przyblizeniu liniowym jako

E(Y) ~ f(E(Xy1),E(X2),...,E(X,))

czyli w okolicy punktu
B = (Mlv M2,y ,un) = (E(Xl)’E(X2)7 s 7E(Xn))1 zatem E(Y) ~ f(p’)
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Rozwijamy zatem w szereg Taylora (f(x) = f(z1,22,...,2y)):
of 0
Y =E(Y X1 — —_— X9 — — ..
(Y) + (X1 ’”)axl + (X2 ,u2)a +
=N =M

gdzie E(Y) =~ f(u). Oznaczmy a; = C% . Wtedy (opuszczajac cztony

=W

wyzszych rzedéw)
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad7.pdf

Rozwijamy zatem w szereg Taylora (f(x) = f(z1,22,...,2y))
of 0
Y =E(Y X1 — —_— X9 — — ..
(Y) + (X1 ’”)axl + (X2 MQ)a +
=N =M

. Wtedy (opuszczajac cztony

=W

gdzie E(Y) =~ f(u). Oznaczmy a; = %

wyzszych rzedéw)

V({Y)~ V< ) (Xi — i) ai) = V(i a; X; — iaml) =V (i ain->
i=1 i=1 i=1 i=1
n n 1—1
= Z G%V(Xz’) + 2 Z Z a;arCov (X, Xi)
i=1 i=1 k=1

(Por. wtasnosci na slajdach 12 i 33 wyktadu 7.)
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad7.pdf

Otrzymujemy tedy prawo propagacji btedu:

Gk, 42503 aanp (X Xe) oxo,
1 i=1 k=1

n n i—1
0'52/ ~

)

gdzie
_9f

a; =
&Ti
T=Nn

oraz skorzystalismy z tego, ze (zob. slajd 2, wyktad 14)

Cov(X;, Xi) = p (X, Xi) ox,0x,
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad14.pdf

Cztony z kowariancja znikaja gdy zmienne X; sg niezalezne—typowa
sytuacja przy dopasowywaniu funkgji do danych (por. wyktad 14) lub
robocze zatozenie w wiekszosci sytuacji gdy spodziewamy sie, ze
niepewnosci badanych wielkosci dominuja nad ich kowariancjami. W takim
wypadku prawo propagacji btedu upraszcza sie do

2
2 2
oy~ E 0%,
Y 8907, X;

T=p
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Pierwiastek z wariancji to odchylenie standardowe, czyli dyspersja zmiennej
losowej wokét jej wartosci oczekiwanej:

i=1

r=p

co w szczegblnym przypadku gdy y = f(x) sprowadza sie do

2
_|9f
| Oz

~ |p2 [2f

=M T=N

co, poprzez utozsamienie niepewnosci standardowej z odchyleniem
standardowym, prowadzi do powszechnego wyrazenia

of

Ay =
Y ox

Az
E(X)

i podobnie dla poprzednich wzoréw:
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(Aazi)Q

n 8f
Ay - Z 8332

=1

=/

e oraz gdy kowariancje C'ov (X;, Xj) sa niepomijalne:

2
" [0
@2 =3 (2L ) w2+
i=1 "Ne=p
n i—1 8f 8f
2 Z D Er. p (x, ) Az Axy,
=1 k=1 HNa=p Flamp
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Podkreslmy:
@ rozwiniecie Taylora zostato wykonane do cztonéw liniowych

w wariancji/kowariancji
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Podkreslmy:

@ rozwiniecie Taylora zostato wykonane do cztonéw liniowych
w wariancji/kowariancji

e Cov(X1,X2) = p(X1,X2)ox,0x, moze by¢ dodatnia lub ujemna
(por. slajdy 2-3 z wyktadu 14)—teoretycznie moze sie zdarzy¢, ze
ujemna kowariancja skompensuje dodatnie wariancje w mato
prawdopodobnym przypadku gdy fluktuacje wokét wartosci sa
kompletnie skorelowane
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Podkreslmy:
@ rozwiniecie Taylora zostato wykonane do cztonéw liniowych
w wariancji/kowariancji
e Cov(X1,X2) = p(X1,X2)ox,0x, moze by¢ dodatnia lub ujemna
(por. slajdy 2-3 z wyktadu 14)—teoretycznie moze sie zdarzy¢, ze
ujemna kowariancja skompensuje dodatnie wariancje w mato
prawdopodobnym przypadku gdy fluktuacje wokét wartosci sa

kompletnie skorelowane
@ najpowszechniej uzywane prawo propagacji btedu:

2

n af
Ay= | D (Az;)?
i=1 z=p

jest przyblizeniem liniowym dla zmiennych losowych
niezaleznych—mozna je stosowac jesli kowariancje, w poréwnaniu
z wariancjami, s3 pomijalnie mate
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Podkreslmy:
@ rozwiniecie Taylora zostato wykonane do cztonéw liniowych
w wariancji/kowariancji
e Cov(X1,X2) = p(X1,X2)ox,0x, moze by¢ dodatnia lub ujemna
(por. slajdy 2-3 z wyktadu 14)—teoretycznie moze sie zdarzy¢, ze
ujemna kowariancja skompensuje dodatnie wariancje w mato
prawdopodobnym przypadku gdy fluktuacje wokét wartosci sa

kompletnie skorelowane
@ najpowszechniej uzywane prawo propagacji btedu:

2

Ay= > ggi (Az;)?

i=1 z=p

jest przyblizeniem liniowym dla zmiennych losowych
niezaleznych—mozna je stosowac jesli kowariancje, w poréwnaniu
z wariancjami, s3 pomijalnie mate

@ W ogdlnosci prawo propagacji btedu zawiera kowariancje, co bywa
szczegolnie istotne przy dopasowaniach funkcji do danych
pomiarowych (zob. dalsze wyktady)
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Ad=21
2

. d or
Przyktad. Jesli r = 2 to Ar = 9
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. d or
Przyktad. Jesli r = 2 to Ar = 9

Ad=21
2

Przyktad. W ogélnosci, jesli y = ax + b, to Ay = ‘gy' Az = |a|Ax
x
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or

od

Ad=21

Przyktad. Jesli r = g to Ar = 5

Przyktad. W ogélnosci, jesli y = ax + b, to Ay = ‘gy' Az = |a|Ax
x

Przykfad. Ponadto, jesli z = ax + by, to

Az = \/ (ng (Az)2 + (g;f (Ay)2 = \/a2(Az)? + b2(Ay)?

X
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or

od

Ad=21

Przyktad. Jesli r = g to Ar = 5

Przyktad. W ogélnosci, jesli y = ax + b, to Ay = ‘gy' Az = |a|Ax
x

Przykfad. Ponadto, jesli z = ax + by, to

Az = \/ (ng (Az)2 + (g;f (Ay)2 = \/a2(Az)? + b2(Ay)?

X

Jesli jednak p(z,y) # 0 (czyli kowariancja nie znika), to

Az = \/a2(Ax)2 + b2(Ay)2 + 2abp(z, y) AzAy
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t2 2h
Przykfad. Jesli h = % tog = 2 zatem (zaktadajac niezaleznos¢, tj.

h i t sa mierzone niezaleznie od siebie, np. réznymi przyrzadami—linijka
i stoperem; wtedy ich kowariancja jest dostatecznie dobrze przyblizana

jako zerowa)
Ag— \/<gZ)2 (AR)? + (‘2)2 (A1)’
_ \/(;)2 (AR)? + (_;hf (A1)?
o () o ()
N ERG)
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Przyktad. Jesli obwod elektryczny spetnia prawo Ohma, to R = %

Wtedy
2 2
OB (av? + (22) (any?
ou oI . .
Zaktadamy, ze niepewnosci
pomiaréw U i I sa

1\ 2 U\ ?2 e .
([> (AU)2+<—12> (AI)2 w przyblizeniu niezalezne,

wiec pomijamy czton

AR

z kowariancja, tzn. mimo ze

2 2
- \/<RAU> + <RIA]> U i I sa fizycznie powigzane
prawem Ohma, zaktadamy

5 5 tutaj, ze btedy odczytu
AU AT ltomi : :
— | R2 = +R2( 22 woltomierza i amperomierza

I s3 od siebie niezalezne.

/() ()
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Przykfad. Do danych pomiarowych {z;,y;} dopasowano model
y = ax + b uzyskujac najlepsze wartosci parametréw a = 1.56,b = 1.03,
oraz macierz kowariancji

= (anten 57 ) - (0% ")

Niepewnosci dopasowanych
parametréw to
VV(a) =V0
VV(b) =

v0.03 ~ 0.17

oraz ewidentnie kowariancje sa
pomijalnie mate w poréwnaniu
z wariancjami, tj. C jest

-2 -1 0 1 2 praktycznie diagonalna.

Aa
Ab
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Niech bedzie model y = f(x;6) z parametrami 6 = (01, 6s,...,6,) € RP
dopasowywany do danych pomiarowych {z;, v;}7 ¢; tedy y; = f(xi;0) +¢;,
gdzie g; ~ N (0,0).
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Niech bedzie model y = f(x;6) z parametrami 6 = (01, 6s,...,6,) € RP
dopasowywany do danych pomiarowych {z;, v;}7 ¢; tedy y; = f(xi;0) +¢;,
gdzie ¢; ~ N (0,0). Dopasowanie odbywa sie poprzez minimalizacje sumy
kwadratéw odchylen danych od modelu:

n

S0) =120 =3y — flais0)?
=1

i=1
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Niech bedzie model y = f(x;6) z parametrami 6 = (01, 6s,...,6,) € RP
dopasowywany do danych pomiarowych {z;, v;}7 ¢; tedy y; = f(xi;0) +¢;,
gdzie ¢; ~ N (0,0). Dopasowanie odbywa sie poprzez minimalizacje sumy
kwadratéw odchylen danych od modelu:

n

S0) =120 =3y — flais0)?
=1

i=1

lub gdy kazdemu punktowi przypisujemy wagi w; = 0;2:
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Niech bedzie model y = f(x;6) z parametrami 6 = (01, 6s,...,6,) € RP
dopasowywany do danych pomiarowych {z;, v;}7 ¢; tedy y; = f(xi;0) +¢;,
gdzie ¢; ~ N (0,0). Dopasowanie odbywa sie poprzez minimalizacje sumy
kwadratéw odchylen danych od modelu:

n

S0) =120 =3y — flais0)?
=1

i=1

lub gdy kazdemu punktowi przypisujemy wagi w; = 0;2:

Zapisujac macierzowo:
S(0) =r(0)TWr()

gdzie W = diag (0 2) jest diagonalna macierza wag (zob. tez slajdy
21-23).
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Niech 6 bedzie najoptymalniejszym wektorem parametréw znalezionych
powyzsza metoda. Funkcje f(x;60) mozna rozwinaé w szereg Taylora
w poblizu tego wektora:

F(@;0) = fx;:0) + J (9 —é)

gdzie J jest macierzg Jacobiego o elementach:

5y <8f(azi;9) )
0=0

00,
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Niech 6 bedzie najoptymalniejszym wektorem parametréw znalezionych
powyzsza metoda. Funkcje f(x;60) mozna rozwinaé w szereg Taylora
w poblizu tego wektora:

F(@;0) = fx;:0) + J (9 —é)

gdzie J jest macierzg Jacobiego o elementach:

5y (af(a:w) )
0=0

06
Macierz kowariancji C/() dopasowanych parametréw 6 to (wyprowadzenie
poprzez informacje Fishera—pomijamy; lecz por. slajd 6, wykfad 9)

cO) ~ (JTwJ)~!
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Niech 6 bedzie najoptymalniejszym wektorem parametréw znalezionych
powyzsza metoda. Funkcje f(x;60) mozna rozwinaé w szereg Taylora
w poblizu tego wektora:

F(@;0) = fx;:0) + J (9 —é)

gdzie J jest macierzg Jacobiego o elementach:

5y (af(asi;m )
0=0

06
Macierz kowariancji C/() dopasowanych parametréw 6 to (wyprowadzenie
poprzez informacje Fishera—pomijamy; lecz por. slajd 6, wykfad 9)

cO) ~ (JTwJ)~!

To wtasnie w ten sposéb np. w PYTHONie komenda
scipy.optimize.curve_fit zwraca macierz kowariangcji
(zob. slajdy 13 i 16).
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Przykfad. Do danych pomiarowych {z;,y;} dopasowano model y = az’
uzyskujac najlepsze wartosci parametréw a = 4,b = 3, oraz macierz
kowariangji

= (ot T )= (50 55 )

Niepewnosci dopasowanych parametréw to
Aa = /V(a) = v0.005 ~ 0.07
Ab=+/V(b) =v0.2~0.45
Jako ze V(a) < Cov(a,b) < V(b), to zeby tatwiej oceni¢ site zwiazku
miedzy parametrami a i b obliczymy macierz korelacji p (por. slajd 2,
wyktad 14): Crab
ij

pij = —F———
b b
\ Gii O

ktéra dla powyzszej C® wynosi

(1 09
Pab =1 95 1
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad14.pdf

Wspétezynnik korelacji p(a,b) = 0.95 implikuje, ze korelacja miedzy
dopasowanymi parametrami jest bardzo silna—jesli a wzrosnie, to b tez
wzro$nie niemal deterministycznie. Oznacza to, ze rézne pary (a,b) daja
niemal takie same dopasowania funkcji ¥ = az® do danych.
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Wspétezynnik korelacji p(a,b) = 0.95 implikuje, ze korelacja miedzy
dopasowanymi parametrami jest bardzo silna—jesli a wzrosnie, to b tez
wzro$nie niemal deterministycznie. Oznacza to, ze rézne pary (a,b) daja
niemal takie same dopasowania funkcji ¥ = az® do danych.

Jesli model jest uzasadniony (np. teorig fizyczna), ale problemem s3 dane
(np. duzy rozrzut, co prowadzi do zle okreslonych parametréw), mozna np.
przej$¢ do innej bazy, w ktérej macierz kowariancji C' stanie sie diagonalna:

C = PAP!
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Wspétezynnik korelacji p(a,b) = 0.95 implikuje, ze korelacja miedzy
dopasowanymi parametrami jest bardzo silna—jesli a wzrosnie, to b tez
wzro$nie niemal deterministycznie. Oznacza to, ze rézne pary (a,b) daja
niemal takie same dopasowania funkcji ¥ = az® do danych.

Jesli model jest uzasadniony (np. teorig fizyczna), ale problemem s3 dane
(np. duzy rozrzut, co prowadzi do zle okreslonych parametréw), mozna np.
przej$¢ do innej bazy, w ktérej macierz kowariancji C' stanie sie diagonalna:

C = PAP™!
gdzie A = diag(A1, A2) jest macierza wartosci wtasnych, zas P macierza,

ktérej kolumny sa wektorami wtasnymi (C' jest symetryczna, wiec
Pt =PT),
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W takiej bazie mozemy zdefiniowaé nowe parametry «, 5 takie, ze

() (3)
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W takiej bazie mozemy zdefiniowaé nowe parametry «, 5 takie, ze

() (3)

Tutaj: a = 0.15a 4+ 0.99b, 5 = 0.99a — 0.15b oraz

cos _ (02045 0
—\ o 00005
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W takiej bazie mozemy zdefiniowaé nowe parametry «, 5 takie, ze

() (3)

Tutaj: a = 0.15a 4+ 0.99b, 5 = 0.99a — 0.15b oraz

cos _ (02045 0
—\ o 00005

Nowe parametry («, 3) sa liniowymi kombinacjami starych (a,b), ale
w nowej bazie macierz kowariancji staje sie diagonalna, tj. ai 3 s3
niezalezne. Ich niepewnosci to Aa = 1/0.2045 = 0.45,

AB =+/0.0005 = 0.02.
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Mozemy tez odwréci¢ transformacje:

a «@
(2)=+(5)
czyli a = 0.15a — 0.9983, b = 0.99a 4 0.153. Wtedy chcac obliczyé¢ np.
A(ab) mozna wyrazi¢ ab = g(a, 8) = (0.15a — 0.995)(0.99a + 0.153) =

0.1485(a? — B%) — 0.957603, co pozwala obliczy¢ A(ab) jako Ag(a, 3)
bez uzycia cztonéw z kowariancjami.
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Mozemy tez odwréci¢ transformacje:

a «@
(2)=+(5)
czyli a = 0.15a — 0.9983, b = 0.99a 4 0.153. Wtedy chcac obliczyé¢ np.
A(ab) mozna wyrazi¢ ab = g(a, 8) = (0.15a — 0.995)(0.99a + 0.153) =

0.1485(a? — B%) — 0.957603, co pozwala obliczy¢ A(ab) jako Ag(a, 3)
bez uzycia cztonéw z kowariancjami.

Podkres$lmy: to nie usuwa korelacji miedzy a i b, tylko obraca uktad
odniesienia (wybiera baze) do takiego, w ktérym macierz kowariancji staje
sie diagonalna.
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Mozemy tez odwréci¢ transformacje:

a «@
(2)=+(5)
czyli a = 0.15a — 0.9943, b = 0.99a + 0.158. Wtedy chcac obliczy¢ np.
A(ab) mozna wyrazi¢ ab = g(a, 8) = (0.15a — 0.995)(0.99a + 0.153) =

0.1485(a? — B%) — 0.957603, co pozwala obliczy¢ A(ab) jako Ag(a, 3)
bez uzycia cztonéw z kowariancjami.

Podkres$lmy: to nie usuwa korelacji miedzy a i b, tylko obraca uktad
odniesienia (wybiera baze) do takiego, w ktérym macierz kowariancji staje
sie diagonalna.

Zastosowanie: to jest doktadnie to co lezy u podstaw analizy gtéwnych
sktadowych (princical component analysis, PCA)—algorytmu redukgji
wielowymiarowych przestrzeni parametréw do przestrzeni o nizszym
wymiarze, zachowujacej maksymalna wariancje zawartg w oryginalnych
parametrach.
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1 n
Przykfad. Niepewnos¢ sredniej 7 = — Z i
mn

n

D

=1

oz

Az = oz,

)2 () =

< _
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad8.pdf

1 n
Przykfad. Niepewnos¢ sredniej 7 = — E i
mn
i=1

Az — J zn: <§Z>2 (Az;)? = Jzn: (:L . 1)2 (A;)?

i=1

= J % Z (Az;)® = id > (Azy)?

Jesli Vi : Ax; = Az, to

(Por. slajd 13, wyktad 8.)
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n
Przyktad. Niepewnosé sredniej wazonej T = Z T;w; Z wagami
i=1
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n
Przyktad. Niepewnosé sredniej wazonej T = Z T;w; Z wagami
i=1

n
wi20:2wi:1:
=1

AZ = znz (g;)z (Az;)? = ;w? (Az;)”

=1

-2
L e o; :
Dla $redniej wazonej odwrotnosciami wariancji, tj. w; = ———— (zeby
-2
2. 9]
J=1
n
nadal zachodzito Y~ w; = 1):
i=1

= 2
E .CL'iJl-_
_ =1
xr=

n
> o5’
7j=1
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Wreszcie, jesli Vi : Ax; = Az, to

-1/2

_ 1 B n _1/2_ (A:Jc)2_Ax
v-var) (@w) VST

=1
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Wreszcie, jesli Vi : Ax; = Az, to

_ "1 o n O\ Y2 (Az)? Az
A= Gy :<<Ax>2’> N T

czyli to samo (por. slajd 20) co dla zwyktej Sredniej—ktéra jest Srednig
wazong z wagami Vi : w; = w = T = » o Wiy =Wy, &, gdzie

n o = 1 n = LS
Yimiwi=nw=1=w=_,zatem Y " wir; = ;Y 0 X
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