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Kowariancja
: Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y)

zmiennych losowych X i Y moze przyjmowac¢ r6zne wartosci, czesto
nieporéwnywalne. Np. Cov(X1, Y1) = 1 moze by¢ duze, za$
Cov(X2,Y2) = 1000 moze by¢ mafe.
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Kowariancja
J Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y)

zmiennych losowych X i Y moze przyjmowac¢ r6zne wartosci, czesto
nieporéwnywalne. Np. Cov(X1,Y]1) = 1 moze by¢ duze, zas
Cov(Xa,Ys) = 1000 moze by¢ mafe. W sytuacjach (zob. dalej) gdy
chcemy mie¢ mozliwos¢ poréwnywania sity zaleznoSci miedzy zmiennymi
losowymi, uzytecznym jest zdefiniowane wspéfczynnika korelacji:

C’O’U(AX7 Y) . E[(X — ml)(Y — mg)] N 11

B V(X)V(Y) B oxX0y V20402
Jest on:
@ bezwymiarowy
@ miara wspétzaleznosci liniowej zmiennych X i Y

@ ograniczony do przedziatu —1 < p <1
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Twierdzenie 1. |p| < 1.

Dowdd. Wezmy wyrazenie
2
X —E(X) n Y —E(Y)
]E {

VV(X) VV(Y)
X—E(X) ? Y-E(Y 2 X-E(X)Y—E(Y)
e +E — + 2E — —
V(X)] l V(Y)] {l\/V(X) \/V(Y)]}
=242
Skoro wyrazenie po lewej jest zawsze nieujemne (bo jest to catka
z funkgji nieujemnej lub suma dodatnich skfadnikéw) to réwniez
2+ 2p > 0, skad (rozpatrujac oba znaki +) ostatecznie —1 < p<1. B

—
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Twierdzenie 2. Jesli X i Y s3 niezalezne, to p = 0.

Dowdd. Skoro (slajd 34, wyktad 7) dla zmiennych niezaleznych zachodzi

w11 = Cov(X,Y) =0, to—o ile wariancje V(X) >0i V(Y) > 0—to
(oo Cou(X)Y) _

réwniez p = V) 0. |

Jesli np. X ma V(X) =0 (tj. X jest state), to Cov(X,Y) =0, ale p jest

nieokreslone (bo symbol 0/0).

Caveat emptor!

Twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest, w ogélnym przypadku,
prawdziwe—zmienne nieskorelowane nie musza by¢ niezalezne.
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad7.pdf

Przykfad. Niech zmienna X ma symetryczny (wzgledem zera) rozktad
prawdopodobiefistwa, oraz Y = X?. Wtedy
Cov(X,Y Cov(X, X?
p(X,Y) = x ( )2
VVXV(Y)  VV(X)V(X?)

Liczymy kowariancje:
Cov(X,X?) =E(X?) —E(X)E(X?)
ale dla rozktadéw symetrycznych (Vk € N)
E(X) =E(X?) =... = E(x*) = ... =0
zatem [zakfadajac V(X) > 0, V(X?) > 0] zachodzi
p(X,X?) =0

mimo, ze zmienne X i X? s3 zalezne.
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1Zob. slajd 20
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Wspétczynnik determinacji p>—okreéla jaka czes¢ wariancji jedne;
zmiennej jest okreslona przez wariancje drugiej zmiennej.!

Np. p = 0.5 przektada sie na 25%.

Zauwazmy, ze > 50% uzyskuje sie dopiero dla p > 1/4/2 ~ 0.707.

1Zob. slajd 20
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Stownictwo dot. sity zwiazku korelacyjnego

Ip| sifa korelacji
0—-0.2 brak
0.2—-0.4 staba

0.4 — 0.7 srednia
0.7—0.9 silna

09-1 bardzo silna
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Stownictwo dot. sity zwiazku korelacyjnego

Ip| sifa korelacji
0—-0.2 brak
0.2—-0.4 staba

0.4 — 0.7 srednia
0.7—0.9 silna

09-1 bardzo silna

Korelacje nalezy interpretowaé ostroznie:

X X
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Kwartet Anscombe’a (p = 0.82):
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DataSaurus:

X Mean: 54.26
: Y Mean: 47.83
" X SD : 16.76
Y sSD : 26.93
Corr. : -0.06
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W przypadku istotnej korelacji liniowej pojawia sie zatem kluczowe pytanie:
czy jesli zmienne losowe X i Y s3 zalezne, to czy mozemy przewidywaé
jedna na podstawie wiedzy o drugiej?
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad7.pdf
https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad6.pdf

W przypadku istotnej korelacji liniowej pojawia sie zatem kluczowe pytanie:
czy jesli zmienne losowe X i Y s3 zalezne, to czy mozemy przewidywaé
jedna na podstawie wiedzy o drugiej?

Tak, poniewaz poza momentami zdefiniowanymi na wyktadzie 7 istnieje
jeszcze jedna ich grupa—momenty warunkowe. S3 to momenty
rozktadéw warunkowych (zob. wyktad 6).
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad7.pdf
https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad6.pdf

Warunkowa wartoscia oczekiwang E(X|Y = y) zmiennej losowej X
pod warunkiem, ze zmienna losowa Y przyjmuje warto$¢ y nazywamy
wartos¢ oczekiwana rozktadu warunkowego zmiennej X:
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Warunkowa wartoscia oczekiwang E(X|Y = y) zmiennej losowej X
pod warunkiem, ze zmienna losowa Y przyjmuje warto$¢ y nazywamy
wartos¢ oczekiwana rozktadu warunkowego zmiennej X:

@ dla zmiennej losowej dyskretnej:

E(XY =y) = Z% =z;|Y = yi) iDik
i

o dla zmiennej losowej ciagte;:

o0

BX[Y =) = [ aflalyde = - / f(z,y)d

—0o0
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Warunkowa wartoscia oczekiwang E(X|Y = y) zmiennej losowej X
pod warunkiem, ze zmienna losowa Y przyjmuje warto$¢ y nazywamy
wartos¢ oczekiwana rozktadu warunkowego zmiennej X:

@ dla zmiennej losowej dyskretnej:

E(XY =y) = Z% =z;|Y = yi) iDik
i

o dla zmiennej losowej ciagte;:

o0

BX[Y =) = [ aflalyde = - / f(z,y)d

—0o0

Warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej X pod warunkiem Y jest zatem
zalezna (funkcyjnie) od y, zatem mozemy ja oznaczyé przez

mi(y) = E(X]Y =y).
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BN
Warunkowa wartoécia oczekiwang E(Y|X = x) zmiennej losowej Y

pod warunkiem, ze zmienna losowa X przyjmuje warto$¢ x nazywamy
wartos$¢ oczekiwang rozktadu warunkowego zmiennej Y:

o dla zmiennej losowej dyskretne;:
E(Y|X =2;) =) ypP (Y = gl X = ;) = Zykpzk
k

o dla zmiennej losowej ciggtej:

EY|X =2)= /yf(y\x)dy=@/yf<w,y)dy

Warunkowa wartos$¢ oczekiwana zmiennej Y pod warunkiem X jest zatem

zalezna (funkcyjnie) od x, zatem mozemy ja oznaczy¢ przez
ma(x) = E(Y|X = z).
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Krzywa regresji | rodzaju zmiennej X wzgledem zmiennej Y to zbidr
punktéw ptaszczyzny (x,y) o wspétrzednych [mi(y), yl.

Krzywa regresji | rodzaju zmiennej Y wzgledem zmiennej X to zbidr
punktéw ptaszczyzny (x,y) o wspétrzednych [z, ma(x)].

| x=E(Xly)

NE(YE)

E(Y) fY[X=3)

B X

Jesli zmienna losowa dwuwymiarowa (X,Y) jest:
© dyskretna, to krzywa regresji | rodzaju jest zbiorem skonczonej (lub
przeliczalnej) liczby punktéw;
@ ciagta, to krzywa regresji | rodzaju jest pewna krzywa.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykfad 14 13 /26



Jesli zmienne X i Y s3 niezalezne, to
mi(y) = B(X]Y =y) = E(X)

ma(z) =E(Y|X =2) =E(Y)

o Krzywa regresji zmiennej X wzgledem Y lezy na prostej réwnolegte;
do osi Oy.

o Krzywa regresji zmiennej Y wzgledem X lezy na prostej réwnolegte;
do osi Ox.

o Te dwie proste przecinaja sie w punkcie o wspétrzednych
[m1(y), ma(x)] pod katem 90°.
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Twierdzenie 3. Wartos¢ oczekiwana kwadratu odchylenia wartosci
zmiennej X od krzywej regresji | rodzaju zmiennej X jest minimalna:

E {[X - ml(Y)P} = min.
czyli srednie odchylenie kwadratowe zmiennej X od funkcji g(X) jest

najmniejsze gdy g(X) jest rowne mq(Y'), tj. jest linia regresji.
Podobnie, dla linii regresji | rodzaju zmiennej Y wzgledem X zachodzi

E {[Y - mQ(X)F} = min.
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Dowdd. Dla zmiennej losowej (X,Y) typu ciagtego:

E{[Y—g /f1 (/ y—g(@)? f(ylr)dy | da

prawa strona przybiera wartos¢ minimalna gdy ¢(X) = E(Y|X = ), bo
wtedy czynnik w duzym nawiasie okragtym jest wariancja w rozkfadzie
warunkowym (poniewaz wariancja minimalizuje moment drugiego
rzedu—zob. slajd 21, wyktad 7) |
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https://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/strap/wyklad7.pdf

Krzywe regresji | rodzaju w ogélnosci nie sg prostymi, jednak czesto chcemy
wyznaczy¢ taka prosta, ze sposréd wszystkich prostych na ptaszczynie
(x,y) odchylenia zmiennej losowej od tej konkretnej, poszukiwanej prostej
sa najmniejsze. Ogdlniej, chodzi o sposéb wyznaczania krzywej
parametrycznej o dowolnej, zadanej z géry postaci—w szczegdlnosci
dopasowanie jej do pewnego zbioru punktéw {(xl,yz)}f\il
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Krzywe regresji | rodzaju w ogélnosci nie sg prostymi, jednak czesto chcemy
wyznaczy¢ taka prosta, ze sposréd wszystkich prostych na ptaszczynie
(x,y) odchylenia zmiennej losowej od tej konkretnej, poszukiwanej prostej
sa najmniejsze. Ogdlniej, chodzi o sposéb wyznaczania krzywej
parametrycznej o dowolnej, zadanej z géry postaci—w szczegdlnosci
dopasowanie jej do pewnego zbioru punktéw {(xl,yz)}f\il
Krzywa regresijii Il rodzaju g(z) zmiennej losowej Y wzgledem X to
pewna krzywa (funkcja), ktérej parametry sa okreslone metoda
najmniejszych kwadratéw—tj. przez minimalizacje wartosci przecietnej
odchylenia kwadratowego zmiennej losowej Y od krzywej g(z):

E {[Y — g(a;)]z} = min.

(Podobnie okresla sie krzywa regresji |l rodzaju zmiennej X wzgledem Y.)
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Krzywe regresji | rodzaju w ogélnosci nie sg prostymi, jednak czesto chcemy
wyznaczy¢ taka prosta, ze sposréd wszystkich prostych na ptaszczynie
(x,y) odchylenia zmiennej losowej od tej konkretnej, poszukiwanej prostej
sa najmniejsze. Ogdlniej, chodzi o sposéb wyznaczania krzywej
parametrycznej o dowolnej, zadanej z géry postaci—w szczegdlnosci
dopasowanie jej do pewnego zbioru punktéw {(xl,yz)}f\il
Krzywa regresijii Il rodzaju g(z) zmiennej losowej Y wzgledem X to
pewna krzywa (funkcja), ktérej parametry sa okreslone metoda
najmniejszych kwadratéw—tj. przez minimalizacje wartosci przecietnej
odchylenia kwadratowego zmiennej losowej Y od krzywej g(z):

E {[Y — g(a;)]z} = min.

(Podobnie okresla sie krzywa regresji |l rodzaju zmiennej X wzgledem Y.)
W szczegélnosci, jesli g(x) = ax + b, to méwimy o prostej regres;ji |l
rodzaju (lub w skrécie: regresji liniowej) zmiennej Y wzgledem X.
Najoptymalniejsze (w sensie najmniejszych kwadratéw odchylen) wartosci
parametréw a i b znajdujemy z warunku minimalizacji:

E {[Y — (aX + b)]Q} = min.
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Roézniczkujac ostatnie wyrazenie po a oraz b oraz przyréwnujac do zera:

%E{[Y ~ (aX + 5)12} = 9E[(Y —aX —b)X] =0

%E{[Y— (aX + b))} = 2B [y —aX 1] =0

co po przeksztaceniach
E(XY) - aE(X?) — bE(X) =0

E(Y) - aE(X)—b=0

Powyzsze jest nazywane ukfadem réwnah normalnych. Zapisujac go
poprzez momenty:
mi1 — amsgg — bmyg =0

mor —amig—b=20
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Jego rozwiazanie to

mi11 — moe1Mmio _ H11 COU( )

mog — m%o ,U20 V(X)
b= mop1 — amaio

Zatem réwnanie prostej regresji zmiennej Y wzgledem X jest ostatecznie

postaci
_ p11

H20
Podobnie otrzymuje sie réwnanie prostej regresji zmiennej X wzgledem Y

(x —mi0) + mo1

- Mn(

y — mo1) + mio
o2

Obie proste regresji przechodza przez punkt (myg, mg1) (zwany $rodkiem
ciezkosci populacji).

Rozktadéw zmiennych losowych X i Y zwykle nie znamy—momenty oraz
parametry estymujemy z proby.
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L
Wspétczynnik kierunkowy

_ Cov(X,Y) Cou(X,Y)

VX)) ok

a

za$ wspétczynnik korelacji
Cov(X,Y) — Cou(X,Y) Cov(X,Y)ox
V(X)V(Y) oxoy ok oy

zatem
ox
p=0a—
gy

Dla regresji liniowe] Y = aX + b + ¢ zachodzi
V(Y)=V(aX +b)+ V(e)

gdZie 2 2 2 . . -
e V(aX +b) =a"V(X) = a”o% to wariancja wyjasniona przez model

e V() to wariancja pochodzaca z fluktuacji statystycznych (szumu,
niepewnosci pomiarowych itp.—gdyby tego nie byto mielibysmy model
catkowicie deterministyczny, a nie stochastyczny, czyli wszystkie
punkty lezatyby idealnie na linii prostej)
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Zatem
gy ? 2 2 2 2

a’V(X)
V(Y)
pochodzi od wariancji cztonu a X + b—czesci deterministycznej modelu:

czyli skoro p? = , to p? to cze$¢ wariancji zmiennej Y, ktéra

V(Y) = a?V(X) + V() = pV(Y) + V() /1 V(Y) =

Vie)
V(Y)

Podsumowujac: wariancja Y rozktada sie na cze$¢ pochodzacy od aX + b
(determistyczng) i cze$¢ losowa/stochastyczna pochodzacy od ¢; po
podstawieniu relacji miedzy a i p okazuje sie, ze udziat tej pierwszej

w wariancji Y to doktadnie p?.

1=p*+
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Poniewaz jednak zazwyczaj ,momenty oraz parametry estymujemy z préby”
(slajd 19), to estymator wspotczynnika korelacji p z proby n-elementowej
wynosi

n
, > (xi—2) (yi — 1)
A (v, y) _ i=1
p = =
Sx y n _\2 n 9
> (zi—2)" 2 (yi —7)
i=1 i=1
gdzie nieobcigzony estymator kowariacji to
1 n
cry)=——=) (2 —2)(yi —9)
n—1 i
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Dopasowanie linii regresji do préby odbywa sie koncepcyjnie tak jak
powyzej; momenty i parametry s3 estymowane z tej proby i przybieraja
formy:
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BN
Dopasowanie linii regresji do préby odbywa sie koncepcyjnie tak jak
powyzej; momenty i parametry s3 estymowane z tej proby i przybieraja
formy:

b=mo —ampg =9y — ax
W celu znalezienie linii dopasowania metodg najmniejszych kwadratéw
minimalizujemy wyrazenie:

n

Z (yi — ax; — b)* = min.

=1

co w efekcie daje takie same wyrazenia na @ oraz b jak wyzej. S3 to
estymatory zgodne i nieobcigzone parametréw a oraz b.
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Przy zatozeniu, ze populacja ma dwuwymiarowy rozktad normalny okazuje
sie (pozostawiamy bez wyprowadzenia), ze rozktad parametru

a~Nl(a,S,), gdzie

S5 A =07
vy

jest niepewnoscia (btedem), tj. odchyleniem standardowym, wspétczynnika
kierunkowego a. Podobnie, dla wyrazu wolnego b ~ N (b, Sp), gdzie

Sy = Say/S% + X2
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Niech y; oznaczajg wartosci prostej regresji y; = ax; + b, zas g/g wartosci
znalezionej metoda najmniejszych kwadratéw linii y; = axz; + b. Wtedy (bez
dowodu) dla danego z; statystyka

(&xi + 3) — (az; +b)

S&m—HA)

_ yé — Y
Sy

t=

ma rozkfad t-Studenta z (n — 2) stopniami swobody, gdzie
Sy, = Sa [S% + (@i — 2]
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Niech y; oznaczajg wartosci prostej regresji y; = ax; + b, zas g/g wartosci
znalezionej metoda najmniejszych kwadratéw linii y; = axz; + b. Wtedy (bez
dowodu) dla danego z; statystyka

(&xi +6) — (ax; +b) _ Yl — i

. /
S&m+b Syi

t=

ma rozkfad t-Studenta z (n — 2) stopniami swobody, gdzie

Sl =8, [53( + (2 — f)ﬂ

Statystyka ta stuzy do wyznaczania obszaru ufnosci dla prostej regresji y
dla kazdego z; z prawdopodobienstwem ufnosci 1 — « jako

(6% (6%
yl/-—Sz’/it<1— 5,n—z) < y(z;) <y§—|—Sg’ht<1— §,n—2>
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Obszar ufnosci jest wtedy ograniczony krzywymi:

Y=245-00032 * X

Wspdlezynnik korelacji: r= -0.39

13
a
12
i1 S brTywe
o BE hrTy b

1.0 f// _~65% bazywa utnosel

prosts regresy OSIacoWENa
T populacy proby

04
52 53 54 55 56 57 58 54 &0
X
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