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Testy zgodności

Służą do weryfikowania hipotezy zerowej, że rozpatrywana zmienna losowa
ma rozkład należący do określonej rodziny rozkładów. Np. sprawdzamy czy
rozkład obserwowanej/mierzonej wielkości jest normalny.

Takie testy w ogólności można podzielić na dwie główne kategorie:
1 gdy wielkości mamy pogrupowane w kategorie—tzw. szereg

rozdzielczy (np. test χ2 Pearsona);
2 gdy wielkość jest ciągła i mamy dostęp do surowych wyników

pomiarów (np. testy Kołmogorowa-Smirnowa lub Andersona-Darlinga).

Badamy hipotezę H0 : F (x) = F0(x)—czy dystrybuanta empiryczna F jest
zgodna z dystrybuantą rozkładu teoretycznego F0.

Hipoteza prosta—jeśli parametry są znane z góry; hipoteza złożona—jeśli
parametry estymujemy z próby.
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Test χ2 Pearsona
Założenia

dane są pogrupowane w k klas
liczność każdej klasy to ni

całkowita liczność próby wynosi n =
∑k

i ni

prawdopodobieństwa teoretyczne zaobserwowania wielkości w danej
klasie to pi
dla i-tej klasy (tj. dla przedziału (xi−1, xi]):

pi = P (xi−1 < X ⩽ xi) =

xi∫
xi−1

dF0(x) = F0(xi)− F0(xi−1)
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Test χ2 Pearsona
Statystyka testowa

Statystyka testowa to w ogólności empiryczne χ2:

χ2 =

k∑
i=1

(Oi − Ei)
2

Ei

gdzie O—obserwowane (observed), E—spodziewane (expected).

Dla szeregu rozdzielczego:

χ2 =

k∑
i=1

(ni − npi)
2

npi

Jest to miara rozbieżności danych i modelu. Zachodzi χ2 ⩾ 0.
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Test χ2 Pearsona
Rozkład i obszar krytyczny

Asymptotycznie, gdy n → ∞, TS ma rozkład χ2 o (k − p− 1) stopniach
swobody:

χ2 ∼ χ2(k − p− 1)

gdzie p jest liczbą wolnych parametrów rozkładu (np. dla rozkładu
normalnego p = 2), które należy oszacować z próby aby obliczyć
prawdopodobieństwa pi.

Prawostronny obszar krytyczny Kα określony jest przez warunek

χ2 > χ2
1−α,k−p−1

ponieważ chcemy zminimalizować błąd II rodzaju odrzucenia hipotezy
alternatywnej H1, za którą przemawiają duże wartości statystyki χ2.
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Rozkład i obszar krytyczny

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wykład 13 6 / 19



Test χ2 Pearsona
Uwagi

wymaganie praktyczne: ni ≳ 5

wymaganie praktyczne: co najmniej k = 20 klas
najlepiej działa gdy estymujemy nie więcej niż p = 2 parametry
często konieczne łączenie klas
wynik zależy od podziału na klasy

Są to zatem dość istotne ograniczenia. Ponadto wadą tej metody jest
„marnowanie danych” w przypadku gdy mamy dostęp do surowych (nie
podzielonych na klasy) danych; zwłaszcza jeśli mają one naturę ciągłą.

Oczywiście, jeśli zmienna losowa jest dyskretna (o rozkładzie
dwumianowym, Poissona, itd.), to test χ2 jest adekwatny—przy spełnieniu
powyższych wymagań.
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Test χ2 Pearsona
Przykład—biny o szerokości w
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Test Kołmogorowa-Smirnowa
Założenia i statystyka testowa

zmienna losowa ciągła
brak grupowania danych

Hipoteza zerowa:
H0 : Fn(x) = F0(x)

gdzie Fn to dystrybuanta empiryczna z próby o liczności n. Wprowadźmy
uporządkowanie:

x1 ⩽ x2 ⩽ . . . ⩽ xn

Wtedy

Fn(x) =


0 x < x1
i
n xi ⩽ x < xi+1

1 x ⩾ xn

Niech będzie hipoteza prosta H0, że zmienna losowa ma dystrybuantę
F0(x) całkowicie określoną. Wtedy statystyka testowa KS to

Dn = sup
x

|F0(x)− Fn(x)|
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Test Kołmogorowa-Smirnowa
Interpretacja statystyki KS

Rozkład Dn jest stablicowany.
Duże wartości Dn świadczą o dużej rozbieżności dystrybuanty Fn od F0.
Konstruujemy prawostronny obszar krytyczny w oparciu o kwantyl dn rzędu
1− α (na poziomie istotności α):

P (Dn ⩾ dn,1−α) = α

W praktyce:

obliczamy różnice
i

n
− F0(xi) dla i = 1, . . . , n

oznaczamy d+n = max
1⩽i⩽n

(
i

n
− F0(xi)

)
podobnie d−n = max

1⩽i⩽n

(
i− 1

n
− F0(xi)

)
dn = max

(∣∣d+n ∣∣ , ∣∣d−n ∣∣)
Jeśli dn wpada w obszar krytyczny to H0 odrzucamy na poziomie α.
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Test Kołmogorowa-Smirnowa
Duże próby

Dla stosunkowo dużych prób (n ≳ 40) można stosować przybliżenie na
wartość krytyczną statystyki KS:

Dcrit =

√
− ln

(
α
2

)
2n

Jeśli wartość statystyki z próby Dn spełnia

Dn < Dcrit

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H0 na poziomie istotności
α.
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Test Kołmogorowa-Smirnowa
Duże próby

Jeśli próba jest bardzo duża (n ≫ 100) to:
1 dopuszczalna jest również hipoteza złożona1—parametry rozkładu

można estymować z próby
2 dn wyznacza się j.w. Graniczny rozkład Kołmogorowa λ (stablicowany)

zmiennej losowej
√
nDn nie zależy od n. Obszar krytyczny spełnia

P
(√

nDn ⩾ λ(1− α)
)
= α

Zatem jeśli wartość
√
ndn z próby jest większa od kwantyla λ(1− α),

to hipotezę H0 odrzucamy na poziomie istotności α.

W tym teście dane można pogrupować w klasy i różnice dystrybuant
wyznaczać w poszczególnych klasach. Test KS jest czulszy niż test χ2

Pearsona.

1W zasadzie stosuje się test Lilieforsa, który jest modyfikacją testu KS dla tej sytuacji.
Tablice statystyczne liczone wyłącznie metodami Monte Carlo.
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Test Kołmogorowa-Smirnowa
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Test Kołmogorowa-Smirnowa

Caveat emptor!
Test KS jest najczulszy na różnice w okolicach mody rozkładu. Może się
zdarzyć, że dana próba „zda” ten test mimo nieakceptowalnie dużych różnic
w ogonach rozkładu.
Dlatego należy wykonać co najmniej dwa komplementarne testy zgodności
(zob. dalej).
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Test Kołmogorowa-Smirnowa
Przykład
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Test różnicowy Kołmogorowa-Smirnowa

Test KS można stosować do rozstrzygnięcia, czy dwie próby (o licznościach
n1 i n2) pochodzą z tego samego rozkładu—H0 : Fn1(x) = Fn2(x).
Statystyka testowa to

Dn1,n2 = sup
x

|Fn1(x)− Fn2(x)|

Zbyt duże wartości świadczą na
niekorzyść H0. Dla prób ni ≳ 20
korzysta się z tego, że statystyka

λ =
√
nDn1,n2

gdzie n = n1n2
n1+n2

, ma rozkład
graniczny Kołmogorowa.
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Test Andersona-Darlinga
Założenia i statystyka testowa

Podobnie jak w teście KS, porównujemy dystrybuantę empiryczną Fn

z teoretyczną F0.
Kluczowa różnica: test AD silniej uwzględnia różnice w ogonach
rozkładu.

Statystyka testowa:

A2 = −n− 1

n

n∑
i=1

(2i− 1) [lnF0(xi) + ln (1− F0(xn+1−i))]

również mierzy rozbieżność między dystrybuantami Fn i F0.
Duże wartości A2 świadczą o niezgodności z H0.
Porównanie KS i AD:

KS—maksymalna różnica (globalna)
AD—różnica ważona (większa waga ogonów)
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Test Andersona-Darlinga
Obszar krytyczny

Obszar krytyczny (prawostronny):

A2 > A2
1−α

gdzie A2
1−α to kwantyl rzędu 1− α rozkładu A2.

Jeśli wartość statystyki z próby wpada w obszar krytyczny, to odrzucamy
H0 na poziomie istotności α.

Rozkład statystyki A2 jest stablicowany, ale
nie jest uniwersalny: zależy od testowanego rozkładu (hipotezy
zerowej) oraz tego, czy parametry są znane czy estymowane z próby.
python: scipy.stats.anderson
Dla dużych prób możliwa jest hipoteza złożona.
Parametry rozkładu można wtedy estymować z próby.
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zerowej) oraz tego, czy parametry są znane czy estymowane z próby.
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Test Andersona-Darlinga

Caveat emptor!
Test AD jest najczulszy na różnice w okolicach ogonów rozkładu. Może się
zdarzyć, że dana próba „zda” ten test mimo nieakceptowalnie dużych różnic
w okolicach mody rozkładu.
Dlatego należy wykonać co najmniej dwa komplementarne testy zgodności
(AD i KS).
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