Statystyka i rachunek prawdopodobienstwa
Wyktad 13: Hipotezy statystyczne—testy nieparametryczne
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Testy zgodnosci

Stuza do weryfikowania hipotezy zerowej, ze rozpatrywana zmienna losowa
ma rozktad nalezacy do okreslonej rodziny rozktadéw. Np. sprawdzamy czy

rozktad obserwowanej/mierzonej wielkosci jest normalny.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 13 2/19



Testy zgodnosci

Stuza do weryfikowania hipotezy zerowej, ze rozpatrywana zmienna losowa
ma rozktad nalezacy do okreslonej rodziny rozktadéw. Np. sprawdzamy czy
rozktad obserwowanej/mierzonej wielkosci jest normalny.

Takie testy w ogélnosci mozna podzieli¢ na dwie gtéwne kategorie:
O gdy wielkosci mamy pogrupowane w kategorie—tzw. szereg
rozdzielczy (np. test x? Pearsona);

@ gdy wielkos¢ jest ciggta i mamy dostep do surowych wynikéw
pomiaréw (np. testy Kotmogorowa-Smirnowa lub Andersona-Darlinga).
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Testy zgodnosci

Stuza do weryfikowania hipotezy zerowej, ze rozpatrywana zmienna losowa
ma rozktad nalezacy do okreslonej rodziny rozktadéw. Np. sprawdzamy czy
rozktad obserwowanej/mierzonej wielkosci jest normalny.

Takie testy w ogélnosci mozna podzieli¢ na dwie gtéwne kategorie:

O gdy wielkosci mamy pogrupowane w kategorie—tzw. szereg
rozdzielczy (np. test x? Pearsona);

@ gdy wielkos¢ jest ciggta i mamy dostep do surowych wynikéw
pomiaréw (np. testy Kotmogorowa-Smirnowa lub Andersona-Darlinga).

Badamy hipoteze Hy : F'(x) = Fy(z)—czy dystrybuanta empiryczna F' jest
zgodna z dystrybuantg rozktadu teoretycznego Fjp.

Hipoteza prosta—ijesli parametry sa znane z gory; hipoteza ztozona—ijesli
parametry estymujemy z préby.
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Test 2 Pearsona

Zatozenia

@ dane s3 pogrupowane w k klas
o licznos¢ kazdej klasy to n;
o catkowita licznos¢ proby wynosi n = Zf n;
@ prawdopodobienstwa teoretyczne zaobserwowania wielkosci w danej
klasie to p;
o dla i-tej klasy (tj. dla przedziatu (z;_1,z;]):
Z;
Pi = P(J}Z‘_l <X < xl) = / dFQ(l’) = Fo(xl) — F()(.ri_l)
Ti—1
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Test 2 Pearsona
Statystyka testowa

Statystyka testowa to w ogélnoéci empiryczne x:
2oy (0 — Ei)?
* i=1 Ei

gdzie O—obserwowane (observed), E—spodziewane (expected).
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Test 2 Pearsona
Statystyka testowa

Statystyka testowa to w ogélnoéci empiryczne x:

k(0 — E;)?
9 Z( Ei)

Il
—

i
gdzie O—obserwowane (observed), E—spodziewane (expected).

Dla szeregu rozdzielczego:

(ni — np;)?
np;

XN)
I

.
Il
i

Jest to miara rozbieznosci danych i modelu. Zachodzi x? > 0.
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Test 2 Pearsona

Rozktad i obszar krytyczny

Asymptotycznie, gdy n — oo, TS ma rozktad x? o (k — p — 1) stopniach
swobody:

X2~k —p—1)
gdzie p jest liczba wolnych parametréw rozktadu (np. dla rozktadu

normalnego p = 2), ktére nalezy oszacowac¢ z préby aby obliczy¢
prawdopodobienstwa p;.
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Test 2 Pearsona

Rozktad i obszar krytyczny

Asymptotycznie, gdy n — oo, TS ma rozktad x? o (k — p — 1) stopniach
swobody:

X2~ X3k —p—1)
gdzie p jest liczba wolnych parametréw rozktadu (np. dla rozktadu

normalnego p = 2), ktére nalezy oszacowac¢ z préby aby obliczy¢
prawdopodobienstwa p;.

Prawostronny obszar krytyczny K, okreslony jest przez warunek
2 2
X" > Xi—ak—p-1

poniewaz chcemy zminimalizowaé¢ btad Il rodzaju odrzucenia hipotezy
alternatywnej H, za ktéra przemawiaja duze wartosci statystyki 2.
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Test 2 Pearsona

Rozktad i obszar krytyczny

Tablica 8. Kwantyle z%(p,v) rzedu p rozkladu —+&— oo
%% o v stopniach swobody

P

Y [ To00s ool 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 0,995
1 = = 0,001 0,004 3,841 5,024 6,635 7,879
| 2 0,010 0,020 0,051 0,103 5,991 7,378 9,210 10,597

3| 002 o115 0216 0352 7815 9348 11345 12,838

4 0207 0297 0484 0711 9488 11,143 13277  14.860
| 5 | 0412 055 083 1,145 11,071 12,833 15086 16,750
| 6 ! 0,676 0,872 1,237 1,635 12,592 14,449 16,812 18,548
7 0989 1,239 1,690 2,167 14,067 16013 18,475 20,278
L8 1344 1,646 2,180 2,733 15,507 17,535 20,000 21,955
9 1,735 2,088 2700 3325 16919 19,023  21.666  23.589
|10 | 2156 2558 3247 3940 18307 20483 23209 25,188
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Test 2 Pearsona

Uwagi

wymaganie praktyczne: n; 2 5
wymaganie praktyczne: co najmniej & = 20 klas
najlepiej dziata gdy estymujemy nie wiecej niz p = 2 parametry

czesto konieczne taczenie klas

wynik zalezy od podziatu na klasy
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Test 2 Pearsona

Uwagi

wymaganie praktyczne: n; 2 5
wymaganie praktyczne: co najmniej & = 20 klas
najlepiej dziata gdy estymujemy nie wiecej niz p = 2 parametry

czesto konieczne taczenie klas

wynik zalezy od podziatu na klasy

S3 to zatem do$¢ istotne ograniczenia. Ponadto wada tej metody jest
,marnowanie danych” w przypadku gdy mamy dostep do surowych (nie
podzielonych na klasy) danych; zwtaszcza jesli maja one nature ciagta.
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Test 2 Pearsona

Uwagi

wymaganie praktyczne: n; 2 5
wymaganie praktyczne: co najmniej & = 20 klas
najlepiej dziata gdy estymujemy nie wiecej niz p = 2 parametry

czesto konieczne taczenie klas

wynik zalezy od podziatu na klasy

S3 to zatem do$¢ istotne ograniczenia. Ponadto wada tej metody jest
,marnowanie danych” w przypadku gdy mamy dostep do surowych (nie
podzielonych na klasy) danych; zwtaszcza jesli maja one nature ciagta.

Oczywiscie, jesli zmienna losowa jest dyskretna (o rozktadzie
dwumianowym, Poissona, itd.), to test x? jest adekwatny—przy spetnieniu
powyzszych wymagan.
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Test 2 Pearsona

Przyktad—biny o szerokosci w
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Test Kotmogorowa-Smirnowa

Zatozenia i statystyka testowa

@ zmienna losowa ciagta
@ brak grupowania danych
Hipoteza zerowa:

H() : Fn(.’L') = F()(x)

gdzie F, to dystrybuanta empiryczna z préby o licznosci n. Wprowadzmy
uporzadkowanie:

Wtedy
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Test Kotmogorowa-Smirnowa

Zatozenia i statystyka testowa

@ zmienna losowa ciagta
@ brak grupowania danych
Hipoteza zerowa:
H() : Fn(.’L') = F()(x)
gdzie F, to dystrybuanta empiryczna z préby o licznosci n. Wprowadzmy
uporzadkowanie:
1 ST2 < ... STy

Wtedy 0 r<u
1
Fn(x) = % T KT < Tit1
1 >z,

Niech bedzie hipoteza prosta Hy, ze zmienna losowa ma dystrybuante
Fy(z) catkowicie okreslona. Wtedy statystyka testowa KS to

Dy, = sup |[Fo(z) — Fn()|
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Test Kotmogorowa-Smirnowa
Interpretacja statystyki KS

Rozktad D,, jest stablicowany.

Duze wartosci D,, Swiadcza o duzej rozbieznosci dystrybuanty F,, od Fj.
Konstruujemy prawostronny obszar krytyczny w oparciu o kwantyl d,, rzedu
1 — a (na poziomie istotnosci «):

P(Dn = dn,lfa) =«

Wyktad 13
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Test Kotmogorowa-Smirnowa
Interpretacja statystyki KS

Rozktad D,, jest stablicowany.

Duze wartosci D,, Swiadcza o duzej rozbieznosci dystrybuanty F,, od Fj.
Konstruujemy prawostronny obszar krytyczny w oparciu o kwantyl d,, rzedu
1 — a (na poziomie istotnosci «):

P(Dn = dn,lfa) =«

W praktyce:

@ obliczamy réznice — — Fy(z;) dlai=1,...,n
n

]
@ oznaczamy d,} = nax ( — Fo(xi)>
<i<n \n

e podobnie d, = max <Z_1 —FO(sz‘)>

e d, = max (‘d,ﬂ , ‘d;‘)
Jesli d,, wpada w obszar krytyczny to Hy odrzucamy na poziomie «.
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Test Kotmogorowa-Smirnowa

Duze préby

@ Dla stosunkowo duzych préb (n = 40) mozna stosowa¢ przyblizenie na
wartos¢ krytyczna statystyki KS:

—In(3)
2n

Jesli wartos¢ statystyki z proby D,, spetnia
Dn < Dcrit

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy na poziomie istotnosci
.
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Test Kotmogorowa-Smirnowa

Duze préby

o Jedli proba jest bardzo duza (n > 100) to:
@ dopuszczalna jest réwniez hipoteza ztozona'—parametry rozktadu
mozna estymowac z préby
@ d,, wyznacza sie j.w. Graniczny rozktad Kotmogorowa \ (stablicowany)
zmiennej losowej /nD,, nie zalezy od n. Obszar krytyczny spetnia

P(vnD, 2 X1 -a)) =a

Zatem jesli warto$¢ /nd,, z préby jest wieksza od kwantyla A\(1 — «),
to hipoteze Hy odrzucamy na poziomie istotnosci a.

W zasadzie stosuje sie test Lilieforsa, ktéry jest modyfikacja testu KS dla tej sytuacji.
Tablice statystyczne liczone wytacznie metodami Monte Carlo.
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Test Kotmogorowa-Smirnowa

Duze préby

o Jedli proba jest bardzo duza (n > 100) to:
@ dopuszczalna jest réwniez hipoteza ztozona'—parametry rozktadu
mozna estymowac z préby
@ d,, wyznacza sie j.w. Graniczny rozktad Kotmogorowa \ (stablicowany)
zmiennej losowej /nD,, nie zalezy od n. Obszar krytyczny spetnia

P(vnD, 2 X1 -a)) =a
Zatem jesli warto$¢ /nd,, z préby jest wieksza od kwantyla A\(1 — «),
to hipoteze Hy odrzucamy na poziomie istotnosci a.

W tym tescie dane mozna pogrupowa¢ w klasy i réznice dystrybuant
wyznacza¢ w poszczegélnych klasach. Test KS jest czulszy niz test 2
Pearsona.

W zasadzie stosuje sie test Lilieforsa, ktéry jest modyfikacja testu KS dla tej sytuacji.
Tablice statystyczne liczone wytacznie metodami Monte Carlo.
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Test Kotmogorowa-Smirnowa

Tablica 12. Kwantyle d,(1 —a) statystyki D, Kolmogorowa

o o
n n
0,10 0,05 0,01 0,10 0,05 0,01
1 0,950 0,975 0,995 51 0,168 0,187 0,224
2 776 842 929 52 ,166 ,185 222
3 636 ,708 ,829 53 ,165 ,183 ,220
4 565 624 734 54 ,163 ,181 218
5 ,509 ,563 ,669 55 ,162 ,180 216
6 468 ,519 617 56 ,160 178 214
7 A36 483 576 57 ,159 177 212
8 410 454 ,542 58 ,158 ,175 ,210
9 387 ,430 513 59 ,156 174 ,208
10 369 ,409 ,489 60 ,155 172 207
Tablica 13. Wartosci K (y) dystrybuanty K statystyki \/;, D, Kolmogorowa przy n —» o
y K(») y K(y) y K ¥y Ky
0,36 0,001 0,72 322 1,08 0,806 1,44 0,968
0,37 ,001 0,73 339 1,09 814 1,45 970
0,38 ,001 0,74 356 1,10 822 1,46 972
0,39 002 0,75 373 1,11 ,830 1,47 973
0,40 ,003 0,76 ,390 1,12 837 1,48 975
0,41 004 0,77 406 1,13 845 1,49 976
0,42 005 0,78 423 1,14 ,851 1,50 978
043 ,007 0,79 440 1,15 858 1,51 979
0,44 ,010 0,80 456 1,16 ,864 1,52 ,980
045 013 0,81 472 1,17 871 1,53 981
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Test Kotmogorowa-Smirnowa

Caveat emptor!

Test KS jest najczulszy na réznice w okolicach mody rozktadu. Moze sie
zdarzy¢, ze dana préba ,zda” ten test mimo nieakceptowalnie duzych réznic
w ogonach rozktadu.

Dlatego nalezy wykona¢ co najmniej dwa komplementarne testy zgodnosci
(zob. dalej).
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Test Kotmogorowa-Smirnowa

Przyktad

o il
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Test réznicowy Kotmogorowa-Smirnowa

Test KS mozna stosowa¢ do rozstrzygniecia, czy dwie préby (o licznosciach
ni i ng) pochodza z tego samego rozktadu—Hy : F),, (z) = F,,(x).
Statystyka testowa to

1.0 b
Dnhnz :Sup|Fn1(:E) _Fn2($)| 1
x 08| .
Zbyt duze wartosci Swiadcza na o | ]
niekorzys¢ Hy. Dla préb n; = 20 - 1
korzysta sie z tego, ze statystyka Ot - T
02 n
A= \/ﬁDnl,nz i
0 i

gdzie n = n’;frg ma rozkfad

graniczny Kotmogorowa.
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Test Andersona-Darlinga

Zatozenia i statystyka testowa

Podobnie jak w tescie KS, poréwnujemy dystrybuante empiryczna F,

z teoretyczng Fyp.
Kluczowa réznica: test AD silniej uwzglednia réznice w ogonach

rozktadu.
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Test Andersona-Darlinga

Zatozenia i statystyka testowa

Podobnie jak w tescie KS, poréwnujemy dystrybuante empiryczna F,

z teoretyczng Fyp.
Kluczowa réznica: test AD silniej uwzglednia réznice w ogonach

rozktadu.
Statystyka testowa:
1 n
A2 = —n— - > (20— 1) [In Fo(a) + In (1 = Fy(zni1-4))]
i=1
réwniez mierzy rozbieznos¢ miedzy dystrybuantami F), i Fj.
Duze wartosci A% $wiadcza o niezgodnosci z Hy.
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Test Andersona-Darlinga

Zatozenia i statystyka testowa

Podobnie jak w tescie KS, poréwnujemy dystrybuante empiryczna F,
z teoretyczng Fyp.
Kluczowa réznica: test AD silniej uwzglednia réznice w ogonach

rozktadu.
Statystyka testowa:

1,
A2 = —p— - Z;(zz — 1) [In Fo(z;) 4+ In (1 — Fo(zny1-4))]
1=
réwniez mierzy rozbieznos¢ miedzy dystrybuantami F), i Fj.
Duze wartosci A% $wiadcza o niezgodnosci z Hy.
Poréwnanie KS i AD:
e KS—maksymalna réznica (globalna)

@ AD—ro6znica wazona (wieksza waga ogondéw)
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Test Andersona-Darlinga

Obszar krytyczny

Obszar krytyczny (prawostronny):

A? > A%,
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Test Andersona-Darlinga
Obszar krytyczny

Obszar krytyczny (prawostronny):
2 2
A® > AT_,
gdzie A2 to kwantyl rzedu 1 — « rozkfadu A2,

Jesli wartos¢ statystyki z proby wpada w obszar krytyczny, to odrzucamy
Hy na poziomie istotnosci a.
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Test Andersona-Darlinga
Obszar krytyczny

Obszar krytyczny (prawostronny):
2 2
A® > AT_,
gdzie A2 to kwantyl rzedu 1 — « rozkfadu A2,

Jesli wartos¢ statystyki z proby wpada w obszar krytyczny, to odrzucamy
Hy na poziomie istotnosci a.

@ Rozktad statystyki A2 jest stablicowany, ale
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Test Andersona-Darlinga
Obszar krytyczny

Obszar krytyczny (prawostronny):
2 2
A® > AT_,
gdzie A2 to kwantyl rzedu 1 — « rozkfadu A2,

Jesli wartos¢ statystyki z proby wpada w obszar krytyczny, to odrzucamy
Hy na poziomie istotnosci a.

@ Rozktad statystyki A2 jest stablicowany, ale

@ nie jest uniwersalny: zalezy od testowanego rozktadu (hipotezy
zerowej) oraz tego, czy parametry s znane czy estymowane z proby.
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Test Andersona-Darlinga
Obszar krytyczny

Obszar krytyczny (prawostronny):
2 2
A® > AT_,
gdzie A2 to kwantyl rzedu 1 — « rozkfadu A2,

Jesli wartos¢ statystyki z proby wpada w obszar krytyczny, to odrzucamy
Hy na poziomie istotnosci a.

@ Rozktad statystyki A2 jest stablicowany, ale

@ nie jest uniwersalny: zalezy od testowanego rozktadu (hipotezy
zerowej) oraz tego, czy parametry s znane czy estymowane z proby.

@ PYTHON: scipy.stats.anderson
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Test Andersona-Darlinga
Obszar krytyczny

Obszar krytyczny (prawostronny):
2 2
A® > AT_,
gdzie A2 to kwantyl rzedu 1 — « rozkfadu A2,

Jesli wartos¢ statystyki z proby wpada w obszar krytyczny, to odrzucamy
Hy na poziomie istotnosci a.

@ Rozktad statystyki A2 jest stablicowany, ale

@ nie jest uniwersalny: zalezy od testowanego rozktadu (hipotezy
zerowej) oraz tego, czy parametry s znane czy estymowane z proby.

@ PYTHON: scipy.stats.anderson
@ Dla duzych préb mozliwa jest hipoteza ztozona.
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Test Andersona-Darlinga

Obszar krytyczny

Obszar krytyczny (prawostronny):
2 2
A® > AT_,
gdzie A2 to kwantyl rzedu 1 — « rozkfadu A2,

Jesli wartos¢ statystyki z proby wpada w obszar krytyczny, to odrzucamy
Hy na poziomie istotnosci a.

Rozkfad statystyki A? jest stablicowany, ale

nie jest uniwersalny: zalezy od testowanego rozktadu (hipotezy
zerowej) oraz tego, czy parametry s znane czy estymowane z proby.

@ PYTHON: scipy.stats.anderson

Dla duzych préb mozliwa jest hipoteza ztozona.

Parametry rozktadu mozna wtedy estymowac z préby.
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Test Andersona-Darlinga

Caveat emptor!

Test AD jest najczulszy na réznice w okolicach ogonéw rozktadu. Moze sie
zdarzy¢, ze dana préba ,zda” ten test mimo nieakceptowalnie duzych réznic
w okolicach mody rozktadu.

Dlatego nalezy wykona¢ co najmniej dwa komplementarne testy zgodnosci
(AD i KS).
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