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Estymacja przedziałowa
Estymacja przedziałowa polega na poszukiwaniu takiego przedziału
(Q1, Q2) wewnątrz którego wartość parametru Q populacji leży z zadanym
prawdopodobieństwem. Niech (X1, X2, . . . , Xn) będzie próbą prostą.
Wtedy

P [Q1(X1, . . . , Xn) < Q < Q2(X1, . . . , Xn)] = 1− α

gdzie:
(Q1, Q2) nazywamy dwustronnym przedziałem ufności
1− α to prawdopodobieństwo ufności, zaś
α to poziom istotności (najczęściej przyjmuje się α = 0.01 lub ew.
α = 0.05)
przedział ufności jest losowy (inny dla każdej próby)
częstość (prawdopodobieństwo) błędnych oszacowań wynosi α
zwiększanie prawdopodobieństwa ufności 1− α zwiększa przedział
ufności (Q1, Q2)
powiemy, że (Q1, Q2) z prawdopodobieństwem 1− α pokrywa
nieznaną wartość parametru Q
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Przedział ufności w 4 krokach:
1 określić badany parametr populacji
2 znaleźć rozkład prawd. jego estymatora w n-elementowej próbie prostej
3 wybrać poziom ufności
4 znaleźć granice przedziału ufności
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Model 1. Przedział ufności dla nieznanej wartości przeciętnej µ populacji,
w której nieznana cecha ma rozkład N (µ, σ) oraz σ jest znane.

Estymatorem µ jest statystyka X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

X̄ ma rozkład N
(
µ, σ√

n

)
Dla ułatwienia weźmy statystykę U =

X̄ − µ

σ/
√
n

(otrzymaną w wyniku

stardaryzacji) o rozkładzie N (0, 1)

Interesuje nas
P (u1 < U < u2) = 1− α

czyli

P

(
u1 <

X̄ − µ

σ/
√
n

< u2

)
= 1− α
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Załóżmy symetryczność przedziałów:

P (−∞ < U < u1) = P (u2 < U < +∞) =
α

2

zatem u1 = u
(α
2

)
, u2 = u

(
1− α

2

)
, u1 = −u.

Zatem

P

(
−u <

X̄ − µ

σ

√
n < u

)
= 1− α

lub też

P

(
−u

σ√
n
+ X̄ < µ < u

σ√
n
+ X̄

)
= 1− α

Weźmy 1− α = 0.95 odpowiadające 95% przedziałowi ufności.
Wartości u dla danego poziomu ufności 1−α (≡ poziomowi istotności
α) odczytujemy z tablic dystrybuanty standardowego rozkładu
normalnego [tutaj u = u

(
1− α

2

)
= 1.96].

Przedział ufności to (
−u

σ√
n
+ X̄, u

σ√
n
+ X̄

)
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Model 1. wydaje się być zbyt idealny — skąd niby znamy σ populacji ale
nie znamy µ?

1 Pomiar wielkości fizycznej przyrządem, którego dokładność jest znana
z kalibracji — znany jest zatem rozrzut, estymujemy konkretne
pomiary

2 Ogromna ilość wcześniejszych danych (agregacja, dane historyczne,
z innych eksperymentów itp.) — σ traktuje się jako znane

3 Modele teoretyczne, symulacje (Monte Carlo)
W praktyce jednak istotnie częściej stosuje się inne modele ¬
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Model 2. Przedział ufności dla nieznanej wartości przeciętnej µ populacji,
w której nieznana cecha ma rozkład N (µ, σ) oraz σ jest nieznane.

σ estymujemy z próbki poprzez S2
1 =

1

n

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2 lub

S2
2 = 1

n−1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2. Wtedy statystyka

T =
X̄ − µ

S1/
√
n− 1

=
X̄ − µ

S2/
√
n

ma rozkład t-Studenta o n− 1 stopniach swobody
PDF rozkładu t-Studenta o n stopniach swobody ma postać

f(t;n) =
Γ
(
n+1
2

)
√
nπΓ

(
n
2

) (1 + t2

n

)−n+1
2

gdzie Γ jest funkcją gamma (ciągłym uogólnieniem silni).
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Stopnie swobody — intuicja

Stopnie swobody to liczba niezależnych informacji w próbce, które
pozostają po nałożeniu ograniczeń:

Mamy próbę prostą (X1, . . . , Xn) — na starcie jest n niezależnych
obserwacji.
Jeśli nie znamy żadnych parametrów, wszystkie n obserwacji są
swobodne.
Jeśli estymujemy parametr z danych, to narzucamy jedno ograniczenie.
Każdy estymowany parametr „zużywa” jeden stopień swobody.
Np. jeśli estymujemy średnią X̄ to „tracimy” 1 stopień swobody ⇒
zostaje n− 1 stopni swobody
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Każdy estymowany parametr „zużywa” jeden stopień swobody.
Np. jeśli estymujemy średnią X̄ to „tracimy” 1 stopień swobody ⇒
zostaje n− 1 stopni swobody
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Stopnie swobody — związek z estymacją
Rozważmy odchylenia od średniej:

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi ⇒
n∑

i=1

(Xi − X̄) = 0

tj. jeśli przesuwamy „układ odniesienia” do średniej, to odchylenia
dodatnie i ujemne muszą się znosić.
Oznacza to, że odchylenia nie są niezależne — jeśli znamy n− 1
odchyleń Xi − X̄, to n-te jest wyznaczone jednoznacznie.

Warunek
n∑

i=1
(Xi − X̄) = 0 ogranicza przestrzeń, w której „żyją”

odchylenia (jako składowe wektora) do wymiaru n− 1; suma
kwadratów odchyleń jest normą tego wektora.
Dlatego estymator wariancji:

S2
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

ma n− 1 stopni swobody
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Stopnie swobody — związek z estymacją

Estymujemy średnią X̄ oraz wariancję S2
2 z próbki n-elementowej:

Suma odchyleń
∑

i(Xi − X̄) = 0

To ograniczenie „zużywa” 1 stopień swobody
Pozostałe n− 1 niezależne odchylenia wchodzą w sumę kwadratów
odchyleń w wyrażeniu na S2

Dlatego statystyka T = X̄−µ
S2/

√
n

ma rozkład (t-Studenta) z n− 1

stopniami swobody
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Rozkład t-Studenta jest rozkładem zmiennej losowej postaci
U√
Z

√
n:

U jest zmienną losową o rozkładzie N (0, 1)
Z jest zmienną losową o rozkładzie χ2 o n stopniach swobody
U i Z są niezależne
dla n → ∞, rozkład t-Studenta sprowadza się do standardowego
rozkładu Gaussa, zaś
dla n = 1 otrzymujemy rozkład Cauchy’ego

kurtoza dla n > 4 wynosi K =
6

n− 4
— czyli rozkład t-Studenta ma

cięższe ogony niż rozkład Gaussa (dla 2 < n ⩽ 4 zachodzi K = ∞; dla
n ⩽ 2 kurtoza nie istnieje)

Gauss

n=5

n=2

n=1

-4 -2 0 2 4
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

t

P
D
F
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Przedział ufności konstruuje się w oparciu o

P

(
−t <

X̄ − µ

S2/
√
n
< t

)
= 1− α

czyli

P

(
−t

S2√
n
+ X̄ < µ < t

S2√
n
+ X̄

)
= 1− α

Przykład. Jaka jest średnia waga gumy do żucia? Po zważeniu 10 sztuk
otrzymano X̄ = 14 g, S2 = 4g2.

Statystyka testowa t-Studenta
Wybieramy poziom ufności 95%, tj. α = 0.05

Z tablic statystycznych dla 9 stopni swobody odczytujemy kwantyl
rzędu 1− α

2 = 0.975 jako t = t (0.975) = 2.262

95% symetryczny przedział ufności to(
−2.262

2 g√
10

+ 14 g, 2.262
2 g√
10

+ 14 g

)
= (12.57 g, 15.43 g)
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Model 3. Przedział ufności dla nieznanej wartości przeciętnej µ populacji,
w której nieznana cecha ma dowolny rozkład o nieznanej wartości
przeciętnej i wariancji, ale próbka jest stosunkowo duża (zwyczajowo
n ≳ 30).

Z CLT wynika, że statystyka U =
X̄ − µ

σ/
√
n

ma asymptotyczny rozkład

normalny N (0, 1). Z próbki szacujemy (punktowo) nieznane odchylenie
standardowe: σ = S.
Dalej postępujemy jak w modelu 1 otrzymując

P

(
−u <

X̄ − µ

S

√
n < u

)
= 1− α

P

(
−u

S√
n
+ X̄ < µ < u

S√
n
+ X̄

)
= 1− α
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Interludium: rozkład χ2

Rozważmy zmienną losową Z =

n∑
i=1

X2
i , gdzie Xi są iid o rozkładzie

N (0, 1). Wyprowadzimy jej PDF.

Krok 1. Niech X ∼ N (0, 1), zatem ma PDF fX(x) =
1√
2π

exp

(
−x2

2

)
;

zdefiniujmy Y = X2. Dla y > 0 transformacja y = x2 prowadzi do
x = ±√

y. Otrzymujemy

fY (y) = fX (
√
y)

1

2
√
y
+ fX (−√

y)
1

2
√
y

Skoro fX(x) jest symetryczna, to

fY (y) =
1√
2π

exp
(
−y

2

)
√
y

Jest to rozkład Gamma(α, θ) z α = 1
2 , θ = 2.
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Interludium: rozkład χ2

Krok 2. Rozpatrzmy rozkład sumy dwóch iid zmiennych losowych
o rozkładach Gamma:

Y1 ∼ Gamma(α, θ), Y2 ∼ Gamma(β, θ), θ > 0

Ich PDFy to

fY1(y1) =
1

Γ(α)θα
yα−1
1 exp

(
−y1

θ

)
, y1 > 0

fY2(y2) =
1

Γ(β)θβ
yβ−1
2 exp

(
−y2

θ

)
, y2 > 0

Interesuje nas zatem zmienna S = Y1 + Y2 o rozkładzie:
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Interludium: rozkład χ2

fS(s) =

s∫
0

fY1(y1)fY2(s− y1)dy1

Podstawiając PDFy:

fS(s) =
exp

(
− s

θ

)
Γ(α)Γ(β)θα+β

s∫
0

yα−1
1 (s− y1)

β−1 dy1

Podstawienie y1 = su, dy1 = sdu:
s∫

0

yα−1
1 (s− y1)

β−1 dy1 = sα+β−1

1∫
0

uα−1 (1− u)β−1 du

Ostatnia całka jest definicją funkcji beta, która wyraża się przez funkcje Γ:

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
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Interludium: rozkład χ2

Podstawiając z powrotem i upraszczając:

fS(s) =
1

Γ(α+ β)θα+β
sα+β−1 exp

(
−s

θ

)

Rozpoznajemy zatem, że Y1 + Y2 ∼ Gamma(α+ β, θ)

Krok 3. Przez indukcję: jeśli Yi = X2
i ∼ Gamma(αi, θ), to

Z =

n∑
i=1

Yi =

n∑
i=1

X2
i ∼ Gamma

(
n∑

i=1

αi, θ

)
Pokazaliśmy w kroku 1., że X2

i ∼ Gamma
(
1
2 , 2
)
, zatem

Z =
n∑

i=1

X2
i ∼ Gamma

(n
2
, 2
)
≡ χ2

n

z PDFem: fZ(z) =
1

Γ
(
n
2

) (√
2
)n z n

2
−1 exp (−z/2)
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Model 4. Przedział ufności dla nieznanej wartości wariancji (ew.
odchylenia standardowego) populacji, w której nieznana cecha ma rozkład
N (µ, σ) o nieznanych wartości przeciętnej i wariancji.
Konstrukcja przedziału ufności opiera się na statystyce

χ2 =
nS2

1

σ2
=

(n− 1)S2
2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
σ2

tj. na rozkładzie χ2 z n− 1 stopniami swobody.

Postać PDF jest następująca:

f
(
χ2
)
= f(x) =

1(√
2
)n

Γ
(
n
2

)xn
2
−1 exp(−x/2)

Wartość oczekiwana i wariancja tego rozkładu wynoszą
E(X) = n, V (X) = 2n.
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Jeśli Xi są iid o rozkładzie N (0, 1), to zmienna χ2 =
n∑

i=1
X2

i ma

rozkład χ2 z n stopniami swobody

Jeśli Xi są iid o rozkładzie N (µ, σ) oraz S2
0 = 1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2, to

zmienna nS2
0

σ2 ma rozkład χ2 o n stopniach swobody

Jeśli Xi ma rozkład N (µ, σ) oraz S2
1 = 1

n

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2, to zmienna

nS2
1

σ2 ma rozkład χ2 o n− 1 stopniach swobody — jeden stopień
swobody został „zużyty” na wyznaczenie wartości estymatora wartości
przeciętnej

Przedział ufności konstruuje się w oparciu o

P

(
χ2
1 <

nS2
1

σ2
< χ2

2

)
= 1− α
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Załóżmy symetryczność (tj. równe prawdopodobieństwa w lewym i prawym
ogonie): P

(
χ2 < χ2

1

)
= P

(
χ2 > χ2

2

)
, a więc χ2

1 = χ2
1

(
α
2 , n− 1

)
jest

kwantylem rzędu α
2 , zaś χ2

2 = χ2
2

(
1− α

2 , n− 1
)

jest kwantylem rzędu
1− α

2 rozkładu χ2 o n− 1 stopniach swobody. Kwantyle wyznaczamy na
zadanym poziomie istotności α. Zatem:

P

(
nS2

1

χ2
2

< σ2 <
nS2

1

χ2
1

)
= 1− α

czyli

P

(
S1

√
n

χ2
2

< σ < S1

√
n

χ2
1

)
= 1− α
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Model 5. Przedział ufności dla nieznanej wartości wariancji (ew.
odchylenia standardowego) populacji, w której nieznana cecha ma rozkład
N (µ, σ) o nieznanych wartości przeciętnej i wariancji, ale próbka jest
stosunkowo duża (zwyczajowo n ≳ 50).

Tutaj można postępować jak w modelu 4 albo — dla ułatwienia obliczeń
— zastosować przybliżenie rozkładu χ2 rozkładem normalnym.

Dokładniej, statystyka
√
2χ2 =

√
2
nS2

σ2
=

S

σ

√
2n dla dostatecznie dużych

n ma w przybliżeniu (uwzględniając tzw. poprawkę Edgewortha na skośność
rozkładu χ2; bez dowodu) rozkład N

(√
2n− 3, 1

)
. Zatem:

P

(
S
√
n√

2n− 3 + u(1− α/2)
< σ <

S
√
n√

2n− 3− u(1− α/2)

)
= 1− α

gdzie u(1− α/2) jest kwantylem rzędu 1− α/2 rozkładu N (0, 1).
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Przykład. Badanie opinii publicznej.
Wyniki takie (np. sondaże) są podawane w procentach, z dokładnością
3 pp. Te 3 pp. określają szerokość 95% przedziału ufności. Ile osób należy
przeankietować by osiągnąć taką dokładność?

Rozw. Rozważmy rozkład dwupunktowy, tj. taki, w którym zmienna losowa
przyjmuje jedną z dwóch wartości. Charakterystyką tego rozkładu jest
wskaźnik struktury p (nazywany prawdopodobieństwem sukcesu), który jest
częstością wystąpienia w populacji elementu o określonej właściwości.

1 Estymacja punktowa. Estymatorem jest stosunek liczby elementów
wyróżnionych w próbce do liczności próbki:

p̂ =
k

n

k ma rozkład dwumianowy o parametrach E(k) = np, V (k) = npq,
zatem rozkład p̂ ma momenty, odpowiednio, p oraz pq/n.
W myśl twierdzeń granicznych dla dużej próby rozkład zmiennej
losowej U = k/n−p√

p(1−p)/n
dąży do rozkładu N (0, 1). Zatem p̂ ma

w przybliżeniu rozkład N
(
p,
√
pq/n

)
.
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3 pp. Te 3 pp. określają szerokość 95% przedziału ufności. Ile osób należy
przeankietować by osiągnąć taką dokładność?
Rozw. Rozważmy rozkład dwupunktowy, tj. taki, w którym zmienna losowa
przyjmuje jedną z dwóch wartości. Charakterystyką tego rozkładu jest
wskaźnik struktury p (nazywany prawdopodobieństwem sukcesu), który jest
częstością wystąpienia w populacji elementu o określonej właściwości.

1 Estymacja punktowa. Estymatorem jest stosunek liczby elementów
wyróżnionych w próbce do liczności próbki:

p̂ =
k

n

k ma rozkład dwumianowy o parametrach E(k) = np, V (k) = npq,
zatem rozkład p̂ ma momenty, odpowiednio, p oraz pq/n.
W myśl twierdzeń granicznych dla dużej próby rozkład zmiennej
losowej U = k/n−p√

p(1−p)/n
dąży do rozkładu N (0, 1). Zatem p̂ ma

w przybliżeniu rozkład N
(
p,
√
pq/n

)
.
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2 Estymacja przedziałowa. Dla dostatecznie dużej próby przedział
ufności wskaźnika struktury na poziomie ufności 1− α można
przybliżyć jako(

p̂− u(1− α/2)

√
p̂(1− p̂)

n
, p̂+ u(1− α/2)

√
p̂(1− p̂)

n

)

Dokładność na poziomie 3 pp. oznacza, że

P (p̂− 0.03 ⩽ p ⩽ p̂+ 0.03) ⩾ 0.95

Tutaj nierówność „⩾ 0.95” oznacza, że przedział ufności ma być
„najgorszym scenariuszem” w sensie maksymalizacji wariancji. Dlatego
w dalszych rozważaniach znajdziemy takie p by zrealizować ów
„najgorszy scenariusz”.
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Dla p ∈ [0, 1] zachodzi p(1− p) ⩽ 1
4 , zaś p(1− p) ma maksimum lokalne

dla p = 0.5. Stąd
√

p(1−p)
n ⩽

√
1
4n ⇒

√
n

p(1−p) ⩾
√
4n.

Obliczmy:

P (p̂− 0.03 ⩽ p ⩽ p̂+ 0.03) =

P

(
− 0.03√

p(1− p)/n
⩽

p̂− p√
p(1− p)/n

⩽
0.03√

p(1− p)/n

)
=

∫ 0.03
√

n/[p(1−p)]

−0.03
√

n/[p(1−p)]
φ(s)ds ⩾

∫ 0.03
√
4n

−0.03
√
4n

φ(s)ds ⩾ 0.95

Aby ostatnia nierówność była spełniona, potrzeba by

0.03
√
4n ⩾ 1.96 ⇒ n ⩾ 1068

Badania sondażowe zatem bazują na próbie około 1100 osób.
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