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Estymacja przedziatowa

Estymacja przedziatowa polega na poszukiwaniu takiego przedziatu
(Q1,Q2) wewnatrz ktérego wartos¢ parametru ) populacji lezy z zadanym
prawdopodobienstwem. Niech (X1, Xo, ..., X,,) bedzie préba prosta.
Wtedy

PlQi(X1,....Xn) <Q<Q2X1,.... Xp)]=1-«

gdzie:
e (Q1,Q2) nazywamy dwustronnym przedziatem ufnosci
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e (Q1,Q2) nazywamy dwustronnym przedziatem ufnosci
@ 1 — « to prawdopodobienstwo ufnoséci, zas
@ « to poziom istotnosci (najczesciej przyjmuje sie a« = 0.01 lub ew.
a = 0.05)
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prawdopodobienstwem. Niech (X1, Xo, ..., X,,) bedzie préba prosta.

Wtedy
PlQi1(X1,...,Xpn) < Q< Q2(X1,...,Xp)]=1—-«
gdzie:
e (Q1,Q2) nazywamy dwustronnym przedziatem ufnosci

1 — « to prawdopodobienstwo ufnoséci, zas

« to poziom istotnosci (najczesciej przyjmuje sie v = 0.01 lub ew.
a = 0.05)

przedziat ufnosci jest losowy (inny dla kazdej préby)

czestos¢ (prawdopodobienstwo) btednych oszacowan wynosi «
zwiekszanie prawdopodobienstwa ufnosci 1 — o zwieksza przedziat
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powiemy, ze (@1, Q2) z prawdopodobiefistwem 1 — v pokrywa
nieznang warto$¢ parametru ()
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Przedziat ufnosci w 4 krokach:
okresli¢ badany parametr populacji
znalez¢ rozktad prawd. jego estymatora w n-elementowej prébie prostej

wybraé poziom ufnosci

© 00O

znalez¢ granice przedziatu ufnosci
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Model 1. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej p populacji,
w ktérej nieznana cecha ma rozktad N (i, o) oraz o jest znane.

I
o Estymatorem p jest statystyka X = — E X;
s
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Model 1. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej p populacji,
w ktérej nieznana cecha ma rozktad N (i, o) oraz o jest znane.

I
o Estymatorem p jest statystyka X = — E X;
n
i=1
e X ma rozktad N/ (,u, ﬁ)

X —
e Dla ufatwienia wezmy statystyke U = a
o

(otrzymana w wyniku
n

stardaryzacji) o rozktadzie A/(0,1)
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Model 1. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej p populacji,
w ktérej nieznana cecha ma rozktad N (i, o) oraz o jest znane.

I
o Estymatorem p jest statystyka X = — ZXi
s
e X ma rozktad N/ (,u, ﬁ)
X —
e Dla ufatwienia wezmy statystyke U = a
o
stardaryzacji) o rozktadzie A/(0,1)

@ Interesuje nas

(otrzymana w wyniku
n

Plui <U<u)=1—-a

czyli
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@ Zatézmy symetrycznosé przedziatow:

P(—oo<U<u1):P(u2<U<+oo):%

atem = ( ) = (1 — —) = —
z U u U U U u.
1 5) 2 5) 1
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@ Zatézmy symetrycznosé przedziatow:

P(—oo<U<u1):P(u2<U<+oo):%

ate == (*) == (1 - *) = —
z m u u u u u u.
1 9 y U2 9 y U1
(] Zatell

X —
P<—u< 'u\/71<u):1—a
o
lub tez

(o = g =
Pl-u—=+X<pu<u—=+X|=1-
<u\/ﬁ+ u u\/ﬁ—l— ) o
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@ Zatézmy symetrycznosé przedziatow:

P(—oo<U<u1):P(u2<U<+oo):%

ate == (*) == (1 - *) = —
z m u u u u u u.
1 9 y U2 9 y U1
(] Zatell

P<—u< XU_M\/E<U) =1—-a«a
lub tez
PlouZtX<p<u—+X)=1-a
< VT )

e Wezmy 1 — a = 0.95 odpowiadajace 95% przedziatowi ufnosci.
Wartosci u dla danego poziomu ufnosci 1 — a (= poziomowi istotnosci
«) odczytujemy z tablic dystrybuanty standardowego rozktadu
normalnego [tutaj u = u (1 — §) = 1.96].
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@ Zatézmy symetrycznosé przedziatow:

P(—oo<U<u1):P(u2<U<+oo):%

ate == (*) == (1 - *) = —
z m u u u u u u.
1 9 y U2 9 y U1
(] Zatell

P<—u< XU_M\/E<U) =1—-a«a
lub tez
PlouZtX<p<u—+X)=1-a
< VT )

e Wezmy 1 — a = 0.95 odpowiadajace 95% przedziatowi ufnosci.
Wartosci u dla danego poziomu ufnosci 1 — a (= poziomowi istotnosci
«) odczytujemy z tablic dystrybuanty standardowego rozktadu
normalnego [tutaj u = u (1 — §) = 1.96].

@ Przedziat ufnosci to

<—u\;ﬁ+X7u\/aﬁ+X>
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Model 1. wydaje sie by¢ zbyt idealny — skad niby znamy o populacji ale
nie znamy u?

@ Pomiar wielkosci fizycznej przyrzadem, ktérego doktadnosé jest znana
z kalibracji — znany jest zatem rozrzut, estymujemy konkretne

pomiary
@ Ogromna ilos¢ wezesniejszych danych (agregacja, dane historyczne,
z innych eksperymentéw itp.) — o traktuje sie jako znane
© Modele teoretyczne, symulacje (Monte Carlo)
W praktyce jednak istotnie czesciej stosuje sie inne modele K2

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 10 6/27



Model 2. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej u populacji,
w ktérej nieznana cecha ma rozktad N (i, o) oraz o jest nieznane.
1 & _
@ o estymujemy z probki poprzez S7 = — Z (X@- — X)2 lub
e
n
= % E (X; ) . Wtedy statystyka

X—p  X-up
Si/Vn—1 Si/vn

ma rozktad #-Studenta o n — 1 stopniach swobody

T =
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Model 2. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej u populacji,

w ktérej nieznana cecha ma rozktad N (u, o) oraz o jest nieznane.
n

1
@ o estymujemy z probki poprzez S7 = — E (X@- — X)2 lub
n
i=1

n
=L Z (X; ) . Wtedy statystyka

z:
X—-p  X-up
Si/vn—1 Sa/y/n

ma rozktad #-Studenta o n — 1 stopniach swobody

T =

@ PDF rozktadu ¢-Studenta o n stopniach swobody ma postac¢
I‘(i) t2 -5
fltin) = —==2r5 (1 + )
Vil (3)
gdzie T" jest funkcja gamma (ciagtym uogélnieniem silni).
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Stopnie swobody — intuicja

Stopnie swobody to liczba niezaleznych informacji w prébce, ktére
pozostaja po nafozeniu ograniczen:
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Stopnie swobody to liczba niezaleznych informacji w prébce, ktére
pozostaja po nafozeniu ograniczen:

e Mamy prébe prosta (X7, ..., X, ) — na starcie jest n niezaleznych
obserwacji.
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Stopnie swobody — intuicja

Stopnie swobody to liczba niezaleznych informacji w prébce, ktére
pozostaja po nafozeniu ograniczen:

e Mamy prébe prosta (X7, ..., X, ) — na starcie jest n niezaleznych
obserwacji.

@ Jesli nie znamy zadnych parametréw, wszystkie n obserwacji sg
swobodne.

@ Jesli estymujemy parametr z danych, to narzucamy jedno ograniczenie.

o Kazdy estymowany parametr ,zuzywa" jeden stopief swobody.

o Np. jesli estymujemy $rednia X to ,tracimy” 1 stopien swobody =
zostaje n — 1 stopni swobody
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Stopnie swobody — zwiazek z estymacja

@ Rozwazmy odchylenia od $redniej:

X:izn:lezn:(X,—X)Zo
=1 =1

tj. jesli przesuwamy ,,uktad odniesienia” do s$redniej, to odchylenia
dodatnie i ujemne musza sie znosic.
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tj. jesli przesuwamy ,,uktad odniesienia” do s$redniej, to odchylenia
dodatnie i ujemne muszg sie znosic.

@ Oznacza to, ze odchylenia nie sg niezalezne — jesli znamy n — 1
odchylen X; — X, to n-te jest wyznaczone jednoznacznie.
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Stopnie swobody — zwiazek z estymacja

@ Rozwazmy odchylenia od $redniej:

X::LZ”:XZjZn:(X,—X):O
=1 =1

tj. jesli przesuwamy ,,uktad odniesienia” do s$redniej, to odchylenia
dodatnie i ujemne muszg sie znosic.
@ Oznacza to, ze odchylenia nie sg niezalezne — jesli znamy n — 1
odchylen X; — X, to n-te jest wyznaczone jednoznacznie.
n —
e Warunek > (X; — X) = 0 ogranicza przestrzen, w ktorej ,,zyj3"

odchylenia (jako sktadowe wektora) do wymiaru n — 1; suma
kwadratéw odchylen jest norma tego wektora.
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Stopnie swobody — zwiazek z estymacja

@ Rozwazmy odchylenia od $redniej:
I n _
X = HZXi:Z(Xi—X) =0
i=1 i=1

tj. jesli przesuwamy ,,uktad odniesienia” do s$redniej, to odchylenia
dodatnie i ujemne muszg sie znosic.
@ Oznacza to, ze odchylenia nie sg niezalezne — jesli znamy n — 1
odchylen X; — X, to n-te jest wyznaczone jednoznacznie.
n —
e Warunek > (X; — X) = 0 ogranicza przestrzen, w ktorej ,,zyj3"

odchylenia (jako sktadowe wektora) do wymiaru n — 1; suma
kwadratéw odchylen jest norma tego wektora.
@ Dlatego estymator wariancji:

2 _ 1 A Y
G=—7> (Xi—X)

i=1

ma n — 1 stopni swobody
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Stopnie swobody — zwiazek z estymacja

Estymujemy $rednig X oraz wariancje S2 z prébki n-elementowe;j:
e Suma odchylen >°.(X; — X) =0
@ To ograniczenie ,zuzywa" 1 stopien swobody

@ Pozostate n — 1 niezalezne odchylenia wchodza w sume kwadratéw
odchyleA w wyrazeniu na Sy

@ Dlatego statystyka T' = sf/jﬁ ma rozkfad (¢-Studenta) zn — 1
stopniami swobody
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. . : .U
@ Rozkfad t-Studenta jest rozktadem zmiennej losowej postaci —+/n:
o U jest zmienng losowa o rozktadzie N'(0,1) vz
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@ Rozktad t-Studenta jest rozktadem zmiennej losowej postaci L\/ﬁ
o U jest zmienng losowa o rozktadzie N'(0,1) vz
o Z jest zmienna losowa o rozktadzie x? o n stopniach swobody
o U i Z sa niezalezne
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@ Rozkfad t-Studenta jest rozktadem zmiennej losowej postaci L\/ﬁ
o U jest zmienng losowa o rozktadzie N'(0,1) vz
o Z jest zmienna losowa o rozktadzie x? o n stopniach swobody
o U i Z sa niezalezne
e dla n — oo, rozktad ¢-Studenta sprowadza sie do standardowego
rozktadu Gaussa, za$
e dla n =1 otrzymujemy rozktad Cauchy'ego

e kurtoza dla n > 4 wynosi K = oy czyli rozktad t-Studenta ma
n

ciezsze ogony niz rozktad Gaussa (dla 2 < n < 4 zachodzi K = oo; dla
n < 2 kurtoza nie istnieje)
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@ Rozktad t-Studenta jest rozktadem zmiennej losowej postaci L\/ﬁ
o U jest zmienng losowa o rozktadzie N'(0,1) vz
o Z jest zmienna losowa o rozktadzie x? o n stopniach swobody
o U i Z sa niezalezne
e dla n — oo, rozktad ¢-Studenta sprowadza sie do standardowego
rozktadu Gaussa, za$
e dla n =1 otrzymujemy rozktad Cauchy'ego

e kurtoza dla n > 4 wynosi K = oy czyli rozktad t-Studenta ma
n

ciezsze ogony niz rozktad Gaussa (dla 2 < n < 4 zachodzi K = oo; dla
n < 2 kurtoza nie istnieje)

0.4r Gauss |
0.3f— N=5

w n=2

o 0.2r

o — n=1
0.1
0.0

-4 -2 0 2 4
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Przedziat ufnosci konstruuje sie w oparciu o

X—p
Pl —t t)] =1-—
< <52/\/ﬁ<) “

czyli

S . S -
P(—t2+X<u<t2+X>:1—a
n n

Vi Vi
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Przedziat ufnosci konstruuje sie w oparciu o

X—p
Pl —t t)] =1-—
< <52/\/ﬁ<) “

czyli
S _ S _
P(—t2+X<u<t2+X>:1—a
n n

Vi Vi

Przyktad. Jaka jest srednia waga gumy do zucia? Po zwazeniu 10 sztuk
otrzymano X = l4g, S? = 4g2.
@ Statystyka testowa ¢-Studenta
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_ S _
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Przedziat ufnosci konstruuje sie w oparciu o

X—p
Pl —t t)] =1-—
< <52/\/ﬁ<) “

czyli

Vi Vi
Przyktad. Jaka jest srednia waga gumy do zucia? Po zwazeniu 10 sztuk
otrzymano X = l4g, S? = 4g2.
@ Statystyka testowa ¢-Studenta
e Wybieramy poziom ufnosci 95%, tj. o = 0.05
@ Z tablic statystycznych dla 9 stopni swobody odczytujemy kwantyl
rzedu 1 — § = 0.975 jako t =1 (0.975) = 2.262

S . S -
P(—t2+X<u<t2+X>:1—a
n n
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Przedziat ufnosci konstruuje sie w oparciu o

X—p
Pl —t t)] =1-—
< <52/\/ﬁ<) “

czyli

P(—tjzﬁ+)_(<u<tj%+)_(> =1—-a
Przyktad. Jaka jest srednia waga gumy do zucia? Po zwazeniu 10 sztuk
otrzymano X = l4g, S? = 4g2.

@ Statystyka testowa ¢-Studenta

e Wybieramy poziom ufnosci 95%, tj. o = 0.05

@ Z tablic statystycznych dla 9 stopni swobody odczytujemy kwantyl

rzedu 1 — § = 0.975 jako t =1 (0.975) = 2.262
@ 95% symetryczny przedziat ufnosci to

2g 2g )
—2.262——= + 14 ¢,2.262—— + 14 =(12.57g,15.43
( Jio 8 Jig T 48] = (12578 &)
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Model 3. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej p populacji,
w ktérej nieznana cecha ma dowolny rozktad o nieznanej wartosci
przecietnej i wariancji, ale probka jest stosunkowo duza (zwyczajowo

n 2 30).
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Model 3. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej p populacji,
w ktérej nieznana cecha ma dowolny rozktad o nieznanej wartosci
przecietnej i wariancji, ale probka jest stosunkowo duza (zwyczajowo

n 2 30).

X —
Z CLT wynika, ze statystyka U = P ma asymptotyczny rozktad
(o

n

normalny N (0,1). Z prébki szacujemy (punktowo) nieznane odchylenie
standardowe: 0 = S.

Dalej postepujemy jak w modelu 1 otrzymujac

X —
P(—u< SM\/ﬁ<u>:1—a

P<—uS+X<u<uS+X>:1—a
n n

Vi v
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Interludium: rozktad 'XQ

n

Rozwazmy zmienng losowa Z = ZXZ2 gdzie X; s3 iid o rozkfadzie
i=1

N(0,1). Wyprowadzimy jej PDF.
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Interludium: rozktad 'XQ

n

Rozwazmy zmienng losowa Z = ZXZ2 gdzie X; s3 iid o rozkfadzie
i=1

N(0,1). Wyprowadzimy jej PDF.

1 2
Krok 1. Niech X ~ A (0,1), zatem ma PDF fx(z) = — exp (—x>;

V2 2
zdefiniujmy Y = X2. Dla y > 0 transformacja y = 2 prowadzi do
xr = £,/y. Otrzymujemy

1

Fr) = fx (VB) —= + Ix (—v3) ==
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Interludium: rozktad 'XQ

n
Rozwazmy zmienng losowa Z = ZXZ2 gdzie X; s3 iid o rozkfadzie
i=1
N(0,1). Wyprowadzimy jej PDF.
1 2
Krok 1. Niech X ~ N(0,1), zatem ma PDF ) = ——ex (—);
(0.1 @) = e (5
2

zdefiniujmy Y = X2. Dla y > 0 transformacja y = 2 prowadzi do
xr = £,/y. Otrzymujemy

1

fy(y>:fx<f>21f+fx( Vi3

Skoro fx(z) jest symetryczna, to

1 exp(—%
fyW) = —7=—""-—" 4)
N
Jest to rozktad Gamma(a,0) z a = 3, 0 = 2.
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Interludium: rozktad 'XQ

Krok 2. Rozpatrzmy rozktad sumy dwéch iid zmiennych losowych
o rozktadach Gamma:

Y] ~ Gamma(a,0), Yo~ Gamma(s3,0), 60 >0
Ich PDFy to

a—1

1 Yy
fY1 (yl) = I(a)@ayl €xp (_ﬁ) ) Y1 >0

fra(y2) = Hﬁl)egyzﬁ_lexp (—%> y o Y2>0

Interesuje nas zatem zmienna S = Y] + Y5 o rozkfadzie:
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Interludium: rozktad 'XQ

fs(s) = /fy1 (1) fro(s — y1)dy
0
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Interludium: rozktad 'XQ

fs(s) = /fy1 (1) fro(s — y1)dy
0

Podstawiajac PDFy:

S
9 _ -1
e /?J? Hs—y)" dy
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Interludium: rozktad 'XQ

s) = /fy1 (Y1) fra (s — y1)dy
0

Podstawiajac PDFy:

s

fs(s) = lm/y? Ls—y) tdy
0

Podstawienie y; = su, dy; = sdu:

S

1
/y? V(s —y)tdy, = s*HP- l/u uf’ ™ du
0 0
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Interludium: rozktad 'XQ

fs(s) = /fy1 (1) fro(s — y1)dy
0

Podstawiajac PDFy:

s

fs(s) = lm /?J?l (s —y)’ tdy
0

Podstawienie y; = su, dy; = sdu:

s 1
/Z/?_l (s —y1)" Hdys = s /Ua_l (1— )’ du
0 0
Ostatnia catka jest definicja funkcji beta, ktéra wyraza sie przez funkcje T
L(e)I'(5)
B(a,B) = ——=
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Interludium: rozktad 'XQ

Podstawiajac z powrotem i upraszczajac:

1 ot B s
I5(9) = ta 1 pygars® P exp (‘5)
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Interludium: rozktad 'XQ

Podstawiajac z powrotem i upraszczajac:

1 ot B s
I5(9) = ta 1 pygars® P exp (‘5)

Rozpoznajemy zatem, ze Y; + Yo ~ Gamma(a + 3, 0)
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Interludium: rozktad 'XQ

Podstawiajac z powrotem i upraszczajac:

1 ot B s
I5(9) = ta 1 pygars® P exp (‘5)

Rozpoznajemy zatem, ze Y; + Yo ~ Gamma(a + 3, 0)

Krok 3. Przez indukcje: jesli V; = X? ~ Gamma(c;, 0), to

Z = En:Y; = zn:Xf ~ Gamma(imﬁ)
i=1 i=1 i=1

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 10 17 /27



Interludium: rozktad 'XQ

Podstawiajac z powrotem i upraszczajac:

1 ot B s
I5(9) = ta 1 pygars® P exp (‘5)

Rozpoznajemy zatem, ze Y; + Yo ~ Gamma(a + 3, 0)

Krok 3. Przez indukcje: jesli V; = X? ~ Gamma(c;, 0), to

Z = En:Y; = zn:Xf ~ Gamma(imﬁ)
i=1 i=1 i=1

Pokazalismy w kroku 1., ze Xl? ~ Gamma(%, 2), zatem

n n B
Z = ;Xf ~ Gamma<§,2> =2
-
r(s) (v2)"
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Model 4. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci wariancji (ew.
odchylenia standardowego) populacji, w ktérej nieznana cecha ma rozktad
N (i, 0) o nieznanych wartosci przecietnej i wariancji.

Konstrukcja przedziatu ufnosci opiera sie na statystyce

nS?  (n—1)82 < (X;—X)*
X22021: o2 ZZZ 102
=1

tj. na rozktadzie x? z n — 1 stopniami swobody.
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Model 4. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci wariancji (ew.
odchylenia standardowego) populacji, w ktérej nieznana cecha ma rozktad
N (i, 0) o nieznanych wartosci przecietnej i wariancji.

Konstrukcja przedziatu ufnosci opiera sie na statystyce

,_nS} _ (n-1)83 :i(Xi—X)Q

X = =
o2 o2 o2

=1

tj. na rozktadzie x? z n — 1 stopniami swobody.
Posta¢ PDF jest nastepujaca:

f(Xz) :f(w):\[nln

(V2)'T(3)

22 Lexp(—z/2)

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja tego rozktadu wynosza
E(X) =n, V(X) = 2n.
Wyktad 10 18 /27
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o Jesli X; sa iid o rozktadzie N(0,1), to zmienna x> = Y X? ma
i=1

rozktad x? z n stopniami swobody
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o Jesli X; sa iid o rozktadzie N(0,1), to zmienna x> = Y X? ma
i=1
rozktad x? z n stopniami swobody

o Jesli X; s iid o rozktadzie N'(yi, o) oraz S3 = 1 3™ (X; — 1)?, to
i=1

2
zmienna % ma rozktad x? o n stopniach swobody
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e Jesli X; sa iid o rozktadzie (0, 1), to zmienna x? = i X? ma
rozktad x? z n stopniami swobody -
o Jesli X; s iid o rozktadzie N'(1i,0) oraz S = 1 Zn:l(XZ —1)?, to
=
zmienna %5;3 ma rozktad x? o n stopniach swobody

n
I o\ 2 .
o Jesli X; ma rozktad N(, o) oraz S7 = L 3~ (X; — X)”, to zmienna
i=1
2
% ma rozktad % o n — 1 stopniach swobody — jeden stopien
swobody zostat ,zuzyty” na wyznaczenie wartosci estymatora wartosci

przecietnej
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e Jesli X; sa iid o rozktadzie (0, 1), to zmienna x? = i X? ma
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n
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e Jesli X; sa iid o rozktadzie (0, 1), to zmienna x? = i X? ma
rozktad x? z n stopniami swobody -
o Jesli X; s iid o rozktadzie N'(1i,0) oraz S = 1 Zn:l(XZ —1)?, to
=
zmienna %5;3 ma rozktad x? o n stopniach swobody

n
I o\ 2 .
o Jesli X; ma rozktad N(, o) oraz S7 = L 3~ (X; — X)”, to zmienna
i=1
2
% ma rozktad % o n — 1 stopniach swobody — jeden stopien
swobody zostat ,zuzyty” na wyznaczenie wartosci estymatora wartosci

przecietnej

Przedziat ufnosci konstruuje sie w oparciu o

nS?
Pl¥P<—=L<cy2)=1-
<X1 o2 X2 o
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Zatézmy symetrycznos¢ (tj. réwne prawdopodobiefistwa w lewym i prawym
ogonie): P (x* < x7) = P (x* > x3), a wiec x7 = x7 ($,n — 1) jest
kwantylem rzedu §, za$ X3 = X3 (1 -5,n— 1) jest kwantylem rzedu

1 — 5 rozktadu x? o n — 1 stopniach swobody. Kwantyle wyznaczamy na
zadanym poziomie istotnosci «. Zatem:
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Zatézmy symetrycznos¢ (tj. réwne prawdopodobiefistwa w lewym i prawym
ogonie): P (x* < x7) = P (x* > x3), a wiec x7 = x7 ($,n — 1) jest
kwantylem rzedu §, za$ X3 = X3 (1 -5,n— 1) jest kwantylem rzedu

1 — 5 rozktadu x? o n — 1 stopniach swobody. Kwantyle wyznaczamy na
zadanym poziomie istotnosci «. Zatem:

52 52

P<n21<02<n;> —1-a
X2 X1

czyli
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Model 5. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci wariancji (ew.
odchylenia standardowego) populacji, w ktérej nieznana cecha ma rozktad
N (i, 0) o nieznanych wartosci przecietnej i wariancji, ale prébka jest
stosunkowo duza (zwyczajowo n 2 50).
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Model 5. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci wariancji (ew.
odchylenia standardowego) populacji, w ktérej nieznana cecha ma rozktad
N (i, 0) o nieznanych wartosci przecietnej i wariancji, ale prébka jest
stosunkowo duza (zwyczajowo n 2 50).

Tutaj mozna postepowac jak w modelu 4 albo — dla utatwienia obliczen
— zastosowa¢ przyblizenie rozktadu x? rozktadem normalnym.
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Model 5. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci wariancji (ew.
odchylenia standardowego) populacji, w ktérej nieznana cecha ma rozktad
N (i, 0) o nieznanych wartosci przecietnej i wariancji, ale prébka jest
stosunkowo duza (zwyczajowo n 2 50).

Tutaj mozna postepowac jak w modelu 4 albo — dla utatwienia obliczen
— zastosowa¢ przyblizenie rozktadu x? rozktadem normalnym.

2
Dokfadniej, statystyka \/2x2 = \/2% = §\/ 2n dla dostatecznie duzych
o o

n ma w przyblizeniu (uwzgledniajac tzw. poprawke Edgewortha na skosnos¢

rozktadu x2; bez dowodu) rozktad N/ (\/2n -3, 1). Zatem:
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Model 5. Przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci wariancji (ew.
odchylenia standardowego) populacji, w ktérej nieznana cecha ma rozktad
N (i, 0) o nieznanych wartosci przecietnej i wariancji, ale prébka jest
stosunkowo duza (zwyczajowo n 2 50).

Tutaj mozna postepowac jak w modelu 4 albo — dla utatwienia obliczen
— zastosowa¢ przyblizenie rozktadu x? rozktadem normalnym.

2
Dokfadniej, statystyka \/2x2 = \/2% = §\/ 2n dla dostatecznie duzych
o o

n ma w przyblizeniu (uwzgledniajac tzw. poprawke Edgewortha na skosnos¢
rozktadu x2; bez dowodu) rozktad N/ (\/2n -3, 1). Zatem:

Syv/n Syv/n C1_g
P<\/2n—3+u(1—a/2) 7S \/2n—3—u(1—a/2)) =1

gdzie u(1 — «/2) jest kwantylem rzedu 1 — a/2 rozktadu N (0, 1).
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Przyktad. Badanie opinii publicznej.
Wyniki takie (np. sondaze) s3 podawane w procentach, z dokfadnoscia
3 pp. Te 3 pp. okreslaja szerokos¢ 95% przedziatu ufnosci. lle oséb nalezy

przeankietowa¢ by osiggnac taka doktadnos¢?
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Przyktad. Badanie opinii publicznej.

Wyniki takie (np. sondaze) s3 podawane w procentach, z dokfadnoscia

3 pp. Te 3 pp. okreslaja szerokos¢ 95% przedziatu ufnosci. lle oséb nalezy
przeankietowa¢ by osiggnac taka doktadnos¢?

Rozw. Rozwazmy rozktad dwupunktowy, tj. taki, w ktérym zmienna losowa
przyjmuje jedng z dwéch wartosci. Charakterystyka tego rozktadu jest
wskaznik struktury p (nazywany prawdopodobienistwem sukcesu), ktéry jest
czestoscig wystapienia w populacji elementu o okreslonej wtasciwosci.
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Przyktad. Badanie opinii publicznej.
Wyniki takie (np. sondaze) s3 podawane w procentach, z dokfadnoscia
3 pp. Te 3 pp. okreslaja szerokos¢ 95% przedziatu ufnosci. lle oséb nalezy
przeankietowa¢ by osiggnac taka doktadnos¢?
Rozw. Rozwazmy rozktad dwupunktowy, tj. taki, w ktérym zmienna losowa
przyjmuje jedng z dwéch wartosci. Charakterystyka tego rozktadu jest
wskaznik struktury p (nazywany prawdopodobienistwem sukcesu), ktéry jest
czestoscig wystapienia w populacji elementu o okreslonej wtasciwosci.
@ Estymacja punktowa. Estymatorem jest stosunek liczby elementéw
wyréznionych w prébee do licznosci prébki:
.k
P=%
k ma rozktad dwumianowy o parametrach E(k) = np, V (k) = npg,
zatem rozkfad p ma momenty, odpowiednio, p oraz pg/n.
W mysl twierdzen granicznych dla duzej préby rozktad zmiennej
R/np__ 4azy do rozktadu A(0,1). Zatem p ma

|OSOW€j U= \/W
w przyblizeniu rozktad /\/( ,\/pq/n>.
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@ Estymacja przedziatowa. Dla dostatecznie duzej proby przedziat
ufnosci wskaznika struktury na poziomie ufnosci 1 — o mozna
przyblizy¢ jako

(ﬁ— u(l —a/2) M,ﬁ—i—u(l —a/2)

n n

Doktadnos¢ na poziomie 3 pp. oznacza, ze
P(p—0.03<p<p+0.03)>0.95

Tutaj nieréwnos¢ ,,> 0.95" oznacza, ze przedziat ufnosci ma byé
»Najgorszym scenariuszem’ w sensie maksymalizacji wariancji. Dlatego
w dalszych rozwazaniach znajdziemy takie p by zrealizowaé 6w
.najgorszy scenariusz'.
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Dla p € [0, 1] zachodzi p(1 — p) < 1, za$ p(1 — p) ma maksimum lokalne

dia p = 05. Stad /22 <\ =\ L > Vi
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Dla p € [0, 1] zachodzi p(1 — p) < 1, za$ p(1 — p) ma maksimum lokalne

dia p = 05. Stad /22 <\ =\ L > Vi

Obliczmy:
P(p—-003<p<p+0.03) =

0.03 p—p 0.03
pl- < < _
( VoL =p)/n ~ /p(1—p)/n p(l—p)/n>
0.03y/n/[p(1—p)]
/ p(s)ds
—0.034/n/[p(1-p)]

0.03v/4n
/ p(s)ds > 0.95
—0.03v/4n

WV
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Dla p € [0, 1] zachodzi p(1 — p) < 1, za$ p(1 — p) ma maksimum lokalne

dia p = 05. Stad /22 <\ =\ L > Vi

Obliczmy:
P(p—-003<p<p+0.03) =

0.03 p—p 0.03
Pl - < < =
( VoL =p)/n ~ /p(1—p)/n p(l—p)/n>
0.03y/n/[p(1—p)]
/ p(s)ds
—0.034/n/[p(1-p)]

0.03v/4n
/ p(s)ds > 0.95
—0.03v/4n

Aby ostatnia nieréwnos¢ byta spetniona, potrzeba by

WV

0.03v4n > 1.96 = n > 1068

Badania sondazowe zatem bazuja na prébie okoto 1100 oséb.
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Tablica 5. Wartosci @ () dystrybuanty rozkladu normalnego N(0, 1)
u 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0.1 15398 5438 5478 5517 ,5557 ,5596 ,5636 ,5675 5714 15753
0.2 5793 5832 ,5871 5910 ,5948 15987 ,6026 ,6064 ,6103 L6141
03 6179 16217 6255 ,6293 ,6331 6368 L6406 ,6443 ,6480 6517
04 6554 6591 6628 ,6664 ,6700 6736 6772 L6808 ,6844 6879
0,5 6915 6950 ,6985 ,7019 ,7054 L7088 7123 7157 7190 7224
0,6 7257 7290 7324 ,1357 ,7389 J7422 7454 ,7486 ,1517 ,7549
0,7 ,7580 ,7611 L7642 7673 7704 ,7734 7764 7794 ,7823 ,7852
08 .7881 7910 ,7939 7967 7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 8133
09 8159 8186 ,8212 8238 8264 ,8289 ,8340 ,8340 ,8365 ,8389

1,0 | 08413 | 08438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
11 8643 8665 8686 8708 8729 8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,8830
1,2 8349 8869 8888 ,8907 8925 8944 18962 ,8980 ,8997 9015
1,3 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 9192 9207 9222 19236 9251 ,9265 9279 19292 ,9306 9319
1,5 9332 9345 9357 9370 29382 9394 9406 ,9418 9429 9441
1,6 9452 9463 9474 9484 9495 ,9505 9515 9525 9535 9545
1,7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 ,9608 9616 19625 19633
18 9641 9649 9656 ,9664 9671 9678 9686 ,9693 9699 9706
19 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767

2,0 | 09772 | 09779 | 0,9783 | 09788 | 0,9793 | 0,9798 | 09803 | 0,9808 | 09812 | 0,9817
21 9821 9826 9830 ,9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
22 19861 9864 ,9868 9871 9875 9878 19881 9884 9887 9890
23 9893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 9920 9922 9925 9927 19929 9931 9932 9934 19936
25 ,9938 ,9940 9941 9943 19945 9946 19948 9949 9951 19952
26 9953 9955 19956 9957 19959 9960 ,9961 9962 19963 19964
27 9965 9966 9967 ,9968 19969 9970 9971 9972 ,9973 19974
28 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 ,9980 9981
29 9981 19982 ,9982 19983 19984 ,9984 9985 ,9985 ,9986 9986

Tablica 6. Kwantyle u (p) rzgdu p rozkladu normalnego N (0, 1)
¥4 0,90 095 0975 0,99 0,995
u(p) 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58
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Tablica7 Kwantyle 7(p, v) rzedu p rozkladu Studenta
o v stopniach swobody

P
v
0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 ,638 ,353 3,182 4,541 5,841
4 533 ,132 2,776 3,747 4,604
5 AT6 015 571 ,365 ,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 ALS 895 ,365 2,998 499
8 ,397 859 ,306 897 ,355
9 ,383 833 ,262 821 1250
10 372 812 ,228 764 ,169
11 1,363 1,795 2,201 2,718 3,106
12 356 ,782 ,179 ,681 054
13 ,350 771 ,160 ,650 ,012
14 ,345 ,761 ,145 ,624 2977
15 341 ,753 ,131 ,602 947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 333 ,740 ,110 ,567 ,898
18 330 734 ,101 552 878
19 328 ,729 093 539 861
0 024 2 24
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Tablica 8 Kwantyle x* (p, v) rzedu p rozkladu »2

o v stopniach swobody x*(p,w)
5 4
0,005 0,01 0,025 0,05 095 0,975 0.99 0,995
1 — — 0,001 0,004 3,841 5,024 6,635 7879
2 0,010 0,020 0,051 0,103 5,991 7,378 9,210 10,597
3 0,072 0,115 0,216 0,352 7,815 9,348 11,345 12,838
4 0,207 0,297 0,484 0,711 9,488 11,143 13,277 14,860
5 0,412 0,554 0,831 1,145 11,071 12,833 15,086 16,750
6 0,676 0,872 1,237 1,635 12,592 14,449 16,812 18,548
7 0,989 1,239 1,690 2,167 14,067 16,013 18,475 20,278
8 1,344 1,646 2,180 2,733 15,507 17,535 20,090 21,955
9 1,735 2,088 2,700 3,325 16,919 19,023 21,666 23,589
10 2,156 2,558 3,247 3,940 18,307 20,483 23,209 25,188
11 2,603 3,053 3,816 4,575 19,675 21,920 24,725 26,757
12 3,074 3,571 4,404 5,226 21,026 23,337 26,217 28,299
13 3,565 4,107 5,009 5,892 22,362 24,736 27,688 29,819
14 4,075 4,660 5,629 6,571 23,685 26,119 29,141 31,319
15 4,601 5,229 6,262 7,261 24,996 27,488 30,578 32,801
16 5,142 5812 6,908 7,962 26,296 28,845 32,000 34,267
17 5,697 6,408 7,564 8,672 27,587 30,191 33,409 35,718
18 6,265 7,015 8,231 9,390 28,869 31,526 34,805 37,156
19 6,844 7,633 8,907 10,117 30,144 32,852 36,191 38,582
20 7.434 8,260 9,591 10,851 31,410 34,170 37,566 39,997
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