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Sprawy organizacyjne

e 30 godz. wyktadu (10'°-12%) + 30 godz. ¢wiczen

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/strap/

e Konsultacje — w czwartki 13%9-14% sala C.1.12 (S1 COK), WFAIS
Inne terminy/miejsca (w tym Instytut Astronomii w Piwnicach, pok.
AA 15) mozliwe — prosze sie umawiaé przez maila:

mariusz.tarnopolski [at] umk.pl
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Sprawy organizacyjne

e 30 godz. wyktadu (10'°-12%0) + 30 godz. ¢wiczen

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/strap/

e Konsultacje — w czwartki 13%9-14% sala C.1.12 (S1 COK), WFAIS
Inne terminy/miejsca (w tym Instytut Astronomii w Piwnicach, pok.
AA 15) mozliwe — prosze sie umawiaé przez maila:

mariusz.tarnopolski [at] umk.pl

@ uczestnictwo w ¢wiczeniach (maks. 2 nieuspr. nieob.)

@ zaliczenie wszystkich kolokwiéw <> zaliczenie ¢wiczen < zaliczenie
kursu

@ ocena koncowa G = $rednia arytmetyczna ocen g; z n kolokwiéw
(En = 2) oraz spetniony powyzszy warunek:

1 n
G = max {27 <n g gi> . ]lmin{gl,...,gn}>2}
=1
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© Jakubowski J. & Sztencel R. ,Rachunek prawdopodobienstwa dla
(prawie) kazdego”

@ W. Krysicki i in., ,,Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka
matematyczna w zadaniach”, cz. 1i 2

© Z. Hellwig, ,Elementy rachunku prawdopodobieristwa i statystyki
matematycznej”

Q@ M. G. Kendall & A. Stuart , The Advanced Theory of Statistics”,
wiele toméw (w zal. od wydania)

@ Gopal K. Kanji, ,100 Statistical Tests"

O M. Krzysztofiak & D. Urbanek, ,Metody statystyczne”

@ J. Churgin, ,Jak policzy¢ niepoliczalne”

@ pakiety pythona: astropy, scipy.stats, scikit-learn (sklearn)

@ srodowisko R (RStudio)

@ https://stats.stackexchange.com/

@ the distribution zoo

@ wiele doskonatych kanatéw na yt—linki: 3 3 O O O O
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https://www.astropy.org/
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/stats.html
https://scikit-learn.org/stable/
https://www.r-project.org/
https://stats.stackexchange.com/
https://ben18785.shinyapps.io/distribution-zoo/
https://www.youtube.com/@ritvikmath
https://www.youtube.com/@statisticsninja
https://www.youtube.com/@statquest
https://www.youtube.com/@very-normal
https://www.youtube.com/@SpartacanUsuals
https://www.youtube.com/@jbstatistics

Rys historyczny rachunku prawdopodobienstwa

e XVI w. — pierwsze zagadnienia dotyczyty gier hazardowych (Pascal,
de Méré)
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Rys historyczny rachunku prawdopodobienstwa
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Rys historyczny rachunku prawdopodobienstwa

e XVI w. — pierwsze zagadnienia dotyczyty gier hazardowych (Pascal,
de Méré)
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o XVIII-XX w. — Twierdzenie centralne — ttumaczy powszechnosc¢
wystepowania w przyrodzie rozktadu Gaussa, zwanego przez to
normalnym (de Moivre, Laplace, Lindeberg, Lévy, Feller)

@ 1933 r. — Kotmogorow formutuje aksjomatyczna definicje
prawdopodobienstwa

e Lata 40.-60. XX w. — rozwdj teorii proceséw stochastycznych
i zastosowan w fizyce, inzynierii, ekonomii

@ Wspotczesnie — rachunek prawdopodobienstwa i statystyka sa
podstawa uczenia maszynowego, kryptografii i analizy danych
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Statystyka matematyczna

Dziat matematyki zajmujacy sie aspektami rachunku prawdopodobienstwa.
Metody wnioskowania statystycznego polegaja na tym, ze na podstawie
préby o licznosci n formutujemy wnioski dotyczace catej populacji

o licznosci N (n < N lub czesto n < N; w modelach teoretycznych
przyjmujemy czesto N = oo, ale na to przyjdzie czas). Obejmuje
estymacje, teorie btedéw, weryfikacje hipotez statystycznych i in.
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Podstawy prawdopodobienstwa

Podstawowe pojecia:
@ zdarzenie losowe — podlega logice binarnej, tj. zachodzi albo nie;
kombinacje zdarzen losowych (mnogosciowe suma, réznica itp.)
réwniez s3 zdarzeniami losowymi
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Podstawy prawdopodobienstwa

Podstawowe pojecia:

@ zdarzenie losowe — podlega logice binarnej, tj. zachodzi albo nie;
kombinacje zdarzen losowych (mnogosciowe suma, réznica itp.)
réwniez s3 zdarzeniami losowymi

@ doswiadczenie losowe (losowanie) — spetnienie warunkéw
prowadzacych do zdarzenia losowego (eksperyment lub obserwacja)
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Podstawy prawdopodobienstwa

Podstawowe pojecia:

@ zdarzenie losowe — podlega logice binarnej, tj. zachodzi albo nie;
kombinacje zdarzen losowych (mnogosciowe suma, réznica itp.)
réwniez s3 zdarzeniami losowymi

@ doswiadczenie losowe (losowanie) — spetnienie warunkéw
prowadzacych do zdarzenia losowego (eksperyment lub obserwacja)

© zdarzenie elementarne — najprostszy, elementarny wynik
doswiadczenia losowego; najprostsze mozliwe dosw. losowe; rozumie¢
nalezy, podobnie jak pierwotne pojecia atomu, jako nierozktadalne na
na czesci sktadowe; wzajemnie sie wykluczaja oraz wyczerpuja
wszystkie mozliwosci
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Podstawowe pojecia:

@ zdarzenie losowe — podlega logice binarnej, tj. zachodzi albo nie;
kombinacje zdarzen losowych (mnogosciowe suma, réznica itp.)
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doswiadczenia losowego; najprostsze mozliwe dosw. losowe; rozumie¢
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na czesci sktadowe; wzajemnie sie wykluczaja oraz wyczerpuja
wszystkie mozliwosci

@ przestrzen zdarzen elementarnych 2 — niepusty zbiér wszystkich
mozliwych zdarzen elementarnych; moze by¢ skonczona lub
nieskonczona (przeliczalna lub nieprzeliczalna)

@ zdarzenie losowe A jest zatem podzbiorem przestrzeni €2, tj. A C Q;
w ogodlnosci: zdarzenie A zawiera sie w zdarzeniu B jesli
Vac A= ac B; wtedy AC B
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Podstawy prawdopodobienstwa

Np. jesli © = mozliwe wyniki rzutu szeScienna kostka:
Q={1,2,3,4,5,6},

to zdarzenia elementarne to wyrzucenie jedynki, wyrzucenie dwgjki itd.
Zdarzeniem losowym moze by¢ tez np. wyrzucenie wyniku parzystego: 2 lub
4 lub 6 (skfada sie z sumy mnogosciowe]j zdarzen elementarnych).
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Podstawy prawdopodobienstwa

Podstawowe pojecia:
O zdarzenie pewne to takie zdarzenie A, dla ktérego P(A) = 1;

mamy zatem, ze | P(Q) =1
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Podstawy prawdopodobienstwa

Podstawowe pojecia:
O zdarzenie pewne to takie zdarzenie A, dla ktérego P(A) = 1;

mamy zatem, ze | P(Q) =1

@ zdarzenie przeciwne do A to takie zdarzenie A, ktére zachodzi, jesli
nie zachodzi zdarzenie A. Zdarzenia A i A si¢ wzajemnie wykluczaja
(A NA= @), tj. zachodzi albo A, albo A. Zdarzenia A i A
wyczerpuja zatem przestrzen zdarzen, czyli AU A = ). Zatem

1= P(Q) = P(AU A) = P(A) + P(A),

skad | P(A) =1— P(A) | (skorzystalismy z addytywnosci
prawdopodobienstw zdarzen wykluczajacych sie — zob. slajd 24).
Czesto tatwiej jest policzy¢ prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia
przeciwnego do zdarzenia nas interesujacego.
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prawdopodobienstw zdarzen wykluczajacych sie — zob. slajd 24).
Czesto tatwiej jest policzy¢ prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia
przeciwnego do zdarzenia nas interesujacego.

@ zdarzenie niemozliwe to takie zdarzenie A, dla ktérego P(A) = 0.
Mamy, ze P(QU D) = P(Q2) + P(0) oraz P(QU D) = P(R2) = 1,
skad | P(0) =0
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Podstawy prawdopodobienstwa

Q@ Zachodzi tez, ze A=A

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 1



Podstawy prawdopodobienstwa

Q@ Zachodzi tez, ze A=A
@ Jesli zdarzenie A zawiera sie w zdarzeniu B, tj. A C B, to

P(A) < P(B)

poniewaz P(B) = P[AU (AN B)] = P(A) + P(AN B) > P(A)
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Podstawy prawdopodobienstwa

Q@ Zachodzi tez, ze A=A
@ Jesli zdarzenie A zawiera sie w zdarzeniu B, tj. A C B, to

P(A) < P(B)

poniewaz P(B) = P[AU (AN B)] = P(A) + P(AN B) > P(A)
@ Wynika z tego, ze 0 < P(A) < 1.
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Podstawy prawdopodobienstwa

Q@ Zachodzi tez, ze A=A

@ Jesli zdarzenie A zawiera sie w zdarzeniu B, tj. A C B, to

poniewaz P(B) = P[AU (AN B)] = P(A)+ P(AN B) > P(A)
@ Wynika z tego, ze 0 < P(A) < 1.
@ Ponadto zachodzi

P(ANB)=P(A)+ P(B)—- P(AUB)

Przyktad. Prawdopodobienstwo rozpalenia ogniska zapatka wynosi
0.7. Jakie jest prawdopodobiefstwo rozpalenia ogniska 2 zapatkami?
Odpowiedz. 0.7 + 0.7 — 0.49 = 0.91
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©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 1 9/33



Podstawy prawdopodobienstwa

Q@ Zachodzi tez, ze A=A
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P(ANB)=P(A)+ P(B)—- P(AUB)

Przyktad. Prawdopodobienstwo rozpalenia ogniska zapatka wynosi
0.7. Jakie jest prawdopodobiefstwo rozpalenia ogniska 2 zapatkami?
Odpowiedz. 0.7 + 0.7 — 0.49 = 0.91

@ Zdarzenia A i B s3 niezalezne, jesli zachodzi P(ANB) = P(A)P(B)
@ Liczba wszystkich podzbioréw n-elementowego zbioru € wynosi 2™,
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Podstawy prawdopodobienstwa

@ Prawidfa algebry zbioréw pozostaja w mocy w algebrze zdarzen, np.
prawa tacznosci (pozwalajace na opuszczanie nawiaséw):

AN(BNC)=(AnB)nC
AU(BUC)=(AUB)UC
rozdzielnosci:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCO)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ)
czy prawa De Morgana:

AUB=ANB, ANB=AUB
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Podstawy prawdopodobienstwa

@ Prawidfa algebry zbioréw pozostaja w mocy w algebrze zdarzen, np.
prawa tacznosci (pozwalajace na opuszczanie nawiaséw):

AN(BNC)=(AnB)nC
AU(BUC)=(AUB)UC
rozdzielnosci:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCO)

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ)

czy prawa De Morgana:
AUB=ANB, ANB
@ Zapiss ANB & {z:(x € A)A(x € B)} itp.

=AUB
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Podstawy prawdopodobienstwa

@ Prawidfa algebry zbioréw pozostaja w mocy w algebrze zdarzen, np.
prawa tacznosci (pozwalajace na opuszczanie nawiaséw):

AN(BNC)=(ANB)NC
AU(BUC) = (AUB)UC

rozdzielnosci:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCO)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ)
czy prawa De Morgana:
AUB=ANB, ANB=AUB
@ Zapiss ANB & {z:(x € A)A(x € B)} itp.
@ Uogdlnienie niezaleznosci: zdarzenia A1, As, ..., A, nazywamy

wzajemnie (zespotowo) niezaleznymi jesli zachodzi
Vs, ki, ko, ... ks € N:2<s<n, 1 <k; <n,ki#k;dlai#j:

P(A/€1 ﬂAk2 n... ﬁAkS) = P(Akl)P(Ak2) P(Aks)
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Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Laplace 1812 r.

Jesli przestrzen () rozktada sie na skonczona liczbe n wykluczajacych sie
wzajemnie i jednakowo mozliwych zdarzen elementarnych, sposréd
ktérych k sprzyja zajéciu zdarzenia A, to prawdopodobienstwem P tego
zdarzenia nazywa sie stosunek liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A do
liczby wszystkich zdarzen sktadajacych sie na :

k  liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych A

n liczno$é zbioru 2
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Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Laplace 1812 r.

Interpretacja P:
@ ocena (miara) szansy zajscia zdarzenia A przy jednokrotnym
wykonaniu doswiadczenia losowego
@ czestotliwosciowa interpretacja: przy wielokrotnym (V) powtarzaniu
losowania i uzyskaniu w M < N przypadkach spetniajacych kryteria

zdarzenia A, prawdopodobiefistwo P(A) ~ &£
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Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Laplace 1812 r.
Wady:

@ definicja ta jest tautologia — wystepuje w niej stfowo definiowane, tj.
prawdopodobiefistwo jest oparte na zdarzeniach jednakowo
mozliwych = jednakowo prawdopodobnych; musimy wiedzie¢
czym jest prawdopodobienstwo, by zdefiniowaé prawdopodobienstwo
(co$ w stylu , pies to zwierze posiadajace wszystkie cechy psa”)
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Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Laplace 1812 r.
Wady:

@ definicja ta jest tautologia — wystepuje w niej stfowo definiowane, tj.
prawdopodobiefistwo jest oparte na zdarzeniach jednakowo
mozliwych = jednakowo prawdopodobnych; musimy wiedzie¢
czym jest prawdopodobienstwo, by zdefiniowaé prawdopodobienstwo
(co$ w stylu , pies to zwierze posiadajace wszystkie cechy psa”)

@ przestrzen ) musi by¢ skonczona — musimy umie¢ policzy¢ jej
licznos¢

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Statystyka Wyktad 1 13/33



Klasyczna definicja prawdopodobieristwa
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Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Laplace 1812 r.
Wady:

@ definicja ta jest tautologia — wystepuje w niej stfowo definiowane, tj.
prawdopodobiefistwo jest oparte na zdarzeniach jednakowo
mozliwych = jednakowo prawdopodobnych; musimy wiedzie¢
czym jest prawdopodobienstwo, by zdefiniowaé prawdopodobienstwo
(co$ w stylu , pies to zwierze posiadajace wszystkie cechy psa”)

@ przestrzen ) musi by¢ skonczona — musimy umie¢ policzy¢ jej
licznos¢

© musimy zna¢ wszystkie mozliwe zdarzenia — musimy okresli¢ licznos¢
zbioru zdarzen sprzyjajacych interesujacemu nas zdarzeniu A

@ zdarzenia elementarne musza by¢ jednakowo prawdopodobne:

@ ponownie tautologia

@ jest to duze ograniczenie — tatwo sobie wyobrazi¢ zdarzenia
elementarne zachodzace z ré6znym prawdopodobienstwem (np. dla
rzutu moneta 2 = {orzel, reszka, stanie na sztorc})
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Czestosciowa definicja prawdopodobienstwa

von Mises 1919 r.

Rozszerzeniem definicji klasycznej jest definicja von Misesa, wg ktérej
prawdopodobienistwem zdarzenia A jest granica czestotliwosci
wystepowania tego zdarzenia przy liczbie powtérzen doswiadczenia
losowego zmierzajacej do nieskonczonosci:
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Czestosciowa definicja prawdopodobienstwa

von Mises 1919 r.

Rozszerzeniem definicji klasycznej jest definicja von Misesa, wg ktérej
prawdopodobienistwem zdarzenia A jest granica czestotliwosci
wystepowania tego zdarzenia przy liczbie powtérzen doswiadczenia
losowego zmierzajacej do nieskonczonosci:

Jej problemami s3 jednak:

o koniecznos¢ rozwazenia faktycznie nieskonczonego ciggu zdarzen, co
we wszelkich realistycznych sytuacjach jest niemozliwe;

@ wynik kazdego doswiadczenie losowego jest zdarzeniem losowym,
zatem zdazanie ilorazu M /N do jakiejs (o ile w ogdle istniejacej)
granicy jest réwniez zdarzeniem losowym, zatem ww. P(A) nie jest
ustalone, tylko ma tez swoje (jakies?) prawdopodobienstwo;

@ koniecznos$¢ zapewnienia stabilnosci granicy bez wzgledu na kolejnosé
rozwazanych powtérzen (por. szereg warunkowo zbiezny).
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Kombinatoryka

Wréémy do klasycznej definicji prawdopodobienstwa — aby méc z niej
korzystaé, potrzeba narzedzi do liczenia liczby mozliwych wynikéw.

Tym zajmuje sie kombinatoryka — dziat matematyki zajmujacy sie
badaniem sposobéw wyboru, rozmieszczania, podziatu i liczenia elementéw
zbioréw skonczonych zgodnie z okreslonymi regutami (tzn. czy kolejnosé
ma znaczenie, czy elementy moga sie powtarzac itp.).

Jest to dziat teorii mnogosci (teorii zbioréw) badajacy rézne zestawienia

i zgrupowania (kombinacje), jakie mozna utworzy¢ z elementéw zbioréw
skonczonych.
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Kombinatoryka

Twierdzenie 1. Niech A = {aj,a2,...,a,} 1 B={b1,ba,...,bp}
oznaczaja dwa zbiory o licznosciach odpowiednio n i m. Liczba
mozliwych do utworzenia uporzadkowanych par (a;, b;) wynosi nm.
(Tzn. licznos¢ iloczynu kartezjahskiego A x B wynosi nm.)

Dowéd. by by b,

aq (al,bl) (al,bg) (al,bm)

a9 (ag,bl) (a27b2) (ag,bm)

aj | (aj,b1)  (aj,b2) ... (a;,bm)

an | (an,b1)  (an,b2) ... (an,bm)
Wszystkie unikalne kombinacje wypetniaja prostokatna tabele o n
wierszach i m kolumnach, zatem zawiera ona nm elementéw. |
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Kombinatoryka

Twierdzenie 2. Niech bedzie dany cigg k zbioréw

Aj = {aj71, a2, - .. ,aj,nj}, j € {1, 2,..., ](I} Catkowita liczba
uporzadkowanych k-elementowych ciagéw (a1,i,,a2,is, - - -, Gk.iy ),
utworzonych przez wziecie po jednym elemencie ze zbioréw A;
(w kolejnsci Aq, As, ..., Ax) wynosi Hle nj.

Dowdéd. Dla k = 2 mamy Twierdzenie 1. Dalej stosujemy indukcje. B

Whiosek. Reguta iloczynu. Jesli losowanie mozna przeprowadzi¢ w k
etapach, przy czym w j-tym etapie mozna uzyska¢ n; roztacznych
rezultatéw, to catkowita liczba rezultatéw jakie mozna uzyska¢ w tym
losowaniu wynosi H§:1 n;.

Przykfad. Na ile sposobéw mozna sie ubra¢ majac 2 pary butéw, 3
garnitury, 1 koszule i 5 krawatéw?
Odpowiedz. 2-3 -1 -5 = 30 sposobéw.
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Kombinatoryka

k-wyrazowa wariacja z powtdérzeniami zbioru n réznych elementéw

(méwimy: wariacja z powtérzeniami z n po k) to kazdy ciag ztozony z k
. ) . ) —k

wyrazéw tego zbioru, ktére moga sie powtarza¢. Oznaczamy V.

Twierdzenie 3. Liczba k wyrazowych wariacji z powtérzeniami ze
zbioru n-elementowego wynosi

Dowéd. W Twierdzeniu 2 wystarczy podstawi¢ Vj : A; = A. |

Przyktad. lle jest réznych 9-cyfrowych numeréw telefonéw?
Odpowiedz. 10°.
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Kombinatoryka

k-wyrazowa wariacja bez powtérzen zbioru n réznych elementéw
(méwimy: wariacja bez powtérzen z n po k) to kazdy ciag ztozony z
k réznych wyrazéw tego zbioru. Oznaczamy V¥

Twierdzenie 4. Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru
n elementéw wynosi

n!

Nk:n(nfl)(n72)...(n7ki+1):m

n

Dowdd. Poniewaz zwracanie elementu juz wylosowanego do zbioru
wyjéciowego jest zabronione, kazde losowanie zmniejsza liczno$¢ zbioru

o jeden. Stosujac Twierdzenie 2zny =n,ne=n—1,na=n-2, ...,
niy =n — k + 1, dostajemy teze. |

Przyktad. Na ile sposobéw mozna wybraé dyrektora i wicedyrektora ze
zbioru 15 pracownikéw?

Odpowiedz. Vi3 = 3% = 510 = 1415 = 210.
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Kombinatoryka

Permutacja bez zwracania zbioru n réznych elementéw (méwimy;
permutacja z n) to kazdy ciag ztozony ze wszystkich elementéw tego
zbioru.

Twierdzenie 5. Liczba permutacji n-elementowego zbioru wynosi
P, =n!

Dowdéd. W Twierdzeniu 4 wystarczy przyja¢ k = n. Permutacja jest
zatem szczegdlnym przypadkiem wariacji bez powtérzen gdy
wyczerpujemy caty zbiér. |

Przyktad. Na ile sposobéw mozna posadzié¢ przy stole 7 oséb?
Odpowiedz. 7! = 5040.
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Kombinatoryka

Twierdzenie 6. (i definicja). Liczba k-elementowych kombinacji bez
powtdrzen ze zbioru n-elementowego (czyli losowanie bez zwracania
z niewazna kolejnoscia) wynosi

k(1) n!
Cn = (k) N kl(n — k)!

Dowdd. Szukana liczba kombinacji to liczba wariacji bez powtérzen
podzielona przez liczbe permutacji zbioru k-elementowego (bo kolejnosé
nie ma znaczenia, zatem kazda permutacja jest w tym wypadku
réwnowazna). [

Przyktad. Prawdopodobienstwo wygranej gtéwnej wygranej w lotto, tj.
skreslenia ,,széstki", jest réowne stosunkowi liczby zdarzen sprzyjajacych
(w kazdym losowaniu lotto tylko jedna ,széstka” jest wygrywajaca) do

liczby wszystkich mozliwych kombinacji 6 elementéw sposréd 49:
1 6!(49 —6)! 1
P (,sz0stka”) = —— = ~
(sabstha’) = e 19! 14 106
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Geometryczna definicja prawdopodobienstwa

Jesli przestrzeni zdarzen elementarnych €2 odpowiada zbiér (obszar) S
o znanej mierze (dtugos¢, pole, objetos¢, ...), a zdarzeniu A odpowiada
zbior S4 C S, to prawdopodobienstwo zdarzenia A wynosi
miara(S4)
PA) = ————~
(4) miara(5)
Ta definicja nie jest pozbawiona wad 3. i 4. (zob. slajd 13), jednak
rozszerza definicje prawdopodobiefistwa na nieskonczone (w tym
nieprzeliczalne) zbiory zdarzen elementarnych, pozbywajac sie wady 2.

Przyktad. Jakie jest prawdopodobienstwo trafienia w koto wpisane
w kwadrat jednostkowy, przy zatozeniu, ze kazdorazowo trafiamy

w rzeczony kwadrat? (Jest to ,prawdopodobieristwo warunkowe” — por.
dalej w toku wykfadu.)
2
L pole(®) _ 7 (3)
Od dz. P(@) = = ~ 0.785
powiedz. P(®) pole(H) 12
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Geometryczna definicja prawdopodobienstwa

Zadanie. Igta Buffona.

Ptaszczyzne podzielono prostymi réwnolegtymi odlegtymi o 2a. Na te
ptaszczyzne rzucamy (w sposéb przypadkowy) igte o dtugosci 21 < 2a.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze igta przetnie jedng z prostych?

7 N
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Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

Kotmogorow 1931 r.

U podstaw nowoczesnego rachunku prawdopodobienstwa leza twierdzenia
teorii mnogosci i teorii miary. Definicja prawdopodobienstwa opiera sie na
systemie trzech aksjomatéw (pewnikéw), z ktérych wyprowadza sie wszelkie
wiasnosci i twierdzenia:
@ prawdopodobienstwem zdarzenia A € € jest pewna liczba nieujemna
P(A);
@ prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego €2 wynosi P(Q2) = 1;
© prawdopodobienstwo sumy (mnogosciowej) skonczonej lub przeliczalnej
liczby parami wykluczajacych sie zdarzen Ay, A, ... (tj. A;NA; =0)
réwne jest sumie prawdopodobienstw poszczegélnych zdarzen:
P(Al UAQU...) :P(Al) —l—P(Ag)—i—...
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Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

Kotmogorow 1931 r.
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liczby parami wykluczajacych sie zdarzen Ay, A, ... (tj. A;NA; =0)
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P(Al UAQU...) :P(Al) —l—P(Ag)—i—...

(Powyzsze aksjomaty w teorii miary stanowig definicje miary unormowane;j.)
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Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

Kotmogorow 1931 r.

U podstaw nowoczesnego rachunku prawdopodobienstwa leza twierdzenia
teorii mnogosci i teorii miary. Definicja prawdopodobienstwa opiera sie na
systemie trzech aksjomatéw (pewnikéw), z ktérych wyprowadza sie wszelkie
wiasnosci i twierdzenia:
@ prawdopodobienstwem zdarzenia A € € jest pewna liczba nieujemna
P(A);
@ prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego €2 wynosi P(Q2) = 1;
© prawdopodobienstwo sumy (mnogosciowej) skonczonej lub przeliczalnej
liczby parami wykluczajacych sie zdarzen Ay, A, ... (tj. A;NA; =0)
réwne jest sumie prawdopodobienstw poszczegélnych zdarzen:
P(Al UAQU...) :P(Al) —l—P(Ag)—i—...

(Powyzsze aksjomaty w teorii miary stanowig definicje miary unormowane;j.)
Przestrzen probabilistyczna (Q, F, P) — gdzie ) # () jest przestrzenia
zdarzen elementarnych; F to przestrzen wszystkich mozliwych zdarzen
losowych (€2 € F); P to unormowana miara nazywana probabilistyczna.
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

Prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia A pod warunkiem
zajscia zdarzenia B nazywamy liczbe

P(ANB)

P(AIB) = =55

Interpretacja powyzszego wzoru: wyrazenie prawdopodobienstwa P(A N B)
w stosunku do prawdopodobienstwa P(B), czyli wyrazenie P(AN B)
w jednostkach P(B).
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

Twierdzenie 7. Niech zdarzenia Aj, As, ... wykluczaja sie parami (tj.
A; N Aj; =0 dla i # j) oraz ich alternatywa jest zdarzeniem pewnym:

U A; = Q. Wtedy
Z P(A;)P(B|4;)
Dowdd. B mozna wyrazi¢ jako

B=BNN= Bm( A2> (BN A;)

Poniewaz (BN A;) N (BN A;)) (dla i # ]) to z addytywnosci
prawdopodobienstwa:

P(B)=P (U(BmA,)) => P(BnA)

Wstawiajac definicje prawdopodobienstwa warunkowego:
P(BNA;) = P(A;)P(B|A;), otrzymujemy teze. |
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

Twierdzenie 8. (Bayesa) Zatozenia jak w poprzednim twierdzeniu.
Witedy, jesli P(B) > 0, zachodzi

P(Ai)P(B|Ai)
> P(Ai)P(B|A;)

P(Ai|B) =

Dowdéd. Z definicji prawdopodobiefistwa warunkowego mamy

P(A;NB) _ P(A;)P(B|A;)
P(B) P(B)

P(Ai|B) =

Zapisujac mianownik zgodnie z poprzednim twierdzeniem otrzymujemy
teze. |
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

Whiosek. Jesli zdarzenia A i B s3 niezalezne, tj.
P(ANB) = P(A)P(B), to zachodzi

P(A|B) = P(A) oraz P(B|A) = P(B)
poniewaz (przy zatozeniu, ze P(B) > 0)

plaip) = T B8 - PEOIE) by

i podobnie dla P(B|A).
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite
Przyktad. Galaktyki spiralne dzielg sie na
podtypy o wzglednym udziale w populacji:

e Sa—23%,

e Sb—31%,

@ Sc—46%.

Prawdopodobienistwo wybuchu supernowej
w ciagu roku w galaktyce typu

@ Sa wynosi 0.0020,
e Sb—0.0035,
@ Sc—0.0055.
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite
Przyktad. Galaktyki spiralne dzielg sie na
podtypy o wzglednym udziale w populacji:

e Sa—23%,

e Sb—31%,

@ Sc—46%.

Prawdopodobienistwo wybuchu supernowej
w ciagu roku w galaktyce typu

@ Sa wynosi 0.0020,

e Sb—0.0035,
@ Sc—0.0055.
Pytamy:

@ lle wynosi prawdopodobienstwo wybuchu supernowej w ciagu roku,
P(W), w zaobserwowanej galaktyce spiralnej o nieustalonym typie?

@ Jesli w ciagu roku zaobserwowano w tej galaktyce wybuch supernowej,
to jakie sa prawdopodobienstwa, ze ta galaktyka nalezy do typéw Sa,
Sb, Sc?
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

Odpowiedz. P(Sa) = 0.23, P(Sb) = 0.31, P(Sc) = 0.46.
(a) Z tw. o prawdopodobienstwie catkowitym mamy

P(W) =0.23-0.0020 + 0.31 - 0.0035 4 0.46 - 0.0055 =~ 0.0041.
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

Odpowiedz. P(Sa) = 0.23, P(Sb) = 0.31, P(Sc) = 0.46.
(a) Z tw. o prawdopodobienstwie catkowitym mamy

P(W) =0.23-0.0020 + 0.31 - 0.0035 4 0.46 - 0.0055 =~ 0.0041.

(b) Z tw. Bayesa mamy

0.23 - 0.0020
0.31-0.0035
0.46 - 0.0055
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Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

Odpowiedz. P(Sa) = 0.23, P(Sb) = 0.31, P(Sc) = 0.46.
(a) Z tw. o prawdopodobienstwie catkowitym mamy

P(W) =0.23-0.0020 + 0.31 - 0.0035 4 0.46 - 0.0055 =~ 0.0041.

Prawdopodobienstwo, ze Sa sie
zmniejszyto, a prawdopodobienstwo
Sc zwiekszyto gdy dodana zostata
informacja o zdarzeniu W.

(b) Z tw. Bayesa mamy

0.23 - 0.0020

P(Sa|lW)=—""_""""~0.11 Prawd. postaci P(Sa) nazywa si¢
0.0041 prawdopodobiefnstwem a priori (tzn.
0.31 - 0.0035 obliczamy je nie majac zadnej wiedzy
P(SblW) = 00041~ 027 przebiegu dosw. losowego), zas
0.46 - 0.0055 prawd. postaci P(Sa|l¥) nazywa sie
P(Sc|W) = 00041 ~ 0.62  prawdopodobiefistwem a posteriori

(tzn. przy jego obliczaniu korzystamy
z dodatkowe] wiedzy nt. przebiegu
zdarzenia losowego).
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Metoda drzewa (stochastycznego; probabilistycznego; prawdopodobienstwa)

Drzewo jest uzyteczna technika wizualizacyjng utatwiajacy obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen wieloetapowych (w niezbyt skomplikowanych
przypadkach). W jezyku teorii graféw drzewo to graf prosty o n
wierzchotkach potaczonych n — 1 krawedziami = kazda para wierzchotkéw
jest potaczona doktadnie jedng krawedzia. Na przyktad:
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Metoda drzewa (stochastycznego; probabilistycznego; prawdopodobienstwa)

Przyktad. W pudetku znajduje sie 6 cukierkéw czekoladowych (C)
i 4 krowki (K). Losujemy kolejno dwa cukierki bez zwracania. Jakie jest
prawdopodobiefstwo wylosowania

@ dwéch kréwek:

@ dwdch cukierkéw o réznych smakach?

Odpowiedz. Drzewo wyglada nastepujaco:

.«
6110,/ \4/10

e ®) -
ey

59 / \4/9 YA
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Metoda drzewa (stochastycznego; probabilistycznego; prawdopodobienstwa)

Przyktad. W pudetku znajduje sie 6 cukierkéw czekoladowych (C)
i 4 kréwki (K). Losujemy kolejno dwa cukierki bez zwracania. Jakie jest
prawdopodobiefstwo wylosowania

@ dwéch kréwek;

@ dwdch cukierkéw o réznych smakach?

Odpowiedz.
6/10 % 410
C‘ * K Szukamy w drzewie
o i \ \an sekwencji K K. Mamy
7N N _ 4 .3 _ 2
g Y P(KK)=1;-5=15
C KC K
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Metoda drzewa (stochastycznego; probabilistycznego; prawdopodobienstwa)

Przyktad. W pudetku znajduje sie 6 cukierkéw czekoladowych (C)
i 4 krowki (K). Losujemy kolejno dwa cukierki bez zwracania. Jakie jest

prawdopodobiefstwo wylosowania
@ dwéch kréowek:
@ dwdch cukierkéw o réznych smakach?

Odpowiedz.

Szukamy w drzewie
sekwencji K K. Mamy

Yo PUK) =55 =4
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Sekwencje CK i KC' sa
réwnouprawnionymi
rezultatami. Zatem
P(CK)+ P(KC) =

6 .4, 4 . 6_ 8
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Metoda drzewa (stochastycznego; probabilistycznego; prawdopodobienstwa)

A

P(B'|A) P(BIA) P(B'|A) P(BIA)
P(B'nA") P(BNnA’) P(B'nA) P(BnA)
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