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Zagadnienie 3 ciat

Najbardziej ogélny ukfad réwnan:

. 71— T 71— T
771 = Gm2 _,1 _,23 Gm3 _,1 _,33
|7 — 75| |71 — 73]
7 Gmg 1‘2 f?’ Gmy f2 _fl
|75 — T3]3 |7 — 71[3
Py = —Gmy L~ Gmy 2
|75 — 7 |75 — 75

18-wymiarowa przestrzen fazowa — skomplikowane i kosztowne
numerycznie.
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Zagadnienie 3 ciat

Najbardziej ogélny ukfad réwnan:

- =T Ty — T
771 = GWLQ _,1 _,23 Gm3 _,1 _,33
|7 — 75| |71 — 73]
= —Gms—2— 2 — Gy =2,
|7y — 733 Ty — 7|3
Py = —Gmy L~ Gmy 2
|73 — 7|3 |73 — 73

18-wymiarowa przestrzen fazowa — skomplikowane i kosztowne
numerycznie.

Formalnie istnieje rozwigzanie analityczne (Sundman 1912): dane jest
szeregiem potegowym w potegach t1/3, zbieznym Vt.
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Zagadnienie 3 ciat

Najbardziej ogélny ukfad réwnan:

. 71— T 71— T
771 = GWLQ _,1 _,23 Gm3 _,1 _,33
|7 — 75| |71 — 73]
7 = —Gms 1‘2 f?’ Gmy f2 _fl
|75 — T3]3 |7 — 71[3
Py = —Gmy L~ Gmy 2
|75 — 7 |75 — 75

18-wymiarowa przestrzen fazowa — skomplikowane i kosztowne
numerycznie.

Formalnie istnieje rozwigzanie analityczne (Sundman 1912): dane jest
szeregiem potegowym w potegach t1/3, zbieznym V¢. Jednak dla
zastosowai astronomicznych wymaga wziecia > 108000000 wyrazéw, co
czyni je praktycznie bezuzytecznym.
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Niektore regularne rozwigzania

Euler (1765):

m,
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Niektore regularne rozwigzania

Euler (1765): Hill (1878):
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Niektore regularne rozwigzania

Euler (1765): Hill (1878):

Lagrange (1772): Moore (1993); Chenciner &
Montgomery (2000):

.S
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Niektore regularne rozwigzania

Euler (1765): Hill (1878):

Lagrange (1772): Moore (1993); Chenciner &
Montgomery (2000):

.Y

Uproszczony model chaotyczny: ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat.
Np. Stonce ®—Jowisz %—kometa, Ziemia —Ksiezyc 9—sztuczne satelity itp.
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) PATEO 1 Wyktad 4 3/14



Niektore regularne rozwigzania

Zad. 4a (raport)

© Uzywajac 2 integratoréw numerycznych (wykfad 2), zasymulowaé
trajektorie Chencinera & Montgomery'ego dla m; = 1. Uzy¢
nastepujacych warunkéw poczatkowych (z;(0) = 0):
(21(0), 41 (0)) = (0.97000436, —0.24308753)
(22(0), y2(0)) = (—0.97000436, 0.24308753)
(23(0),93(0)) = (0,0)
oraz (v,; = 0)
(02,1(0), v5.1(0)) = (0.466203685, 0.43236573)
(02,2(0), vy2(0)) = (0.466203685,0.43236573)
(v2.3(0),v,,3(0)) = (—0.93240737, —0.86473146)
Obliczy¢ trajektorie dla catkowitego czasu T' € {10, 100, 300} (j.a.).
@ Zaburzy¢ war. pocz. (# 0) w nastepujacy sposéb: zmieni¢ losowo
ostatnie cyfry, nastepnie dwie ostatnie cyfry itd. Jaki ksztatt jest
uzyskiwany (por. ze stanem wyjsciowym)? Jak bardzo mozna zmieni¢
war. pocz. zanim rozw. sie ,oddali” (ksztatt, dryft itp.) od wyjsciowego

(dla T € {100,300})?
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Ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat

Masy wzgledne p = 71—, 1 — p = 12—

infinitezymalna masa testowa.

(gdzie u < 1/2) oraz

~ —1
HPlutoP—-Charong; = 10

~ -2
HEarths—Moony = 10
HSune-Jupitery = 10_3

*Oznaczana réwniez jako C, J lub C; czesto tez przemnazana przez —2.
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Ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat

mi m2

_Ma_lsyl/ wzgledne p = e, 1 — p= 2 (gdzie 1 < 1/2) oraz
infinitezymalna masa testowa. o (2. y)
MP'UtOE—Charonq_] >~ 1071 xr — 2y = —T
Hearing-oons = 107 . U(x,y)
HSune-Jupitery = 1073 J+2r=——7"2-

dy
Potencjat efektywny (w obracajacym sie uktadzie wspétrzednych!):
1 l—p p
U , - _ = 2 AN iy
(2,9) = =5 (=" +¢°) T

gdzier; = /(z + p)2 +y2 oraz ro = /(z — 1 + p)% + y2.

*Oznaczana réwniez jako C, J lub C; czesto tez przemnazana przez —2.
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Ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat

Masy wzgledne p = - 1 — p = 2 (gdzie pu < 1/2) oraz

L mi+ma’
infinitezymalna masa testowa. U (z,y)
. . )
HPlutoP—Charong, = 101 T2y = ox

-2
HEarths-Moony = 10 oU

HSune-Jupitery = 10_3 ay
Potencjat efektywny (w obracajacym sie uktadzie wspétrzednych!):
1 l—p p
U , - _ = 2 AN iy
(2,9) = =5 (=" +¢°) T

gdzie ry = /(z + p)2 + y2 oraz rg = /(z — 1 + p)2 + y2. Stata
Jacobiego™ (catkowita energia masy testowej) jest jedyna catka ruchu:

1
H(z,y,2,9) = 5 (532 +y2) + U(z,y) = E € const.

co pozwala zredukowa¢ 4D przestrzen fazowa do 3D.

*Oznaczana réwniez jako C, J lub C; czesto tez przemnazana przez —2.
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Ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat

Uktad ma 5 punktéw statych — punkty Lagrange'a: Ly, Lo, L3
(wspétliniowe; siodta — niestabilne) oraz Ly, L5 (tréjkatne; dla
p(1 — p) < 1/27 stabilne z powodu sity odsrodkowej — stabilizacyjne
dziatanie sity Coriolisa).
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Ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat

Uktad ma 5 punktéw statych — punkty Lagrange'a: Ly, Lo, L3
(wspétliniowe; siodta — niestabilne) oraz Ly, L5 (tréjkatne; dla
p(1 — p) < 1/27 stabilne z powodu sity odsrodkowej — stabilizacyjne
dziatanie sity Coriolisa).

Przyktady: trojanczycy w L4 & L5 (Stonce ©—Jowisz %); satelita SOHO
w L; (Stonce ©-Ziemia 3), WMAP & JWST w Lo.
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Ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat

Linearyzacja wokét punktéw Ly, Ls prowadzi do stabilnych orbit*
z czestotliwosciami modéw normalnych:

\/1—~/1—27u(1—u) 274

dy =0
9 ; gay p
14+ /1 -=27u(1 — p 271
W+:\/ B ( )§ Wi ~ ] gdy p~

1.0f
0.8f
0.6
0.4
0.2r

0.0¢! , ) ) )
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
H

*Wokét Ly, Lo, Ls tez istnieja stabilne orbity.
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Ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat

Linearyzacja wokét punktéw Ly, Ls prowadzi do stabilnych orbit*
z czestotliwosciami modéw normalnych:

\/1—~/1—27u(1—u) 2
w_ = 5 ; W_ ~ _

------- sktadowe epicykliczne
——————— trajektoria masy testowej

*Wokét L1, Lo, L3 tez istnieja stabilne orbity.
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Ptaskie ograniczone kotowe zagadnienie 3 ciat

Rzut 4D przestrzeni fazowej na 2D przestrzen konfiguracyjna (potozen)
(x,y) to tzw. strefa Hilla:

E=-18

Na szaro — obszary niedostepne dla danej E.
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owe zagadnienie 3 ciat

Left — periodic orbit in the co-rotating frame; right — periodic orbit in the inertial frame.
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Chaotyczne ptaskie ograniczone zagadnienie 3 ciat

"ttps://youtu.be/jarcgP1rRWs7t=105
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Chaotyczne ptaskie zagadnienie 3 ciat
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Zagadnienie N-ciat

Zad. 4b (raport)

© (Tablica.) Rozwazy¢ trzy masy punktowe m; # mg # ms,
umieszczone w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego z zerowymi
predkosciami poczatkowymi (przyspieszenie kazdej m; bedzie
skierowane do srodka ciezkosci uktadu mas).
@ Obliczy¢ czas do zderzenia.
® Rozwazy¢ przypadek m; = mo = mg = m.
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Zagadnienie N-ciat

Zad. 4b (raport)

© (Tablica.) Rozwazy¢ trzy masy punktowe m; # mg # ms,
umieszczone w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego z zerowymi
predkosciami poczatkowymi (przyspieszenie kazdej m; bedzie
skierowane do srodka ciezkosci uktadu mas).
@ Obliczy¢ czas do zderzenia.
® Rozwazy¢ przypadek m; = mo = mg = m.
@ (Raport.) Przyja¢ masy punktowe mj # mgy # ms.
@ Skorzystac z 2 integratoréw numerycznych (wyktad 2) do uzyskania
czasu zderzenia. Poréwna¢ z wynikiem analitycznym.
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Zagadnienie N-ciat

Zad. 4b (raport)

© (Tablica.) Rozwazy¢ trzy masy punktowe m; # mg # ms,
umieszczone w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego z zerowymi
predkosciami poczatkowymi (przyspieszenie kazdej m; bedzie
skierowane do srodka ciezkosci uktadu mas).
@ Obliczy¢ czas do zderzenia.
® Rozwazy¢ przypadek m; = mo = mg = m.
@ (Raport.) Przyja¢ masy punktowe mj # mgy # ms.
@ Skorzystac z 2 integratoréw numerycznych (wyktad 2) do uzyskania
czasu zderzenia. Poréwna¢ z wynikiem analitycznym.
® Umiesci¢ masy w wierzchotkach tréjkata nieréwnobocznego; przyjac
zerowe predkosci poczatkowe. Czy dochodzi do zderzenia? Jesli tak, to
w jakim czasie? Rozwazy¢ 2-3 konfiguracje.
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Zagadnienie N-ciat

Zad. 4b (raport)

© (Tablica.) Rozwazy¢ trzy masy punktowe m; # mg # ms,
umieszczone w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego z zerowymi
predkosciami poczatkowymi (przyspieszenie kazdej m; bedzie
skierowane do srodka ciezkosci uktadu mas).
@ Obliczy¢ czas do zderzenia.
® Rozwazy¢ przypadek m; = mo = mg = m.
@ (Raport.) Przyja¢ masy punktowe mj # mgy # ms.
@ Skorzystac z 2 integratoréw numerycznych (wyktad 2) do uzyskania
czasu zderzenia. Poréwna¢ z wynikiem analitycznym.
® Umiesci¢ masy w wierzchotkach tréjkata nieréwnobocznego; przyjac
zerowe predkosci poczatkowe. Czy dochodzi do zderzenia? Jesli tak, to
w jakim czasie? Rozwazy¢ 2-3 konfiguracje.
© Do konfiguracji z poprzedniego punktu dodaé (rozsadne) niezerowe
predkosci poczatkowe. Narysowa¢ uzyskane trajektorie. Poda¢ przyjete
masy m;, wspotrzedne wierzchotkéw trdjkata oraz predkosci
poczatkowe dla kazdej konfiguracji.
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Zagadnienie N-ciat

Zad. 4c (raport)

© Rozwazy¢ dostatecznie duzy zbiér sensownych i nietrywialnych
losowych warunkéw poczatkowych zagadnienia 3 ciat. Wykorzystaé
jeden najlepszy integrator numeryczny (uzasadni¢ wybér) do
przecatkowania kazdego zagadnienia. Jaki procent ukfadéw jest
niestabilnych, tj. co najmniej jedno ciato ucieka z uktadu (do
nieskonczonosci)? Przyjac stosowne, praktyczne kryteria.
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Zagadnienie N-ciat

@ Np. samo E > 0 nie wystarcza—FE jest catka ruchu (zalezna od
warunkéw pocz.) ale energia w uktadach N ciat moze by¢
redystrybuowana pomiedzy ciatami.
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Zagadnienie N-ciat

@ Np. samo E > 0 nie wystarcza—FE jest catka ruchu (zalezna od
warunkéw pocz.) ale energia w uktadach N ciat moze by¢
redystrybuowana pomiedzy ciatami.

o Nalezy rozwaza¢ energie par ciat w kontekscie energii i-tego ciata, Fj;,
w uktadzie srodka masy pozostatych ciat (j # i) uktadu.?

"https://academic.oup.com/mnras/article/487/4/4615/5509598, Sect. 2.2.
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Zagadnienie N-ciat

@ Np. samo E > 0 nie wystarcza—FE jest catka ruchu (zalezna od
warunkéw pocz.) ale energia w uktadach N ciat moze by¢
redystrybuowana pomiedzy ciatami.

o Nalezy rozwaza¢ energie par ciat w kontekscie energii i-tego ciata, Fj;,
w uktadzie srodka masy pozostatych ciat (j # i) uktadu.?

@ W przypadku bardzo bliskich przejs¢ E; moze chwilowo by¢
dodatnia—trzeba tez wzia¢ pod uwage jak dtugo E; > 0, jaka jest
geometria uktadu (chwilowy promien uktadu odpowiednio wiekszy niz
rozmiar poczatkowy), dynamike (chwilowa odlegtos¢ ciata potencjalnie
uciekajacego rosnaca, dr;/dt > 0) itp.

"https://academic.oup.com/mnras/article/487/4/4615/5509598, Sect. 2.2.
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Zagadnienie N-ciat

@ Np. samo E > 0 nie wystarcza—FE jest catka ruchu (zalezna od
warunkéw pocz.) ale energia w uktadach N ciat moze by¢
redystrybuowana pomiedzy ciatami.

o Nalezy rozwaza¢ energie par ciat w kontekscie energii i-tego ciata, Fj;,
w uktadzie srodka masy pozostatych ciat (j # i) uktadu.?

@ W przypadku bardzo bliskich przejs¢ E; moze chwilowo by¢
dodatnia—trzeba tez wzia¢ pod uwage jak dtugo E; > 0, jaka jest
geometria uktadu (chwilowy promien uktadu odpowiednio wiekszy niz
rozmiar poczatkowy), dynamike (chwilowa odlegtos¢ ciata potencjalnie
uciekajacego rosnaca, dr;/dt > 0) itp.

e Oczywiscie mozna jedynie powiedzie¢, ze dany uktad bedzie zwigzany
w czasie catkowania Ty,.x—nie mozna oceni¢, czy catkujac dtuzej jego
status sie nie zmieni.

"https://academic.oup.com/mnras/article/487/4/4615/5509598, Sect. 2.2.
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