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Hyperion 7 — ksiezyc Saturna h

Voyager 2 (1981)
(431,370 km)

Cassini (2015)
(505 km)

Odkrycie w 1848 r. (Bond, Lassell)
r1 = 1.4296 - 106 km

e=0.1

T =21.28d

rezonans orb. 4:3 z Tytanem

360 x 266 x 205 km
p=0.54gcm3

albedo = 0.3
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Hyperion 7

a=06-f
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Hyperion 7

a=06-f

Réwnanie ruchu! (jednostki
bezwymiarowe: T' = 2w, r1 = 1):

ésinZ(Q—f)

0 =
S 0
Sptaszczenie (oblateness):
3(B — A)
2 _
W=

A < B < C - gtéwne momenty bezwtadnosci; osie elipsoidy a > b > ¢
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Hyperion 7

a=06-f

o
S
Réwnanie ruchu® (jednostki Orbita keplerowska o mimosrodzie
bezwymiarowe: T' = 2w, r1 = 1): 0<e<1:
2
. w?sin2(0 — f) __1-e
9+?T:0 " 1+ecosf
Sptaszczenie (oblateness): Anomalia prawdziwa f:
, 3(B-A) F (1+ecos f)*
W= ———= =5
C ’ (1 —-62)3/2

A < B < C — gtéwne momenty bezwtadnosci; osie elipsoidy a > b > ¢

1
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Hyperion 7

Tréjwymiarowa rotacja musi by¢ modelowana petnym zestawem réwnan
Eulera?:

Awg — wpwe(B—C) = —%ﬁ’Y(B -C)
Biy — wewa(C — A) = —3~¢(C — A)
Cwe — wewp(A— B) = —%Cﬁ(A—B)

Wa,b,c — sktadowe predkosci katowej; 3, y,( — cosinusy kierunkowe.

Po natozeniu warunku prostopadtosci osi obrotu do ptaszczyzny orbity
dostajemy réwnanie ruchu z poprzedniego slajdu.

2Danby, Fundamentals of Celestial Mechanics
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Przestrzen fazowa

Zakfadamy, ze 0$ obrotu jest prostopadta do ptaszczyny orbity!3

@ Przestrzen fazowa jest 3D, o topologii S? x R:

Q= {(0,9,f)‘9 eRmod2m, R, f € Rmod27r}.

3Chaotyczne koziotkowanie: Wisdom, Peale, Mignard, The chaotic rotation of Hyperion, Icarus,
58, 137 (1984)
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@ f jest regularna funkcja 2m-okresowa, ktéra nie niesie wprost zadnej
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@ f jest regularna funkcja 2m-okresowa, ktéra nie niesie wprost zadnej
informacji nt. dynamiki rotacyjne;j.

@ Rotacja satelity o 180° (tj. 8 — 6 + 7) daje réwnowazna konfiguracje,
czyli 6 moze zosta¢ ograniczona do przedziatu [0, 7).
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Przestrzen fazowa

Zakfadamy, ze 0$ obrotu jest prostopadta do ptaszczyny orbity!3

@ Przestrzen fazowa jest 3D, o topologii S? x R:
Q= {(0,9,f) ‘ € Rmod2r, 0 €R, f e Rmod27r} .

@ f jest regularna funkcja 2m-okresowa, ktéra nie niesie wprost zadnej
informacji nt. dynamiki rotacyjne;j.

@ Rotacja satelity o 180° (tj. 8 — 6 + 7) daje réwnowazna konfiguracje,
czyli 6 moze zosta¢ ograniczona do przedziatu [0, 7).

e W jednostkach bezwymiarowych okres orbitalny réwniez wynosi
T = 27. A zatem przekréj Poincarégo, utworzony przez prébkowanie
wartosci (0, 0) w czasie z krokiem 27 (tzw. zmienne stroboskopowe)
zapewnia wystarczajacy wglad w dynamike rotacyjna.

3Chaotyczne koziotkowanie: Wisdom, Peale, Mignard, The chaotic rotation of Hyperion, Icarus,
58, 137 (1984)
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Przekréj Poincarégo

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

Zmienne stroboskopowe w ogélnosci
powstaja przez przeciecie trajektorii
w przestrzeni fazowej ptaszczyzna.
Dla ukfadéw z wyrézniona skalag
czasu jest to réwnowazne
probkowaniu ze statym krokiem
rownym tej skali czasu. Dla
Hyperiona — f jest 2m-okresowa,
orbita keplerowska jest regularna,
wiec naturalnym jest rejestrowanie
stanu ukfadu w tym samym punkcie
orbity.
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Przekréj Poincarégo
3

3. -
_(a)

-0.5k

4 2 34 g 0 Til4 /2 34 m 0 Til4 T2 34 s

Q@ e=0.1, :;2 = 0.79 — wartosci dlz Hyperiona 7' ’
Q e =0.005 w? = 0.79 — éredni mimosréd wszystkich satelitéw

w uktadzie stonecznym
Q@ =01, w*=0.04
Kazdy satelita ma za sobg chaotyczna przesztos¢, zanim wpadt w stabilny
rezonans spinowo-orbitalny (najczesciej 1:1); ale warto wspomnie¢
Merkurego & w rezonansie 3:2.

*MT, CeMDA 127, 121 (2017)
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https://link.springer.com/article/10.1007/s10569-016-9719-7

Przekréj Poincarégo

0 /4 2 34 m 0 4 2 3r/4 m 0 /4 2 3r/4 m

Najszersza strefa chaotyczng jest ta
wokot rezonansu 1:1. Jej szerokosé¢
potéwkowa mozna oszacowaé jako3

w= 2w

14me [ T ]
= ex

w3

3Wisdom, Peale, Mignard, The chaotic rotation of Hyperion, Icarus, 58, 137 (1984)
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Przekréj Poincarégo

co dla Merkurego &
(w=0.017,e = 0.206) daje
w=1.37-10734, zas dla

Najszersza strefa chaotyczng jest ta
wokot rezonansu 1:1. Jej szerokosé¢
potéwkowa mozna oszacowaé jako3

(a) w = 1.07,

14me T —
w = —2C exp [_7] (b) w = 0.05,
w 2w (c) w=0.21.

3Wisdom, Peale, Mignard, The chaotic rotation of Hyperion, Icarus, 58, 137 (1984)
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Pojawienie sie chaosu — kryterium przekrywania Chirikowa

Kryterium przekrywania rezonanséw: jesli odlegtosé¢ miedzy srodkami
rezonansdw jest mniejsza niz suma ich szerokosci potéwkowych to
rezonanse sie przekrywaja, zatem otaczajace je strefy chaotyczne sie
zlewaja co prowadzi do powstania chaosu z powodu ,rywalizacji” miedzy

tymi dwoma rezonansami.

*Por. Ksiezyc 9 i Merkury 3.
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Pojawienie sie chaosu — kryterium przekrywania Chirikowa

Kryterium przekrywania rezonanséw: jesli odlegtosé¢ miedzy srodkami
rezonansdw jest mniejsza niz suma ich szerokosci potéwkowych to
rezonanse sie przekrywaja, zatem otaczajace je strefy chaotyczne sie
zlewaja co prowadzi do powstania chaosu z powodu ,rywalizacji” miedzy
tymi dwoma rezonansami.

Rezonanse o najwiekszych szerokosciach to 1:1 oraz 3:2*, dla ktérych

wartos¢ krytyczna wynosi

1
2+ +v14e

~

WR ~

*Por. Ksiezyc 9 i Merkury 3.
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Pojawienie sie chaosu — kryterium przekrywania Chirikowa

Kryterium przekrywania rezonanséw: jesli odlegtosé¢ miedzy srodkami
rezonansdw jest mniejsza niz suma ich szerokosci potéwkowych to
rezonanse sie przekrywaja, zatem otaczajace je strefy chaotyczne sie
zlewaja co prowadzi do powstania chaosu z powodu ,rywalizacji” miedzy

tymi dwoma rezonansami.
Rezonanse o najwiekszych szerokosciach to 1:1 oraz 3:2*, dla ktérych

wartos¢ krytyczna wynosi

1
wp ~ ——
Ry 14e
e=0.1

co zgadza sie z wartoscia uzyskang numerycznie:

~ 0.31 < WHyperion ~ 0.89

*Por. Ksiezyc 9 i Merkury 3.
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Diagramy bifurkacyjne*

w? ~ 0.083 < w ~ 0.29 — bardzo dobra zgodnoé¢ z wr ~ 0.31.

*MT, CeMDA 127, 121 (2017)
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https://link.springer.com/article/10.1007/s10569-016-9719-7

Przekréj Poincarégo

Zad. 3a (raport) — rozw. réwnania ruchu

Wykorzysta¢ zaimplementowane integratory numeryczne (co najmniej 3;
wyktad 2) do rozwiazania réwnania ruchu rotacyjnego Hyperiona (slajd 3).
@ Poréwnaé uzyskane zaleznosci 6(t) od czasu; jak dtugo sa one
wzajemnie zbiezne?
@ Wykonac przekroje Poincarégo (zob. slajd 7) dla rozwiazania

chaotycznego. Czy uzyskujemy jakos$ciowo réwnowazne obrazy
uzywajac réznych integratoréw?

© Odtworzy¢ diagramy bifurkacyjne (9 vs. w?) ze slajdu 10.
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Wyktadnik Lapunowa

Axo=107°

0.81
0.61
Xn
0.4

0.2r

0.0k
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Wyktadnik Lapunowa

Axo=107°
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Wyktadnik Lapunowa

Axo=107°
1.0f ‘ ‘
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Wyktadnik Lapunowa

Az, x e’ — X — wyktadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny

@ A\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)
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Wyktadnik Lapunowa

Az, x e’ — X — wyktadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ A\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu. Historycznie pierwszy; istnieja rézne bardziej efektywne
warianty: SALI, GALI, REM, MEGNO, ...

Interpretacja: $rednia eksponencjalna rozbieznosé¢ (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.
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Wyktadnik Lapunowa

Az, x e’ — X — wyktadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ A\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu. Historycznie pierwszy; istnieja rézne bardziej efektywne
warianty: SALI, GALI, REM, MEGNO, ...

Interpretacja: $rednia eksponencjalna rozbieznosé¢ (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.

Zad. 3b (raport) — wyktadniki Lapunowa

Rozwazy¢ dwie poczatkowo bliskie trajektorie w przestrzeni fazowej (tj.
bliskie warunki poczatkowe). Rozwazy¢ dwie sytuacje (zob. slajd 7):

@ warunki poczatkowe gteboko wewnatrz strefy chaotycznej;

@ warunki poczatkowe gteboko wewnatrz strefy regularne;j.
Obliczy¢ wyktadnik Lapunowa (zob. slajd 12). Uzy¢ co najmniej 3
integratoréw i poréwnaé wyniki.
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