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Metody numeryczne rozwigzywania réwnan rézniczkowych

Rozwiazanie réwnania postaci
y(t) = £t y(y)]

z warunkiem poczatkowym

y(to) = yo
Dyskretyzacja z krokiem h:
thy1 =th +h
prowadzi do rozwigzan
Yn = Y(tn)
gdzie
y €R™
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Metoda Eulera (explicit Euler)

Ekstrapolacja liniowa ze statym krokiem h:

Yn+l1 =Yn + ht (thn)
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Metoda Eulera (explicit Euler)

Ekstrapolacja liniowa ze statym krokiem h:

Yn+l1 =Yn + ht (thn)

Dla # = a(r), ktére mozna zapisa¢ jako uktad dynamiczny

{ v =al(r)

r =v

mamy

Vi1l = Vi + ha(r,)

Ipt1 =Ip+ hvn
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Metoda Eulera (explicit Euler)

Ekstrapolacja liniowa ze statym krokiem h:

Yn+1 = Yn + hf (thn)
Dla # = a(r), ktére mozna zapisa¢ jako uktad dynamiczny
v =alr)
r =vVv

mamy

Vi1l = Vi + ha(r,)
Ipt1 =Ip+ hvn

Niemal nie zachowuje energii i nie jest odwracalny w czasie, wiec dla
wszelkich praktycznych zastosowan bezuzyteczny (np. spirale zamiast orbit
kotowych).

Stanowi jednak dobra baze dydaktyczna dla poréwnan itd.
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Metoda Eulera-Cromera — symplektyczna

Predkos¢ jest aktualizowana w pierwszej kolejnosci i rezultat jest stosowany
w aktualizacji potozenia:

Vi1 = Vi + ha(r,)

rpty1 =rp+ hVn—H

Zachowuje energie w przypadku rozwigzan oscylacyjnych ale nie jest
odwracalna.
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Metoda Eulera-Cromera — symplektyczna

Predkos¢ jest aktualizowana w pierwszej kolejnosci i rezultat jest stosowany
w aktualizacji potozenia:

Vi1 = Vi + ha(r,)

rpty1 =rp+ hVn—H

Zachowuje energie w przypadku rozwigzan oscylacyjnych ale nie jest
odwracalna.

Roéwnie uprawnionym matematycznie, cho¢ rzadziej stosowanym, jest
wariant z aktualizacja potozenia w pierwszej kolejnosci:

Tyl =Ty + hvy

Vntl =V, + ha (rn+1)

Bedziemy stosowaé wariant pierwszy, tj. z aktualizacja predkosci
w pierwszej kolejnosci.
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Metoda Rungego-Kutty rzedu 4 (RK4)

(tna)’n)

(tn + & 2, yn + 2ki),

(tn +4 3 Yn Tt %k2)’

(tn + h, yn + hks),

Ynitl =Yn + % (k1 + 2ko + 2ks + ky),
the1 =tn + h.

f
f
f
f

Jest wzglednie stabilny dla matych h (tzn. btedy numeryczne nie
nawarstwiaja sie lecz pozostaja ograniczone), ale nie zachowuje energii (co
jest istotne dla uktadéw hamiltonowskich) w dtuzszych skalach czasu oraz
nie jest odwracalny w czasie.
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Algorytm Verleta (velocity-Verlet)

Dla uktadéw réwnan drugiego rzedu bez jawnej zaleznosci od czasu:
F=a(r)
gdzie v =,

Tpi1 =Ty + hvy, + %hz a(ry),

Vptl = Vp + % a(rn) + a(rn—i-l)] .

Jest to algorytm symplektyczny (zob. dalej), dobrze zachowuje energie
w toku catkowania oraz jest odwracalny.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) PATEO 1 Wyktad 2 6/15



Algorytm leapfrog (zabiego skoku, skokowy)

Niech tez ¥ = a(r).

=v,+ %a(rn),

v
n—i—%
ny1 =TIp+ hvn+la
2
— h
Vptl = Vn+% + 5 a(rnt1)

Roéwniez jest symplektyczny, mniej doktadny niz RK4 ale lepiej zachowuje
energie w czasie dtugich catkowan niz algorytm Verleta; jest odwracalny.
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Algorytm leapfrog (zabiego skoku, skokowy)

Niech tez ¥ = a(r).

n+§
ny1 =TIp+ hvn+la
2
h
Vptl = vn+% + 5 a(r, 1)

Roéwniez jest symplektyczny, mniej doktadny niz RK4 ale lepiej zachowuje
energie w czasie dtugich catkowan niz algorytm Verleta; jest odwracalny.

Ideg jest aktualizacja pozycji i predkosci w naprzemiennych chwilach, stad
,zabie skoki”. Krok h musi by¢ staty by zachowa¢ stabilnos¢, jednak
zmienny h jest przydatne przy catkowaniu ukfadéw N-ciat.
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Moze by¢ stosowany do y(t) = f(¢,y):

ki =

fltn, yn,

tn"‘ h Yn + hkl]

fit

ftn +h, yn+h(32

[
=f]
[t
fltn + Bh, yn +h(522
[
[

439
216

£ty + 3R, yn + h(—
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Moze by¢ stosowany do y(t) = f(¢,y):

ki = ftn, ynl,
=f[tn + 1h, yn+ 1hki],
:f[ + 2h, yn + h(Ski + 55ka)]
= £[tn + 355 Yo + h(3107K1 — igrke + 3197 ks)]
= f[t +h, yn h(3?2k1 — 8ky + 35618301{3 - 481%211{4)]
= [t + 35, Yo + h(— g7k + 2k — 355k + g1k -
(Wspétczynniki z tzw. tablicy Butchera.)
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Rozwigzania dwéch rzedéw — piatego [rzad = p < bfad skaluje sie
z krokiem h jak O (hP1)]:

5
Y£+)1 =ynth (135k1 +0-ky + 12685265k3 + ggig(l)kﬁx - k5 + kG)
i czwartego:

4
Y =yt b (Zka +0 ko + %8k 1 297, 1k 40 k)
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Rozwigzania dwéch rzedéw — piatego [rzad = p < bfad skaluje sie
z krokiem h jak O (hP1)]:

5
Y£+)1 =ynth (135k1 +0-ky + 12685265k3 + ggigékﬁx - k5 + kG)
i czwartego:
4
Y =y b (B 40k + 208y 4 29Ty, Ly 40 k)

o Wspotczynniki w tablicy Butchera sg tak dobrane, by wektory k; byty
dzielone miedzy rozwiazania rzedéw 4. i 5. = liczone tylko raz na krok.
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Rozwigzania dwéch rzedéw — piatego [rzad = p < bfad skaluje sie
z krokiem h jak O (hP1)]:
Yitr = Yo+ h (ki +0- ko + {58k + Bk — ks + Zko)

i czwartego:

4
Y = v+ 7 (Zk 40 ko + M08, 4 29T, Ly 4 () k)

o Wspotczynniki w tablicy Butchera sg tak dobrane, by wektory k; byty
dzielone miedzy rozwiazania rzedéw 4. i 5. = liczone tylko raz na krok.

@ Zay, bierzemy wartos$¢ z poprzedniego kroku — czyli de facto y(S)

n
(po spetnieniu kryteriéw i ustaleniu h — por. dalej); drugie rozw.,
yn ', jest konstruowane w oparciu o te same k; i stuzy do oszacowania

btedu lokalnego dla oceny wartosci h — zob. nastepne slajdy.
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Rozwigzania dwéch rzedéw — piatego [rzad = p < bfad skaluje sie
z krokiem h jak O (hP1)]:

5) 16 6656 28561 9 2
Ynt1 =¥n+h (ﬁkl +0- ko + 1555 ks + Sgamoka — 5oks + %kfi)
i czwartego:
4
Y = v+ 7 (Zk 40 ko + M08, 4 29T, Ly 4 () k)

o Wspotczynniki w tablicy Butchera sg tak dobrane, by wektory k; byty

dzielone miedzy rozwiazania rzedéw 4. i 5. = liczone tylko raz na krok.

@ Zay, bierzemy wartos$¢ z poprzedniego kroku — czyli de facto yﬁ{r’)

(po spetnieniu kryteriéw i ustaleniu h — por. dalej); drugie rozw.,
y,(fl), jest konstruowane w oparciu o te same k; i stuzy do oszacowania
btedu lokalnego dla oceny wartosci h — zob. nastepne slajdy.

@ Czyli: w kolejnym kroku n + 1 uzywa sie tego rozw. wyzszego rzedu

Yn, ktére zostato uznane za wystarczajagco doktadne — krétko méwiac

Yn = yg))-
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Btad lokalny jest obliczany jako
5 4
Ay =y~ v,

za$ btad znormalizowany:

1 & Avy; 2
B =\ 1 2 Z )
o m ZZ; €abs,i T Erel max(|yn,i|7 |yn+1,i|)
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

gdzie tolerancje bezwzgledna i wgledna sa w ogdlnosci definiowane jako:
Eabs,i — |ycomputed,i - ytrue,i‘

’ycomputed - Ytrue‘
|Ytrue|

Erel =
Mozna przyja¢, ze Ycomputed tO yffll, za$ Yirue jest (nieznanym)
dokfadnym rozwiazaniem y (t,,41).
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Dla praktycznych aspektéw mechaniki nieba (w jednostkach AU):
® £, =1078
® caps; = 10710 10712
i to te wielkosci (czyli parametry wprowadzone przez uzytkownika —

dostosowane do konkretnego zagadnienia) wchodza do wyrazenia na
AyYnorm Na poprzednim slajdzie.
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Po kilku orbitach sprawdzi¢ zachowanie energii; jesli:
o dryft jest zbyt duzy, zmniejszy¢ ee1 i/lub eaps.i;
@ h jest zbyt maty, tolerancje s3 zbyt duze;
@ h jest zbyt duzy, tolerancje s3 za mate;
AYnorm < 1 — przyja¢ h oraz y, 41 = y,(fil;
AYnorm > 1 — odrzuci¢ h, przyja¢ mniejszy i sprawdzi¢ ponownie.
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Po kilku orbitach sprawdzi¢ zachowanie energii; jesli:

o dryft jest zbyt duzy, zmniejszy¢ ee1 i/lub eaps.i;

@ h jest zbyt maty, tolerancje sg zbyt duze;

@ h jest zbyt duzy, tolerancje s3 za mate;

° Aynorm < 1— P"ZYJQC h oraz Yn+1 = y,(fil;

@ Aynorm > 1 — odrzuci¢ h, przyja¢ mniejszy i sprawdzi¢ ponownie.

Aktualizacja kroku wg reguty

Pnew = fsafety “holq - (

1

Aynorm

)1/(p+1)

gdzie foafety ~ 0.8 <+ 0.95 zapobiega zbyt agresywnym zmianom kroku, za$

dla RKF45 jest p = 4.
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Algorytm Rungego-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF45)

Po kilku orbitach sprawdzi¢ zachowanie energii; jesli:
o dryft jest zbyt duzy, zmniejszy¢ ee1 i/lub eaps.i;
@ h jest zbyt maty, tolerancje s3 zbyt duze;
@ h jest zbyt duzy, tolerancje s3 za mate;
® AYnorm < 1 — przyjaé h oraz y,4+1 = y,(fil;
@ Aynorm > 1 — odrzuci¢ h, przyja¢ mniejszy i sprawdzi¢ ponownie.

Aktualizacja kroku wg reguty

Pnew = fsafety - hola (mlorm)l/(lﬂrl)

gdzie foafety ~ 0.8 <+ 0.95 zapobiega zbyt agresywnym zmianom kroku, za$
dla RKF45 jest p = 4.
Jest symplektyczny, ale nie odwracalny w czasie.
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Symplektycznos¢ (pobieznie)

Majac hamiltonian H(p, q), réwnania ruchu s3 postaci

OH(p,q) q OH(p,q)

N oq op
Integrator y,+1 = ®p(yn) jest symplektyczny jesli potok fazowy uktadu
hamiltonowskiego y — ®(y) jest, dla dostatecznie matych krokéw h,
odwzorowaniem symplektycznym.
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Symplektycznos¢ (pobieznie)

Majac hamiltonian H(p, q), réwnania ruchu s3 postaci
OH(p, q) q IH(p,q)

N oq op
Integrator y,+1 = ®p(yn) jest symplektyczny jesli potok fazowy uktadu
hamiltonowskiego y — ®(y) jest, dla dostatecznie matych krokéw h,
odwzorowaniem symplektycznym.

Odwzorowanie liniowe A jest symplektyczne, jesli 2D réwnolegtobok
w przestrzeni fazowej pod wptywem potoku zachowuje powierzchnie, tj.

ATJA = J, gdzie J = ( O > & detA=1
x4
An
A€
p

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) PATEO 1 Wyktad 2 14 /15



Symplektycznos¢ (pobieznie)

Majac hamiltonian H(p, q), réwnania ruchu s3 postaci

IH(p, q) q IH(p, q)

= y = ——

0q op

Integrator y,+1 = ®p(yn) jest symplektyczny jesli potok fazowy uktadu
hamiltonowskiego y — ®(y) jest, dla dostatecznie matych krokéw h,
odwzorowaniem symplektycznym.

Odwzorowanie liniowe A jest symplektyczne, jesli 2D réwnolegtobok
w przestrzeni fazowej pod wptywem potoku zachowuje powierzchnie, tj.

ATJA = J, gdzie J = ( O > G detA=1.
Odwzorowania nieliniowe sa
Nl symplektyczne jesli ich macierze
An Jacobiego s3 symplektyczne.
_A> Geometrycznie: powierzchnie mozna
A€ przybliza¢ suma mnogosciowa 2D
4 P réwnolegtobokéw.
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Zad. 2 (raport) — catkowanie numeryczne réwnan ruchu

(A) Zaimplementowa¢ algorytmy:
Q explicit Euler,

@ Eulera-Cromera,

© RKA4,

Q Verleta,

@ leapfrog,

Q RKF45.
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Zad. 2 (raport) — catkowanie numeryczne réwnan ruchu
(A) Zaimplementowa¢ algorytmy:

Q explicit Euler,

@ Eulera-Cromera,

© RK4,

Q Verleta,

@ leapfrog,

O RKF45.
(B) Poréwnaé¢ ich dziatanie dla
réwnan:

Q y(t) =y()

Q ii(t) +y(t) =0
Poréwnac¢ z rozw. doktadnymi
(analitycznymi). Przyja¢ nietrywialne
war. pocz.
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Zad. 2 (raport) — catkowanie numeryczne réwnan ruchu

(A) Zaimplementowa¢ algorytmy:

Q explicit Euler,

@ Eulera-Cromera,

© RK4,

Q Verleta,

@ leapfrog,

Q RKF45.
(B) Poréwnaé¢ ich dziatanie dla
réwnan:

Q y(t) =y()

Q ii(t) +y(t) =0
Poréwnac¢ z rozw. doktadnymi
(analitycznymi). Przyja¢ nietrywialne
war. pocz.

(C) Zapisa¢ réwnanie ruchu
zagadnienia 2 ciat, dla orbity kotowej
e=0za=1, we wspét.
kartezjanskich. Rozwigza¢ przy
uzyciu zaimplementowanych
algorytméw. Przyja¢ warunki pocz.:
z(0) =1, y(0) =0, v,(0) =0,
vy(0) = 1. Rozwazy¢ rézne kroki h.
Zbada¢ statos¢ energii E oraz
wektoréw L i A w czasie. Sprawdzi¢
stabilnos¢ ksztattu orbity w czasie.
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Zad. 2 (raport) — catkowanie numeryczne réwnan ruchu

(A) Zaimplementowa¢ algorytmy:

Q explicit Euler,

@ Eulera-Cromera,

© RK4,

Q Verleta,

@ leapfrog,

Q RKF45.
(B) Poréwnaé¢ ich dziatanie dla
réwnan:

Q y(t) =y()

Q ii(t) +y(t) =0
Poréwnac¢ z rozw. doktadnymi
(analitycznymi). Przyja¢ nietrywialne
war. pocz.

(C) Zapisa¢ réwnanie ruchu
zagadnienia 2 ciat, dla orbity kotowej
e=0za=1, we wspét.
kartezjanskich. Rozwigza¢ przy
uzyciu zaimplementowanych
algorytméw. Przyja¢ warunki pocz.:
z(0) =1, y(0) =0, v,(0) =0,
vy(0) = 1. Rozwazy¢ rézne kroki h.
Zbada¢ statos¢ energii E oraz
wektoréw L i A w czasie. Sprawdzi¢
stabilnos¢ ksztattu orbity w czasie.

(D) To samo co w (C), ale dla

e = 0.1. Przyja¢ z(0) = a(1 — e),
y(0) = 0. Wyliczy¢ v(0) z catki
energii (catki sity zywej, vis-viva) —
roztozy¢ na stosowne sktadowe.
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