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Sprawy organizacyjne

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/pateol/
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Sprawy organizacyjne

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/pateol/

@ 45 godz. pracowni = prezentacja materiatu + zadania rachunkowe +
praca wtasna
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Sprawy organizacyjne

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/pateol/

@ 45 godz. pracowni = prezentacja materiatu + zadania rachunkowe +
praca wtasna

e Konsultacje — wtorki 12°°-13%0, po uméwieniu sie przez maila:
mariusz.tarnopolski@umk.pl

Inne terminy i miejsca (np. Wydziat Fizyki) — po umdwieniu sie przez
maila.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) PATEO 1 Wyktad 1 2/11


http://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/pateo1/
http://www.home.umk.pl/~mariusz.tarnopolski/home/students/pateo1/

Sprawy organizacyjne

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/pateol/

@ 45 godz. pracowni = prezentacja materiatu + zadania rachunkowe +
praca wtasna

e Konsultacje — wtorki 12°°-13%0, po uméwieniu sie przez maila:
mariusz.tarnopolski@umk.pl
Inne terminy i miejsca (np. Wydziat Fizyki) — po umdwieniu sie przez
maila.
o Zaliczenie:

e uczestnictwo w zajeciach (maks. 2 nieuspr. nieobecnosci)
e wykonanie raportéw zadan numerycznych na ocene
e ocena konicowa = $rednia arytmetyczna ocen czastkowych
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Plan ramowy

Rozwiazywanie uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych za pomoca
programéw samodzielnie opracowanych oraz oprogramowania dostepnego
w domenie publicznej (python). W szczegélnosci:

@ Analiza numeryczna planetarnego zagadnienia dwéch ciat oraz jego
wariantéw

@ Analiza numeryczna rotacji asferycznego ciata niebieskiego (satelity
planetarnego)

@ Analiza numeryczna aspektéw zagadnienia N-ciat
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University Press 2007 (3rd Ed.)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) PATEO 1 Wyktad 1 4/11



Literatura i zasoby

@ P. G. L. Leach & G. P. Flessas, Generalisation of the
Laplace-Runge-Lenz Vector, Journal of Nonlinear Mathematical
Physics 10, 340-423 (2003)

e V. M. Gorringe & P. G. L. Leach, Conserved Vectors and Orbit
Equations for Motions in Two and Three Dimensions, [w:] Finite
Dimensioinal Integrable Nonlinear Dynamical Systems, Eds.: P. G. L.
Leach, W. H. Steeb, World Scientific Publ., Singapore, 190-204
(1988)

@ J. Wisdom, S. J. Peale & S. Mignard, The Chaotic Rotation of
Hyperion, lcarus 58, 137-152 (1984)

e M. Tarnopolski, Rotation of an oblate satellite: Chaos control,
Astronomy and Astrophysics 606, A43 (2017)

@ M. Tarnopolski, Influence of a second satellite on the rotational
dynamics of an oblate moon, Celestial Mechanics and Dynamical
Astronomy 127, 121-138 (2017)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) PATEO 1 Wyktad 1


https://arxiv.org/abs/math-ph/0403028
https://arxiv.org/abs/math-ph/0403028
https://arxiv.org/abs/math-ph/0403028
https://web.mit.edu/wisdom/www/hyperion.pdf
https://web.mit.edu/wisdom/www/hyperion.pdf
https://www.aanda.org/articles/aa/abs/2017/10/aa31167-17/aa31167-17.html
https://www.aanda.org/articles/aa/abs/2017/10/aa31167-17/aa31167-17.html
https://link.springer.com/article/10.1007/s10569-016-9719-7
https://link.springer.com/article/10.1007/s10569-016-9719-7
https://link.springer.com/article/10.1007/s10569-016-9719-7

Zagadnienie 2 ciat

. G(mi+ma). _ _ _

1 1 1
gdzie — = — + — jest masa zredukowana ukfadu. Niech =k = 1.
w mip M2
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Zagadnienie 2 ciat

L G(m1+m2)A_ Gmlme‘_ kf‘_ kr
T e T T R T e T s
1 1 1 . .
gdzie — = — + — jest masa zredukowana ukfadu. Niech =k = 1.
w mip M2

W polu zachowawczej sity centralnej zachowywany jest moment pedu:
L=rxr
w szczegélnosci tez jego dtugos¢, L = r2¢ € const (p — kat w ukfadzie

biegunowym). Ponadto, skoro L x L = 0 to ruch odbywa sie w
ptaszczyznie.
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Zagadnienie 2 ciat

L G(m1+m2)A_ Gmlme‘_ kf‘_ kr
T e T T R T e T s
1 1 1 . .
gdzie — = — + — jest masa zredukowana uktadu. Niech y =k = 1.
w mip M2

W polu zachowawczej sity centralnej zachowywany jest moment pedu:
L=rxr

w szczegélnosci tez jego dtugos¢, L = r2¢ € const (p — kat w ukfadzie
biegunowym). Ponadto, skoro L x L = 0 to ruch odbywa sie w
ptaszczyznie.

Zachowywany jest tez wektor Laplace'a-Rungego-Lenza (LRL; skierowany
od ogniska ku apocentrum):

A=Lxi+# (¥

ktéry nie daje 3 a tylko 2 state catkowania poniewaz zachodzi A - L = 0.
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Zagadnienie 2 ciat

Lo

Energia jest zachowywana: F = Culli ale nie jest niezalezna catka
r

ruchu poniewaz zachodzi
A? =1+2EL?
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Zagadnienie 2 ciat

Lo

Energia jest zachowywana: F = Culli ale nie jest niezalezna catka
r

ruchu poniewaz zachodzi
A? =1+2EL?

Stata catkowania, niebeda niezalezng catka ruchu, jest czas 7 przejscia
przez perycentrum mas my i mo w réwnaniu Keplera:

2
%(t—T):E—GSiHE

ktora okresla potozenie ciata wzdtuz orbity w chwili ¢ = 0 (potozenie
poczatkowe). Okreslona jednoznacznie (modulo okres T').
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Zagadnienie 2 ciat

Lo

Energia jest zachowywana: F = Culli ale nie jest niezalezna catka
r

ruchu poniewaz zachodzi
A? =1+2EL?

Stata catkowania, niebeda niezalezng catka ruchu, jest czas 7 przejscia
przez perycentrum mas my i mo w réwnaniu Keplera:
27
— (t—7)=F —esinE
T (t—7) esin
ktora okresla potozenie ciata wzdtuz orbity w chwili ¢ = 0 (potozenie
poczatkowe). Okreslona jednoznacznie (modulo okres T').
Zwigzek miedzy anomaliag mimosrodowa E a anomalia prawdziwg ¢:
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Zagadnienie 2 ciat

Wektor Hamiltona K

Zachowywany wektor mozna zdefiniowaé¢ na rézne sposoby, LRL jest tylko
jedna z opgji.

d 1
Np. z réwnania ruchu mamy d—: = ——F, cow pofaczeniu z L = r2¢ daje
r
d 1
é = —Zf. Catkujac dostaniemy
1
K=v-——¢
v L(P,

ktéry jednak nie wnosi nic nowego poniewaz L x K = A. Zachodzi tez
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Zagadnienie 2 ciat

Mnozac wektor LRL (x) skalarnie przez r oraz oznaczajac ¢ = £(A,r)
dostaniemy réwnanie orbity:

L2
r(e) = 14+ Acosyp
Z wektora K tez mozna uzyska¢ réwnanie orbity. J

Jest to réwnanie rodziny krzywych stozkowych o e = A oraz parametrze

p = L?. Zachodzi oczywiscie e = /1 + 2EL2.
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Zagadnienie 2 ciat

Mnozac wektor LRL (x) skalarnie przez r oraz oznaczajac ¢ = £(A,r)
dostaniemy réwnanie orbity:

L2
r(e) = 14+ Acosyp
Z wektora K tez mozna uzyska¢ réwnanie orbity. J

Jest to réwnanie rodziny krzywych stozkowych o e = A oraz parametrze
p = L% Zachodzi oczywiscie e = \/1 + 2FL2. taczac L = r%¢ z
wyrazeniem na r(y) dostaniemy réwnanie rézniczkowe na anomalig
prawdziwa:

1
o= ﬁ(l—i-ecoscp)2
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Zagadnienie 2 ciat — nisko latajace satelity

Ruch satelitéw w gérnych warstwach atmosfery (200 km do 600 km)
wymaga uwzglednienia sit oporu aerodynamicznego proporcjonalnego do
predkosci:

1
r—l— r—l— =0

Ruch taki réwniez odbywa sie w p’faszczyznle (poniewaz tez L x L = 0).
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Zagadnienie 2 ciat — nisko latajace satelity

Ruch satelitéw w gérnych warstwach atmosfery (200 km do 600 km)
wymaga uwzglednienia sit oporu aerodynamicznego proporcjonalnego do
predkosci:

1
r—l— r—l— =0

Ruch taki réwniez odbywa sie w p’faszczyznle (poniewaz tez L x L = 0).
Analogiem wektora LRL jest:

Lxp .
L
L
przy czym J = A /L?, oraz zdefiniujmy

u—/ rdep
) (h—ap)?

gdzie z kolei h = L + ayp jest zachowywane (L ani L nie jest; L jest).

J:

X u
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Zagadnienie 2 ciat — nisko latajace satelity

Ruch satelitéw w gérnych warstwach atmosfery (200 km do 600 km)
wymaga uwzglednienia sit oporu aerodynamicznego proporcjonalnego do
predkosci:

1
r—l— r—l— =0

Ruch taki réwniez odbywa sie w p’faszczyznle (poniewaz tez L x L = 0).
Analogiem wektora LRL jest:

Lxi .
;r Lxu

przy czym J = A /L?, oraz zdefiniujmy

u—/ rdep
) (h—ap)?

gdzie z kolei h = L + ayp jest zachowywane (L ani L nie jest; L jest).
Przypomnienie: & = (cos ¢, sin¢), ¢ = (—sin ¢, cos @)
(t]. di/dp = ¢, dp/de = —).

J:
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Zad. 0 (rozgrzewka) — zagadnienie 2 ciat
@ Wyprowadzi¢ zwigzek A2 =1+ 2EL2.

@ Pokaza¢ jawnym rachunkiem, ze wektor LRL jest w istocie wielkoscia
zachowywana.

Zad. 1 (raport) — zagadnienie 2 ciat dla nisko latajacych satelitéw

© Wyprowadzi¢ réwnanie orbity, tj. zaleznos¢ r(¢). Co gdy a = 07

@ Zapisa¢ réwnanie orbity w jawnej postaci analitycznej — uzycie funkgcji
Si i Ci. Mozna sie wspoméce np. sympy lub WolframAlpha. Co gdy
a=07

© Okreslic maks. wartos¢ ¢, tj. kiedy nastapi kolizja z planeta (na
podstawie postaci otrzymanych wyrazen analitycznych z Si i Ci).

@ Narysowac orbite (wykres biegunowy, tj. polar plot) — catkowanie
mozna wykona¢ numerycznie. Przyjac 0 < A< 1,0 < a < 1,
0<h<l.

Uwaza¢ na poczatkowa osobliwos¢ (gdy ¢ = 0).
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