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Regresja

rzeczywista zaleznosé
y=ax+b

Zat.
Rozktad odchylen punktéw -
pomiarowych wokét linii najlepszego
dopasowania jest gaussowski,
zlokalizowany na linii oraz o statej -

'
wariancji 02 = 01-2 :
(homoskedastycznosc). ! :
— f T —
X1 X; XN %
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Zat.

Rozktad odchylen punktéw
pomiarowych wokét linii najlepszego
dopasowania jest gaussowski,
zlokalizowany na linii oraz o statej

wariancji 02 = 01-2
(homoskedastycznos¢).

y

rzeczywista zaleznosé

X1 X; XN %

Chcemy dopasowaé funkcje y = g(x; @), z parametrami

a= (a1,a2,...

,ap), ktére maksymalizuja taczne prawdopodobienstwo

punktéw pomiarowych (tj. tak by wzgledem linii najlepszego dopasowania

to prawd. byto maksymalne):

N
L= Hf (i (), 0%)
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L — funkcja wiarygodnosci (likelihood); niech f to Gaussy:

N o )
b= Ll st ) = 1L o (5500

=1 i=1
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L — funkcja wiarygodnosci (likelihood); niech f to Gaussy:

N

R x; 2
b= Ll st ) = 1L o (5500

=1 i=1

Logarytm funkgji wiarygodnosci (loglikelihood):

N N | N
L=InL = Zlnf (yi;g(xi), 02) =-7 In (2#02)—— Z (yi — g(:ni))2

i=1 i=1
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L — funkcja wiarygodnosci (likelihood); niech f to Gaussy:

N | 1 (yi — g(:))*
L= il;[lf (visg(zi),0%) =[] ooz P <_202)

i=1

Logarytm funkgji wiarygodnosci (loglikelihood):

N N | N
EElnL:Zlnf(yi;g(xi),UQ) :—Eln 27ra 2—2

=1

... oL . . .
Rozwiazujac o 0, k=1,...,p, dostaniemy takie parametry a, ktére
ag

maksymalizuja L, czyli najlepsze dopasowanie (funkcja g).

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Wyktad 5/5



L — funkcja wiarygodnosci (likelihood); niech f to Gaussy:

N | 1 (yi — g(x:))*
L= il;[lf (visg(zi),0%) =[] ooz P <_202)

i=1

Logarytm funkgji wiarygodnosci (loglikelihood):

N N | N
EElnL:Zlnf(yi;g(xi),UQ) :—Eln 27ra 2—2

=1

... oL . . .
Rozwiazujac o 0, k=1,...,p, dostaniemy takie parametry a, ktére
ag

maksymalizuja £, czyli najlepsze dopasowanie (funkcja g). Dla regresji
liniowej wychodzi to samo co metodg najmniejszych kwadratéw.
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Ponadto

N
oc ., 1 | 2
902 0T —N;(yz—g(xz)) =N

gdzie RSS — residual sum of squares.
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Ponadto

N
oc ., 1 | 2
902 0T —N;(%—g(xz)) =N

gdzie RSS — residual sum of squares.
Po podstawieniu 62 do £ dostaniemy
N N N RSS
Linax = 5 (In276% +1) = -5 (In27 +1) — EIHT
gdzie pierwszy czton — dla danego zestawu danych — jest staty, zatem
mozna go pomina¢ (formalnie: tak przeskalowa¢ £ by go
usunaé).
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Ponadto

N
oc ., 1 | 2
902 0T —N;(%—g(xz)) =N

gdzie RSS — residual sum of squares.
Po podstawieniu 62 do £ dostaniemy

N N N RSS
Linax = 5 (In276% +1) = -5 (In27 +1) — EIHT
gdzie pierwszy czton — dla danego zestawu danych — jest staty, zatem
mozna go pomina¢ (formalnie: tak przeskalowa¢ £ by go
usuna¢). Ostatecznie dla regresji (czy to liniowej, czy nieliniowej) mozna:
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Szereg czasowy

Uporzadkowany ciag wartosci. Najczesciej pokazuje zmiennos¢ w czasie,
jednak zmienna niezalezna nie musi by¢ czasem, moze by¢ dowolna
wielkoscia, ktéra porzadkuje zmienne od niej zalezne.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Wyktad 5/5



Szereg czasowy

Uporzadkowany ciag wartosci. Najczesciej pokazuje zmiennos¢ w czasie,
jednak zmienna niezalezna nie musi by¢ czasem, moze by¢ dowolna
wielkoscia, ktéra porzadkuje zmienne od niej zalezne.

Np. wykres wzniesienia terenu tez jest szeregiem czasowym:

Torun Zakopane
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Szereg czasowy

Krzywe zmian blasku kandydatéw na blazary za Obtokami Magellana
(Optical Gravitational Lensing Experiment, OGLE):
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Szereg czasowy

Krzywe zmian blasku blazaréw w zakresie gamma
(Fermi Large Area Telescope):

PKS 1510-089, bin = 14 day
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Szereg czasowy

Krzywe zmian blasku blazaréw w zakresie gamma
(Fermi Large Area Telescope):

PKS 1510-089, bin = 14 day
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f(t) = exp[i(t)]

f — strumien

[ — proces stochastyczny rzadzacy obserwowang zmiennoscia
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Szereg czasowy

Kosmiczny Teleskop Keplera:
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Szereg czasowy

Promieniowanie X (Rossi X-ray Timing Explorer):

RXTE LC of NGC 4945; Nio=532
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Szereg czasowy

Rozbtyski gamma:
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Szereg czasowy

Supernowe la:
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Szereg czasowy
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Widmo mocy P(f)

(widmowa gestos¢ energii)

Wzgledny udziat sktadowych harmonicznych w szeregu czasowym. Np.:

@ widmo mocy sygnatu sinusoidalnego bedzie miato pik na czestotliwosci
tego sinusa; kombinacja liniowa dwéch réznych sinuséw — dwa piki.
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Widmo mocy P(f)

(widmowa gestos¢ energii)

Wzgledny udziat sktadowych harmonicznych w szeregu czasowym. Np.:

@ widmo mocy sygnatu sinusoidalnego bedzie miato pik na czestotliwosci
tego sinusa; kombinacja liniowa dwéch réznych sinuséw — dwa piki.

e Roéwny udziat wszystkich czestotliwosci — ptaskie widmo (biaty szum).
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Widmo mocy P(f)

(widmowa gestos¢ energii)

Wzgledny udziat sktadowych harmonicznych w szeregu czasowym. Np.:

@ widmo mocy sygnatu sinusoidalnego bedzie miato pik na czestotliwosci
tego sinusa; kombinacja liniowa dwéch réznych sinuséw — dwa piki.

e Roéwny udziat wszystkich czestotliwosci — ptaskie widmo (biaty szum).

o Widma postaci P(f) o< 25 nazywamy kolorowym szumem:

7B
o 3 = —2 — fioletowy szum
e 3 = —1 — niebieski szum

e 3 =0 — biaty szum

e [ =1— rézowy szum

e (3 =2 — czerwony szum
e 3> 2 — czarny szum
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Widmo mocy P(f)

(widmowa gestos¢ energii)

Wzgledny udziat sktadowych harmonicznych w szeregu czasowym. Np.:

@ widmo mocy sygnatu sinusoidalnego bedzie miato pik na czestotliwosci
tego sinusa; kombinacja liniowa dwéch réznych sinuséw — dwa piki.

e Roéwny udziat wszystkich czestotliwosci — ptaskie widmo (biaty szum).

o Widma postaci P(f) o< 25 nazywamy kolorowym szumem:

7B
o 3 = —2 — fioletowy szum
e 3 = —1 — niebieski szum

e 3 =0 — biaty szum

e [ =1— rézowy szum

e (3 =2 — czerwony szum
e 3> 2 — czarny szum

@ Inne formy szumu, np. szary szum.
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Periodogram Lomba-Scargle’'a (LSP)

Szereg czasowy {(tk,xk)}{f:l taki, ze 0ty =t — t_1 # const.
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Periodogram Lomba-Scargle’'a (LSP)

Szereg czasowy {(tk,xk)}{f:l taki, ze 0ty =t — t_1 # const.
Niech 6t = m - 6t = m - min{dt,} ,, m € N.
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Periodogram Lomba-Scargle’'a (LSP)

Szereg czasowy {(tk,xk)}{f:l taki, ze 0ty =t — t_1 # const.
Niech 6t = m - 6t = m - min{dt,} ,, m € N.

Al

2
) (zx—2) sin[27 f (¢, —T)]>

™M=

2
1(’Jvlc—i‘) 005[27rf(tk—‘r)]> <
_l’_

P(f) = 55 5
5 cos?[2n f (5 —7)]
k=1 k

M=

) sin?[27 f (¢t —7)]

M=z

N

> sin(47 fty)

czesto wyrazony przez w = 27 f; &, S — érednia i wariancja probki
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Periodogram Lomba-Scargle’'a (LSP)

Szereg czasowy {(tk,xk)}{gvzl taki, ze 0ty =t — t_1 # const.
Niech 6t = m - 6t = m - min{dt,} ,, m € N.

2

2
(zr—7) sin[27 f (¢x —T)])

™M=

2
. (kzl(zk—x) cos[27rf(tk—'r)]> <
P(f) = 252 - N + N
kz—:l cos2[2m f(tx—T)] ki_:l sin?[27 f (t—7)]

1

czesto wyrazony przez w = 27 f; &, S — érednia i wariancja probki

) ]ZV: sin(47 fty)
T=7(f)= m arctan —k;l

1.
Jmin = tmdx n fmax:ﬁy
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©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)



Periodogram Lomba-Scargle’'a (LSP)

Szereg czasowy {(tk,xk)}{gvzl taki, ze 0ty =t — t_1 # const.
Niech 6t = m - 6t = m - min{dt,} ,, m € N.

2

2
(zr—7) sin[27 f (¢x —T)])

™M=

2
. (kzl(zk—x) cos[27rf(tk—'r)]> <
P(f) = 252 - N + N
kz—:l cos2[2m f(tx—T)] ki_:l sin?[27 f (t—7)]

1

czesto wyrazony przez w = 27 f; &, S — érednia i wariancja probki

N
> sin(47 fty)

1 -
T=7(f)= ] arctan kgl
cos(4m fty,)
k=1
Jmin = tmdx o + fmax = ﬁ; Nperiods = 1o ]}max gdzie ng ~ 10
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Cykl stoneczny (sunspot number, SSN)

cycle: 1 2 3 44 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
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Widmo mocy — P(f)
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N
o
o

100

L.

0.009.010

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

0.050.100 0.500 1
frequency [1/years]

Wyktad 5/5

16 /38



Widmo mocy — P(f)
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Zwigzek z widmem fourierowskim

Zadanie 11 (analityczne)

Zatozy¢, ze 0ty = const. Uprosci¢ stosowne sumy w LSP. Pokaza¢, ze dla
jednorodnie prébkowanego szeregu czasowego LSP jest w przyblizeniu
zgodny z periodogramem fourierowskim.
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Istotnos¢ wzgledem biatego szumu (p-wartosc¢)

p= 1— (1 o ef"E)Nperiods

gdzie x to wartos¢ mocy P(f)
periodogramu na zadanej
czestotliwosci f.

Istotne statystycznie s3 piki, dla
ktérych p < a. Na przyktad:

Nperiogs=3301x10
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Istotnos¢ wzgledem biatego szumu (p-wartosc¢)

p= 1— (1 o ef"z)Nperiods

gdzie x to wartos¢ mocy P(f)
periodogramu na zadanej
czestotliwosci f.

Istotne statystycznie s3 piki, dla
ktérych p < a. Na przyktad:

Nperioas=3301x10

1.0f
0.8f

Sos6f

@

i

L 04}

0.2

0.0f
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To jest istotnos¢ istnienia w sygnale
pewnej okresowosci (hipoteza
alternatywna) wobec hipotezy
zerowej, ze sygnat jest biatym
szumem.

https://docs.astropy.org/
en/stable/timeseries/
lombscargle.html
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Istotnos¢ wzgledem biatego szumu (p-wartosc¢)

p= 1— (1 o ef"z)Nperiods

gdzie x to wartos¢ mocy P(f)
periodogramu na zadanej
czestotliwosci f.

Istotne statystycznie s3 piki, dla
ktérych p < a. Na przyktad:

Nperioas=3301x10

1.0f
0.8f

Sos6f

@

i

L 04}

0.2

0.0f
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To jest istotnos¢ istnienia w sygnale
pewnej okresowosci (hipoteza
alternatywna) wobec hipotezy
zerowej, ze sygnat jest biatym

szumem.

https://docs.astropy.org/
en/stable/timeseries/
lombscargle.html

Jesli hipoteza zerowa jest np.

P(f) < 1/£2, to niemal caty
periodogram bedzie istotny
statystycznie. Nalezy wtedy uzy¢
metod Monte Carlo do wyznaczenia
istotnosci.

Wyktad 5/5


https://docs.astropy.org/en/stable/timeseries/lombscargle.html
https://docs.astropy.org/en/stable/timeseries/lombscargle.html
https://docs.astropy.org/en/stable/timeseries/lombscargle.html

Dopasowanie krzywych do danych

Prawo potegowe (power law, PL):
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Dopasowanie krzywych do danych

Prawo potegowe (power law, PL):

A
P(f) = =
100007 4
8000} 5
[ <
< 6000 g 4
% 4000; g
2000} -2
0 _4}, , , , ,
0 20 40 60 80 100 -2 -1 0 1 2
f log f
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Dopasowanie krzywych do danych

Prawo potegowe (power law, PL):

A
P(f) = =
100007 4
8000} 5
[ <
< 6000 g 4
% 4000; g
2000} -2
0 _4}, , , , ,
0 20 40 60 80 100 -2 -1 0 1 2
f log f

y=log P(f) = —plogf+logA=—-Pr+a«
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Dopasowanie krzywych do danych

Prawo potegowe + poissonowski poziom szumu (PLC):
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Dopasowanie krzywych do danych

Prawo potegowe + poissonowski poziom szumu (PLC):
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Dopasowanie krzywych do danych

A
y =log P(f) =log (fﬁ —i—C’)
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Dopasowanie krzywych do danych

A
y =log P(f) =log (fﬁ —i—C’)

x =log f
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Dopasowanie krzywych do danych

A
y =log P(f) =log (fﬁ —i—C’)

x =log f

f=10°
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Dopasowanie krzywych do danych

A
y =log P(f) =log (fﬁ —i—C’)

x =log f

f=10°

A
y(z) = log (105”” + C)
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Dopasowanie krzywych do danych

y =log P(f) =log (A —i—C’)

fﬁ
T = logf f() takie, ze
A
0
A ANYP
y(x) = log (105”” + C) Jo= <C>
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Dopasowanie krzywych do danych

y =log P(f) =log (A —i—C’)

fﬁ
T = logf f() takie, ze
A
0
A A\ VB
y(x) = log (105”” + C) Jo= <C>

(w4, y:) = (log fi,log P(fi))
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Poissonowski poziom szumu

Szum bedacy inherentnym wynikiem niepewnosci pomiarowych obecnych
W samym szeregu Czasowym:

PPoisson = 52 N Z Am
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Poissonowski poziom szumu

Szum bedacy inherentnym wynikiem niepewnosci pomiarowych obecnych
W samym szeregu Czasowym:

PPoisson = 252 N Z AJI

Ale — po zbinowaniu (zob. dalej) pojawia sie przesuniecie wynikajace z
faktu, ze binowanie podlega rozktadowi x? [Vaughan, A&A 431, 391-403
(2005)]. Praktycznie rzecz ujmujac: do Ppoisson Nalezy doda¢ czynnik
~v/1In(10) = 0.25068.. . ., gdzie v = 0.57721 ... jest stata
Eulera-Mascheroniego.
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Ksztatt widma mocy z LSP

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Ksztatt widma mocy z LSP

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

® ° ec0e

-30 -25 -20 -15 -10 -05 00

230 -25 -20 -15 -10 -05 00
*

. . * | L
-30 -25 -20 -15 -10 -05 00

Reprezentatywny log f w binie — jako $rednia geom.: /z1x2... 2,
Reprezentatywny log P(f) w binie — jako $rednia arytmetyczna.
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Jak wybra¢ lepszy model?

Mamy zestaw danych pomiarowych/obserwacyjnych. Mamy kilka modeli
teoretycznych /fenomenologicznych, ktére moga te dane opisywac.

Ktéry model jest najlepszy oraz najprostszy? \
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fulx) =ap+ a1z + ... + apz”
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fulx) =ap+ a1z + ... + apz”
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Oscylacje Runge'go:

n=10
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Kryteria informacyjne: AIC oraz BIC

N punktéw pomiarowych (z;,y;); model z p parametrami.
@ Akaike Information Criterion (Akaike 1974):

AIC =2p — 2L hax

@ Bayesian Information Criterion (Schwarz 1978):

BIC =pln N — 2L,.«
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Kryteria informacyjne: AIC oraz BIC

N punktéw pomiarowych (z;,y;); model z p parametrami.
@ Akaike Information Criterion (Akaike 1974):

AIC =2p — 2L hax

@ Bayesian Information Criterion (Schwarz 1978):

BIC =pln N — 2L,.«

Caveat emptor

Niektére oprogramowania zamiast maksymalizowaé¢ £, minimalizuja oraz
zwracaja —L (np. mclust).
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Kryteria informacyjne: AIC oraz BIC

Sprawdzamy pewng liczbe modeli. Niech jeden z nich ma AICyi, (albo
BICpin). O ile jest lepszy niz pozostate?
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Kryteria informacyjne: AIC oraz BIC

Sprawdzamy pewng liczbe modeli. Niech jeden z nich ma AICyi, (albo
BICpin). O ile jest lepszy niz pozostate?

AAIC] = AIC] - AICmin oraz AB[OJ = BIC] - BICmin
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Kryteria informacyjne: AIC oraz BIC

Sprawdzamy pewnga liczbe modeli. Niech jeden z nich ma AICy,, (albo
BICpin). O ile jest lepszy niz pozostate?

AAICJ = AICJ - AICmin oraz AB[OJ = BIC] - BICmin

@ 0 < Aj; <2 — substantial support @ 0 < Aj <2 — substantial
(for the j-th model) support
@ 2 < A; < 4 — strong support ® 2 < Aj <6 — evidence

against the j-th model

@ 4 < Aj; <7 — considerably less ' '
support @ 6 <Aj <10 — evidence is

strong

@ 7 < Aj; <10 — almost no support

@ Aj; > 10 — very strong

@ A; > 10 — essentially no support avidEnes
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Kryteria informacyjne: AIC oraz BIC

Sprawdzamy pewnga liczbe modeli. Niech jeden z nich ma AICy,, (albo
BICpin). O ile jest lepszy niz pozostate?

AAICJ = AICJ - AICmin oraz ABIOJ = BIC] - BICmin

@ 0 < Aj; <2 — substantial support @ 0 < Aj <2 — substantial
(for the j-th model) support
@ 2 < A; < 4 — strong support ® 2 < Aj <6 — evidence

against the j-th model

@ 4 < Aj; <7 — considerably less ' '
support @ 6 <Aj <10 — evidence is

strong

@ 7 < Aj; <10 — almost no support

@ Aj; > 10 — very strong

evidence

@ A, > 10 — essentially no support

Caveat emptor

Rézne oprogramowania uzywaja réznych normalizacji — wartosci AIC' czy
BIC z jednego czesto nie mozna przyréwna¢ do wartosci z innego!
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Kryteria informacyjne: AIC dla matych prébek

Jesli N/p < 40, to zaleca sie uzycie AlIC z poprawka, tj.

20+ +2) _ 4pn 20+ 1) +2)

AIC. =2p—2L
c p max+ N—p—2 N—p—2

Jesli N/p jest duze, to AIC, ~ AIC.
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Kryteria informacyjne: AIC dla matych prébek

Jesli N/p < 40, to zaleca sie uzycie AlIC z poprawka, tj.

20+ +2) _ 4pn 20+ 1) +2)

AIC. =2p—2
CC p Emax‘i' N—p—2 N—p—2

Jesli N/p jest duze, to AIC, ~ AIC.
W zasadzie nic nie stoi na przeszkodzie, by zawsze uzywaé¢ AIC..
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Kryteria informacyjne: AIC dla matych prébek

Jesli N/p < 40, to zaleca sie uzycie AlIC z poprawka, tj.

20+ +2) _ 4pn 20+ 1) +2)

AIC. =2p—2L
c p max+ N—p—2 N—p—2

Jesli N/p jest duze, to AIC, ~ AIC.
W zasadzie nic nie stoi na przeszkodzie, by zawsze uzywaé¢ AIC..
Przedziaty interpretacyjne dla AAIC, ; s3 takie same jak dla AAIC;.
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Kontekst astrofizyczny

Krzywe zmian blasku blazaréw w zakresie promieniowania gamma pochodza
gtéwnie z relatywistycznego dzetu. Jesli zatozymy, ze zmiennos$¢ dzetu jest
powiazana ze zmiennos$cig dysku akrecyjnego, ktéry z kolei jest opisany
modelem Shakury-Sunyaeva [A&A 24, 337-355 (1973)], tj. jest to ptyn o
lepkosci «, to fizyka akrecji bedzie determinowata obserwowang zmiennos¢.
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Kontekst astrofizyczny

Krzywe zmian blasku blazaréw w zakresie promieniowania gamma pochodza
gtéwnie z relatywistycznego dzetu. Jesli zatozymy, ze zmiennos$¢ dzetu jest
powiazana ze zmiennos$cig dysku akrecyjnego, ktéry z kolei jest opisany
modelem Shakury-Sunyaeva [A&A 24, 337-355 (1973)], tj. jest to ptyn o
lepkosci «, to fizyka akrecji bedzie determinowata obserwowang zmiennos¢.
Zatézmy, ze « fluktuuje w czasie ¢ i w zaleznosci od odlegtosci radialnej r
od czarnej dziury [Lyubarskii, MNRAS 292, 679-685 (1997)]:

a = ag[l +&(¢t, 7))

gdzie £ < 1 oraz
(€2) ocr?
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Kontekst astrofizyczny

Krzywe zmian blasku blazaréw w zakresie promieniowania gamma pochodza
gtéwnie z relatywistycznego dzetu. Jesli zatozymy, ze zmiennos$¢ dzetu jest
powiazana ze zmiennos$cig dysku akrecyjnego, ktéry z kolei jest opisany
modelem Shakury-Sunyaeva [A&A 24, 337-355 (1973)], tj. jest to ptyn o
lepkosci «, to fizyka akrecji bedzie determinowata obserwowang zmiennos¢.
Zatézmy, ze « fluktuuje w czasie ¢ i w zaleznosci od odlegtosci radialnej r
od czarnej dziury [Lyubarskii, MNRAS 292, 679-685 (1997)]:

a = aO[l + g(tv T)]
gdzie £ < 1 oraz
(€2) ocr®

Wtedy
(f) o f (1+4b/3)

co w potaczeniu z 8 wyznaczonym z widma mocy (LSP) daje informacje
nt. proceséw rzadzacych zmiennoscia blazaréw.
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Projekt na zaliczenie (sprawozdanie)

Zadanie 12

Zbada¢ ksztatt widma mocy przypisanego blazara.

© Skonstruowa¢ LSP wg implementacji pakietu astropy. Wyznaczy¢
okres najsilniejszej sktadowe]j okresowej oraz okresli¢ jej istotnos¢
statystyczna. Wzia¢ pod uwage niepewnosci obserwacji w krzywych
zmian blasku.

@ Zbinowaé LSP w przestrzeni logarytmicznej (log f,log P(f)).

© Dopasowa¢ do zbinowanego LSP modele PL i PLC. W przypadku PLC

wyznaczy¢ skale czasu T' = 1/ fy oraz jej niepewnos¢. Skorzystaé z
AIC, oraz BIC do wybrania odp. modelu. Czy wskazania s3 zgodne?

Zbada¢ zaréwno krzywe zmian blasku, jak i zlogarytmowane (prawo

propagacji btedéw!) krzywe zmian blasku (por. slajd 7).

Zaznaczy¢ na wykresach: surowe i zbinowane LSP, poziom szumu

poissonowskiego, dopasowania PL i PLC, fp wraz z niepewnoscia.

Korzystajac z wartosci 3 wyznaczy¢ b (zob. slajd 36) wraz z niepewnoscia.
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