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Przedziaty ufnosci

o Teoria estymacji — metody szacowania parametréw charakteryzujacych
populacje na podstawie prébki.
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Przedziaty ufnosci

o Teoria estymacji — metody szacowania parametréw charakteryzujacych
populacje na podstawie prébki.

@ Estymatorem parametru () nazywamy kazdj statystyke Q(Xl,Xg, e Xn)
zalezna od tego parametru, ktéra przyjmujemy za oszacowanie parametru ().
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Przedziaty ufnosci

o Teoria estymacji — metody szacowania parametréw charakteryzujacych
populacje na podstawie prébki.

@ Estymatorem parametru () nazywamy kazdj statystyke Q(Xl,Xg, e Xn)
zalezna od tego parametru, ktéra przyjmujemy za oszacowanie parametru ().

o Odchylenie standardowe rozktadu parametru @ stanowi btad estymatora.

o Np. srednia z prébki X = 1 57" | X, (ktéra jest zmienng losowa) jest
estymatorem $redniej populacji (ktéra nie jest zmienna losowa tylko
nieznanym parametrem rozktadu). Przypusémy, ze f(x; Q) jest rozktadem
gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X w populacji. Niech bedzie
to rozktad normalny N (u, o). Wariancja $redniej to zatem

2
Var(X) = Var ( ZX) s ZVar — no? = %

czyli odchylenie standardowe (tj. b’(qd/mepewnosc $redniej) wynosi
AX = y/Var(X) =
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Przedziaty ufnosci

e Zatem przedziat [X f,X + \f] jest 68.27% przedziatem ufnosci
dla $redniej. Oznacza to, ze w przypadku wielokrotnego powtarzania
danego eksperymentu/obserwacji, ok. 68.27% estymatoréw $redniej X
znajdzie sie wewnatrz tego przedziatu.
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Przedziaty ufnosci

e Zatem przedziat [X \va + \f] jest 68.27% przedziatem ufnosci
dla sredniej. Oznacza to, ze w przypadku wielokrotnego powtarzania
danego eksperymentu/obserwacji, ok. 68.27% estymatoréw $redniej X
znajdzie sie wewnatrz tego przedziatu.

@ Zaznaczy¢ nalezy, ze positkujemy sie tu rozktadem Gaussa, zatem jest
tez niezerowe prawdopodobienstwo (az 31.73%) zaobserwowania
pomiaréw odlegtych od wyznaczonego estymatora o wiecej niz 1sigma
(por. zad. 5). Dobra praktyka jest podawanie 95% przedziatéw ufnosci.
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tez niezerowe prawdopodobienstwo (az 31.73%) zaobserwowania
pomiaréw odlegtych od wyznaczonego estymatora o wiecej niz 1sigma
(por. zad. 5). Dobra praktyka jest podawanie 95% przedziatéw ufnosci.

e Odchylenie standardowe prébki {X;}!" ; nie jest niepewnoscia
Sredniej! Gros publikacji naukowych popetnia ten btad...
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Przedziaty ufnosci

e Zatem przedziat [X \va + \f] jest 68.27% przedziatem ufnosci
dla sredniej. Oznacza to, ze w przypadku wielokrotnego powtarzania
danego eksperymentu/obserwacji, ok. 68.27% estymatoréw $redniej X
znajdzie sie wewnatrz tego przedziatu.

@ Zaznaczy¢ nalezy, ze positkujemy sie tu rozktadem Gaussa, zatem jest
tez niezerowe prawdopodobienstwo (az 31.73%) zaobserwowania
pomiaréw odlegtych od wyznaczonego estymatora o wiecej niz 1sigma
(por. zad. 5). Dobra praktyka jest podawanie 95% przedziatéw ufnosci.

e Odchylenie standardowe prébki {X;}!" ; nie jest niepewnoscia
Sredniej! Gros publikacji naukowych popetnia ten btad...

@ Mozna pokazaé, ze odchylenie standardowe og estymatora odchylenia

1
n—1

n

Z (X — X)2 (czyli niepewnos¢/btad

i=1

odchylenia standardowego, AS) wynosi 0g = AS = S5/+/2(n —1).
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Przedziaty ufnosci

e Zatem przedziat [X \va + \f] jest 68.27% przedziatem ufnosci
a to, ze w przypadku wielokrotnego powtarzania
:u/obserwacji, ok. 68.27% estymatoréw $redniej X
‘Z tego przedziatu.
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Przedziaty ufnosci

Ogodlnie, jesli mamy statystyke @, ktéra
pochodzi z rozktadu f, to 100(1 — a)%
przedziat ufnosci konstruujemy z warunku

P(Ua/g <U< ul—a/2) =1—-«

(Lex) i1 l‘fx,‘

zatem “ -
N . Rys. pogladowy.
Q—Ua20p < Q< Q+ui_n/204

gdzie ) jest odchyleniem standardowym statystyki Q w rozktadzie f, zas
Ui_q /2 (tzw. inverse CDF) to taka wartos¢ standaryzowanej zmienne;

U= % dla ktorej P (U > u1_q/2) = § (z tablic lub komputerowo), tj.

taka, ze F (u)_ o) =1— % S uy op=F1(1-9).
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Przedziaty ufnosci

Ogodlnie, jesli mamy statystyke @, ktéra
pochodzi z rozktadu f, to 100(1 — a)%
przedziat ufnosci konstruujemy z warunku

P(Ua/g <U< ul—a/2) =1—-«

zatem . .
N . Rys. pogladowy.
Q—Ua20p < Q< Q+ui_n/204
gdzie ) jest odchyleniem standardowym statystyki Q w rozktadzie f, zas
Ui_q /2 (tzw. inverse CDF) to taka wartos¢ standaryzowanej zmienne;
U= %, dla ktérej P (U > Ul_a/g) = & (z tablic lub komputerowo), tj.
taka, ze F (u1_np2) =1—§ S ui_op=F 1 (1-%).
Np. dla éredniej X mamy oy = % a=0.05= 29975 =

zatem 95% przedziat ufnosci to [X — 1. 96\‘},)( + 1. 96\‘}]

(W przypadku rozktadu Gaussa méwimy o tzw. z-score.)
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$=1(0.975) = 1.96,
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Przedziaty ufnosci

e W powyzszych rozwazaniach dot. X przyjmowaliémy, ze rozktad
badanej cechy jest normalny o znanej wariancji 0. Jesli wariancja nie
jest znana i musi by¢ wyznaczona z prébki (jako S?), to wtedy
przedziaty ufnosci konstruuje sie formalnie w oparciu o rozkfad
t Studenta (tj. zamiast zy_,/o bierzemy t;_, /5). Jedli jednak prébka
jest stosunkowo duza (w praktyce przyjmuje sie, ze n > 30 wystarcza),
to rozktad ¢ Studenta jest wystarczajaco dobrze przyblizony rozktadem
normalnym.
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Przedziaty ufnosci

e W powyzszych rozwazaniach dot. X przyjmowaliémy, ze rozktad
badanej cechy jest normalny o znanej wariancji 0. Jesli wariancja nie
jest znana i musi by¢ wyznaczona z prébki (jako S?), to wtedy
przedziaty ufnosci konstruuje sie formalnie w oparciu o rozkfad
t Studenta (tj. zamiast zy_,/o bierzemy t;_, /5). Jedli jednak prébka
jest stosunkowo duza (w praktyce przyjmuje sie, ze n > 30 wystarcza),
to rozktad ¢ Studenta jest wystarczajaco dobrze przyblizony rozktadem
normalnym.

@ Z kolei przedziaty ufnosci dla odchylenia standardowego buduje sie
w oparciu o rozktad x2. Podobnie, dla duzych prébek (n > 50) mozna
dokona¢ zadowalajacego przyblizenia rozktadem Gaussa.
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Przedziaty ufnosci

e W powyzszych rozwazaniach dot. X przyjmowaliémy, ze rozktad
badanej cechy jest normalny o znanej wariancji 0. Jesli wariancja nie
jest znana i musi by¢ wyznaczona z prébki (jako S?), to wtedy
przedziaty ufnosci konstruuje sie formalnie w oparciu o rozkfad
t Studenta (tj. zamiast zy_,/o bierzemy t;_, /5). Jedli jednak prébka
jest stosunkowo duza (w praktyce przyjmuje sie, ze n > 30 wystarcza),
to rozktad ¢ Studenta jest wystarczajaco dobrze przyblizony rozktadem
normalnym.

@ Z kolei przedziaty ufnosci dla odchylenia standardowego buduje sie
w oparciu o rozktad x2. Podobnie, dla duzych prébek (n > 50) mozna
dokona¢ zadowalajacego przyblizenia rozktadem Gaussa.

@ Rozumowanie powyzsze mozna réwniez odwrdci¢ i zapytac jak duza
musi byé prébka, by uzyskaé przedziat ufnosci o zadanej dtugosci.

Np. w badaniach sondazowych wyniki s3 zazwyczaj podawane
z btedem 3 punktéw procentowych na poziomie istotnosci 2sigma.
Zeby uzyska¢ taki przedziat, n > 1068. Zatem badania opinii

publicznej wykonuje sie na reprezentatywnej prébie ok. 1100 oséb.
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Korelacja

Wspétczynnik korelacji liniowej Pearsona:

- Cov(X,Y) _ ko E[(X —m1)(Y — mg)] € [-1,1]
VVar(X) Var(Y) /2002 0102 ’

jest miarg wspoétzaleznosci liniowej zmiennych losowych X i Y.
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Korelacja

Wspétczynnik korelacji liniowej Pearsona:

T Nar(X) Var(Y) | imolioa 7102 =Ll

jest miarg wspoétzaleznosci liniowej zmiennych losowych X i Y.

Cov(X,Y) pun E[(X —mq)(Y — my)]

1.0 0.8 0.4 0.0 —0.4 —0.8 -1.0
A L T TN
1.0 . 1.0 1.0 -1.0 -1.0 -1.0
) - - e T e \\
’ 0.0 0.0v 0.0 0.0
s
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Korelacja

Wspétczynnik korelacji liniowej Pearsona:

po CovXY) _ pn _ E[(X -m) —ma)] —1,1]
/Var(X) Var(Y)  v/H20H02 0102 ’
jest miarg wspoétzaleznosci liniowej zmiennych losowych X i Y.
1.0 ) 0.87 0.4 0.0 -0.4 -0.8 \71.0
T L I TN
1.0 . 1.0 1.0 -1.0 -1.0 . -1.0

Wspétczynnik determinacji 2 — okresla jaka czes¢ wariancji jednej
zmiennej jest okreslona przez wariancje drugiej zmiennej.
Np. r = 0.5 przektada sie na 25%.
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Inne wspotczynniki korelacji

© Wspotczynnik Spearmana p — okresla monotoniczna, nieliniowa
korelacje miedzy zmiennymi losowymi. Jego interpretacja réwniez
odbywa sie na gruncie procentu wariancji.
Np. dla (X,Y = X10) mamy r = V7/4 =~ 0.66, ale p = 1.
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Inne wspotczynniki korelacji

© Wspotczynnik Spearmana p — okresla monotoniczna, nieliniowa
korelacje miedzy zmiennymi losowymi. Jego interpretacja réwniez
odbywa sie na gruncie procentu wariancji.

Np. dla (X,Y = X'9) mamy r = V7/4 ~ 0.66, ale p = 1.

@ Wspétczynnik Kendalla 7 — takze okresla nieliniowa, monotoniczna
korelacje. Stanowi réznice miedzy prawdopodobienstwem, ze
poréwnywane zmienne beda uktadaty sie w tym samym porzadku dla
dwéch obserwacji, a prawdopodobienstwem, ze utoza sie w
przeciwnym porzadku.
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Przedziat ufnosci wspétczynnika Pearsona

Niech beda dane: wspétczynnik Pearsona 7, wielkos¢ prébki n, poziom
istotnoéci! o (zatem poziom ufnosci to 1 — ).

!Najczesciej sie przyjmuje oo = 0.05 celem konstrukcji 95% przedziatu ufnosci.
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Przedziat ufnosci wspétczynnika Pearsona

Niech beda dane: wspétczynnik Pearsona 7, wielkos¢ prébki n, poziom
istotnoéci! o (zatem poziom ufnosci to 1 — ).

Rozktad wspétczynnika r jako zmiennej losowej jest niegaussowski,
zwtaszcza gdy r ~ +1. Nalezy zatem dokona¢ transformacji (tzw.
transformacji z Fishera), ktéra da rozktad bliski normalnemu, zbudowa¢
przedziat ufnosci i przetransformowac z powrotem do oryginalnej zmiennej
T.
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Niech beda dane: wspétczynnik Pearsona 7, wielkos¢ prébki n, poziom
istotnoéci! o (zatem poziom ufnosci to 1 — ).
Rozktad wspétczynnika r jako zmiennej losowej jest niegaussowski,
zwtaszcza gdy r ~ +1. Nalezy zatem dokona¢ transformacji (tzw.
transformacji z Fishera), ktéra da rozktad bliski normalnemu, zbudowa¢
przedziat ufnosci i przetransformowac z powrotem do oryginalnej zmiennej
r. Taka transformacja to

1. 1+r

z=—1In

s = artanh(r)

!Najczesciej sie przyjmuje oo = 0.05 celem konstrukcji 95% przedziatu ufnosci.
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Przedziat ufnosci wspétczynnika Pearsona

Niech beda dane: wspétczynnik Pearsona 7, wielkos¢ prébki n, poziom
istotnoéci! o (zatem poziom ufnosci to 1 — ).

Rozktad wspétczynnika r jako zmiennej losowej jest niegaussowski,
zwtaszcza gdy r ~ +1. Nalezy zatem dokona¢ transformacji (tzw.
transformacji z Fishera), ktéra da rozktad bliski normalnemu, zbudowa¢
przedziat ufnosci i przetransformowac z powrotem do oryginalnej zmiennej
r. Taka transformacja to

147
1—r
Wtedy z ma rozktad normalny o $redniej réwnej 3 51n i+g = artanh(R),
gdzie R jest prawdziwym (nieznanym) wspétczynnikiem Pearsona
populacji, oraz odchyleniu standardowym réwnym 1/v/n — 3.

1
=— ln = artanh(r)

!Najczesciej sie przyjmuje oo = 0.05 celem konstrukcji 95% przedziatu ufnosci.
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Przedziat ufnosci wspétczynnika Pearsona

Niech beda dane: wspétczynnik Pearsona 7, wielkos¢ prébki n, poziom
istotnoéci! o (zatem poziom ufnosci to 1 — ).

Rozktad wspétczynnika r jako zmiennej losowej jest niegaussowski,
zwtaszcza gdy r ~ +1. Nalezy zatem dokona¢ transformacji (tzw.
transformacji z Fishera), ktéra da rozktad bliski normalnemu, zbudowa¢
przedziat ufnosci i przetransformowac z powrotem do oryginalnej zmiennej
r. Taka transformacja to

147
1—r

1
:fln

= artanh(r)

Wtedy 2z ma rozktad normalny o $redniej réwnej 5 L1n i+g = artanh(R),
gdzie R jest prawdziwym (nieznanym) wspétczynnikiem Pearsona
populacji, oraz odchyleniu standardowym réwnym 1/v/n — 3.
Transformacja odwrotna:
_exp(2z) —1
~exp(22) +1

!Najczesciej sie przyjmuje oo = 0.05 celem konstrukcji 95% przedziatu ufnosci.
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Przedziat ufnosci wspétczynnika Pearsona

pozwala skonstruowaé przedziat ufnosci jako
Rl—a/2 f1—a/2
tanh | artanh(r) — ,tanh [ artanh(r) +
o (st = 225 ) o (st + 25 )|
gdzie z1_q 9 = @71 (1 — §) to inaczej kwantyl rzedu 1 — § funkcji odwrotne;
do dystrybuanty (funkcji kwantylowej; por. slajd 4) rozktadu N (0, 1).
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https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.norm.html
https://www.statskingdom.com/correlation-confidence-interval-calculator.html

Przedziat ufnosci wspétczynnika Pearsona

pozwala skonstruowaé przedziat ufnosci jako

[tanh <artanh(r) - %) ,tanh <artanh(r) + \Z/lnaf/zﬂ
gdzie z1_q 9 = @71 (1 — §) to inaczej kwantyl rzedu 1 — § funkcji odwrotne;
do dystrybuanty (funkcji kwantylowej; por. slajd 4) rozktadu A/(0, 1).

Zadanie 10

© Napisac program, ktéry pobiera na wejsciu wartosci 7, n, o oraz zwraca
przedziat ufnosci z zadana liczba miejsc po przecinku. (Wskazéwka:
scipy.stats.norm.ppf.)

@ Dla prébki n = 123 rozbtyskéw gamma wyznaczono r = —0.54
pomiedzy logarytmem energii log Ep,cak, na ktdrej wystepuje
maksimum widma energetycznego oraz indeksem potegowym [ widma
mocy krzywej zmian blasku. Jaki jest 95% przedziat ufnosci dla 7?7 Czy
ta korelacja jest istotna statystycznie? Na jakim poziomie istotnosci?
Tu mozna zweryfikowa¢ obliczenia.
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Testy statystyczne

Testy stat. decyduja czy stuszna jest hipoteza zerowa Hy, czy hipoteza
alternatywna H;. Np. Hy = kot jest czarny, H; = kot nie jest czarny.
Uwaga! Odrzucenie Hy i co za tym idzie przyjecie Hy oznacza wytacznie,
ze kot nie jest czarny (na zadanym poziomie istotnosci) — nie méwi nic
o jego faktycznym kolorze (biaty, szary, tricolor, fioletowy...) ani jego
prawdopodobienstwie.
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Testy statystyczne

Testy stat. decyduja czy stuszna jest hipoteza zerowa Hy, czy hipoteza
alternatywna H;. Np. Hy = kot jest czarny, H; = kot nie jest czarny.
Uwaga! Odrzucenie Hy i co za tym idzie przyjecie Hy oznacza wytacznie,
ze kot nie jest czarny (na zadanym poziomie istotnosci) — nie méwi nic
o jego faktycznym kolorze (biaty, szary, tricolor, fioletowy...) ani jego
prawdopodobienstwie.

o Test Kotmogorowa-Smirnowa — czy prébka
pochodzi z zadanego rozktadu, albo czy dwie
probki pochodza z tego samego rozktadu.
Jest wrazliwy na réznice w okolicach mody.

@ Test Andersona-Darlinga — jw., ale jest
wrazliwszy na réznice w ogonach rozkfadéw.

@ Test t Studenta istotnosci korelacji Pearsona
(ale i tak lepiej jest poda¢ przedziat ufnosci).

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Wyktad 4/5



Testy statystyczne
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Uwaga! Odrzucenie Hy i co za tym idzie przyjecie Hy oznacza wytacznie,
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o jego faktycznym kolorze (biaty, szary, tricolor, fioletowy...) ani jego
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o Test Kotmogorowa-Smirnowa — czy prébka ...,_“::
pochodzi z zadanego rozktadu, albo czy dwie [ Fealfes v
probki pochodza z tego samego rozktadu.
Jest wrazliwy na réznice w okolicach mody.

@ Test Andersona-Darlinga — jw., ale jest s
L. L. L P >3 Vg9 ¢
wrazliwszy na réznice w ogonach rozkfadéw. SN ONNAS

@ Test t Studenta istotnosci korelacji Pearsona
(ale i tak lepiej jest poda¢ przedziat ufnosci).
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