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Pojecia podstawowe

@ Przestrzen probabilistyczna (2, F, P) — gdzie Q # () jest przestrzenia
zdarzen elementarnych; F to przestrzen zdarzen losowych (2 € F);
P to unormowana miara probabilistyczna (prawdopodobieristwo).
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Pojecia podstawowe

@ Przestrzen probabilistyczna (2, F, P) — gdzie Q # () jest przestrzenia
zdarzen elementarnych; F to przestrzen zdarzen losowych (2 € F);
P to unormowana miara probabilistyczna (prawdopodobieristwo).

@ Doswiadczenie losowe — procedura dajaca wyniki z okreslone;j
przestrzeni probabilistycznej. Doswiadczenie jest losowe jesli moze
przyja¢ wiecej niz jeden wynik, np. rzut kostka: 2 = {1,2,...,6};

F zawiera w sobie wszystkie mozliwosci, np. 2V 4V 6 € F; w tym
przypadku P(A € Q) = 1/6, zas P(2V 4V 6) = 1/2.
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Pojecia podstawowe

@ Przestrzen probabilistyczna (2, F, P) — gdzie Q # () jest przestrzenia
zdarzen elementarnych; F to przestrzen zdarzen losowych (2 € F);
P to unormowana miara probabilistyczna (prawdopodobieristwo).

@ Doswiadczenie losowe — procedura dajaca wyniki z okreslone;j
przestrzeni probabilistycznej. Doswiadczenie jest losowe jesli moze
przyja¢ wiecej niz jeden wynik, np. rzut kostka: 2 = {1,2,...,6};

F zawiera w sobie wszystkie mozliwosci, np. 2V 4V 6 € F; w tym
przypadku P(A € Q) = 1/6, zas P(2V 4V 6) = 1/2.

@ Zmienna losowa — funkcja X : Q@ — R przypisujaca zdarzeniom

losowym wartosci liczbowe. Np. X = wzrost cztowieka € [55,272] cm.
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Pojecia podstawowe

@ Przestrzen probabilistyczna (2, F, P) — gdzie Q # () jest przestrzenia
zdarzen elementarnych; F to przestrzen zdarzen losowych (2 € F);
P to unormowana miara probabilistyczna (prawdopodobieristwo).

@ Doswiadczenie losowe — procedura dajaca wyniki z okreslone;j
przestrzeni probabilistycznej. Doswiadczenie jest losowe jesli moze
przyja¢ wiecej niz jeden wynik, np. rzut kostka: 2 = {1,2,...,6};

F zawiera w sobie wszystkie mozliwosci, np. 2V 4V 6 € F; w tym
przypadku P(A € Q) = 1/6, zas P(2V 4V 6) = 1/2.

@ Zmienna losowa — funkcja X : Q@ — R przypisujaca zdarzeniom

losowym wartosci liczbowe. Np. X = wzrost cztowieka € [55,272] cm.

o Realizacja zmiennej losowej — wartosé zmiennej losowej faktycznie
zaobserwowana. Np. zmienna losowa X przyjeta dla konkretnego
cztowieka wartos¢ x = 155 cm. Mozemy méwi¢ o
prawdopodobiefstwie przyjecia przez zmienna losowa konkretnej
wartosci: P(X = x), lub wartosci z przedziatu, np. P(X > 155cm).
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Rozktady prawdopodobienstwa

@ Funkcja masy prawdopodobienstwa (probability mass function,
PMF) — dla rozktadéw dyskretnych, np. rzut kostka.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Wyktad 2/5



Rozktady prawdopodobienstwa

@ Funkcja masy prawdopodobienstwa (probability mass function,
PMF) — dla rozktadéw dyskretnych, np. rzut kostka.

e Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (probability density
function, PDF) — dla rozktadéw ciagtych, np. wzrost.
Alternatywna nazwa:
rozktad gestosci prawdopodobienstwa (probability distribution
function — nadal PDF); rozktad prawdopodobienstwa,
gestos¢ prawdopodobienstwa, rozktad, gestosé.
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Zmienna losowa dyskretna

0.25

@ Rzut jedna kostka:

Pl(X = :L‘) = % 0.20

dlaze{l,...,6}

PMF

0.05

0.00

0.25

@ Rzut dwiema kostkami: 0.20
Py(X =z)dlaxe{2,...,12}

PMF

@ 0< P(zr)<loraz) P(x)=1
x
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Zmienna losowa ciagta

Zmienna losowa X okreslona na R jest typu ciggtego gdy istnieje funkcja
f(z) = 0 (gestos¢ prawdopodobienstwa) taka, ze dla A C R zachodzi

P(XeA) = /f

czyli np.
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Zmienna losowa ciagta

Zmienna losowa X okreslona na R jest typu ciggtego gdy istnieje funkcja
f(z) = 0 (gestos¢ prawdopodobienstwa) taka, ze dla A C R zachodzi

P(XeA) = /f
czyli np.
Pla< X <b)= /f(a:)dm

Powiemy tez, ze rozktad zmiennej ciagtej jest ciagty (za$ rozktad zmiennej
dyskretnej jest dyskretny).
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Zmienna losowa ciagta

Zmienna losowa X okreslona na R jest typu ciggtego gdy istnieje funkcja
f(z) = 0 (gestos¢ prawdopodobienstwa) taka, ze dla A C R zachodzi

P(XeA) = /f
czyli np. .
Pla< X <b) = /f(a:)dm

Powiemy tez, ze rozktad zmiennej ciagtej jest ciagty (za$ rozktad zmiennej
dyskretnej jest dyskretny).
Musi zachodzi¢ (unormowanie)
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Momenty statystyczne

o Wartos¢ oczekiwana ($rednia):

—+00

E(X) = /xf(ac)dac

—0o0

Zachodzi E(aX + b) = aE(X) + b.
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Momenty statystyczne

o Wartos¢ oczekiwana ($rednia):
+o0o
E(X) = /xf(ac)dac
Zachodzi E(aX + b) = aE(X) + b.
@ Wariancja:
Var(X) = E[(X — E(X))?]

Zachodzi: Var(aX + b) = a® Var(X),
Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) oraz
(X2

Var(X) = E(X?) — [E(X)
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Momenty statystyczne

o Wartos¢ oczekiwana ($rednia):

+o0o
E(X) = / zf(z)dx
Zachodzi E(aX + b) = aE(X) + b.
@ Wariancja:
Var(X) = E[(X — E(X))?

Zachodzi: Var(aX + b) = a® Var(X),
Var(X +Y) = Var( ) + Var(Y) oraz
Var(X) = E(X?) — [E(X)]*.
@ Odchylenie standardowe to o(X) = 1/ Var(X).
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Momenty statystyczne

o Wartos¢ oczekiwana ($rednia):

+o0o
E(X) = /xf(ac)dac
Zachodzi E(aX + b) = aE(X) + b.
@ Wariancja:
Var(X) = B[(X — E(X))?
Zachodzi: Var(aX + b) = a® Var(X),

(X
Var(X +Y) = Var( ) + Var(Y) oraz
(X

Var(X) = E(X?) - [E(X)]*.
@ Odchylenie standardowe to o(X) = 1/ Var(X).
@ Ogolnie: moment zwykty rzedu k to my, = E(X*), za§ moment
centralny rzedu k to i = E[(X — E(X))¥].
Wariancja minimalizuje moment wzgledny drugiego rzedu.
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Gestosc¢ i dystrybuanta

(PDF i CDF)

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Wyktad 2/5
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Gestosc¢ i dystrybuanta

(PDF i CDF)

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Mamy zatem
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Gestosc¢ i dystrybuanta

(PDF i CDF)

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Flz) = P(X < z) / F()dt

Mamy zatem

Whtasnosci:

e F(x) jest niemalejaca
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Gestosc¢ i dystrybuanta

(PDF i CDF)

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Flz) = P(X < z) / F()dt

Mamy zatem

Whasnosci:
e F'(x) jest niemalejaca
0 0 < F(x) < 1; limyy oo F(z) =0; limy—y 400 F(z) =1
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Gestosc¢ i dystrybuanta

(PDF i CDF)

Dystrybuanta F'(z) (cumulative distribution function, CDF) zmiennej
losowej X to funkcja na R, ktéra kazdemu = € R przypisuje
prawdopodobiefistwo, ze X przyjmie warto$¢ mniejsza niz x:

Flz) = P(X < z) / F()dt

Mamy zatem

Wtasnosci:
e F'(x) jest niemalejaca
0 0 < F(x) < 1; limyy oo F(z) =0; limy—y 400 F(z) =1
e Pla< X <b)=F(b)—F(a) oraz P(X >z)=1— F(x)
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Gestosc¢ i dystrybuanta

(PDF i CDF)

y=F(x)

I (b)=Fla)=Pla< X<b)

1
]
b X

Gestos¢ prawdopodobieristwa i dystrybuanta zmiennej losowej
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Rozktady ciaggte
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Rozktad jednostajny

Uniform distribution, U(a, b)

b a dla a<z<b
0 dla z<anz >0
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Rozktad jednostajny

Uniform distribution, U(a, b)

1
— dla a<zx<b
flx)=4 b-
0 dla z<anz >0
Poniewaz
x+dx
dP(z) = P(z < X <z + da) / F(O)dt = f(2)dz + O(dz)

oraz f(x) € const., rozktad jednostajny oznacza proporcjonalnos¢
prawdopodobienstwa znalezienia zmiennej w przedziale [z, z + dx] do
dtugosci dx tego przedziatu.
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Rozktad jednostajny

Uniform distribution, U(a, b)

1
— dla a<zx<b
flx)=4 b-
0 dla z<anz >0
Poniewaz
x+dx
dP(z) = P(z < X <z + da) / F(O)dt = f(2)dz + O(dz)

oraz f(x) € const., rozktad jednostajny oznacza proporcjonalnos¢
prawdopodobienstwa znalezienia zmiennej w przedziale [z, z + dx] do
dtugosci dx tego przedziatu.

Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienng X wartosci z przedziatu
[,z + dz] jest takie samo dla wszystkich z.
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Przyktad

da

Z: Jaki jest rozktad zmiennej losowej opisujacej kat o
na pfaszczyznie pomiedzy jedna po6tprosta o ustalonej
orientacji i druga pétprosta o dowolnej orientacji?
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Przyktad

Z: Jaki jest rozktad zmiennej losowej opisujacej kat o do
na pfaszczyznie pomiedzy jedna po6tprosta o ustalonej
orientacji i druga pétprosta o dowolnej orientacji?

R: Wszystkie orientacje drugiej potprostej sa réwnoprawdopodobne jesli
prawdopodobienstwo przejscia pétprostej przez dowolny odcinek

[, o + d] okregu o srodku w poczatku pétprostej jest proporcjonalny do
dtugosci tego odcinka da i jest niezalezny od jego potozenia. Poniewaz kat
a moze przyjmowac réwnoprawdopodobne wartosci w zakresie [0, 27], to
szukany rozktad ma postac rozktadu jednostajnego:

1

:27r

fla)

dla 0<a<2n
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Zadanie 1

do

Jaki jest rozktad zmiennej losowej opisujacej kat o
pomiedzy pétprosta o ustalonej orientacji i druga
po6tprosta o dowolnej orientacji przestrzenne;j?

Zadanie 2
Jaki jest rozktad zmiennej losowej opisujacej kat o pomiedzy prosta
o ustalonej orientacji i druga prosta, o dowolnej orientacji przestrzenne;j?

Zadanie 3
dp

Jaki jest rozktad zmiennej losowej opisujacej kat
pomiedzy ustalong ptaszczyzna a prosta o dowolnej
orientacji przestrzennej?
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Aktywne jadra galaktyk

(Active galactic nuclei, AGN)

88 000 lat $wietinych 400 lat $wietinych

Obserwacje galaktyki NGC 4261. Obraz po lewej jest ztozeniem obserwacji
optycznych (jasne jadro) i radiowych (dzety). Po prawej — obraz otoczenia
jadra otrzymany przez Kosmiczny Teleskop Hubble'a. Widoczny dysk
najprawdopodobniej jest postulowanym przez teorie torusem pytowym.
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Aktywne jadra galaktyk

(Active galactic nuclei, AGN)

Narrow Line

Region
Broad Line

Region

Accretion
Disk

i

Obscuring
Torus

ariusz Tarnopolski (IA UMK)

(RG) 691
]

QSR)310

Q?R

will be observed as QSRs. The relative foreshortening follows from the

Barthel, ApJ 336:606-611 (1989)
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https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1989ApJ...336..606B/abstract

Aktywne jadra galaktyk

(Active galactic nuclei, AGN)

Zadanie 4

© Kwazary (szerokie linie absorpcyjne) widzimy gdy patrzymy w poblizu
osi dzetu i torusa pytowego, za$ radiogalaktyki (brak szerokich linii
emisyjnych) gdy patrzymy bardziej z boku.
Jesli 0§ dzetu jest utozona w przestrzeni losowo wzgledem kierunku do
obserwatora to zmienna opisujaca kat miedzy tymi prostymi ma
rozktad sinusowy. Obliczy¢ stosunek liczby radiogalaktyk Nrg do
kwazaréw Ngso.
Przyja¢ kat rozwarcia stozka w torusie pytowym jako 44.4°.

@ Jak zmienitby sie wynik, gdyby zmienna opisujaca kat miedzy prostymi
miafa rozktad jednostajny?
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