Wprowadzenie do teorii chaosu
Wyktad 5: wahadta

Mariusz Tarnopolski

Instytut Astronomii UMK
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Oscylator harmoniczny

F+wlr =0
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Oscylator harmoniczny

itwr=0/y=i
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Oscylator harmoniczny

itwr=0/y=t=y=3%=-wr=
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Oscylator harmoniczny

itwr=0/y=t=y=3%=-wr=

T =y
Y = —w?z
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Oscylator harmoniczny

itwr=0/y=t=y=3%=-wr=

T =y punkty state: (z*,y*) = (0,0)
y =-wlz V.-f=0
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V-£f=0
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Wahadto proste

F+wsine=0:
i =y punkty state: (z*,y*) = (km,0), k € Z
{ V-£f=0

Yy = —w'sinzx
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Wahadto proste

F+wsine=0:
punkty state: (z*,y*) = (km,0), k € Z

T =y
y = —w?sinx V-£=0
w=1
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Wahadto proste

F+w?sine =0:

i = punkty state: (z*,y*) = (km,0), k € Z
{y = —w?sinx V-£=0
w=1
of y NG
//ﬁ\\\\///\\ \\
| AN ANAN
y o y of | | .f\-;\“bﬂ“ni \ wo-
\whJ i A Y
» 4 \\\\*\ ; /; \\\ /’// \*\,/ //,// ]
B = ///\\\///\\\//_
-3 -2 -1 0 1 2 3 —3rr —2rr -7 s 2rr 3rr
X X
5 0 1 - 0 1
~\ —w?cosx 0 . T\ W=D 0

TrJ =0, detd = w?(-1)* <0
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Wahadto proste

Poniewaz x jest efektywnie katem, to przestrzen
fazowa ma topologie cylindra, S! x R:
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Wahadto proste — separatrysa

Orbita homokliniczna oddzielajaca libracje od rotacji.
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Wahadto proste — separatrysa

Orbita homokliniczna oddzielajaca libracje od rotacji.

de dedx da,
z = = —I=

1
:E_ﬁﬁ_dx 2dx
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Wahadto proste — separatrysa

Orbita homokliniczna oddzielajaca libracje od rotacji.

Tt T wd At T 2an @ = Smw/xm
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Wahadto proste — separatrysa

Orbita homokliniczna oddzielajaca libracje od rotacji.

dz - dzdx dz

= "4 =

1d .2 9
i v §d—( =—w smx/X2dx

d(2)? = —2w? smxd:z://

()% = 2w? cosx + 2F (%)

E — stata catkowania (energia catkowita wahadta);

xr =

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 5 5/41



Wahadto proste — separatrysa

Orbita homokliniczna oddzielajaca libracje od rotacji.

.,7dj:7dj:d:1;7da: 71d ,2 9
LA Tl P T P T P wsmw/wdx

d(2)? = —2w? smxd:z://

()% = 2w? cosx + 2F (%)

E — stata catkowania (energia catkowita wahadta); (x) musi by¢ spetniona
dla warunkéw poczatkowych:

(i0)% = 2w? cos T + 2F
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Wahadto proste — separatrysa

Orbita homokliniczna oddzielajaca libracje od rotacji.

dz - dzdx dz

I=—=——=—3I=

1d o ,
G dedi et "o @) =w Smw/wdx

d(2)? = —2w? smxd:z://

()% = 2w? cosx + 2F (%)

E — stata catkowania (energia catkowita wahadta); (x) musi by¢ spetniona
dla warunkéw poczatkowych:

(i0)% = 2w? cos T + 2F

W szczegélnoéci dla siodta: zg = +7,590 =0 = E = w?,
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Wahadto proste — separatrysa

Orbita homokliniczna oddzielajaca libracje od rotacji.

dz dzdzx dz

xr=—= - *7%’*

1d o ,
G dedi et "o @) =w Smw/xm

d(2)? = —2w? smxd:z://

()% = 2w? cosx + 2F (%)

E — stata catkowania (energia catkowita wahadta); (x) musi by¢ spetniona
dla warunkéw poczatkowych:

(i0)% = 2w? cos T + 2F

W szczegélnosci dla siodta: xg = +7,i0 = 0 = E = w?, wiec z (*):

1
y=1&== 2w2(1+cosx)::t2w\/$::|:2wcosg
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Wahadto proste — separatrysa

x
y = +2w cos 5

separatrix

o E > w? — rotacje,

o E < w? — libracje.
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Wahadto proste — separatrysa

x
y = +2w cos 5
separatrix
of : : :
1_
o E > w? — rotacje,
y 0 2 . .
o F < w® — libracje.
-1F
-2F

Dla przypadku granicznego E = w? ruch ma miejsce na separatrysie
(zat. 9 = 0), ktéra jest niestabilng trajektoria:
x(t) = 4arctan [exp (fwt)] — 7
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Wahadto proste vs. oscylator harmoniczny

UMMAL 2 |
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Wahadto ttumione

fr}—i—'ya'c—l—wQsinx:O:

2 V'f:—’}/<0

i o=y punkty state: (z*,y*) = (km,0), k € Z
{ Yy = —yy—w’sinx
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Wahadto ttumione

3'[}+'ya'c—|—w2$inx:0:
punkty state: (z*,y*) = (km,0), k € Z

T =y
Yy = —Yy—w sinx
y 05 w=1
2f 2f’
1| 1
“
y o o ﬁ/\ \ \ y Of
“\\\\ \
-1} \ -1
-2r -2
—3rr —2rr -7t 0 T 2rr 3rr
X X
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Wahadto ttumione

fr}—i—'ya'c—l—wQsinx:O:

i o=y punkty state: (z*,y*) = (km,0), k € Z
y =—yy—wsinx

y05w1 y=0.5, w=1
2f 2f" L

= \\ T \\ \ \‘ﬂ\\ W\ N ]

\ \\\/'

1 1} AN \\‘\ w ﬂ}\ \*
ﬂ/:/\ ! ////\ /r\\* ‘
y of
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—3 2 —1 0 1 2 3

J:< 20 1 )
—w“cosxT  —v
r=km

TrJ = —y < 0, detT = W (-1)* <0
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Wahadto ttumione

Topologia cylindra, S' x R:
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Baseny przyciagania:

Topologia cylindra, S' x R:
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Wahadto ttumione z wymuszeniem

I+t +sinx = Acos(wpt) :

T =y brak punktéw statych (bo wp # 0)
Yy = —vyy—sinx+ Acosz V- f=-<0
,é’ = wp
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Wahadto ttumione z wymuszeniem

I+t +sinx = Acos(wpt) :

T =y brak punktéw statych (bo wp # 0)
Yy = —vyy—sinx+ Acosz V- f=-<0
,é’ = wp

[Jesli wp = 0, to jest to wahadto wymuszone statym momentem sity; ma
wtedy punkty state sinz* = A.]
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Wahadto ttumione z wymuszeniem

&+ yi +sinx = Acos(wpt) :

T =y brak punktéw statych (bo wp # 0)
Yy = —vyy—sinx+ Acosz V- f=-<0
,é’ = wp

[Jesli wp = 0, to jest to wahadto wymuszone statym momentem sity; ma
wtedy punkty state sinz* = A.]

Uktad 3D = twierdzenie Poincarégo-Bendixsona nie wyklucza mozliwosci
pojawienia sie chaosu; sin x, cos z — czfony nieliniowe, zatem warunki
konieczne sg spetnione.
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Wahadto ttumione z wymuszeniem

I+t +sinx = Acos(wpt) :

T =y brak punktéw statych (bo wp # 0)
Yy = —vyy—sinx+ Acosz V- f=-<0
,é’ = wp

[Jesli wp = 0, to jest to wahadto wymuszone statym momentem sity; ma
wtedy punkty state sinz* = A.]

Uktad 3D = twierdzenie Poincarégo-Bendixsona nie wyklucza mozliwosci
pojawienia sie chaosu; sin x, cos z — czfony nieliniowe, zatem warunki
konieczne sg spetnione.

Z=wp = z(t) = 20 + wpt mod 2, wiec tylko x,y s3 interesujace
dynamicznie (ale z jest konieczne!).
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Wahadto ttumione z wymuszeniem — A = 1.35

50 100 150200250 300
t t
3 T T T T T T
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Wahadto ttumione z wymuszeniem — A = 1.45

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
t t
3 T T T T T T
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Wahadto ttumione z wymuszeniem — A = 1.47

3
2 1
1 0
x 0 y
-1 -1
-2 _2
-3 )
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
t t
3 T T T T T T
2r 1
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Wahadto ttumione z wymuszeniem — A = 1.5
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Wahadto ttumione z wymuszeniem — A = 1.5, tpax = 10°
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Przekréj Poincarégo — tax =

-0.5-
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Przekréj Poincarégo — tax =

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
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Przekréj Poincarégo — tax =

1.600

1.595}

1.590¢

Yy 1.585¢

1.580}

1.575} ]

1.570 : : :
1.38 1.40 1.42 1.44 1.46
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Diagram bifurkacyjny

y(t) rejestrowane z czestotliwoscia wp, tj. co kazdy cykl wymuszenia:

25} ]
2.0} .
15) -
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i z
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Wahadto Duffinga

i+ 6@ + B+ ax® = v cos(wpt)
B8 <0

a,0,v,wp >0

T =y
) = —pr—ax® -y +ycosz
z = wp
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Wahadto Duffinga

i+ 6@ + B+ ax® = v cos(wpt)
B<0
Oé,é,’Y,CL)D >0
T =y

= —Bx —ax® — Sy + ycosz
zZ = Wp

..

@ Brak punktéw statych (bo wp # 0)
o V.f=—-§ <0 — uktad dyssypatywny
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Wahadto Duffinga

rigid frame

I
I
I
I
[
I
I
I
I x

motion / motion /
forcing magnets forcing

= —

shide track

"https://www. youtube . com/watch?v=y-XjOc6fRbc
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https://www.youtube.com/watch?v=y-Xj0c6fRbc

Wahadto Duffinga, v =0

Brak wymuszenia:
i+ 0k + B+ o =0

r =Y
y = —Pr—ar’ -y

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 5 22 /41



Wahadto Duffinga, v =0

Brak wymuszenia:
P40+ B+ azd =0

r =Yy
Y = —pr—az®—dy

Punkty state: (z*,y*) = {(0,0), <i —2,0>} = {p1, P23}
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Wahadto Duffinga, v =0

Brak wymuszenia:
i+ 0k + B+ o =0

r =Y
y =—Bx—ard -5y
Punkty state: (z*,y*) = {(0,0), <i —§,0>} = {p1,p23}.

J, = < —06 _16>,)\1,2:;(5ix/62—45>

§>0,8<0=+/02—48> 6, wiec \} <0, 2 > 0, zatem p; = (0,0)
jest siodtem.
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Wahadto Duffinga, v =0

0 1
Jo3 = ( 23 _5>,)\1,2—

) TI“J273 = —-§ <0,
] detJ273 =-28>0

(5 /5% + 86)

DN | =
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Wahadto Duffinga, v =0

0 1
Jo3 = ( 23 _5>,)\1,2—

o TI“J273 =—-0<0,
] detJ273 =-28>0

(5 /5% + 86)

DN | =

zatem s to zlewy (6% + 83 > 0= \; 2 € R) lub stabilne ogniska
(62 +88<0=XN2€C:ReAp< 0); ew. zdegenerowane zlewy
(gdy 62 +85 =0).
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Wahadto Duffinga, 6 =~y =10

Brak ttumienia (6 = 0) daje Hamiltonian:
4 g2 2

4 2
potencjat: V(x) = - + % Hizy) =20+ 50+

V(x)

24 /41
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Wahadto Duffinga, 6 =~y =10

2l ", L

—
T
T
A

Zadanie 24

Separatrysa to krzywa w ksztatcie 6semki przechodzaca przez punkt
siodtowy w poczatku uktadu wspétrzednych. Wyprowadzi¢ jej réwnanie
oraz naszkicowa¢ wykres na portrecie fazowym.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 5 25 /41



=
I
—
a7
{e70]
=
—
)
=}
)
O
==
O
Q
=S
=

e
" T

~ -
-

<
=
=
<
=

Tarnopolski

©Mariusz



Wahadto Duffinga

«o ool | (Y R

///;',‘y////////////,’.‘
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Atraktor Duffinga

x(t)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

-047 1
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0
x(t)
0. >,
04
0.
; 02
0l
0.0 ~] T
080 085 090 095 100 105 110 005 006 097 098 099 100
X x(1)

Teoria Chaosu
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Wahadto podwdjne

Uktad hamiltonowski = energia jest zachowana.

.. —g(2m1+mog) sin 01 —mogsin(0] —209)—2sin(0] —09)moy (9§L2+9%L1 cos(01 702))
1= L1 (2m1+mg—mg cos(201 —205))

i 231n(91—92)(9%L1(m1+m2)+g(m1+m2) cos 61+9%L2m2 005(91—62))
=

Lo (2mq+mg—mg cos(201 —209))

Dla matych katéw
(w praktyce: 61 2 < 30°):

j, — 9002 — 1)

Li(p—1)
G, — g (0 — 6)
2T La(u—1)

gdzie p =1+ mq/mo.
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Wahadto podwdéjne — mate katy

Doktadne rozwigzanie (strona 1/69):

DSOlve[(81 ' [t] == g (62[t] - p O1[t) /(L1 (- 1)), 82 ' '[¢] == g (BL[t]- 62[E]) (L2 (u-1)),
81[0] == 610, 62(0] == 620, 61'[0] == 61p0 , 62 '[0] == 6290}, {61[t], B2[t]), t, Assumptions
£>08Lp> 08K L1 >08& L2 > 044 610 « Reals &4 20 « Reals & #1p0 « Reals & 92p0 « Reals]

{{orer

g

P2 -2 L 2 127 g)

Ve ) - a2y

Vi ez e e e

S2lL2pe L2y -

160 gL 12" 610
VIp a2 L 2 127 )

\/(,ﬁ.,,m)(,u o2 e At -2t 2 pe 2P g

Vb 2 s A a2 g 2 -

160 Z 7

¢ 117 12" 010 T 4 (4112 L1 p-2 L1 L2 e L27)

R R P e R Y e PR Y E PR TR

B etz Voo Yotz a2 20 -

160

O IR R T

£ L1 L2° 610 414 4™ (4L1 124 L7 =201 124+ 127 4)

VoA ) - a2y

NN I R

se : g7 12° 010
VIow s (A2 L -2 L L2 e 127 )

e ) VT - N e e )

N p ez e Jazentp2t iz 2ty -

e e Vo e T g
s
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Wahadto podwdéjne — mate katy

Réwne masy i dtugosci: mi =mo = =2, L1 = Lo = Lt
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Wahadto podwdéjne — mate katy

Réwne masy i dtugosci: mi =mo = =2, L1 = Lo = Lt
01(t) = {2 (V2610 + 62,0) wo cos ( 2 — \/§w0t> +

2 (\/59170 - 92,0) wQ COS ( 2+ \@wot) +
2 — \/5[ (2 (1 + \/5) 9.1,0 + (2+ \/i) 6.72,0) Sin( 2— \@wot) +

<29'170 — \/50'27()) sin < 24+ \/§wot> } }/ (4\/§w0)
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Wahadto podwdéjne — mate katy

Réwne masy i dtugosci: mi =mo = =2, L1 = Lo = Lt
01(t) = {2 (V2610 + 62,0) wo cos ( 2 — \/§w0t> +

2 (\/59170 - 92,0) wQ COS ( 2+ \@wot) +
2 — \/5[ (2 (1 + \/5) 9.1,0 + (2+ \/i) 6.72,0) Sin( 2— \@wot) +

<29'170 — \/50'27()) sin < 24+ \/§wot> } }/ (4\/§w0)

Hz(t) = { (291,0 -+ \/592’0) wp COS ( 2 — \/ibdot) +

(\/50270 — 201’0) wp COS < 24 \/§wot> +
2 — \@[ ((2 +2) 010+ (1+v2) éz,o) sin ( 2— ﬁwot) +

(1 V2ho) sin (V2T Vi) } / (o

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)



Wahadto podwdéjne — mate katy

Zaktadajac rozwiazanie postaci (por. z oscylatorem harmonicznym)
0; = ¢ cos(wt + 51)

oraz

_ /4
wo = Z

dostaniemy czestotliwosci modéw normalnych:

wzwi:wo\/Q:I:\fQ

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 5 32/41



Wahadto podwdjne

Obliczenia numeryczne dajg A = 7.9s57 1, za$ eksperymentalnie?
A= (7.54+1.5)s7! = czas Lapunowa ~ 0.13s.

2Shinbrot, Grebogi, Wisdom, Yorke, Am. J. Phys. 60(6), 491 (1992)
3https://www.youtube.com/watch?v=pEjZd-AvPco
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https://www.youtube.com/watch?v=pEjZd-AvPco

Wahadto podwdjne

Obliczenia numeryczne dajg A = 7.9s57 1, za$ eksperymentalnie?
A= (7.54+1.5)s7! = czas Lapunowa ~ 0.13s.

Symulacje:3

2Shinbrot, Grebogi, Wisdom, Yorke, Am. J. Phys. 60(6), 491 (1992)
3https://www.youtube.com/watch?v=pEjZd-AvPco
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https://www.youtube.com/watch?v=pEjZd-AvPco

Wahadto podwdjne

“https://youtu.be/U39RMUzCjiU7t=20
https://www.youtube.com/watch?v=1PvGLd9_DjA
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https://youtu.be/U39RMUzCjiU?t=20
https://www.youtube.com/watch?v=lPvGLd9_DjA

Wahadto podwdjne

- ————— N

Shttps://www.math24.net/double-pendulum
https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html
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Wahadto podwdjne

- ————— N

Shttps://www.math24 .net/double-pendulum
https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html
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https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html

Wahadto podwdjne — przekroje Poincarégo

4
06
S S
-06 ”
Si2b
-8
-0.57 -0.251 0 0251 0.5z
¢
(b) E=—6
10
5
g 0

-10
-05r -025%x 0 025t 057 -n -0.5m 0 0.57 LS

é2 (2}
(@) E= -4 (b)E=-3

8Stachowiak & Szuminski, Phys. Lett. A 379, 3017 (2015)
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Wahadto podwéjne — diagram bifurkacyjny

8Stachowiak & Szuminski, Phys. Lett. A 379, 3017 (2015)
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Wahadto potréjne

"https://www.youtube.com/watch?v=dDU2JsgLpmd
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https://www.youtube.com/watch?v=dDU2JsgLpm4

Wahadto magnetyczne

>"<+b>'c+x:z

8https://math.hmc.edu/jacobsen/demolab/magnetic-pendulum-2/
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https://math.hmc.edu/jacobsen/demolab/magnetic-pendulum-2/

Wahadto magnetyczne

Start Point: x=-362; y=-353 Start Point: x=-365; y=-256
Stopped at Magnet: 2 Stopped at Magnet: 1

Start Point: x=-472; y=-340
Stopped at Magnet: 3
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Wahadto magnetyczne

start Point: x=-249; Start Point: x=-429; y=-29.7
Stopped at Magnet: 1 Stopped at Magnet: 2

Start Point: x=-415; y=-9. Start Point: x=228; y=218
Stopped at Magnet: 1 Stopped at Magnet: 2

T .
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Wahadto magnetyczne

®https://beltoforion.de/en/magnetic_pendulum/
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