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Oscylator harmoniczny

ẍ+ ω2x = 0

/
y := ẋ ⇒ ẏ = ẍ = −ω2x ⇒{

ẋ = y
ẏ = −ω2x

punkty staªe: (x∗, y∗) = (0, 0)
∇ · f = 0
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ẏ = −ω2x

punkty staªe: (x∗, y∗) = (0, 0)
∇ · f = 0

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

x

y

ω=1

J =

(
0 1

−ω2 0

)
, TrJ = 0, detJ = ω2 > 0

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 5 2 / 41



Wahadªo proste

ẍ+ ω2 sinx = 0 :{
ẋ = y
ẏ = −ω2 sinx

punkty staªe: (x∗, y∗) = (kπ, 0), k ∈ Z
∇ · f = 0
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)
TrJ = 0, detJ = ω2(−1)k ≶ 0
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Wahadªo proste

Poniewa» x jest efektywnie k¡tem, to przestrze«
fazowa ma topologi¦ cylindra, S1 × R:
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Wahadªo proste � separatrysa

Orbita homokliniczna oddzielaj¡ca libracje od rotacji.

ẍ =
dẋ

dt
=

dẋ

dx

dx

dt
=

dẋ

dx
ẋ =

1

2

d

dx
(ẋ)2 ≡ −ω2 sinx

/
×2dx

d (ẋ)2 = −2ω2 sinxdx

/∫
(ẋ)2 = 2ω2 cosx+ 2E (∗)

E � staªa caªkowania (energia caªkowita wahadªa); (∗) musi by¢ speªniona
dla warunków pocz¡tkowych:

(ẋ0)
2 = 2ω2 cosx0 + 2E

W szczególno±ci dla siodªa: x0 = ±π, ẋ0 = 0 ⇒ E = ω2, wi¦c z (∗):

y ≡ ẋ = ±
√

2ω2 (1 + cosx) = ±2ω

√
1 + cosx

2
= ±2ω cos

x

2
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(ẋ0)
2 = 2ω2 cosx0 + 2E

W szczególno±ci dla siodªa: x0 = ±π, ẋ0 = 0 ⇒ E = ω2, wi¦c z (∗):
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Wahadªo proste � separatrysa

y = ±2ω cos
x

2
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separatrix

rotation

libration
E > ω2 � rotacje,

E < ω2 � libracje.

Dla przypadku granicznego E = ω2 ruch ma miejsce na separatrysie
(zaª. x0 = 0), która jest niestabiln¡ trajektori¡:

x(t) = 4 arctan [exp (±ωt)]− π
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Wahadªo proste vs. oscylator harmoniczny

0 4 π 8 π 12 π 16 π 20 π 24 π

-30

-20

-10

0

10

20

30

t

x(t)

0 4 π 8 π 12 π 16 π 20 π 24 π

-120

-60

0

60

120

t

x(t)

0 4 π 8 π 12 π 16 π 20 π

-180

-120

-60

0

60

120

180

t

x(t)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 5 7 / 41



Wahadªo tªumione

ẍ+ γẋ+ ω2 sinx = 0 :{
ẋ = y
ẏ = −γy − ω2 sinx

punkty staªe: (x∗, y∗) = (kπ, 0), k ∈ Z
∇ · f = −γ < 0
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J =

(
0 1

−ω2 cosx −γ

) ∣∣∣∣∣
x=kπ

=

(
0 1

ω2(−1)k+1 −γ

)
TrJ = −γ < 0, detJ = ω2(−1)k ≶ 0
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ẍ+ γẋ+ ω2 sinx = 0 :{
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Wahadªo tªumione

Topologia cylindra, S1 × R:

Baseny przyci¡gania:
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Wahadªo tªumione z wymuszeniem

ẍ+ γẋ+ sinx = A cos(ωDt) :
ẋ = y
ẏ = −γy − sinx+A cos z
ż = ωD

brak punktów staªych (bo ωD ̸= 0)
∇ · f = −γ < 0

[Je±li ωD = 0, to jest to wahadªo wymuszone staªym momentem siªy; ma
wtedy punkty staªe sinx∗ = A.]

Ukªad 3D ⇒ twierdzenie Poincarégo-Bendixsona nie wyklucza mo»liwo±ci
pojawienia si¦ chaosu; sinx, cos z � czªony nieliniowe, zatem warunki
konieczne s¡ speªnione.

ż = ωD ⇒ z(t) = z0 + ωDt mod 2π, wi¦c tylko x, y s¡ interesuj¡ce
dynamicznie (ale z jest konieczne!).
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Wahadªo tªumione z wymuszeniem � A = 1.35
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Wahadªo tªumione z wymuszeniem � A = 1.45
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Wahadªo tªumione z wymuszeniem � A = 1.47
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Wahadªo tªumione z wymuszeniem � A = 1.5

0 50 100 150 200 250 300

-3

-2

-1

0

1

2

3

t

x

0 50 100 150 200 250 300

-2

-1

0

1

2

t

y

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 5 14 / 41



Wahadªo tªumione z wymuszeniem � A = 1.5, tmax = 103
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Przekrój Poincarégo � tmax = 106
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Diagram bifurkacyjny

y(t) rejestrowane z cz¦stotliwo±ci¡ ωD, tj. co ka»dy cykl wymuszenia:
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Wahadªo Du�nga

ẍ+ δẋ+ βx+ αx3 = γ cos(ωDt)

β < 0

α, δ, γ, ωD > 0


ẋ = y
ẏ = −βx− αx3 − δy + γ cos z
ż = ωD

Brak punktów staªych (bo ωD ̸= 0)

∇ · f = −δ < 0 � ukªad dyssypatywny
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Wahadªo Du�nga

1https://www.youtube.com/watch?v=y-Xj0c6fRbc
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Wahadªo Du�nga, γ = 0

Brak wymuszenia:
ẍ+ δẋ+ βx+ αx3 = 0

{
ẋ = y
ẏ = −βx− αx3 − δy

Punkty staªe: (x∗, y∗) =

{
(0, 0),

(
±
√
−β

α , 0

)}
≡ {p1,p2,3}.

J1 =

(
0 1
−β −δ

)
, λ1,2 =

1

2

(
δ ±

√
δ2 − 4β

)
δ > 0, β < 0 ⇒

√
δ2 − 4β > δ, wi¦c λ1 < 0, λ2 > 0, zatem p1 = (0, 0)

jest siodªem.
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Wahadªo Du�nga, γ = 0

J2,3 =

(
0 1
2β −δ

)
, λ1,2 =

1

2

(
δ ±

√
δ2 + 8β

)
TrJ2,3 = −δ < 0,

detJ2,3 = −2β > 0

zatem s¡ to zlewy
(
δ2 + 8β > 0 ⇒ λ1,2 ∈ R

)
lub stabilne ogniska(

δ2 + 8β < 0 ⇒ λ1,2 ∈ C : Reλ1,2 < 0
)
; ew. zdegenerowane zlewy

(gdy δ2 + 8β = 0).
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Wahadªo Du�nga, δ = γ = 0

Brak tªumienia (δ = 0) daje

potencjaª: V (x) =
αx4

4
+

βx2

2

0
-

β

α
- -

β

α

x

V
(x
)

Hamiltonian:

H(x, y) =
αx4

4
+

βx2

2
+

y2

2
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Wahadªo Du�nga, δ = γ = 0

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0
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x

y

Zadanie 24

Separatrysa to krzywa w ksztaªcie ósemki przechodz¡ca przez punkt
siodªowy w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Wyprowadzi¢ jej równanie
oraz naszkicowa¢ wykres na portrecie fazowym.
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Wahadªo Du�nga, γ = 0
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Wahadªo Du�nga
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x

(t)
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Atraktor Du�nga
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Wahadªo podwójne

Ukªad hamiltonowski ⇒ energia jest zachowana.

θ̈1=
−g(2m1+m2) sin θ1−m2g sin(θ1−2θ2)−2 sin(θ1−θ2)m2(θ̇22L2+θ̇21L1 cos(θ1−θ2))

L1(2m1+m2−m2 cos(2θ1−2θ2))

θ̈2=
2 sin(θ1−θ2)(θ̇21L1(m1+m2)+g(m1+m2) cos θ1+θ̇22L2m2 cos(θ1−θ2))

L2(2m1+m2−m2 cos(2θ1−2θ2))

Dla maªych k¡tów
(w praktyce: θ1,2 ≲ 30◦):

θ̈1 =
g(θ2 − µθ1)

L1(µ− 1)

θ̈2 =
gµ(θ1 − θ2)

L2(µ− 1)

gdzie µ = 1 +m1/m2.
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Wahadªo podwójne � maªe k¡ty

Dokªadne rozwi¡zanie (strona 1/69):
In[4]:= DSolve [{θ1''[t] ⩵ g (θ2[t] - μ θ1[t]) / (L1 (μ - 1)), θ2''[t] ⩵ g μ (θ1[t] - θ2[t]) / (L2 (μ - 1)),

θ1[0] ⩵ θ10, θ2[0] ⩵ θ20, θ1'[0] ⩵ θ1p0, θ2'[0] ⩵ θ2p0 }, {θ1[t], θ2[t]}, t, Assumptions →

g > 0 && μ > 0 && L1 > 0 && L2 > 0 && θ10 ∈ Reals && θ20 ∈ Reals && θ1p0 ∈ Reals && θ2p0 ∈ Reals ]

Out[  ]= θ1[t] → - ⅇ-

g L1 L2 t - μ +μ3 2  -L1 μ -L2 μ + 4 L1 L2 +L1
2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

2 L1 L2 (-1+μ )
-

t 1-μ μ1 4
g L1 L2 L1 μ +L2 μ + 4 L1 L2 +L1

2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

2 L1 L2 (-1+μ )

-16 ⅇ
g L1 L2 t - μ +μ3 2  -L1 μ -L2 μ + 4 L1 L2 +L1

2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

2 L1 L2 (-1+μ ) g
2
L1

4

L2
4 θ10 1 - μ μ5/4 4 L1 L2 + L1

2 μ - 2 L1 L2 μ + L2
2 μ

- μ + μ32 -L1 μ - L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ 

L1 μ + L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ -

16 ⅇ
t 1-μ μ1 4

g L1 L2 L1 μ +L2 μ + 4 L1 L2 +L1
2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

2 L1 L2 (-1+μ ) g
2
L1

4
L2

4 θ10
1 - μ μ5/4 4 L1 L2 + L1

2 μ - 2 L1 L2 μ + L2
2 μ

- μ + μ32 -L1 μ - L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ 

L1 μ + L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ -

16 ⅇ
2 g L1 L2 t - μ +μ3 2  -L1 μ -L2 μ + 4 L1 L2 +L1

2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

L1 L2 (-1+μ )
+

t 1-μ μ1 4
g L1 L2 L1 μ +L2 μ + 4 L1 L2 +L1

2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

2 L1 L2 (-1+μ )

g
2
L1

4
L2

4 θ10 1 - μ μ5/4 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ

- μ + μ32 -L1 μ - L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ 

L1 μ + L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ -

16 ⅇ
g L1 L2 t - μ +μ3 2  -L1 μ -L2 μ + 4 L1 L2 +L1

2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

2 L1 L2 (-1+μ )
+

2 t 1-μ μ1 4
g L1 L2 L1 μ +L2 μ + 4 L1 L2 +L1

2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

L1 L2 (-1+μ )

g
2
L1

4
L2

4 θ10 1 - μ μ5/4 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ

- μ + μ32 -L1 μ - L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ 

L1 μ + L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ -

8 ⅇ
t 1-μ μ1 4

g L1 L2 L1 μ +L2 μ + 4 L1 L2 +L1
2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

2 L1 L2 (-1+μ ) g
2
L1

5
L2

3 θ10
1 - μ μ94 4 L1 L2 + L1

2 μ - 2 L1 L2 μ + L2
2 μ

- μ + μ32 -L1 μ - L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ 

L1 μ + L2 μ + 4 L1 L2 + L1
2 μ - 2 L1 L2 μ + L2

2 μ -

8 ⅇ
2 g L1 L2 t - μ +μ3 2  -L1 μ -L2 μ + 4 L1 L2 +L1

2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

L1 L2 (-1+μ )
+

t 1-μ μ1 4
g L1 L2 L1 μ +L2 μ + 4 L1 L2 +L1

2 μ-2 L1 L2 μ+L2 2 μ

2 L1 L2 (-1+μ )
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Wahadªo podwójne � maªe k¡ty

Równe masy i dªugo±ci: m1 = m2 ⇒ µ = 2, L1 = L2 ≡ L:

θ1(t) =

{
2
(√

2θ1,0 + θ2,0
)
ω0 cos

(√
2−

√
2ω0t

)
+

2
(√

2θ1,0 − θ2,0
)
ω0 cos

(√
2 +

√
2ω0t

)
+√

2−
√
2
[ (

2
(
1 +

√
2
) .

θ1,0 +
(
2 +

√
2
) .

θ2,0

)
sin

(√
2−

√
2ω0t

)
+(

2
.

θ1,0 −
√
2
.

θ2,0

)
sin

(√
2 +

√
2ω0t

) ]}/(
4
√
2ω0

)
θ2(t) =

{(
2θ1,0 +

√
2θ2,0

)
ω0 cos

(√
2−

√
2ω0t

)
+(√

2θ2,0 − 2θ1,0
)
ω0 cos

(√
2 +

√
2ω0t

)
+√

2−
√
2
[ ((

2 +
√
2
) .

θ1,0 +
(
1 +

√
2
) .

θ2,0

)
sin

(√
2−

√
2ω0t

)
+(

.

θ2,0 −
√
2
.

θ1,0

)
sin

(√
2 +

√
2ω0t

) ]}/(
2
√
2ω0

)
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Wahadªo podwójne � maªe k¡ty
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√
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√
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Wahadªo podwójne � maªe k¡ty
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Wahadªo podwójne � maªe k¡ty

Zakªadaj¡c rozwi¡zanie postaci (por. z oscylatorem harmonicznym)

θi = ci cos(ωt+ δi)

oraz

ω0 =

√
g

L

dostaniemy cz¦stotliwo±ci modów normalnych:

ω ≡ ω± = ω0

√
2±

√
2
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Wahadªo podwójne

Obliczenia numeryczne daj¡ λ = 7.9 s−1, za± eksperymentalnie2

λ = (7.5± 1.5) s−1 ⇒ czas Lapunowa ≈ 0.13 s.

Symulacje:3

2Shinbrot, Grebogi, Wisdom, Yorke, Am. J. Phys. 60(6), 491 (1992)
3https://www.youtube.com/watch?v=pEjZd-AvPco
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Wahadªo podwójne

4https://youtu.be/U39RMUzCjiU?t=20

https://www.youtube.com/watch?v=lPvGLd9_DjA
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Wahadªo podwójne

5https://www.math24.net/double-pendulum

https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 5 35 / 41

https://www.math24.net/double-pendulum
https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html


Wahadªo podwójne

5https://www.math24.net/double-pendulum

https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 5 35 / 41

https://www.math24.net/double-pendulum
https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html


Wahadªo podwójne � przekroje Poincarégo

6Stachowiak & Szumi«ski, Phys. Lett. A 379, 3017 (2015)
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Wahadªo podwójne � diagram bifurkacyjny

6Stachowiak & Szumi«ski, Phys. Lett. A 379, 3017 (2015)
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Wahadªo potrójne

7https://www.youtube.com/watch?v=dDU2JsgLpm4
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Wahadªo magnetyczne

ẍ+ bẋ+ x =

3∑
i=1

Xi − x(
|Xi − x|2 +D2

)5/2

8https://math.hmc.edu/jacobsen/demolab/magnetic-pendulum-2/
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Wahadªo magnetyczne
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Wahadªo magnetyczne

9https://beltoforion.de/en/magnetic_pendulum/
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