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Uktady dynamiczne

W uktadach 1D, punkty state moga by¢ stabilne (przyciagajace) lub
niestabilne (odpychajace). W uktadach 2D pojawiaja sie nowe zachowania.
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W uktadach 1D, punkty state moga by¢ stabilne (przyciagajace) lub
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Rozwazmy ukfad z czasem ciagtym:
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Uktady dynamiczne

W uktadach 1D, punkty state moga by¢ stabilne (przyciagajace) lub
niestabilne (odpychajace). W uktadach 2D pojawiaja sie nowe zachowania.
Rozwazmy ukfad z czasem ciagtym:

{?) =g(z,y) ex=1kx)

/S\(

(xy)

Rozwazmy potok fazowy (pole wektorowe) w otoczeniu punktu statego
x* = (%, y*): X‘X:X* =0=f(x*)=0< f(z*,y*) =0, g(z*,y*) = 0.
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Uktady dynamiczne

W uktadach 1D, punkty state moga by¢ stabilne (przyciagajace) lub
niestabilne (odpychajace). W uktadach 2D pojawiaja sie nowe zachowania.

Rozwazmy ukfad z czasem ciagtym:

{?) = g(z,y) G x =ik

/S\(

(xy)

Rozwazmy potok fazowy (pole wektorowe) w otoczeniu punktu statego
x*=(z*y"): x| _ . =0=1f(x")=0& f(z*,y*) =0, g(z*,y*) = 0.
Jesli f € C', wtedy x(t) istnieje i jest jednoznaczne = rozwiazanie nie

przecina samo siebie.
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(3)=(0)(7)=2(3)
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Uktady liniowe
() -(ea)(5)=(7)
Y c d Y Y
A1, Ao — wartosci wilasne, vi, vo — wektory wtasne macierzy A

A2 — A\TrA + detA =0
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Uktady liniowe
() -(ea)(5)=(7)
Y c d Y Y
A1, Ao — wartosci wilasne, vi, vo — wektory wtasne macierzy A

A2 — A\TrA + detA =0

TrA £ /(TrA)? — 4detA
2

A2 =

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 4 3/59



Uktady liniowe
() -(ea)(5)=(7)
Y c d Y Y
A1, Ao — wartosci wilasne, vi, vo — wektory wtasne macierzy A

A2 — A\TrA + detA =0

TrA £ /(TrA)? — 4detA
2

A2 =

x(t) = creMtvy + coe™tvg
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Uktady liniowe
() -(ea)(5)=(7)
Y c d Y Y
A1, Ao — wartosci wilasne, vi, vo — wektory wtasne macierzy A

A2 — A\TrA + detA =0

TrA £ /(TrA)? — 4detA
2

A2 =

A A

x(t) = cr1eMtvy + coe?lvy

Specjalny przypadek
dimkerA = 1 = x(t) = c1eMv + ceeM (tv + w), gdzie (A — \1)w = v.
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Uktady liniowe

Stable
Node

det

Stable
Focus

Unstable
Node

"https://www.math24.net/linear-autonomous-systems-equilibrium-points/
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Uktady liniowe

Poincaré Diagram: Classification of Phase Portaits in the (det A, Tr A)-plane

A= (Tr A)?- ddet A
det A
0 A<O0  A=0:  A>0

| J

spiral sink spiral source

degenerate sink degenerate source

center

sink source

TrA

line of stable fixed points sad line of unstable fixed points
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Uktady liniowe

Zadanie 20

Okresli¢ jakie zachodza relacje miedzy
wartosciami wiasnymi (A1, A2) w poszczegdlnych
obszarach diagramu (TrA, detA).
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Uktady liniowe

—-11 15
-5 9
A1 > 0, Ao < 0 = wektory witasne s3 liniowo niezalezne.

Przyktad — punkt siodtowy: detA = det ) < 0,TrA < 0.

2-‘ ‘//‘/ /“//
T

\
\
\
\

v1 — kierunek niestabilny, vo — kierunek stabilny.
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Uktady liniowe

-7 3
Przykfad — zlew: A = < 1 _3

(TrA)? — 4detA > 0. \; < Ay < 0 = niezalezne wektory wiasne.

) daje detA > 0, TrA < 0, oraz

2r —

v1 — kierunek szybki, vo — kierunek wolny.
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Uktady liniowe

9 —-15
7 -9
A1,2 — urojone = zespolone wektory wtasne.

Przyktad — srodek: A = ( ) daje detA > 0, TrA = 0.

i ; Ajo+ Az +£4/4A2 +(A12+A21)2
Osie — podchwytliwe: tan ¢ = 127 A21 2A1111 (A2 21)_
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Uktady nieliniowe

Zlinearyzujmy uktad w poblizu x*. Nastepnie zrébmy liniowa analize
stabilnosci.
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Uktady nieliniowe

Zlinearyzujmy uktad w poblizu x*. Nastepnie zrébmy liniowa analize
stabilnosci.
Punkt staty (z*,y") : f(z*,y") =0, g(z",y") = 0.
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Uktady nieliniowe

Zlinearyzujmy uktad w poblizu x*. Nastepnie zrébmy liniowa analize
stabilnosci.

Punkt staty (z*,y*) : f(z*,y*) =0, g(z*,y*) = 0.

Rozwazmy niewielkie odchylenie od niego:

u(t) = a(t) — ", v(t) = y(t) —y"
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Uktady nieliniowe

Zlinearyzujmy uktad w poblizu x*. Nastepnie zrébmy liniowa analize
stabilnosci.

Punkt staty (z*,y*) : f(z*,y*) =0, g(z*,y*) = 0.

Rozwazmy niewielkie odchylenie od niego:

u(t) = z(t) — z*, v(t) = y(t) — y*. Witedy:

w=x= f(z,y) = fla* +u,y" +v)

PP of of
= f(a*,y*) +u(t) B +u(t) By +..
=0 x=x* x=x*
stata stata
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Uktady nieliniowe

Zlinearyzujmy uktad w poblizu x*. Nastepnie zrébmy liniowa analize
stabilnosci.

Punkt staty (z*,y*) : f(z*,y*) =0, g(z*,y*) = 0.

Rozwazmy niewielkie odchylenie od niego:

u(t) = z(t) — z*, v(t) = y(t) — y*. Witedy:

w=x= f(z,y) = fla* +u,y" +v)

= Jat ) ()

x=x*

=0
stata stata

- 0
Analogicznie: 0 = u(t) a—g
x

x=x*

stata stata
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Uktady nieliniowe
: of  of
<)=( ) () zata (F) 4
or Oy x—x*

Pomijajac wyrazy kwadratowe oraz wyzszych rzedéw dostajemy uktad
zlinearyzowany w poblizu punktu statego.
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Uktady nieliniowe
: of  of
<g):(gﬂ; g) (Z>+...EJ($*,y*)(Z>+...
or Oy x—x*

Pomijajac wyrazy kwadratowe oraz wyzszych rzedéw dostajemy uktad
zlinearyzowany w poblizu punktu statego.

Caveat emptor!

Linearyzacja pozwala poprawnie sklasyfikowa¢ siodta, zlewy/zrédta, a takze
ogniska (spirale). Zachowanie zdegenerowanych zlewéw/zrédet, sSrodkéw,
nie izolowanych punktéw statych [tj. granic obszaréw w przestrzeni
(TrJ,detJ)] moze by¢ zaburzone przez wyrazy nieliniowe. Wynika to z

twierdzenia Hartmana-Grobmana:

Uktad dynamiczny x = f(x) oraz jego linearyzacja u = J(z*, y*)u

w otoczeniu hiperbolicznych punktéw statych (tj. takich, w ktérych wartosci
wtasne jakobianu J(z*, y*) maja Re A # 0) sa topologicznie sprzezone.
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Uktady nieliniowe

Zadanie 21

Zlinearyzowac

i =—y+azx(z? +y?)
gy = z+ay(e®+y?)

oraz zbada¢ stabilno$¢ punktéw statych (a # 0).
Poréwna¢ z portretem fazowym uktadu nieliniowego (np.
https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html).
Rozwigza¢ uktad analitycznie.
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Twierdzenie Poincarégo-Bendixsona

Rozwazmy x = f(x) w R?, gdzie f € C2, o skonczonej liczbie punktéw
statych. Wtedy kazdy zwarty zbiér graniczny jest jednym z nastepujacych:
© punkt staty,
@ orbita okresowa,

© hetero- lub homokliniczna orbita (tj. taczaca rézne punkty state albo
punkt staty ze soba, odpowiednio).
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Twierdzenie Poincarégo-Bendixsona

Rozwazmy x = f(x) w R?, gdzie f € C2, o skonczonej liczbie punktéw
statych. Wtedy kazdy zwarty zbiér graniczny jest jednym z nastepujacych:
© punkt staty,
@ orbita okresowa,

© hetero- lub homokliniczna orbita (tj. taczaca rézne punkty state albo
punkt staty ze soba, odpowiednio).

Nastepstwo twierdzenia PB

Przestrzen 2D jest zbyt ,ciasna” zeby mdgt sie pojawi¢ chaos. A zatem
autonomiczny ukfad dynamiczny x = f(x) musi by¢ co najmniej 3D zeby
zachowania chaotyczne mogty zaistniec.
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Twierdzenie Poincarégo-Bendixsona

Rozwazmy x = f(x) w R?, gdzie f € C2, o skonczonej liczbie punktéw
statych. Wtedy kazdy zwarty zbiér graniczny jest jednym z nastepujacych:
© punkt staty,
@ orbita okresowa,

© hetero- lub homokliniczna orbita (tj. taczaca rézne punkty state albo
punkt staty ze soba, odpowiednio).

Nastepstwo twierdzenia PB

Przestrzen 2D jest zbyt ,ciasna” zeby mdgt sie pojawi¢ chaos. A zatem
autonomiczny ukfad dynamiczny x = f(x) musi by¢ co najmniej 3D zeby
zachowania chaotyczne mogty zaistniec.

Warunki dla odwzorowan. Twierdzenie PB stosuje sie tylko do uktadéw
z ciggtym czasem. Dla odwzorowan (uktadéw dynamicznych z

dyskretnym czasem) do chaosu potrzeba:

(i) 2D jesli odwz. jest odwracalne (np. odwz. Chirikowa),

(ii) 1D jesli odwz. jest nieodwracalne (np. odwz. logistyczne).
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Kontrakcja objetosci

e n — wektor jednostkowy, normalny do powierzchni zamknietej S(t)
o objetosci V' (t)

o f — pole predkosci punktéw wewnatrz S(t)

@ W czasie dt, obszar o powierzchni dA przesuwa sie w obszarze
o objetosci (f - ndt)dA

o V(t+dt)=V(t)+ [¢(f -ndt)dA

V= [sf ndA

Z twierdzenia o dywergencji: V = [, V- fdV

Jesli V - f jest state: % nV=V.f
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Uktad Lorenza?

Mocno uproszczony model konwekgeji atmosferycznej.

z =o(y—x) “ // 1 //’
e ey Py oY
Z =uxy—bz S I Q /

2L orenz, J. Atmos. Sci., 20, 130 (1963); Sparrow, The Lorenz Equations
3Haken, Phys. Lett., 53, 77 (1975)
*https://uww.youtube.com/watch?v=S1wEt5QhAGY
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Uktad Lorenza?

Mocno uproszczony model konwekgeji atmosferycznej.

& =oly—a) /// //
A S O /00

x ~ predkosé

y ~ horyzontalny profil temperatury
z ~ wertykalny profil temperatury
o ~ liczba Prandtla = 10

r ~ liczba Rayleigha = 28

b ~ rozmiar cylindra (R/H) = 8/3
o,b,r >0

2L orenz, J. Atmos. Sci., 20, 130 (1963); Sparrow, The Lorenz Equations
3Haken, Phys. Lett., 53, 77 (1975)
*https://uww.youtube.com/watch?v=S1wEt5QhAGY
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https://www.youtube.com/watch?v=SlwEt5QhAGY

Uktad Lorenza?

Mocno uproszczony model konwekgeji atmosferycznej.
i =oly—2) L
y =-—zztrz—y Ve =Y A
z =uay—bz QG /Qo//
— =

o x ~ predkos¢

. Pojawia sie w:
@ y ~ horyzontalny profil temperatury

. o laserach®
@ z ~ wertykalny profil temperatury

@ o ~ liczba Prandtla = 10 ® dynamach

@ 7 ~ liczba Rayleigha = 28 obwodach el

@ b ~ rozmiar cylindra (R/H) = 8/3
e 0,b,r>0

2L orenz, J. Atmos. Sci., 20, 130 (1963); Sparrow, The Lorenz Equations
3Haken, Phys. Lett., 53, 77 (1975)
*https://uww.youtube.com/watch?v=S1wEt5QhAGY
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https://www.youtube.com/watch?v=SlwEt5QhAGY

Uktad Lorenza — ograniczono$¢ rozwigzanh

Rozwazmy sferyczng powierzchnie S : R? = 22 + % + (z — r — o). Jedli
dana trajektoria zaczyna sie wewnatrz S:
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Uktad Lorenza — ograniczono$¢ rozwigzanh

Rozwazmy sferyczng powierzchnie S : R? = 22 + % + (z — r — o). Jedli
dana trajektoria zaczyna sie wewnatrz S:

d d
aRQZ&[JZ2+y2+(z—T—J)Q]:2a:jz+2yy+2(z—r—a)z
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Uktad Lorenza — ograniczono$¢ rozwigzanh

Rozwazmy sferyczng powierzchnie S : R? = 22 + % + (z — r — o). Jedli
dana trajektoria zaczyna sie wewnatrz S:

d d
aRQZ&[JZ2+y2+(z—T—J)Q]:2a:jz+2yy+2(z—r—a)z

=2

r+o 2_b(r+0)2
2 4

Ua:2+y2+b<z—
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Uktad Lorenza — ograniczono$¢ rozwigzanh

Rozwazmy sferyczng powierzchnie S : R? = 22 + % + (z — r — o). Jedli
dana trajektoria zaczyna sie wewnatrz S:
d , :

d
SR = Sl g (2= = 0)%) = 2w 295+ 2(2 — 7 — )2

_ r+0>2_b(r+0)2

2 4

Ua:2+y2+b<z—

Wezmy poczatkowe R na tyle duze by obja¢ elipsoide £ C S:

r+0)2 B b(r + o)?

2 2
bl 2 —
or”+y + <z 5 1
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Uktad Lorenza — ograniczono$¢ rozwigzanh

Rozwazmy sferyczng powierzchnie S : R? = 22 + % + (z — r — o). Jedli
dana trajektoria zaczyna sie wewnatrz S:
d o

d
aR :&[3:2%—?;24—(2—7“—0)2]:2azj:+2yy+2(z—r—a)2

=2

r+cr>2_ b(r + o)?

2 2
bl 2—
or® +y° + <z 5 1

Wezmy poczatkowe R na tyle duze by obja¢ elipsoide £ C S:

2 2
b
ax2+y2+b<z—r+a) _ (r+o) .

2 4

Wtedy na zewnatrz £ (w szczegélnosci, na powierzchni S) zachodzi
%RQ < 0, zatem trajektoria zawsze zmierza ku wnetrzu S i nigdy z niego
nie wychodzi = S jest obszarem putfapkowania, trajektoria jest
ograniczona i nigdy nie ucieka do nieskonczonosci.
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Uktad Lorenza — kontrakcja objetosci

& =o(y— )
Yy =-—zxz+rr—y
z =uxy—bz

V-f=—-0—-1-0b¢c const. =
Ry SN
dit
InV =—(c+b+1)t+1Inl), gdzie 0 < Vp € const. =

V(t) — V*Oe—(a-‘rb-i-l)t
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Lorenza — kontrakcja objetosci

& =o(y— )
Yy =-—xzz+rr—y
z =uxy—bz

V-f=—-0—-1-0>¢€ const. =

ian:—cf—l—b:>
dit

InV =—(c+b+1)t+1Inl), gdzie 0 < Vp € const. =

V(1) = Voo (o0
Zatem:
@ dowolna skoriczona objetos¢ V) ewoluuje w zbidr o zerowej mierze =

@ nie mog3 istnie¢ odpychajace punkty state.
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Lorenza — punkty state

N .

oy —x)
—zrz+rr—y
xy — bz

Q =y =2z=0—istnieje zawsze

Q@ z=y=+b(r—1), z=r—1; oznaczane CF, istniejg gdy r > 1
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Uktad Lorenza — stabilno$¢ pocz. ukt. wsp.

x=(0,0,0)

Macierz blokowa z blokiem j = < —ra _01 >
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Uktad Lorenza — stabilno$¢ pocz. ukt. wsp.

—0 c 0 0
30,000 = —z4r -1 —= = g) _b>
Y x  —b x=(0,0,0)
Macierz blokowa z blokiem j = < —ra _01 >.Warto§ci wiasne:
—(o4+1)x+/(0 —1)2 +4or

A2 =

A3 =—b
, 9 3 <0
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Uktad Lorenza — stabilno$¢ pocz. ukt. wsp.

—0 c 0 0
30,000 = —z4r -1 —= = g) _b>
Y x  —b x=(0,0,0)
Macierz blokowa z blokiem j = < —ra _01 >.Warto§ci wiasne:
—(o4+1)x+/(0 —1)2 +4or

A2 =

A3 = —b
, B) 3 <0

)\1—|—)\2:Trj:—(0—|—1)<0
Mg = —detj=o(r — 1) & detj = o(1 — 1)
A = (Trj)? — 4detj > 0
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Uktad Lorenza — stabilno$¢ pocz. ukt. wsp.

—0 c 0 0
30,000 = —z4r -1 —= = g) _b>
Y x  —b x=(0,0,0)
Macierz blokowa z blokiem j = < —ra _01 >.Warto§ci wiasne:
—(o4+1)x+/(0 —1)2 +4or

A2 =

A3 =—b
, 9 3 <0

)\1—|—)\2:Trj:—(0—|—1)<0
Mg = —detj=o(r — 1) & detj = o(1 — 1)
A = (Trj)? — 4detj > 0

Zatem (0,0,0) jest zlewem dla r < 1, za$ siodtem (niestabilnym w jednym
kierunku) dla » > 1 = r = 1 powstanie statej konwekgji.
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Uktad Lorenza — stabilno$¢ pocz. ukt. wsp.

J(0,0,0) = —z—i—r -

stable node unstable node

Macierz blokowa z blokiem j =

\ 0' + 1 :|: 1/ o — saddle saddle
1,2 =

)

M+ X =Trj=
)\1)\2 — _detj — O_(,r unstable focus-node
A= (i) -

Zatem (0,0,0) jest zlewem dla r < 1, :
kierunku) dla r > 1 = r = 1 powstani sadeics ~ saddie-ocus
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Uktad Lorenza — stabilnos¢ punktow C*

—o o 0
J(CT) = ( 1 -1 —/b(r — 1) )
Vo(r—1) /b(r—1) -b

—0 o 0
J(Cc™) = ( 1 -1 b(r —1) )
VT VT

Wielomian charakterystyczny:

M4 (0 4+ b+ 1A%+ (0 +7)bA+20b(r —1) =0

Rozwigzanie jest skomplikowane...
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Uktad Lorenza — stabilnos¢ punktow C*

...ale istnieje twierdzenie Routha-Hurwitza:
Wielomian charakterystyczny macierzy J:

M =T =N+ 0N by A+ b, =0

daje wartosci wtasne A o ujemnych czesciach rzeczywistych (co implikuje
stabilnos¢ powigzanego punktu statego) jesli

Vk=1,...,n: A >0

gdzie
by 1 0 0 0 0 0
b3 b b1 1 0 0 o 0
Ak — b5 b4 bg b2 bl 1 s 0
bok—1 bog—2 bop—3 bog—a bap—s5 bap— --- by
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Ukfad Lorenza — stabilnos¢ punktéw C*

N4+ (0+b+ 1A+ (0 +7)bA+20b(r —1) =0 :

o 61=U+b+1
@ by=(0c+r)b
@ bz =20b(r —1)
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Ukfad Lorenza — stabilnos¢ punktéw C*

N4+ (0+b+ 1A+ (0 +7)bA+20b(r —1) =0 :

061=U+b+1

@ by=(oc+r)b

@ by =20b(r—1)
Zatem:

o Ai=0b>0
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Uktad Lorenza — stabilnos¢ punktow C*

M4 (@+b+ DA+ (04 7)bA+20b(r —1) =0

ebi=0c+b+1
@ by=(oc+r)b
@ by =20b(r—1)
Zatem:
e Ai=b>0
@ Ay =biby— by =(c+b+1)[(0c+1)b] —20b(r —1) =

T(l+b—0)+0’(0’+b+3)>0<:>T<TH:%gdyO‘>b+l
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Uktad Lorenza — stabilnos¢ punktow C*

M4 (@+b+ DA+ (04 7)bA+20b(r —1) =0

ebi=0c+b+1
@ by=(oc+r)b
@ by =20b(r—1)
Zatem:
e Ai=0b>0
@ Ay =biby— by =(c+b+1)[(0c+1)b] —20b(r —1) =
r(l+b—0)+o(c+b+3) >O<:>T<TH:w gdyo >b+1
o A3 = b3y = taki sam warunek jak z Ay, czylibs >0dlar > 1
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Uktad Lorenza — stabilnos¢ punktow C*

M (0+b+ DN+ (0 +7)bA+20b(r —1) =0 :

ebi=0+b+1

@ by=(c+r)b

@ by =20b(r—1)
Zatem:

e Ai=0b>0

© Apg=biby —bz3=(c+b+1)[(c+7)b] —20b(r—1) =
r(1+b—a)+a(a+b+3)>O<:}r<rH:gEf_+bb_+13) gdy o >b+1
o A3z = b3As = taki sam warunek jak z Ag, czyli b3 > 0dlar > 1

Jesli o < b+ 1, stata konwekcja jest zawsze stabilna (nie istnieje r > 0
spetniajace warunek Aj).
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Lorenza — stabilnos¢

Dla danego o > b+ 1:
© jedna rzeczywista, ujemna wartos¢ wtasna (— kierunek stabilny)

@ oraz dwie zespolone sprzezone wartosci witasne; urojone gdy

o(oc+b+3)
PETH T T T

tj. r = 470/19 =~ 24.74 dla o = 10 oraz b = 8/3 (odtad ustalone
wartosci),

© C7 stabilne dla 1 < r < ry (stata konwekcja)
Q i traca stabilnos¢ gdy r > rp.
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Uktad Lorenza — dynamika

0 5 10 15 20 25 30
r
@ Dla 0 < r < 1 istnieje jeden punkt staty (stabilny) w pocz. ukt. wsp.
— brak konwekgji.
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Uktad Lorenza — dynamika

© Dla 0 < r < 1 istnieje jeden punk’rc staty (stabilny) w pocz. ukt. wsp.
— brak konwekgji.

@ Bifurkacja podwajania okresu nastepuje gdy » = 1 — pocz. ukt. wsp.
traci stabilno$¢ oraz powstaja dwa nowe punkty state C* (stata
konwekcja), stabilne dla 1 < r < rg. (Gdy r ~ 1.3456 pojawiaja sie
pierwsze oscylacje wokét CF.)
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Lorenza — dynamika

© Dla 0 < r < 1 istnieje jeden punk’rc staty (stabilny) w pocz. ukt. wsp.
— brak konwekgji.

@ Bifurkacja podwajania okresu nastepuje gdy » = 1 — pocz. ukt. wsp.
traci stabilno$¢ oraz powstaja dwa nowe punkty state C* (stata
konwekcja), stabilne dla 1 < r < rg. (Gdy r ~ 1.3456 pojawiaja sie
pierwsze oscylacje wokét CF.)

© C7 traca stabilnos¢ gdy » > rj7; nie ma juz zadnych stabilnych
punktéw statych.
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Uktad Lorenza — rozwigzania numeryczne
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Uktad Lorenza — rozwigzania numeryczne
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Uktad Lorenza — rozwigzania numeryczne

r=13.926557 1=13.926558
[ L —
5 |
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Uktad Lorenza — rozwigzania numeryczne
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Uktad Lorenza — rozwigzania numeryczne
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Uktad Lorenza — rozwigzania numeryczne
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Uktad Lorenza — rozwigzania numeryczne
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ad Lorenza — rozwigzania numeryczne

Pomijajac faze przejsciowa:

100 ) r=100
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Uktad Lorenza — rozwigzania numeryczne

Pomijajac faze przejsciowa:
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Lorenza — petna dynamika

Q Dla 1 <r < ry <13.926, trajektorie startujace z pobliza pocz. ukt.
wsp. wzdtuz niestabilnego kierunku sa przyciagane do blizszego C*.
Wystepuje homokliniczna bifurkacja w r;.
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Lorenza — petna dynamika

Q Dla 1 <r < ry <13.926, trajektorie startujace z pobliza pocz. ukt.
wsp. wzdtuz niestabilnego kierunku sa przyciagane do blizszego C*.
Woystepuje homokliniczna bifurkacja w ;.

@ Gdy 7 < r < ryr ~ 24.06, trajektorie oscyluja miedzy C* zanim
zaczna zmierza¢ do jednego z nich po spirali (przejsciowy chaos —
nowe zjawisko).
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Lorenza — petna dynamika

Q Dla 1 <r < ry <13.926, trajektorie startujace z pobliza pocz. ukt.
wsp. wzdtuz niestabilnego kierunku sa przyciagane do blizszego C*.
Wystepuje homokliniczna bifurkacja w r;.

@ Gdy 7 < r < ryr ~ 24.06, trajektorie oscyluja miedzy C* zanim

zaczna zmierza¢ do jednego z nich po spirali (przejsciowy chaos —
nowe zjawisko).

© Gdy ri; <r <rpg = 24.74 to powstaje prawdziwy chaos, ale ukfad
ma az 3 atraktory: C* oraz dziwny atraktor.
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wsp. wzdtuz niestabilnego kierunku sa przyciagane do blizszego C*.
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@ Gdy 7 < r < ryr ~ 24.06, trajektorie oscyluja miedzy C* zanim

zaczna zmierza¢ do jednego z nich po spirali (przejsciowy chaos —
nowe zjawisko).

© Gdy ri; <r <rpg = 24.74 to powstaje prawdziwy chaos, ale ukfad
ma az 3 atraktory: C* oraz dziwny atraktor.

Q@ W r = ry ma miejsce bifurkacja Hopfa.
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Lorenza — petna dynamika

Q Dla 1 <r < ry <13.926, trajektorie startujace z pobliza pocz. ukt.
wsp. wzdtuz niestabilnego kierunku sa przyciagane do blizszego C*.
Woystepuje homokliniczna bifurkacja w ;.

@ Gdy 7 < r < ryr ~ 24.06, trajektorie oscyluja miedzy C* zanim
zaczna zmierza¢ do jednego z nich po spirali (przejsciowy chaos —
nowe zjawisko).

© Gdy ri; <r <rpg = 24.74 to powstaje prawdziwy chaos, ale ukfad
ma az 3 atraktory: C* oraz dziwny atraktor.

Q@ W r = ry ma miejsce bifurkacja Hopfa.

@ Dla rg < r <7y = 30.1 dziwny atraktor jest asymptotycznie
jedynym stabilnym rozwigzaniem uktadu Lorenza.
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Lorenza — petna dynamika

Q Dla 1 <r < ry <13.926, trajektorie startujace z pobliza pocz. ukt.
wsp. wzdtuz niestabilnego kierunku sa przyciagane do blizszego C*.
Wystepuje homokliniczna bifurkacja w r;.

@ Gdy 7 < r < ryr ~ 24.06, trajektorie oscyluja miedzy C* zanim
zaczna zmierza¢ do jednego z nich po spirali (przejsciowy chaos —
nowe zjawisko).

© Gdy ri; <r <rpg = 24.74 to powstaje prawdziwy chaos, ale ukfad
ma az 3 atraktory: C* oraz dziwny atraktor.

Q@ W r = ry ma miejsce bifurkacja Hopfa.

@ Dla rg < r <7y = 30.1 dziwny atraktor jest asymptotycznie
jedynym stabilnym rozwigzaniem uktadu Lorenza.

O Dla rrrr < r < rry < 313 mamy okna okresowe, kaskady podwajania
okresu, chaos, intermitencje, itd.
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Lorenza — petna dynamika

Dla 1 < r < ry < 13.926, trajektorie startujace z pobliza pocz. ukt.
wsp. wzdtuz niestabilnego kierunku sa przyciagane do blizszego C*.
Wystepuje homokliniczna bifurkacja w r;.

Gdy r; <7 < 77 ~ 24.06, trajektorie oscylujg miedzy C* zanim
zaczna zmierza¢ do jednego z nich po spirali (przejsciowy chaos —
nowe zjawisko).

Gdy 777 <1 < rg = 24.74 to powstaje prawdziwy chaos, ale uktad
ma az 3 atraktory: C* oraz dziwny atraktor.

W r = rg ma miejsce bifurkacja Hopfa.

Dla rg < r < 75 = 30.1 dziwny atraktor jest asymptotycznie
jedynym stabilnym rozwigzaniem uktadu Lorenza.

Dla rirr < r < rry < 313 mamy okna okresowe, kaskady podwajania
okresu, chaos, intermitencje, itd.

Dla r 2 313 istnieja stabilne atraktory bedace cyklami granicznymi.
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Lorenza — petna dynamika

Q Dla 1 <r < ry <13.926, trajektorie startujace z pobliza pocz. ukt.
wsp. wzdtuz niestabilnego kierunku sa przyciagane do blizszego C*.
Wystepuje homokliniczna bifurkacja w r;.

@ Gdy 7 < r < ryr ~ 24.06, trajektorie oscyluja miedzy C* zanim
zaczna zmierza¢ do jednego z nich po spirali (przejsciowy chaos —
nowe zjawisko).

© Gdy ri; <r <rpg = 24.74 to powstaje prawdziwy chaos, ale ukfad
ma az 3 atraktory: C* oraz dziwny atraktor.

Q@ W r = ry ma miejsce bifurkacja Hopfa.

@ Dla rg < r <7y = 30.1 dziwny atraktor jest asymptotycznie
jedynym stabilnym rozwigzaniem uktadu Lorenza.

O Dla rrrr < r < rry < 313 mamy okna okresowe, kaskady podwajania
okresu, chaos, intermitencje, itd.

@ Dla r = 313 istnieja stabilne atraktory bedace cyklami granicznymi.
Uktady nieliniowe s3 petne niemonotonicznych niespodzianek...
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Bifurkacja Hopfa

Sprzezone zespolone wartosci whasne macierzy J staja sie urojone.
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Bifurkacja Hopfa

Sprzezone zespolone wartosci whasne macierzy J staja sie urojone.
Stabilna spirala — niestabilna spirala otoczona cyklem granicznym.
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Bifurkacja Hopfa

Sprzezone zespolone wartosci whasne macierzy J staja sie urojone.
Stabilna spirala — niestabilna spirala otoczona cyklem granicznym.
Przyktad: 0 =1, p = p(a — p?). Punkt staty w p = 0, stabilny gdy a <0
(spirala), niestabilny dla o > 0.
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Bifurkacja Hopfa

Sprzezone zespolone wartosci whasne macierzy J staja sie urojone.

Stabilna spirala — niestabilna spirala otoczona cyklem granicznym.
Przyktad: 0 =1, p = p(a — p?). Punkt staty w p = 0, stabilny gdy a <0
(spirala), niestabilny dla o > 0.

Gdy a > 0, pojawia sie nowy, stabilny punkt staty, p = \/a, prowadzacy do
powstania cyklu granicznego (superkrytyczna bifurkacja Hopfa w o = 0:
punkt staty zmienia sie w cykl graniczny):

a<0
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Bifurkacja Hopfa

Sprzezone zespolone wartosci whasne macierzy J staja sie urojone.

Stabilna spirala — niestabilna spirala otoczona cyklem granicznym.
Przyktad: 0 =1, p = p(a — p?). Punkt staty w p = 0, stabilny gdy a <0
(spirala), niestabilny dla o > 0.

Gdy a > 0, pojawia sie nowy, stabilny punkt staty, p = \/a, prowadzacy do
powstania cyklu granicznego (superkrytyczna bifurkacja Hopfa w o = 0:
punkt staty zmienia sie w cykl graniczny):

a<0

Gdy o < 0, wartosci wiasne A = a & iw, wiec gdy o« — 07, \ staja sie
urojone. Gdy a = 0 trajektoria zmierza do punktu statego po niezwykle
gestej spirali (nieliniowa stabilnos¢).
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Bifurkacje Hopfa

£

@ Superkrytyczna bifurkacja
Hopfa:
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Bifurkacje Hopfa

@ Superkrytyczna bifurkacja
Hopfa:

@ Subkrytyczna bifurkacja Hopfa:
p=pla+p®)
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Bifurkacje Hopfa

supercritical Hopf

a

subcritical Hopf
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Bifurkacje Hopfa

supercritical Hopf

Zadanie 22

Pokaza¢, ze gdy r = ry, to
para wartoéci wtasnych Aq 2
punktéw C* uktadu Lorenza
a ; . : .

subcritical Hopf Jest.urOJ/ona. I sprzezona.
Obliczy¢ tez A3.

(Wskazowka: faktoryzacja
wielomianu

charakterystycznego.)
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Bifurkacja homokliniczna

Kiedy cykl graniczny zderza sie z siodtem:

y
(@) J ()

@_ N
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Diagram bifurkacyjny

Bardziej kompletny diagram bifurkacyjny uktadu Lorenza:

100
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Uktad Lorenza — diagram bifurkacyjny

Zmax
40}
35
30
2(t) 25¢ ]
o | W M N H | L
15} :
10-4 ‘ ‘ \ | M
0 5 10 15 20
t
Zmax € { M, — 17MnaMn+17 .- }
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Uktad Lorenza — diagram bifurkacyjny

400-

300-

N 200-

100:

0 50 100 150 200 250 300 350
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Uktad Lorenza — diagram bifurkacyjny
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Uktad Lorenza — diagram bifurkacy;

91.5 92.0 92.5 93.0 93.5
r
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,Odwzorowanie” Lorenza:
brak cykli granicznych dla r» > rg

M4y B

Ma

Ed £ %= 3
l‘m 4. (‘onesk)ondmg values of relative maximum of Z
relative of Z (ordinate)

occurring, durl!\g the first 6000 iterations.
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.Odwzorowanie” Lorenza:
brak cykli granicznych dla r» > rg

Mo

Ma

2 E3 £ £

l‘m 4. (‘onesk)ondmg values of relative maximum of Z
relative of Z (ordinate)

occurring, durl!\g the first 6000 iterations.

Ta ,krzywa” ma grubosc!

o |f'(My)| >1— cykle
graniczne s3 niestabilne.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 4 43 /59



.Odwzorowanie” Lorenza:
brak cykli granicznych dla r» > rg

e Model odwz. Lorenza, € (0, 1]:

Mo

' M1 = (1 —/2M, — 1\)

‘.‘ " u=1

Ma

Mn 41

2 E3 £ £

l‘m 4. (‘onesk)ondmg values of relative maximum of Z
relative of Z (ordinate)

occurring, durl!\g the first 6000 iterations.

Ta ,krzywa” ma grubosc!

o [f'(My)| >1— cykle .
graniczne s3 niestabilne. M,
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Rozwigzania okresowe dla r > 1

Zdefiniujmy € = r~1/2 < 1 oraz przeskalujmy zmienne:

r=u/e,y=v/(0), 2= (w/o + 1)/, t = erT.
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Rozwigzania okresowe dla r > 1

Zdefiniujmy € = r~1/2 < 1 oraz przeskalujmy zmienne:

r=u/e,y =v/(?0), 2 = (w/o + 1)/, t = er. Uklad Lorenza przyjmuje
wtedy postac:

U =V —€ou
UV = —uw — €v
w = uv — eb(w + o)
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Rozwigzania okresowe dla r > 1

Zdefiniujmy € = r~1/2 < 1 oraz przeskalujmy zmienne:

r=u/e,y =v/(?0), 2 = (w/o + 1)/, t = er. Uklad Lorenza przyjmuje
wtedy postac:

U =V —€ou
UV = —uw — €v
w = uv — eb(w + o)

Pomijajac mate wyrazy, tj. rzedu O(e):

U =0
v = —uw
w = uv
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Rozwigzania okresowe dla r > 1

Zdefiniujmy € = r~1/2 < 1 oraz przeskalujmy zmienne:

r=u/e,y =v/(?0), 2 = (w/o + 1)/, t = er. Uklad Lorenza przyjmuje
wtedy postac:

U =V —€ou
UV = —uw — €v
w = uv — eb(w + o)

Pomijajac mate wyrazy, tj. rzedu O(e):

U =0
v = —uw
w = uv

skad dostaniemy dwie catki pierwsze:

201 = u? — 2w, a% =2 +w?
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Rozwigzania okresowe dla r > 1

Zdefiniujmy € = r~1/2 < 1 oraz przeskalujmy zmienne:

r=u/e,y =v/(?0), 2 = (w/o + 1)/, t = er. Uklad Lorenza przyjmuje
wtedy postac:

U =V —€ou
UV = —uw — €v
w = uv — eb(w + o)

Pomijajac mate wyrazy, tj. rzedu O(e):

U =0
v = —uw
w = uv

skad dostaniemy dwie catki pierwsze:

201 = u? — 2w, a% =2 +w?

Ostatecznie;

w = \/2(a2 —w)(ag + w)(a; +w)

o rozwigzaniach w postaci funkgji eliptycznych (sn, cn, ...), ktére sa okresowe.
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Rozwigzania okresowe dla r > 1

Zdefiniujmy € = r~1/2 < 1 oraz przeskalujmy zmienne:

r=u/e,y =v/(?0), 2 = (w/o + 1)/, t = er. Uklad Lorenza przyjmuje
wtedy postac:

U =V —€ou
UV = —uw — €v ,

. £ ~ 1-2cn(t
w =uv—ebw+ o) w(t) cni(®)

Pomijajac mate wyrazy, tj. rzedu O(e):

U =0
v = —uw
w = uv

skad dostaniemy dwie catki pierwsze:

201 = u? — 2w, a% =2 +w?

Ostatecznie;

w = \/2(a2 —w)(ag + w)(a; +w)
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Przekroj Poincarégo
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Przekroj Poincarégo

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
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Wyktadniki Lapunowa

Rozwazmy uktad dynamiczny x = f(x) z warunkiem poczatkowym x oraz
infinitezymalny wektor odchylenia (pomiedzy dwiema poczatkowo bliskimi
orbitami) w, ktérego ewolucja dana jest réwnaniem

w(t) =J; - w(t),

gdzie J; jest jakobianem f w chwili ¢, z warunkiem poczatkowym xg.

®Alligood, Sauer, Yorke. Chaos. An Introduction to Dynamical Systems.
ariusz Tarnopolski eoria aosu 'yktad 4 47 / 59
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Wyktadniki Lapunowa

Rozwazmy uktad dynamiczny x = f(x) z warunkiem poczatkowym x oraz
infinitezymalny wektor odchylenia (pomiedzy dwiema poczatkowo bliskimi
orbitami) w, ktérego ewolucja dana jest réwnaniem

w(t) =J; - w(t),

gdzie J; jest jakobianem f w chwili ¢, z warunkiem poczatkowym xg.
Wyktadniki Lapunowa s3 dane jako

A= lim S ln [wi(t)]
t—oo t  |w;(0)]

®Alligood, Sauer, Yorke. Chaos. An Introduction to Dynamical Systems.
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Wyktadniki Lapunowa

Rozwazmy uktad dynamiczny x = f(x) z warunkiem poczatkowym x oraz
infinitezymalny wektor odchylenia (pomiedzy dwiema poczatkowo bliskimi
orbitami) w, ktérego ewolucja dana jest réwnaniem

w(t) =J; - w(t),

gdzie J; jest jakobianem f w chwili ¢, z warunkiem poczatkowym xg.
Wyktadniki Lapunowa s3 dane jako

A= lim S ln [wi(t)]
t—oo t  |w;(0)]

W praktyce, trzeba wzigé¢ pod uwage ewolucje potoku fazowego wzdtuz
trajektorii.>

®Alligood, Sauer, Yorke. Chaos. An Introduction to Dynamical Systems.
ariusz Tarnopolski eoria aosu 'yktad 4 47 / 59
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Wyktadniki Lapunowa

@ Potok fazowy F(xq) jest punktem, do ktérego orbita z warunkiem
poczatkowym xq dociera po czasie t.
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Wyktadniki Lapunowa

@ Potok fazowy F(xq) jest punktem, do ktérego orbita z warunkiem
poczatkowym xq dociera po czasie t.

@ Niech DF;(xo) € RV*YN bedzie pochodna F;(x() wzgledem x;, dla
ustalonego t. Jej ewolucje mozna wyrazi¢ poprzez réwnanie rézniczkowe
(zwane réwnaniem wariacyjnym).
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Wyktadniki Lapunowa

@ Potok fazowy F(xq) jest punktem, do ktérego orbita z warunkiem
poczatkowym xq dociera po czasie t.

@ Niech DF;(xo) € RV*YN bedzie pochodna F;(x() wzgledem x;, dla
ustalonego t. Jej ewolucje mozna wyrazi¢ poprzez réwnanie rézniczkowe
(zwane réwnaniem wariacyjnym).

® Zauwazmy, ze F;(x() jest rozwigzaniem ukfadu x = f(x), zatem spetnia
LF(x0) = £ [Fy(x0)].
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Wyktadniki Lapunowa

@ Potok fazowy F(xq) jest punktem, do ktérego orbita z warunkiem
poczatkowym xq dociera po czasie t.

@ Niech DF;(xo) € RV*YN bedzie pochodna F;(x() wzgledem x;, dla
ustalonego t. Jej ewolucje mozna wyrazi¢ poprzez réwnanie rézniczkowe
(zwane réwnaniem wariacyjnym).

® Zauwazmy, ze F;(x() jest rozwigzaniem ukfadu x = f(x), zatem spetnia
LF(x0) = £ [Fy(x0)].

@ Roézniczkujac wzgledem x( otrzymamy

%DFt(XO) = Df [F(x¢)] - DF(x0),

czyli wiasnie réwnanie wariacyjne.
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Wyktadniki Lapunowa

@ Potok fazowy F(xq) jest punktem, do ktérego orbita z warunkiem
poczatkowym xq dociera po czasie t.

@ Niech DF;(xg) € RV*¥ bedzie pochodna F;(xo) wzgledem xq, dla
ustalonego t. Jej ewolucje mozna wyrazi¢ poprzez réwnanie rézniczkowe
(zwane réwnaniem wariacyjnym).

® Zauwazmy, ze F;(x() jest rozwigzaniem ukfadu x = f(x), zatem spetnia
LF(x0) = £ [Fy(x0)].
@ Roézniczkujac wzgledem x( otrzymamy

%DFt(XO) = Df [F(x¢)] - DF(x0),

czyli wiasnie réwnanie wariacyjne.

@ Zauwazmy tez, ze DF;(xg) jest jakobianem J; potoku (jako
jawnej funkgji t) wyrazonym w punkcie xo. Warunkiem poczatkowym jest
macierz jednostkowa, poniewaz F(xg) = xq z definicji. Df [F;(x()] moze
by¢ obliczone bezposrednio z uktadu dynamicznego.
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Wyktadniki Lapunowa

@ Zeby obliczy¢ DF(xo) w chwili t, potrzebne jest rozwiazanie: x(t). A zatem
uktad dynamiczny oraz réwnanie wariacyjne tworza uktad réwnan, ktére
musza by¢ rozwigzywane jednoczesnie.
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Wyktadniki Lapunowa

@ Zeby obliczy¢ DF(xo) w chwili t, potrzebne jest rozwiazanie: x(t). A zatem
uktad dynamiczny oraz réwnanie wariacyjne tworza uktad réwnan, ktére
musza by¢ rozwigzywane jednoczesnie.

@ Skoro przestrzen fazowa jest ograniczona, ewolucja potoku fazowego nie
moze przebiega¢ dowolnie dtugo. Ponadto, wektory odchylenia ostatecznie
ustawig sie w kierunku najwiekszego A. (Por. wyktad 3, slajd 7.)
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Wyktadniki Lapunowa

@ Zeby obliczy¢ DF(xo) w chwili t, potrzebne jest rozwiazanie: x(t). A zatem
uktad dynamiczny oraz réwnanie wariacyjne tworza uktad réwnan, ktére
musza by¢ rozwigzywane jednoczesnie.

@ Skoro przestrzen fazowa jest ograniczona, ewolucja potoku fazowego nie
moze przebiega¢ dowolnie dtugo. Ponadto, wektory odchylenia ostatecznie
ustawig sie w kierunku najwiekszego A. (Por. wyktad 3, slajd 7.)

@ Zeby temu zapobiec, po relatywnie krétkim przedziale czasu At wektory
tworzace kolumny macierzy DF;(x() sa ortonormalizowane przy uzyciu
procedury Grama-Schmidta, ktéra jest powtarzana po uptywie kolejnego At,
itd. Normy tych wektoréw sa po kazdej iteracji akumulowane i usredniane,
dajac widmo Lapunowa (tj. zbiér wszystkich wyktadnikéw Lapunowa).
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Wyktadniki Lapunowa

@ Zeby obliczy¢ DF(xo) w chwili t, potrzebne jest rozwiazanie: x(t). A zatem
uktad dynamiczny oraz réwnanie wariacyjne tworza uktad réwnan, ktére
musza by¢ rozwigzywane jednoczesnie.

@ Skoro przestrzen fazowa jest ograniczona, ewolucja potoku fazowego nie
moze przebiega¢ dowolnie dtugo. Ponadto, wektory odchylenia ostatecznie
ustawig sie w kierunku najwiekszego A. (Por. wyktad 3, slajd 7.)

@ Zeby temu zapobiec, po relatywnie krétkim przedziale czasu At wektory
tworzace kolumny macierzy DF;(x() sa ortonormalizowane przy uzyciu
procedury Grama-Schmidta, ktéra jest powtarzana po uptywie kolejnego At,
itd. Normy tych wektoréw sa po kazdej iteracji akumulowane i usredniane,
dajac widmo Lapunowa (tj. zbiér wszystkich wyktadnikéw Lapunowa).

@ Zawsze bedzie istniat (dla pewnego i) \; = 0 zwiazany z kierunkiem
wzdtuz orbity.
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Wyktadniki Lapunowa

Rysujac A; w funkcji iteracji dostaniemy wykres (tzw. convergence plot):

0: AVA'\,W

-10F ]

5k, T—————  —— ]

0 500 1000 1500 2000
iteration

(A1, A2, Ag) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)
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Wyktadniki Lapunowa

o (A1, A2, A3) = (0.8884,—0.0107, —14.5444)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 4 51 /59



Wyktadniki Lapunowa

o (A1, Mo, M) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)
o V(t) =Vhexp (D, Ait)
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Wyktadniki Lapunowa

o (A1, A2, A3) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)
o V(t)=Voexp (D ; Mit) =
o V=V3I\
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Wyktadniki Lapunowa

o (A1, A2, \3) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)
o V(t)=Voexp (D ; Mit) =
o V=VY,\= [,V £dV (por. slajd 14)
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Wyktadniki Lapunowa

(A1, A2, A3) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)

V(t) =Voexp (D ; Ait) =

V=V,\=[,V-£fdV (por. slajd 14)

Uktad Lorenza: V- f = —(c + b+ 1) € const. (por. slajd 17) =
[, V£V =VV.£
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Wyktadniki Lapunowa

(A1, A2, Ag) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)

V(t) =Voexp (D ; Ait) =

V=V,\=[,V-£fdV (por. slajd 14)

Uktad Lorenza: V- f = —(c + b+ 1) € const. (por. slajd 17) =
[,V £V =VV.f =

oY N=V-f
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Wyktadniki Lapunowa

(A1, A2, Ag) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)

V(t) =Voexp (D ; Ait) =

V=V,\=[,V-£fdV (por. slajd 14)

Uktad Lorenza: V- f = —(c + b+ 1) € const. (por. slajd 17) =
[,V £V =VV.f =

oY N=V-f

3. A\ =—136667T=V-f=—(c+b+1)=—(10+8/3+1)
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Wyktadniki Lapunowa

(A1, A2, Ag) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)

V(t) =Voexp (D ; Ait) =

V=V,\=[,V-£fdV (por. slajd 14)

Uktad Lorenza: V- f = —(c + b+ 1) € const. (por. slajd 17) =
[,V £V =VV.f =

oY N=V-f

> A\ =—13666T=V-f=—(0+b+1)=—(10+8/3+1) v
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Wyktadniki Lapunowa

(A1, A2, Ag) = (0.8884, —0.0107, —14.5444)

V(t) =Voexp (D ; Ait) =

V=V,\=[,V-£fdV (por. slajd 14)

Uktad Lorenza: V- f = —(c + b+ 1) € const. (por. slajd 17) =
[,V £V =VV.f =

oY N=V-f

> A\ =—13666T=V-f=—(0+b+1)=—(10+8/3+1) v

o W ogdlnosci zachodzi:

D Ai=(V-f),
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Does the flap of a butterfly’s wings in Brazil
set off a tornado in Texas?

Edward Lorenz, 1972°

®Lorenz, The Essence of Chaos
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Uktad Lorenza

Does the flap of a butterfly’s wings in Brazil
set off a tornado in Texas?

Edward Lorenz, 1972°

Tke BuTTerf l&ﬂ Effe CT

®Lorenz, The Essence of Chaos
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Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

x — ofiara, y — drapieznik:

{j; = ax — fxy
Yy =oxy—y

gdzie o, 8,6,y > 0ix,y > 0.
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Uktad Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

x — ofiara, y — drapieznik:
{ T =ax— Bxy
y =oxy—y

gdzie o, 8,6,y > 0ix,y > 0.
Dwa punkty state:

0 (z,9) = (0,0)
Q (z,y) = (9/8,7/5)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 4 53 /59



Uktad Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

x — ofiara, y — drapieznik:

{m' = ax — Bxy
y =oxy—y

gdzie o, 8,6,y > 0ix,y > 0.
Dwa punkty state:

O (z,y)=(0,0)
Q (z,y) = (%/8,7/5)
Jakobian:
_(a—By —pBx
J= ( dy  dx—~
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Uktad Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

x — ofiara, y — drapieznik:

{m' = ax — Bxy
y =oxy—y

gdzie o, 8,6,y > 0ix,y > 0.
Dwa punkty state:

O (z,y) =(0,0)
Q (z,y) = (/8,7/5)
Jakobian:

[ a=By Bz
J_( Sy 5x—’y>

daje odpowiednio

Q )\ =a, Ay = —y — siodto

Q@ )\ = +i,/ay — Srodek
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Uktad Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

x — ofiara, y — drapieznik: Dzielac réwnania przez siebie:
T = ar— Bxy dﬁz_g5x—7

gdzie o, 8,6,y > 0ix,y > 0.
Dwa punkty state:

O (z,y) =(0,0)
Q (z,y) = (/8,7/5)
Jakobian:

s_(o-By —Bx
oy ox —y
daje odpowiednio

Q )\ =a, Ay = —y — siodto
Q@ )\ = +i,/ay — Srodek
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Uktad Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

x — ofiara, y — drapieznik: Dzielac réwnania przez siebie:
T =axr— fzy dy _ ydxr—n
Yy =0xy— Yy dx By —«
gdzie o, 3,6,v > 0i z,y > 0. CO po rozseparowaniu zmiennych
Dwa punkty state: prowadzi do
Q (z,y)=(0,0 — So —
(2,9) = (0.0) B=ay 5=
Q (z,y) = (%/8,7/)
Jakobian:

s_(o-By —Bx
oy ox —y
daje odpowiednio

Q )\ =a, Ay = —y — siodto
Q@ )\ = +i,/ay — Srodek
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Uktad Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

x — ofiara, y — drapieznik:

{m' = ax — Bxy
y =oxy—y

gdzie o, 8,6,y > 0ix,y > 0.
Dwa punkty state:

O (z,y) =(0,0)
Q (z,y) = (/8,7/5)
Jakobian:

s_(o-By —Bx
oy ox —y
daje odpowiednio

Q )\ =a, Ay = —y — siodto
Q@ )\ = +i,/ay — Srodek

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

Teoria Chaosu

Dzielac réwnania przez siebie:

dy _
de  zBy—a

€O po rozseparowaniu zmiennych
prowadzi do

_ S —
By ady+ <

Tdz =0

dajac rozwiaznie w postaci funkcji
uwikfanej:

dx—yInzx+fy—alny =V € const.

IUb
J,'fyy vV
e&v—i—ﬁy €
Wyktad 4 EVED



Uktad Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

*Mozna tez otrzymac¢ rozwigzanie wyrazone poprzez funkcje specjalng W Lamberta.
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Uktad Lotki-Volterry — drapieznik-ofiara

Mozna tak przeskalowa¢ zmienne
x,y,t parametrami «, 3,0, y, ze
uktad réwnan przyjmuje postac

{:t = Az(1—vy)
y = yl-1)

0 rozwiazaniu®

zy?

m =K € const.

*Mozna tez otrzymac¢ rozwigzanie wyrazone poprzez funkcje specjalng W Lamberta.
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Uktad Lotkl VoIterry — rywallzaqa mlqdzygatunkowa

Rozwazy¢ populacje krolikéw i owiec, rywalizujacych na
ograniczonym obszarze o te same zasoby, opisanych uktadem

dynamicznym ;‘;5,4. ’
AG R

{ z =@ —z)—2zy ey v

v =R (e

NI

| Zbadac dynamike tego modelu, tj. okresli¢ stabilnos¢ punktéw
statych i naszklcowac portret fazowy.

ﬁ :gf. A mwgw;’é.’w A e

. @Marlusz Tarnopolskl (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 4



Modelowanie sanek®

H(z,y) = —ax — bcos(pzx) cos(qy)

8Lorenz, The Essence of Chaos; Lurie, https://arxiv.org/abs/0910.2213
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Modelowanie sanek
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Modelowanie sanek

Figure 11. The upper left panel contains randomly chosen points
representing the cross-slope positions and speeds of five-thousand sleds, all
located on the same west-cast line. The lower left and then the upper right
and lower right panels represent the positions and speeds of the same sleds
after they have traveled 5 and then 10 and 15 meters down the slope.
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Modelowanie sanek
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Najprostszy chaotyczny uktad dynamiczny®

4 T

g '
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4 Previous Ymax

°z ciagha nieliniowoscia; Sprott, Phys. Lett. A 228, 271 (1997)
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Najprostszy chaotyczny uktad dynamiczny®

Zadanie 24

Przeksztatci¢ réwnanie ruchu do postaci
ukfadu dynamicznego i zbada¢
stabilnos¢ punktu statego. (Wskazéwka:
twierdzenie Routha-Hurwitza.)

Xmax
T T

°z ciagha nieliniowoscia; Sprott, Phys. Lett. A 228, 271 (1997)
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