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Ukªady dynamiczne

W ukªadach 1D, punkty staªe mog¡ by¢ stabilne (przyci¡gaj¡ce) lub
niestabilne (odpychaj¡ce). W ukªadach 2D pojawiaj¡ si¦ nowe zachowania.

Rozwa»my ukªad z czasem ci¡gªym:{
ẋ = f(x, y)
ẏ = g(x, y)

⇔ ẋ = f(x)

(x,y)

(x


,y
 )

Rozwa»my potok fazowy (pole wektorowe) w otoczeniu punktu staªego
x∗ = (x∗, y∗) : ẋ

∣∣
x=x∗ = 0 ⇒ f(x∗) = 0 ⇔ f(x∗, y∗) = 0, g(x∗, y∗) = 0.

Je±li f ∈ C1, wtedy x(t) istnieje i jest jednoznaczne ⇒ rozwi¡zanie nie
przecina samo siebie.
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Ukªady liniowe

(
ẋ
ẏ

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
≡ A

(
x
y

)

λ1, λ2 � warto±ci wªasne, v1,v2 � wektory wªasne macierzy A

λ2 − λTrA+ detA = 0

λ1,2 =
TrA±

√
(TrA)2 − 4detA

2

x(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2

Specjalny przypadek

dimkerA = 1 ⇒ x(t) = c1e
λtv + c2e

λt (tv +w), gdzie (A− λ1)w = v.
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Ukªady liniowe

Naprzód

1https://www.math24.net/linear-autonomous-systems-equilibrium-points/
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Ukªady liniowe
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Ukªady liniowe

Zadanie 20

Okre±li¢ jakie zachodz¡ relacje mi¦dzy
warto±ciami wªasnymi (λ1, λ2) w poszczególnych
obszarach diagramu (TrA, detA).
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Ukªady liniowe

Przykªad � punkt siodªowy: detA = det

(
−11 15
−5 9

)
< 0,TrA < 0.

λ1 > 0, λ2 < 0 ⇒ wektory wªasne s¡ liniowo niezale»ne.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

v1

v2

v1 � kierunek niestabilny, v2 � kierunek stabilny.
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Ukªady liniowe

Przykªad � zlew: A =

(
−7 3
−1 −3

)
daje detA > 0,TrA < 0, oraz

(TrA)2 − 4detA > 0. λ1 < λ2 < 0 ⇒ niezale»ne wektory wªasne.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

v1

v2

v1 � kierunek szybki, v2 � kierunek wolny.
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Ukªady liniowe

Przykªad � ±rodek: A =

(
9 −15
7 −9

)
daje detA > 0,TrA = 0.

λ1,2 � urojone ⇒ zespolone wektory wªasne.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

Osie � podchwytliwe: tanφ =
A12+A21±

√
4A2

11+(A12+A21)2

2A11
.
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Ukªady nieliniowe

Zlinearyzujmy ukªad w pobli»u x∗. Nast¦pnie zróbmy liniow¡ analiz¦
stabilno±ci.

Punkt staªy (x∗, y∗) : f(x∗, y∗) = 0, g(x∗, y∗) = 0.
Rozwa»my niewielkie odchylenie od niego:
u(t) = x(t)− x∗, v(t) = y(t)− y∗. Wtedy:

u̇ = ẋ = f(x, y) = f(x∗ + u, y∗ + v)

= f(x∗, y∗)︸ ︷︷ ︸
≡0

+u(t)
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
x=x∗︸ ︷︷ ︸

staªa

+v(t)
∂f

∂y

∣∣∣∣∣
x=x∗︸ ︷︷ ︸

staªa

+ . . .

Analogicznie: v̇ = u(t)
∂g

∂x

∣∣∣∣∣
x=x∗︸ ︷︷ ︸

staªa

+v(t)
∂g

∂y

∣∣∣∣∣
x=x∗︸ ︷︷ ︸

staªa

+ . . .
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u̇ = ẋ = f(x, y) = f(x∗ + u, y∗ + v)

= f(x∗, y∗)︸ ︷︷ ︸
≡0

+u(t)
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
x=x∗︸ ︷︷ ︸

staªa

+v(t)
∂f

∂y

∣∣∣∣∣
x=x∗︸ ︷︷ ︸

staªa

+ . . .

Analogicznie: v̇ = u(t)
∂g

∂x

∣∣∣∣∣
x=x∗︸ ︷︷ ︸

staªa

+v(t)
∂g

∂y

∣∣∣∣∣
x=x∗︸ ︷︷ ︸

staªa

+ . . .

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 4 10 / 59



Ukªady nieliniowe

Zlinearyzujmy ukªad w pobli»u x∗. Nast¦pnie zróbmy liniow¡ analiz¦
stabilno±ci.
Punkt staªy (x∗, y∗) : f(x∗, y∗) = 0, g(x∗, y∗) = 0.
Rozwa»my niewielkie odchylenie od niego:
u(t) = x(t)− x∗, v(t) = y(t)− y∗. Wtedy:
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Ukªady nieliniowe

(
u̇
v̇

)
=

(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)
x=x∗

(
u
v

)
+ . . . ≡ J(x∗, y∗)

(
u
v

)
+ . . .

Pomijaj¡c wyrazy kwadratowe oraz wy»szych rz¦dów dostajemy ukªad
zlinearyzowany w pobli»u punktu staªego.

Caveat emptor!

Linearyzacja pozwala poprawnie sklasy�kowa¢ siodªa, zlewy/¹ródªa, a tak»e
ogniska (spirale). Zachowanie zdegenerowanych zlewów/¹ródeª, ±rodków,
nie izolowanych punktów staªych [tj. granic obszarów w przestrzeni
(TrJ,detJ)] mo»e by¢ zaburzone przez wyrazy nieliniowe. Wynika to z

twierdzenia Hartmana-Grobmana:

Ukªad dynamiczny ẋ = f(x) oraz jego linearyzacja u̇ = J(x∗, y∗)u
w otoczeniu hiperbolicznych punktów staªych (tj. takich, w których warto±ci
wªasne jakobianu J(x∗, y∗) maj¡ Reλ ̸= 0) s¡ topologicznie sprz¦»one.
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Ukªady nieliniowe

Zadanie 21

Zlinearyzowa¢{
ẋ = −y + ax(x2 + y2)
ẏ = x+ ay(x2 + y2)

oraz zbada¢ stabilno±¢ punktów staªych (a ̸= 0).
Porówna¢ z portretem fazowym ukªadu nieliniowego (np.
https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html).
Rozwi¡za¢ ukªad analitycznie.
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Twierdzenie Poincarégo-Bendixsona

Rozwa»my ẋ = f(x) w R2, gdzie f ∈ C2, o sko«czonej liczbie punktów
staªych. Wtedy ka»dy zwarty zbiór graniczny jest jednym z nast¦puj¡cych:

1 punkt staªy,

2 orbita okresowa,

3 hetero- lub homokliniczna orbita (tj. ª¡cz¡ca ró»ne punkty staªe albo
punkt staªy ze sob¡, odpowiednio).

Nast¦pstwo twierdzenia PB

Przestrze« 2D jest zbyt �ciasna� »eby mógª si¦ pojawi¢ chaos. A zatem
autonomiczny ukªad dynamiczny ẋ = f(x) musi by¢ co najmniej 3D »eby
zachowania chaotyczne mogªy zaistnie¢.

Warunki dla odwzorowa«. Twierdzenie PB stosuje si¦ tylko do ukªadów

z ci¡gªym czasem. Dla odwzorowa« (ukªadów dynamicznych z
dyskretnym czasem) do chaosu potrzeba:
(i) 2D je±li odwz. jest odwracalne (np. odwz. Chirikowa),
(ii) 1D je±li odwz. jest nieodwracalne (np. odwz. logistyczne).
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Rozwa»my ẋ = f(x) w R2, gdzie f ∈ C2, o sko«czonej liczbie punktów
staªych. Wtedy ka»dy zwarty zbiór graniczny jest jednym z nast¦puj¡cych:

1 punkt staªy,

2 orbita okresowa,

3 hetero- lub homokliniczna orbita (tj. ª¡cz¡ca ró»ne punkty staªe albo
punkt staªy ze sob¡, odpowiednio).

Nast¦pstwo twierdzenia PB

Przestrze« 2D jest zbyt �ciasna� »eby mógª si¦ pojawi¢ chaos. A zatem
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Kontrakcja obj¦to±ci

n � wektor jednostkowy, normalny do powierzchni zamkni¦tej S(t)
o obj¦to±ci V (t)
f � pole pr¦dko±ci punktów wewn¡trz S(t)
W czasie dt, obszar o powierzchni dA przesuwa si¦ w obszarze
o obj¦to±ci (f · ndt)dA

V (t+ dt) = V (t) +
∫
S(f · ndt)dA

V̇ =
∫
S f · ndA

Z twierdzenia o dywergencji: V̇ =
∫
V ∇ · fdV

Je±li ∇ · f jest staªe: d

dt lnV = ∇ · f
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Ukªad Lorenza2

Mocno uproszczony model konwekcji atmosferycznej.
ẋ = σ(y − x)
ẏ = −xz + rx− y
ż = xy − bz

x ∼ pr¦dko±¢

y ∼ horyzontalny pro�l temperatury

z ∼ wertykalny pro�l temperatury

σ ∼ liczba Prandtla = 10

r ∼ liczba Rayleigha = 28

b ∼ rozmiar cylindra (R/H) = 8/3

σ, b, r > 0

Pojawia si¦ w:

laserach3

dynamach

obwodach el.

reakcjach chem.

kole wodnym4

2Lorenz, J. Atmos. Sci., 20, 130 (1963); Sparrow, The Lorenz Equations
3Haken, Phys. Lett., 53, 77 (1975)
4https://www.youtube.com/watch?v=SlwEt5QhAGY
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Ukªad Lorenza � ograniczono±¢ rozwi¡za«

Rozwa»my sferyczn¡ powierzchni¦ S : R2 = x2 + y2 + (z − r − σ)2. Je±li
dana trajektoria zaczyna si¦ wewn¡trz S:

d

dt
R2 =

d

dt
[x2 + y2 + (z − r − σ)2] = 2xẋ+ 2yẏ + 2(z − r − σ)ż

= −2

[
σx2 + y2 + b

(
z − r + σ

2

)2

− b(r + σ)2

4

]
We¹my pocz¡tkowe R na tyle du»e by obj¡¢ elipsoid¦ E ⊂ S:

σx2 + y2 + b

(
z − r + σ

2

)2

=
b(r + σ)2

4
.

Wtedy na zewn¡trz E (w szczególno±ci, na powierzchni S) zachodzi
d

dtR
2 < 0, zatem trajektoria zawsze zmierza ku wn¦trzu S i nigdy z niego

nie wychodzi ⇒ S jest obszarem puªapkowania, trajektoria jest
ograniczona i nigdy nie ucieka do niesko«czono±ci.
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Ukªad Lorenza � kontrakcja obj¦to±ci
ẋ = σ(y − x)
ẏ = −xz + rx− y
ż = xy − bz

∇ · f = −σ − 1− b ∈ const. ⇒

d

dt
lnV = −σ − 1− b ⇒

lnV = −(σ + b+ 1)t+ lnV0, gdzie 0 < V0 ∈ const. ⇒

V (t) = V0e
−(σ+b+1)t

Zatem:

dowolna sko«czona obj¦to±¢ V0 ewoluuje w zbiór o zerowej mierze ⇒
nie mog¡ istnie¢ odpychaj¡ce punkty staªe.
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Ukªad Lorenza � punkty staªe


ẋ = σ(y − x) = 0
ẏ = −xz + rx− y = 0
ż = xy − bz = 0

1 x = y = z = 0 � istnieje zawsze

2 x = y = ±
√
b(r − 1), z = r − 1; oznaczane C±, istniej¡ gdy r ⩾ 1
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Ukªad Lorenza � stabilno±¢ pocz. ukª. wsp.

J(0, 0, 0) =

 −σ σ 0
−z + r −1 −x

y x −b


x=(0,0,0)

=

(
j 0
0 −b

)

Macierz blokowa z blokiem j =

(
−σ σ
r −1

)
.

Warto±ci wªasne:

λ1,2 =
−(σ + 1)±

√
(σ − 1)2 + 4σr

2
; λ3 = −b < 0

λ1 + λ2 = Trj = −(σ + 1) < 0

λ1λ2 = −detj = σ(r − 1) ⇔ detj = σ(1− r)

∆ = (Trj)2 − 4detj > 0

Zatem (0, 0, 0) jest zlewem dla r < 1, za± siodªem (niestabilnym w jednym
kierunku) dla r > 1 ⇒ r = 1 powstanie staªej konwekcji. Wstecz
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Ukªad Lorenza � stabilno±¢ punktów C±

J(C+) =

 −σ σ 0

1 −1 −
√
b(r − 1)√

b(r − 1)
√

b(r − 1) −b



J(C−) =

 −σ σ 0

1 −1
√

b(r − 1)

−
√
b(r − 1) −

√
b(r − 1) −b


Wielomian charakterystyczny:

λ3 + (σ + b+ 1)λ2 + (σ + r)bλ+ 2σb(r − 1) = 0

Rozwi¡zanie jest skomplikowane...
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Ukªad Lorenza � stabilno±¢ punktów C±

...ale istnieje twierdzenie Routha-Hurwitza:
Wielomian charakterystyczny macierzy J:

|λ1− J| = λn + b1λ
n−1 + . . .+ bn−1λ+ bn = 0

daje warto±ci wªasne λ o ujemnych cz¦±ciach rzeczywistych (co implikuje
stabilno±¢ powi¡zanego punktu staªego) je±li

∀k = 1, . . . , n : ∆k > 0

gdzie

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 1 0 0 0 0 · · · 0
b3 b2 b1 1 0 0 · · · 0
b5 b4 b3 b2 b1 1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...
b2k−1 b2k−2 b2k−3 b2k−4 b2k−5 b2k−6 · · · bk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Ukªad Lorenza � stabilno±¢ punktów C±

λ3 + (σ + b+ 1)λ2 + (σ + r)bλ+ 2σb(r − 1) = 0 :

b1 = σ + b+ 1

b2 = (σ + r)b

b3 = 2σb(r − 1)

Zatem:

∆1 = b1 > 0

∆2 = b1b2 − b3 = (σ + b+ 1)[(σ + r)b]− 2σb(r − 1) =

r(1 + b− σ) + σ(σ + b+ 3) > 0 ⇔ r < rH = σ(σ+b+3)
σ−b−1 gdy σ > b+ 1

∆3 = b3∆2 ⇒ taki sam warunek jak z ∆2, czyli b3 > 0 dla r > 1
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Ukªad Lorenza � stabilno±¢ punktów C±

λ3 + (σ + b+ 1)λ2 + (σ + r)bλ+ 2σb(r − 1) = 0 :

b1 = σ + b+ 1

b2 = (σ + r)b

b3 = 2σb(r − 1)

Zatem:

∆1 = b1 > 0

∆2 = b1b2 − b3 = (σ + b+ 1)[(σ + r)b]− 2σb(r − 1) =

r(1 + b− σ) + σ(σ + b+ 3) > 0 ⇔ r < rH = σ(σ+b+3)
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Je±li σ < b+ 1, staªa konwekcja jest zawsze stabilna (nie istnieje r > 0
speªniaj¡ce warunek ∆2).
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Ukªad Lorenza � stabilno±¢

Dla danego σ > b+ 1:

1 jedna rzeczywista, ujemna warto±¢ wªasna (→ kierunek stabilny)

2 oraz dwie zespolone sprz¦»one warto±ci wªasne; urojone gdy

r = rH =
σ(σ + b+ 3)

σ − b− 1
,

tj. rH = 470/19 ≈ 24.74 dla σ = 10 oraz b = 8/3 (odt¡d ustalone
warto±ci),

3 C± stabilne dla 1 < r < rH (staªa konwekcja)

4 i trac¡ stabilno±¢ gdy r > rH .
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Ukªad Lorenza � dynamika
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bifurcation

C
+

C
-

rH

1 Dla 0 < r < 1 istnieje jeden punkt staªy (stabilny) w pocz. ukª. wsp.
→ brak konwekcji.

2 Bifurkacja podwajania okresu nast¦puje gdy r = 1 � pocz. ukª. wsp.
traci stabilno±¢ oraz powstaj¡ dwa nowe punkty staªe C± (staªa
konwekcja), stabilne dla 1 < r < rH . (Gdy r ≈ 1.3456 pojawiaj¡ si¦
pierwsze oscylacje wokóª C±.)

3 C± trac¡ stabilno±¢ gdy r > rH ; nie ma ju» »adnych stabilnych
punktów staªych.
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3 C± trac¡ stabilno±¢ gdy r > rH ; nie ma ju» »adnych stabilnych
punktów staªych.
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Ukªad Lorenza � rozwi¡zania numeryczne
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Ukªad Lorenza � rozwi¡zania numeryczne

Pomijaj¡c faz¦ przej±ciow¡:
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Ukªad Lorenza � peªna dynamika

1 Dla 1 < r < rI ≲ 13.926, trajektorie startuj¡ce z pobli»a pocz. ukª.
wsp. wzdªu» niestabilnego kierunku s¡ przyci¡gane do bli»szego C±.
Wyst¦puje homokliniczna bifurkacja w rI .

2 Gdy rI < r < rII ≈ 24.06, trajektorie oscyluj¡ mi¦dzy C± zanim
zaczn¡ zmierza¢ do jednego z nich po spirali (przej±ciowy chaos �
nowe zjawisko).

3 Gdy rII < r < rH ≈ 24.74 to powstaje prawdziwy chaos, ale ukªad
ma a» 3 atraktory: C± oraz dziwny atraktor.

4 W r = rH ma miejsce bifurkacja Hopfa.

5 Dla rH < r < rIII ≈ 30.1 dziwny atraktor jest asymptotycznie
jedynym stabilnym rozwi¡zaniem ukªadu Lorenza.

6 Dla rIII < r < rIV ≲ 313 mamy okna okresowe, kaskady podwajania
okresu, chaos, intermitencje, itd.

7 Dla r ≳ 313 istniej¡ stabilne atraktory b¦d¡ce cyklami granicznymi.
Ukªady nieliniowe s¡ peªne niemonotonicznych niespodzianek...
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Bifurkacja Hopfa

Sprz¦»one zespolone warto±ci wªasne macierzy J staj¡ si¦ urojone.

Stabilna spirala → niestabilna spirala otoczona cyklem granicznym.
Przykªad: θ̇ = 1, ρ̇ = ρ(α− ρ2). Punkt staªy w ρ = 0, stabilny gdy α ⩽ 0
(spirala), niestabilny dla α > 0.
Gdy α > 0, pojawia si¦ nowy, stabilny punkt staªy, ρ =

√
α, prowadz¡cy do

powstania cyklu granicznego (superkrytyczna bifurkacja Hopfa w α = 0:
punkt staªy zmienia si¦ w cykl graniczny):

α<0
α=0

α>0

Gdy α < 0, warto±ci wªasne λ = α± iω, wi¦c gdy α → 0−, λ staj¡ si¦
urojone. Gdy α = 0 trajektoria zmierza do punktu staªego po niezwykle
g¦stej spirali (nieliniowa stabilno±¢).
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Bifurkacje Hopfa

Superkrytyczna bifurkacja
Hopfa:

Subkrytyczna bifurkacja Hopfa:
ρ̇ = ρ(α+ ρ2)

α<0
α=0

α>0
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Bifurkacje Hopfa

α

supercritical Hopf

α

subcritical Hopf

Zadanie 22

Pokaza¢, »e gdy r = rH , to
para warto±ci wªasnych λ1,2

punktów C± ukªadu Lorenza
jest urojona i sprz¦»ona.
Obliczy¢ te» λ3.
(Wskazówka: faktoryzacja

wielomianu

charakterystycznego.)
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Bifurkacja homokliniczna

Kiedy cykl graniczny zderza si¦ z siodªem:
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Diagram bifurkacyjny

Bardziej kompletny diagram bifurkacyjny ukªadu Lorenza:
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Ukªad Lorenza � diagram bifurkacyjny
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Ukªad Lorenza � diagram bifurkacyjny
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Ukªad Lorenza � diagram bifurkacyjny
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Ukªad Lorenza � diagram bifurkacyjny
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�Odwzorowanie� Lorenza:
brak cykli granicznych dla r > rH

Ta �krzywa� ma grubo±¢!

|f ′(Mn)| > 1 � cykle
graniczne s¡ niestabilne.

Model odwz. Lorenza, µ ∈ (0, 1]:

Mn+1 = µ
(
1−

√
|2Mn − 1|

)
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Rozwi¡zania okresowe dla r ≫ 1

Zde�niujmy ϵ = r−1/2 ≪ 1 oraz przeskalujmy zmienne:
x = u/ϵ, y = v/(ϵ2σ), z = (w/σ + 1)/ϵ2, t = ϵτ .

Ukªad Lorenza przyjmuje
wtedy posta¢: 

u̇ = v − ϵσu
v̇ = −uw − ϵv
ẇ = uv − ϵb(w + σ)

Pomijaj¡c maªe wyrazy, tj. rz¦du O(ϵ):
u̇ = v
v̇ = −uw
ẇ = uv

sk¡d dostaniemy dwie caªki pierwsze:

2α1 = u2 − 2w, α2
2 = v2 + w2.

Ostatecznie:
ẇ =

√
2(α2 − w)(α2 + w)(α1 + w)

o rozwi¡zaniach w postaci funkcji eliptycznych (sn, cn, ...), które s¡ okresowe.

w(t) ∼ 1-2cnk
2(t)
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ẇ =

√
2(α2 − w)(α2 + w)(α1 + w)

o rozwi¡zaniach w postaci funkcji eliptycznych (sn, cn, ...), które s¡ okresowe.

w(t) ∼ 1-2cnk
2(t)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 4 44 / 59



Rozwi¡zania okresowe dla r ≫ 1

Zde�niujmy ϵ = r−1/2 ≪ 1 oraz przeskalujmy zmienne:
x = u/ϵ, y = v/(ϵ2σ), z = (w/σ + 1)/ϵ2, t = ϵτ . Ukªad Lorenza przyjmuje
wtedy posta¢: 

u̇ = v − ϵσu
v̇ = −uw − ϵv
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ẇ = uv

sk¡d dostaniemy dwie caªki pierwsze:

2α1 = u2 − 2w, α2
2 = v2 + w2.

Ostatecznie:
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Przekrój Poincarégo
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Wykªadniki Lapunowa

Rozwa»my ukªad dynamiczny ẋ = f(x) z warunkiem pocz¡tkowym x0 oraz
in�nitezymalny wektor odchylenia (pomi¦dzy dwiema pocz¡tkowo bliskimi
orbitami) w, którego ewolucja dana jest równaniem

ẇ(t) = Jt ·w(t),

gdzie Jt jest jakobianem f w chwili t, z warunkiem pocz¡tkowym x0.

Wykªadniki Lapunowa s¡ dane jako

λi = lim
t→∞

1

t
ln

|wi(t)|
|wi(0)|

W praktyce, trzeba wzi¡¢ pod uwag¦ ewolucj¦ potoku fazowego wzdªu»
trajektorii.5

5Alligood, Sauer, Yorke. Chaos. An Introduction to Dynamical Systems.
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ẇ(t) = Jt ·w(t),

gdzie Jt jest jakobianem f w chwili t, z warunkiem pocz¡tkowym x0.
Wykªadniki Lapunowa s¡ dane jako

λi = lim
t→∞

1

t
ln

|wi(t)|
|wi(0)|

W praktyce, trzeba wzi¡¢ pod uwag¦ ewolucj¦ potoku fazowego wzdªu»
trajektorii.5

5Alligood, Sauer, Yorke. Chaos. An Introduction to Dynamical Systems.
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 4 47 / 59



Wykªadniki Lapunowa

Potok fazowy Ft(x0) jest punktem, do którego orbita z warunkiem
pocz¡tkowym x0 dociera po czasie t.

Niech DFt(x0) ∈ RN×N b¦dzie pochodn¡ Ft(x0) wzgl¦dem x0, dla
ustalonego t. Jej ewolucj¦ mo»na wyrazi¢ poprzez równanie ró»niczkowe
(zwane równaniem wariacyjnym).

Zauwa»my, »e Ft(x0) jest rozwi¡zaniem ukªadu ẋ = f(x), zatem speªnia
d

dtFt(x0) = f [Ft(x0)].

Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem x0 otrzymamy

d

dt
DFt(x0) = Df [Ft(x0)] ·DFt(x0),

czyli wªa±nie równanie wariacyjne.

Zauwa»my te», »e DFt(x0) jest jakobianem Jt potoku (jako
jawnej funkcji t) wyra»onym w punkcie x0. Warunkiem pocz¡tkowym jest
macierz jednostkowa, poniewa» F0(x0) = x0 z de�nicji. Df [Ft(x0)] mo»e
by¢ obliczone bezpo±rednio z ukªadu dynamicznego.
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d

dtFt(x0) = f [Ft(x0)].

Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem x0 otrzymamy

d

dt
DFt(x0) = Df [Ft(x0)] ·DFt(x0),

czyli wªa±nie równanie wariacyjne.

Zauwa»my te», »e DFt(x0) jest jakobianem Jt potoku (jako
jawnej funkcji t) wyra»onym w punkcie x0. Warunkiem pocz¡tkowym jest
macierz jednostkowa, poniewa» F0(x0) = x0 z de�nicji. Df [Ft(x0)] mo»e
by¢ obliczone bezpo±rednio z ukªadu dynamicznego.

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 4 48 / 59



Wykªadniki Lapunowa

�eby obliczy¢ DFt(x0) w chwili t, potrzebne jest rozwi¡zanie: x(t). A zatem
ukªad dynamiczny oraz równanie wariacyjne tworz¡ ukªad równa«, które
musz¡ by¢ rozwi¡zywane jednocze±nie.

Skoro przestrze« fazowa jest ograniczona, ewolucja potoku fazowego nie
mo»e przebiega¢ dowolnie dªugo. Ponadto, wektory odchylenia ostatecznie
ustawi¡ si¦ w kierunku najwi¦kszego λ. (Por. wykªad 3, slajd 7.)

Zeby temu zapobiec, po relatywnie krótkim przedziale czasu ∆t wektory
tworz¡ce kolumny macierzy DFt(x0) s¡ ortonormalizowane przy u»yciu
procedury Grama-Schmidta, która jest powtarzana po upªywie kolejnego ∆t,
itd. Normy tych wektorów s¡ po ka»dej iteracji akumulowane i u±redniane,
daj¡c widmo Lapunowa (tj. zbiór wszystkich wykªadników Lapunowa).

Zawsze b¦dzie istniaª (dla pewnego i) λi = 0 zwi¡zany z kierunkiem
wzdªu» orbity.
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Wykªadniki Lapunowa

Rysuj¡c λi w funkcji iteracji dostaniemy wykres (tzw. convergence plot):
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(λ1, λ2, λ3) = (0.8884,−0.0107,−14.5444)
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Wykªadniki Lapunowa

(λ1, λ2, λ3) = (0.8884,−0.0107,−14.5444)

V (t) = V0 exp (
∑

i λit) ⇒
V̇ = V

∑
i λi ≡

∫
V ∇ · fdV (por. slajd 14)

Ukªad Lorenza: ∇ · f = −(σ + b+ 1) ∈ const. (por. slajd 17) ⇒∫
V ∇ · fdV = V∇ · f ⇒∑
i λi = ∇ · f∑
i λi = −13.6667 = ∇ · f = −(σ + b+ 1) = −(10 + 8/3 + 1) ✓

W ogólno±ci zachodzi: ∑
i

λi = ⟨∇ · f⟩t
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i λi = ∇ · f∑
i λi = −13.6667 = ∇ · f = −(σ + b+ 1) = −(10 + 8/3 + 1) ✓

W ogólno±ci zachodzi: ∑
i

λi = ⟨∇ · f⟩t
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Ukªad Lorenza

Does the �ap of a butter�y's wings in Brazil

set o� a tornado in Texas?

Edward Lorenz, 1972 6

6Lorenz, The Essence of Chaos
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Ukªad Lotki-Volterry � drapie»nik-o�ara

x � o�ara, y � drapie»nik:{
ẋ = αx− βxy
ẏ = δxy − γy

gdzie α, β, δ, γ > 0 i x, y ⩾ 0.

Dwa punkty staªe:

1 (x, y) = (0, 0)

2 (x, y) = (α/β, γ/δ)

Jakobian:

J =

(
α− βy −βx

δy δx− γ

)
daje odpowiednio

1 λ1 = α, λ2 = −γ −→ siodªo

2 λ1,2 = ±i
√
αγ −→ ±rodek

Dziel¡c równania przez siebie:

dy

dx
= −y

x

δx− γ

βy − α

co po rozseparowaniu zmiennych
prowadzi do

βy − α

y
dy +

δx− γ

x
dx = 0

daj¡c rozwi¡znie w postaci funkcji
uwikªanej:

δx−γ lnx+βy−α ln y = V ∈ const.

lub
xγyα

eδx+βy
= e

−V ≡ K
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Ukªad Lotki-Volterry � drapie»nik-o�ara

Mo»na tak przeskalowa¢ zmienne
x, y, t parametrami α, β, δ, γ, »e
ukªad równa« przyjmuje posta¢{

ẋ = Ax(1− y)
ẏ = y(x− 1)

o rozwi¡zaniu∗

xyA

ex+Ay
= K ∈ const.

∗Mo»na te» otrzyma¢ rozwi¡zanie wyra»one poprzez funkcj¦ specjaln¡ W Lamberta.
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Ukªad Lotki-Volterry � rywalizacja mi¦dzygatunkowa

Zadanie 23

Rozwa»y¢ populacje królików i owiec, rywalizuj¡cych na
ograniczonym obszarze o te same zasoby, opisanych ukªadem
dynamicznym {

ẋ = x(3− x)− 2xy
ẏ = y(2− y)− xy

Zbada¢ dynamik¦ tego modelu, tj. okre±li¢ stabilno±¢ punktów
staªych i naszkicowa¢ portret fazowy.
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Modelowanie sanek8

H(x, y) = −ax− b cos(px) cos(qy)

8Lorenz, The Essence of Chaos; Lurie, https://arxiv.org/abs/0910.2213
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Najprostszy chaotyczny ukªad dynamiczny9

...
x +Aẍ− ẋ2 + x = 0

Zadanie 24

Przeksztaªci¢ równanie ruchu do postaci
ukªadu dynamicznego i zbada¢
stabilno±¢ punktu staªego. (Wskazówka:
twierdzenie Routha-Hurwitza.)

9z ci¡gª¡ nieliniowo±ci¡; Sprott, Phys. Lett. A 228, 271 (1997)
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