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Odwzorowania 2D

e 1D odwzorowanie f : x, — Tpt1 = f(an)
@ 2D odwzorowanie M : (2, Yn) = (Tnt1, Yn+1) = M (Tpn, Yn)

1Powigzanie miedzy liczbami Fibonacciego a diagramem bifurkacyjnym odwzorowania
logistycznego: Linage et al., Phys. Lett. A 359, 638-639 (2006)
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e 1D odwzorowanie f : x, — Tpt1 = f(an)
@ 2D odwzorowanie M : (2, Yn) = (Tnt1, Yn+1) = M (Tpn, Yn)
Rozwazmy liczby Fibonacciego! jako przyktad odwzorowania liniowego:
Fn+1 :Fn“‘anla

gdzie Fy =0, F1 = 1. ZmieAmy nazwy: x, = F,, y, = Fj,_1.
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e 1D odwzorowanie f : x, — Tpt1 = f(an)
@ 2D odwzorowanie M : (2, Yn) = (Tnt1, Yn+1) = M (Tpn, Yn)
Rozwazmy liczby Fibonacciego! jako przyktad odwzorowania liniowego:
FnJrl = Fy+ Foa,
gdzie Fy = 0, F1 = 1. Zmieamy nazwy: x,, = F,,, y, = F,—1. Wtedy:
Tptl = Tn +Yn
Ynt+1 = Tn

gdzie z1 =1, y; = 0.
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Odwzorowania 2D

e 1D odwzorowanie f : x, — Tpt1 = f(an)
@ 2D odwzorowanie M : (2, Yn) = (Tnt1, Yn+1) = M (Tpn, Yn)
Rozwazmy liczby Fibonacciego! jako przyktad odwzorowania liniowego:
FnJrl :Fn‘}'anla

gdzie Fy = 0, F1 = 1. Zmieamy nazwy: x,, = F,,, y, = F,—1. Wtedy:
Tn+l = Tn+UYn
Yn+1 = Tp
gdzie 1 = 1, y; = 0. Jest to uktad postaci
Xnt1 = AXy,

gdzie x, = (2, yn)T, x1 = (1,0)T oraz
11
(1)
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Odwzorowania 2D

e 1D odwzorowanie f : x, — Tpt1 = f(an)
@ 2D odwzorowanie M : (2, Yn) = (Tnt1, Yn+1) = M (Tpn, Yn)
Rozwazmy liczby Fibonacciego! jako przyktad odwzorowania liniowego:
FnJrl :Fn‘}'anla
gdzie Fy = 0, F1 = 1. Zmieamy nazwy: x,, = F,,, y, = F,—1. Wtedy:
Tn+l = Tn+UYn
Yn+1 = Tp
gdzie 1 = 1, y; = 0. Jest to uktad postaci
Xn+1 = AXTL7

gdzie x, = (2, yn)T, x1 = (1,0)T oraz
11
(1)
x, = A" Ix (%)

1Powigzanie miedzy liczbami Fibonacciego a diagramem bifurkacyjnym odwzorowania
logistycznego: Linage et al., Phys. Lett. A 359, 638-639 (2006)
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Ogblnym rozwigzaniem jest




Odwzorowania 2D

Istnieje macierz J podobna do A, czyli taka, ze?
A=PJP !
gdzie kolumnami P = (uy, us) sa wektory wiasne. Zatem zachodzi
AT =PIJ"IPTL (w)

2W tym przyktadzie — diagonalna; w ogélnosci jest to klatka Jordana.
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Odwzorowania 2D

Istnieje macierz J podobna do A, czyli taka, ze?
A=PJP !
gdzie kolumnami P = (uy, us) sa wektory wiasne. Zatem zachodzi
A" =PI P (k)
Wartosci wtasne macierzy A to

1++5

Ao = 5

oraz odpowiadajace wektory wtasne

w2 = (Ao, )T

2W tym przyktadzie — diagonalna; w ogélnosci jest to klatka Jordana.
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Odwzorowania 2D

Istnieje macierz J podobna do A, czyli taka, ze?
A=PJP !
gdzie kolumnami P = (uy, us) sa wektory wiasne. Zatem zachodzi
AT =PIJ"IPTL (w)

Wartosci wtasne macierzy A to

Ao =
oraz odpowiadajace wektory wtasne
w2 = (Ao, )T
Podstawiajac do (#x), a nastepnie do (x) otrzymujemy
< (57) (5]
2 2

T, =F, = —
Vb
2W tym przyktadzie — diagonalna; w ogélnosci jest to klatka Jordana.
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Wyktadniki Lapunowa3

Rozwazmy N-wymiarowe odwzorowanie M (dopuszczajac by byto
nieliniowe):

Ynt+1 = M(Yn)

30tt, Chaos in Dynamical Systems
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Wyktadniki Lapunowa3

Rozwazmy N-wymiarowe odwzorowanie M (dopuszczajac by byto
nieliniowe):
Ynt+1 = M(yn)

oraz infinitezymalny wektor odchylenia (deviation vector, nalezacy do
przestrzeni stycznej) w, w punkcie y,.

30tt, Chaos in Dynamical Systems
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Wyktadniki Lapunowa3

Rozwazmy N-wymiarowe odwzorowanie M (dopuszczajac by byto
nieliniowe):
Ynt+1 = M(yn)
oraz infinitezymalny wektor odchylenia (deviation vector, nalezacy do
przestrzeni stycznej) w, w punkcie y,. Wtedy
Wnt+1 = DM(yy) - Wy,
gdzie DM(y,,) jest jakobianem odwzorowania M w punkcie y,,.

30tt, Chaos in Dynamical Systems
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Wyktadniki Lapunowa3

Rozwazmy N-wymiarowe odwzorowanie M (dopuszczajac by byto
nieliniowe):

Ynt+1 = M(Yn)

oraz infinitezymalny wektor odchylenia (deviation vector, nalezacy do
przestrzeni stycznej) w, w punkcie y,. Wtedy

Wnt1 = DM(yn) - Wi,
gdzie DM(y,,) jest jakobianem odwzorowania M w punkcie y,,. W 2D:

0Tnt1  OTp41
Oxn Oyn

DM(xy, yn) = 5 5
Yn+1 Yn+1
OTn OYn

30tt, Chaos in Dynamical Systems
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Wyktadniki Lapunowa3

Wtedy

Wn = DMn(yO) *Wo

gdzie

DM"(yo) = DM(yn-1) - DM(yn—2) - ... - DM(y1) - DM(yo)
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Wyktadniki Lapunowa3

Wtedy
W, = DM"(yo) ' Wo
gdzie

DM"(yo) = DM(yn-1) - DM(yn—2) - ... - DM(y1) - DM(yo)

u, = % (wektor jednostkowy) okresla kierunek wzgledem y,,. Wezmy
pewien uyg.
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Wyktadniki Lapunowa3

Wtedy

Wn = DMn(yO) *Wo

gdzie

DM"(yo) = DM(yn-1) - DM(yn—2) - ... - DM(y1) - DM(yo)

u, = —= (wektor jednostkowy) okresla kierunek wzgledem y,,. Wezmy

[Wal

pewien ug. Wtedy \ (wyktadnik Lapunowa) w punkcie yo:

1 1
= lim —In|DM"(yp) - ug| = lim —In|v,|
n—soon  |wg| n—oon n—oo 1
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Wyktadniki Lapunowa3

Rozwazmy i-ty kierunek ortogonalny (IN-wymiarowe] przestrzeni):
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Wyktadniki Lapunowa3

Rozwazmy i-ty kierunek ortogonalny (IN-wymiarowe] przestrzeni):

n
1
= ;ln \/[DM”(yO) . uE]T [DMn(yO) u%)]
t= 04T = n In [(uO)T -Hn(yo) - uo} = o In h;,

gdzie H,,(yo) = [DM"(yo)]" DM"(yq), za$ h; jest i-t3 wartoscia wtasna.
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Wyktadniki Lapunowa3

Rozwazmy i-ty kierunek ortogonalny (IN-wymiarowe] przestrzeni):

n
1
= ;ln \/[DM”(yO) . uE]T [DMn(yO) u%)]
t= 04T = n In [(uO)T -Hn(yo) - uo} = o In h;,

gdzie H,,(yo) = [DM"(yo)]" DM"(yq), za$ h; jest i-t3 wartoscia wtasna.
H,,(yo) jest hermitowska nieujemnie okreslona, wiec h; > 0, zas wektory
wtasne mozna wybra¢ tak by byty rzeczywiste.
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Wyktadniki Lapunowa3

Rozwazmy i-ty kierunek ortogonalny (IN-wymiarowe] przestrzeni):

n
1
= ;ln \/[DM”(yO) . UE]T [DMn(yO) u%)]
t= 04T = n In [(uO)T -Hn(yo) - uo} = o In h;,

gdzie H,,(yo) = [DM"(yo)]" DM"(yq), za$ h; jest i-t3 wartoscia wtasna.
H,,(yo) jest hermitowska nieujemnie okreslona, wiec h; > 0, zas wektory
wtasne mozna wybra¢ tak by byty rzeczywiste.

Woprowadzamy porzadek: A1 > Ay = ... = An.
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Wyktadniki Lapunowa3

W przypadku uktadéw nieliniowych wybér arbitralnego ug zazwyczaj bedzie
kombinacja liniowa wektoréw wtasnych {e;} macierzy H, (yo):

N
U = E ;€
i=1
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Wyktadniki Lapunowa3

W przypadku uktadéw nieliniowych wybér arbitralnego ug zazwyczaj bedzie
kombinacja liniowa wektoréw wtasnych {e;} macierzy H, (yo):

N
U = E ;€
i=1

Zatem N
(uo)" - Hy(yo) - up = Za? exp (2n\;)
i=1
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Wyktadniki Lapunowa3

W przypadku uktadéw nieliniowych wybér arbitralnego ug zazwyczaj bedzie
kombinacja liniowa wektoréw wtasnych {e;} macierzy H, (yo):

N
U = E ;€
i=1

Zatem N
(up)" - Hy(yo) - up = Z o exp (2n);)

i=1
Dla dostatecznie duzych n dominujacym bedzie czton z i = 1 jako
powigzany z najwiekszym wyktadnikiem Lapunowa A;.
Czyli powyzszy algorytm efektywnie doprowadzi do dobrze okreslone;j
wartosci hy, zatem tez \;.
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Wyktadniki Lapunowa3

W przypadku uktadéw nieliniowych wybér arbitralnego ug zazwyczaj bedzie
kombinacja liniowa wektoréw wtasnych {e;} macierzy H, (yo):

N
U = E ;€
i=1

Zatem N
(uo)" - Hy(yo) - up = Za? exp (2n\;)
i=1

Dla dostatecznie duzych n dominujacym bedzie czton z i = 1 jako
powigzany z najwiekszym wyktadnikiem Lapunowa A;.

Czyli powyzszy algorytm efektywnie doprowadzi do dobrze okreslone;j
wartosci hi, zatem tez \;. Zeby uzyska¢ pozostate A\~ nalezatoby sie
ograniczy¢ do podprzestrzeni ortogonalnej do eq, czyli sukcesywnie
podstawia¢ oy = 0. Dostaniemy wtedy Ao jako drugi najwiekszy wyktadnik
Lapunowa itd. az do V.
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Wyktadniki Lapunowa3

W przypadku uktadéw nieliniowych wybér arbitralnego ug zazwyczaj bedzie
kombinacja liniowa wektoréw wtasnych {e;} macierzy H, (yo):

N
U = E ;€
i=1

Zatem N
(up)" - Hy(yo) - up = Z o exp (2n);)

i=1
Dla dostatecznie duzych n dominujacym bedzie czton z i = 1 jako
powigzany z najwiekszym wyktadnikiem Lapunowa A;.
Czyli powyzszy algorytm efektywnie doprowadzi do dobrze okreslone;j
wartosci hi, zatem tez \;. Zeby uzyska¢ pozostate A\~ nalezatoby sie
ograniczy¢ do podprzestrzeni ortogonalnej do eq, czyli sukcesywnie
podstawia¢ oy = 0. Dostaniemy wtedy Ao jako drugi najwiekszy wyktadnik
Lapunowa itd. az do V. W praktyce jednak mozna réwnoczes$nie uzyskaé
wszystkie A stosujac ortogonalizacje Grama-Schmidta po kazdej iteracji
(zob. tez wyktad 4, slajdy 46-48).
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Wyktadniki Lapunowa

Zadanie 18

Obliczy¢ wyktadniki Lapunowa dla
odwzorowania Arnolda (Arnold’s cat map
lub Anosov map):

()=l (R ) e
Yn+1 1 2 Yn

Czy to odwzorowanie jest chaotyczne? Co
gdyby pomingé¢ mod 17

.
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Wyktadniki Lapunowa

y4\

Zadanie 18

Obliczy¢ wyktadniki Lapunowa dla
odwzorowania Arnolda (Arnold’s cat map
lub Anosov map):

()= o J(E ) e
Yn+1 1 2 Yn 1
Czy to odwzorowanie jest chaotyczne? Co
gdyby pomingé¢ mod 17
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Odwzorowania

zachowawcze (hamiltonowskie) i dyssypatywne

W ogélnosci, uktady dynamiczne dzieli sie na:

<1 : dyssypatywne

|detDM| =
=1 : zachowawcze

[Cf. zmiana zmiennych: dzdy = |detJ|dudv.]
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Odwzorowanie Hénona*

{ Tntl = 1—a:n31+yn
Yn+1 = bwn

Zaprojektowane by tatwiej bada¢ mechanizmy Sciskania i rozciggania
w uktfadzie Lorenza (zob. wyktad 4). Kanoniczne wartosci: @ = 1.4, = 0.3.

*Hénon, Commun. Math. Phys. 50, 69-77 (1976)
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Odwzorowanie Hénona*

{ Tn4l = 1—ax%—|—yn
Yn+1 = bwn

Zaprojektowane by tatwiej bada¢ mechanizmy Sciskania i rozciggania
w uktfadzie Lorenza (zob. wyktad 4). Kanoniczne wartosci: @ = 1.4, = 0.3.
To odwzorowanie sktada sie z trzech transformacji (T’ =T" o T" o T"):

y Y y" y

T .
— 7 V

N

(a) ®) (©

@

Q7T : 1 =u Y =1+y—az?
e T// . :E// — b’l,/’ y// — y/
o T/// : $/// — y//, y/// — 'r//

*Hénon, Commun. Math. Phys. 50, 69-77 (1976)
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Odwzorowanie Hénona

_ —b)2
e Dwa punkty state: {1'1’2 = W’ Y12 = b:ELQ},
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Odwzorowanie Hénona

_ —b)2
e Dwa punkty state: {1'1’2 = W, Y12 = b:ELQ},

o rzeczywiste jesli a > —1(1 —b)%.
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Odwzorowanie Hénona

_ —b)2
e Dwa punkty state: {1'1’2 = W, Y12 = b:ELQ},

o rzeczywiste jesli a > —1(1 —b)%.
@ Jeden jest zawsze niestabilny; drugi staje sie niestabilny gdy
a>3(1-1b)%
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Odwzorowanie Hénona

Jakobian:
0Tnt1  OTp41
Ozn yn —
detDM = det ! Y T B I
3yn+1 3yn+1 b O
0Ty OYn
_ f <1, =1<b<1 : dyssypatywne
[detDM] = [ -} : { =1, b==1 : zachowawcze
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Odwzorowanie Hénona

Jakobian:
0Tnt1  OTp41
Oxn Oyn —
detDM = det ! Y T B I
3yn+1 3yn+1 b O
0Ty OYn
_ f <1, =1<b<1 : dyssypatywne
[detDM] = [ -} : { =1, b==1 : zachowawcze

Zadanie 19

Zanalizowaé stabilnos¢ punktéw statych poprzez obliczenie wartosci
wtasnych v jakobianu w tych punktach (przyja¢ wartosci kanoniczne): jesli
|v| < 1, to punkt staty jest stabilny; jesli co najmniej jeden |v| > 1, to
istnieje jaki$ rodzaj niestabilnosci (por. w11 = DM(y,,) - w,, z

|0n+1] = |f'(D)||0n| z wyktadu 2.; wiecej szczeg6téw na wyktadzie 4.).
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Odwzorowanie Hénona — dziwny atraktor

(wiecej szczegétéw na wyktadzie 6.)
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Odwzorowanie Hénona — dziwny atraktor

(wiecej szczegétéw na wyktadzie 6.)

670 0.72 0.74 0.76 0.78 0.80
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Odwzorowanie Hénona — dziwny atraktor

(wiecej szczegétéw na wyktadzie 6.)

0.0

0.1549

0.1548

0.1547
Yn
0.1546

0.1545

0.1544
0.7520 0.7522 0.7524 0.7526 0.7528 0.7530

Xn
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Odwzorowanie Hénona — obszar putapkowania

Odwzorowanie czworokata ABCD:

(—1.33,0.42)
(1.32,0.133)
(
(-

1.245, —0.14)

B =
C
D 1.06, —0.5)

odwzorowaniem Hénona zawiera sie wewnatrz tego czworokata, tj. ABC'D
jest obszarem pufapkowania (trapping region) — (xo,yo) € ABCD
prowadzi do ograniczonej orbity. (tatwo znalez¢ war. pocz. spoza ABCD,
ktére uciekaja do nieskohczonosci.)
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Odwzorowanie Hénona — diagramy bifurkacyjne

B b0 141

*https://www.youtube.com/watch?v=bmm6N5niYU4
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https://www.youtube.com/watch?v=bmn6N5niYU4

Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Uwiezienie plazmy w putapce magnetycznej — tokamaki © (lata 1950").

(a)

Ergodic
Magnetic
Limit\er

— —: Current”direction in the limiter.

Geometric axis

Natadowana czastka wirujaca w polu B ma orbitalny moment magn.
1= v? /2B antyréwnolegty do B, wiec jesli B nie jest jednorodne, to
czastka jest wypychana w obszary ze stabszym polem.

Np. B(r) = Bo(1 + r?), wiec uwiezienie jest w r = 0.

®Portela, Caldas, Viana, Eur. Phys. J. Special Topics 165, 195-210 (2008)
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Tnt1 = Tp + Ksin(6,) mod 27
‘9n+1 =0, + T'n+1 mod 27

lub réwnowaznie

Tnil =Tp+ % sin(276,,) mod 1
9n+]_ = Hn + Tn+1 mod 1

Zatem trajektorie leza na torusie, S' x S!, odwzorowywanym w kwadrat
jednostkowy (ew. w [0, 27] x [0, 27]).
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Tn+1
0n+1
lub réwnowaznie

Tn+1
9n+1

=1, + K sin(6,) mod 27
=0n + rpp1 mod 27

=7r, + % sin(276,,) mod 1
=0p + rnt1 mod 1

Zatem trajektorie leza na torusie, S' x S!, odwzorowywanym w kwadrat
jednostkowy (ew. w [0, 27] x [0, 27]). Jest to ukfad zachowawczy:

Orn41

detDM = det

80'{1,#»1

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

orn

ory,

a7nn+1

90 — det 1 Kcos(6y) _1
i1 | 1 1+ Kcos(0,) |
00,
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Dla ustalonego 7: 6,11 = 6, + f(r).
e f(r) wymierne — orbity okresowe
e f(r) niewymierne — orbity kwaziokresowe — torusy KAM.

Dla K =0 jest 6, = 6y + nrg.
[p = r na nastepnych slajdach.]
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe

Standard Map with k =0.0

1.0
0.8
_—,———,, e —_—_—_—_—_—_—_—_—
0.6 T —
=
a
0.4
e
0.2+ ————————————————————————————————————
1
0.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
theta(n)
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Standard Map with k =0
1.0 : :
08}
06}
z
3
04}
0.2
0.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
theta(n)
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Ruch na torusie — okresowosé

7(1,3) 7(1.5) 7(1.7)
6 6 6
s 5 5
4 4 4
63 63 63
2 2 2
1 1 1
I S T S R S N R S R S S T S S S
3 @ )
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Ruch na torusie — okresowosé

7(5,1)

I
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7(23)

S

%

°

7(3,5)

°

6|
5|
4
3|
2|
1
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Ruch na torusie — quasiokresowos¢

70.45) 7.5 7.5 7.5
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Ruch na torusie — quasiokresowos¢
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Standard Map with k =0.3
1.0 : : :
081 \_//—\ |
06} i
=
1
04} ]
02l ﬂ
0.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
theta(n)
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Standard Map with k =0.8

p(n)

" theta(n)
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Standard Map with k =0.97

10

0.8

0.6

p(n)

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 04 0.6 08 10
theta(n)
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Odwzorowanie Chirikowa (odwz. standardowe)

Standard Map with k =1.8 Standard Map with k =1.8
1.0 . - —
0.8
0.8 0.7
0.6
0.6 05
z z
s 204
0.4
03
0.2
0.2
0.1
0.0 < :
0.0 y 5 ¥ 7 0.0 . 04
theta(n) theta(n)
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Odwzorowanie Chirikowa — lepkie orbity (sticky orbits)

\

| PR

00!
00 02

0406 08 10
pamod 1 0.0

K=0.5

000204706 05 10
pamod 1

0 2000 4000 6000 8000 10000

steps

*10:'01“HH\\‘H\

2l :Jm;; “W

055, .0, 10,20 30,49 50, .
0 7000 4000 6000 80{)0 lﬂ()OO

n

MT, Phys. A 490, 834-844 (2018)
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Odwzorowanie Chirikowa — rotor impulsowy

Potozenie katowe 6 i ped p.
K — natezenie impulséw. Hamiltonian:

H(O,p,t) = %pz —i—KCOSQZé(t—n)

. O . OH

0 o D, P 50 smﬁgé(t n)

czyli réwnanie ruchu przyjmuje postac

6=Ksin0» o(t—n) (%)
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Odwzorowanie Chirikowa — rotor impulsowy

Potozenie katowe 6 i ped p.
K — natezenie impulséw. Hamiltonian:

H(O,p,t) = %pz —i—KCOSQZé(t—n)

. oW OH

0 o D, P 50 smﬁgé(t n)

czyli réwnanie ruchu przyjmuje postac
6=Ksin0» o(t—n) (%)
n

Impulsy nastgpuja w dyskretnych chwilach czasu n; przecatkujmy (x) w
przedziale n <t < mn + 1 — wewnatrz niego jest = 0 (bo ¢ Diraca = 0),
zatem 6 € const. — nazwijmy ja p,+1. Zachodzi tedy (war. pocz. to 0(n)

dla t =n) 6(t) = (t — n)pps1 +6(n)
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Odwzorowanie Chirikowa — rotor impulsowy

Dla t =n+ 1 mamy, ze 6(t) = (t — n)pp+1 + 0(n) przyjmuje postac
Oni1=0n+1)=(n+1—n)pps1+6p =pny1 + 6y
Przecatkujmy ponownie réwn. ruchu (x), teraz w przedziale
n—e<t<n+e (wdomysle chodzi o ¢ — 0):
n+te
/ fdt — K sinf = 0
n—e
Poniewaz 0(n + €) = ppy1 oraz f(n — €) = py, to
Prtl — Pn — Ksinf, =0
czyli ponownie odwzorowanie Chirikowa®:

{ 9n+1 - en = Pn+1
P+l —Pn = Ksinf,

Bhttps://www.youtube.com/watch?v=1iHVOhdT_Pg
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Odwzorowanie Keplera

Zagadnienie trzech ciat z masg prébna m:

Wnptl = Wy + jsing,
—-3/2
Pnt1 = O+ 27Twn+/1
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Odwzorowanie Keplera

Zagadnienie trzech ciat z masg prébna m:

Wnptl = Wy + jsing,
—3/2
Pnt1 = O+ 27Twn+/1
o detDM =1
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Odwzorowanie Keplera

Zagadnienie trzech ciat z masg prébna m:

Wnptl = Wy + jsing,
—3/2
Pnt1 = O+ 27Twn+/1
o detDM =1
—2F

Qe W=

—=7 Jest przeskalowaniem energii E czastki testowej o masie m;
v — predkos¢ orbitalna planety
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Odwzorowanie Keplera

Zagadnienie trzech ciat z masg prébna m:

{ Wnptl = Wy~ jsinoy,

¢n+1 = QZ)n + 271'11);4?;/12
o detDM =1
—2F

Qe W=

—=7 Jest przeskalowaniem energii E czastki testowej o masie m;
v — predkos¢ orbitalna planety

o= % =t/T mod 1 — faza w czasach ¢, w ktérych planeta jest
w perycentrum; T" — okres orbitalny planety m,, wokét gwiazdy M
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Odwzorowanie Keplera

Zagadnienie trzech ciat z masg prébna m:

{ Wnptl = Wy~ jsinoy,

¢n+1 = QZ)n + 271'11);4?;/12
o detDM =1
—2F

@ w= —=7 jest przeskalowaniem energii I/ czastki testowej o masie m;
v — predkos¢ orbitalna planety

o= % =t/T mod 1 — faza w czasach ¢, w ktérych planeta jest
w perycentrum; T" — okres orbitalny planety m,, wokét gwiazdy M

e bezwymiarowa sita pchniecia grawitacyjnego w okolicach

perycentrum

@ j~
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Odwzorowanie Keplera

Zagadnienie trzech ciat z masg prébna m:

{ Wnptl = Wy~ jsinoy,

-3/2
Gnt1 = Pn + 27Twn+/1
detDM =1
w = =2& jest przeskalowaniem energii E czastki testowej o masie m;
muv

v — predkos¢ orbitalna planety

T = % =t/T mod 1 — faza w czasach ¢, w ktérych planeta jest
w perycentrum; T" — okres orbitalny planety m,, wokét gwiazdy M
jr~ if\g — bezwymiarowa sita pchniecia grawitacyjnego w okolicach
perycentrum

Komety dtugookresowe — np. kometa Halleya:

Jj=Jj(M,m,,q) = 0.007
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Odwzorowanie Keplera

Zagadnienie trzech ciat z masg prébna m:

{ Wnptl = Wy~ jsinoy,

ni1 = n + 21w, )
detDM =1
w= r_n2£ jest przeskalowaniem energii E' czastki testowej o masie m;
v — predkos¢ orbitalna planety
T = % =t/T mod 1 — faza w czasach ¢, w ktérych planeta jest
w perycentrum; T" — okres orbitalny planety m,, wokét gwiazdy M
jr~ if\g — bezwymiarowa sita pchniecia grawitacyjnego w okolicach
perycentrum
Komety dtugookresowe — np. kometa Halleya:

j = (M, my, q) = 0.007
Takze jonizacja wodoru lub atomy rydbergowskie
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Odwzorowanie Keplera

Zagadnienie trzech ciat z masg prébna m:

{ Wnptl = Wy~ jsinoy,

-3/2
Gnt1 = Pn + 27Twn+/1
detDM =1
w = =2& jest przeskalowaniem energii E czastki testowej o masie m;
muv

v — predkos¢ orbitalna planety

T = % =t/T mod 1 — faza w czasach ¢, w ktérych planeta jest
w perycentrum; T" — okres orbitalny planety m,, wokét gwiazdy M
jr~ if\g — bezwymiarowa sita pchniecia grawitacyjnego w okolicach
perycentrum

Komety dtugookresowe — np. kometa Halleya:

Jj=Jj(M,m,,q) = 0.007
Takze jonizacja wodoru lub atomy rydbergowskie
Globalny chaos gdy 372/ <1« j < 0.1
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Odwzorowanie Keplera

Dla komety Halleya:

-

®Rollin, Lages, Shepelyansky, Astron. Astrophys. 576, A40 (2015)
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Odwzorowanie odbijajacej sie pitkit®

RERfe A

10Holmes, J. Sound Vib. 82(2) 173-189, 1982
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Odwzorowanie odbijajacej sie pi’rki10

ji J ¢n+1 = (¢p +v,) mod 27

vn+1 = av,, — 7y cos(¢n + vp)

0Holmes, J. Sound Vib. 82(2) 173-189, 1982
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Odwzorowanie odbijajacej sie pi’rki10

ji ] H E ] $ny1 = (¢n +v,) mod 27

vn+1 = vy, — ycos(Pp + vp)
@ ¢, — czas n-tego odbicia (modulo okres)

@ v, — predko$¢ w chwili n-tego odbicia

10Holmes, J. Sound Vib. 82(2) 173-189, 1982
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Odwzorowanie odbijajacej sie piH(ilO

H E J Gnt1 = (¢pn +vy) mod 27

vn+1 = av,, — 7y cos(¢n + vp)
¢n, — czas n-tego odbicia (modulo okres)

v, — predko$é w chwili n-tego odbicia

0 < a < 1 — wspétczynnik odbicia pitki (coefficient of restitution)

> 0 — amplituda wymuszenia

10Holmes, J. Sound Vib. 82(2) 173-189, 1982
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Odwzorowanie odbijajacej sie piH(ilO

H E J Gnt1 = (¢pn +vy) mod 27

vn+1 = av,, — 7y cos(¢n + vp)
¢n, — czas n-tego odbicia (modulo okres)

v, — predko$é w chwili n-tego odbicia

0 < a < 1 — wspétczynnik odbicia pitki (coefficient of restitution)
v = 0 — amplituda wymuszenia

detDM = «

punkty state: (¢*,v*) = (arceos (M) ,2k7r),

ke{0,£1,+2,...,£N}, gdzie N =

4
2r(1—a) |~

10Holmes, J. Sound Vib. 82(2) 173-189, 1982
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y=05 y=2 y=4

"https://youtu.be/iNSkwed13AM?t=360
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Odwzorowanie piernikowego ludzika

{ Tyl =1—yn+ ‘xn‘
Yn+1 = Tn

Xﬂ
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