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Réwnanie logistyczne

o Ukfady dynamiczne:

= % = f(z,t) lub 211 = f(xyn), np. & = sinhx lub z,11 = 22,.
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Réwnanie logistyczne

o Ukfady dynamiczne:
= ?j—f = f(x,t) lub 11 = f(zyn), np. © = sinhx lub z,,11 = 2x,,.
W ogélnosci, moga tez by¢ wielowymiarowe, f : R™ — R™ (takze
C™ — C™ itp.), a nawet nieskofnczenie wymiarowe.

e Model wzrostu populacji (Verhulst 1845) — réwnanie logistyczne:

1
r=rz(l —x)=z(t) = 1
( ) (t) 1+efrt(xalf]_) t—00

opulacja
= u € [0,1], (0) = xg > 0, r > 0 — tempo wzrostu
pojemnos¢
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Réwnanie logistyczne

o Ukfady dynamiczne:
= ?j—f = f(x,t) lub 11 = f(zyn), np. © = sinhx lub z,,11 = 2x,,.
W ogélnosci, moga tez by¢ wielowymiarowe, f : R™ — R™ (takze
C™ — C™ itp.), a nawet nieskofnczenie wymiarowe.

e Model wzrostu populacji (Verhulst 1845) — réwnanie logistyczne:

1
z=rx(l—x)=z(t) = 1
(1-a) =) =17 e rt(zg ! — 1) tooo
opulacja
= w € [0,1], (0) = xg > 0, r > 0 — tempo wzrostu
pojemnos¢

o Mozliwy wariant dyskretny:

Tptl — Tp = 120 (1 — Tpy1) =
B 1
Sl (r+ )zt - 1)
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Odwzorowanie logistyczne

e Powszechna formal:2:

Tnt1 = rxp(l —x,), n € Ny

Vn: x, €1[0,1] = r€[0,4]

*May, Nat. 261 (5560): 459-467 (1976)
2https://www.youtube.com/watch?v=ovJcsL7vyrk — powszechnosé

wystepowania.
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Odwzorowanie logistyczne

e Powszechna formal:2:

Tnt1 = rxp(l —x,), n € Ny

Vn: xy, €[0,1] = r € [0,4]

. —92 .
e Po transformacji y, = g (iL‘n — %) a= T(T4 ), odwzorowanie

logistyczne jest réwnowazne y, 1 = 1 — ay2. Jest to zatem
najprostsze jednowymiarowe odwzorowanie nieliniowe.

*May, Nat. 261 (5560): 459-467 (1976)
2https://www.youtube.com/watch?v=ovJcsL7vyrk — powszechnos¢

wystepowania.
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Odwzorowanie logistyczne: r = 0.5, 29 = 0.3 A xg = 0.7

Tpt1 = rxn(l — xy)
1 =05-0.3-(1-0.3) =0.105
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Odwzorowanie logistyczne: r = 0.5, 29 = 0.3 A xg = 0.7

Tpt1 = rxn(l — xy)
1 =05-0.3-(1-0.3) =0.105
x2 =0.5-0.105- (1 — 0.105) = 0.0469875
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Ograniczenie na x dla r € [0, 1]

Twierdzenie?:
Zo
Ty < 0
r~—" 4+ nxryg n—oo

Dowdd: przez indukcje.

3Campbell & Broderick, J. Mach. Learn. Res. 20(15), 1-38 (2019),
https://arxiv.org/abs/1710.05053 (Lemma A.6)
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Ograniczenie na x dla r € [0, 1]

Twierdzenie?:
Zo
Ty < 0
r~—" 4+ nxryg n—oo

Dowéd: przez indukcje. Dla n =0: g < xg-

To
r04+0

3Campbell & Broderick, J. Mach. Learn. Res. 20(15), 1-38 (2019),
https://arxiv.org/abs/1710.05053 (Lemma A.6)
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 2 5 /100
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Ograniczenie na x dla r € [0, 1]

Twierdzenie?:

Ty < 0 0
" 4ongg nooo

Dowéd: przez indukch Dla n = 0: 29 < ;595 = o.

Nastepnie, 1 — 2 < 17 (dla > —1) oraz dla dowolnego n > 0:

Tn
1+,

Tpt1 =1rxp(l —x,) <71

3Campbell & Broderick, J. Mach. Learn. Res. 20(15), 1-38 (2019),
https://arxiv.org/abs/1710.05053 (Lemma A.6)
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Ograniczenie na x dla r € [0, 1]

Twierdzenie?:

Ty < 0 0
S pn + nxg n—oo

Dowod: przez indukch Dlan=0:z9 < = 0.

L0
r9+0

Nastepnie, 1 — 2 < 17 (dla > —1) oraz dla dowolnego n > 0:

Tn
1+,

x/(1 + x) jest monotonicznie rosnaca dla x > 0; zaktadajac, ze
ograniczenie jest prawdziwe dla n > 0:

Tpt1 =1rxp(l —x,) <71

Zo
r—"+nxg To Zo
Tpt1 ST w =" = —0
- —(n+1 -1
1+ =5 rT" +nxg+xo D) 4r=(n 4+ 1)

3Campbell & Broderick, J. Mach. Learn. Res. 20(15), 1-38 (2019),
https://arxiv.org/abs/1710.05053 (Lemma A.6)
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Ograniczenie na x dla r € [0, 1]

Twierdzenie?:

Ty < 0 0
S pn + nxg n—oo

Dowod: przez indukch Dlan=0:z9 < = 0.

40

Nastepnie, 1 — x < 1+ (dla x > —1) oraz dla dowolnego n > 0:
Tn

1+,

x/(1 + x) jest monotonicznie rosnaca dla x > 0; zaktadajac, ze

ograniczenie jest prawdziwe dla n > 0:

Tpt1 =1rxp(l —x,) <71

Zo
r—"+nxg To Zo
Tptl ST R — =
__To — —(n+1 -1
1+ =5 rT" +nxg+xo D) 4r=(n 4+ 1)

Ograniczenie jest zatem prawdziwe gdyz r—' > 1 < r < 1.

3Campbell & Broderick, J. Mach. Learn. Res. 20(15), 1-38 (2019),
https://arxiv.org/abs/1710.05053 (Lemma A.6)
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Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5

r=1.5
0.8F

0.61

Xn
0.4-L

0.2f

0.0~

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 2 6 /100



Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, xg = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, r = 4,29 = 0.5 A g = 0.6

1
I0:§
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Odwzorowanie logistyczne, r = 4,29 = 0.5 A g = 0.6
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Odwzorowanie logistyczne, r = 4,29 = 0.5 A g = 0.6

xozé
Tpg1 = 1r2p(l —xp

_ 4.1 1\ o 1_
r=4-5(1-3)=23=1
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Odwzorowanie logistyczne, r = 4,29 = 0.5 A g = 0.6
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r/4r

Xn+1
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r/4r
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r/4r

Xn+1
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Cobweb: r < 1
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Cobweb: 1 <r <2
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Cobweb: 2 <r < 3

r=2.5
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Cobweb: okres-2

Pomijajac faze przejsciowa:
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Cobweb: okres-4
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Pomijajac faze przejsciowa:
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Cobweb: chaos

Xne1
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Cobweb: chaos

Xne1

Rozwiazania analityczne znane dla r = —2,2,4; np.

Tni1 = 4z,(1 — 2,) & 2, = sin? (2" arcsin \/Zg)
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Xn

Punkty state

r=0.5

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.0

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

100

Teoria Chaosu

r=2.5
0.8
0.6
Xn !
0.4
0.2
0.0
0 20 40 60 80 100
n
Wyktad 2 25 /100



r=0.5 r=2.5
05 0.8
04 f@n) =ran(l—zn) 1
03 ; “H
" 02 " 0.4
3 p:f(p)=p N
0.0 0.0
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
1
f(p) =rp(1 —p) =p=p=0Ap=1-—
0.61
p 0.4f
0.2+
0.0 . - - -
0 1 2 3 4

r
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 2 25 /100



Tnt1 = f(xn) =ran(l — xy,)
Orbity o okresie-1: f(p)=p = p=0Ap=1-— %
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Punkty state

Tn+1 = f(xn) = Tﬁn(l - xn)
Orbity o okresie-1: f(p)=p = p=0Ap=
Orbity o okresie-2: x40 =z, < f(f(p))
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Tnp1 = f(n) = r2n(1 = 2n) I
Orbity o okresie-1: f(p) =p = p=0Ap=1—1 "
Orbity o okresie-2: x40 =z, < f(f(p)) =p e

frp(1 =p)) =perirp(l —p)] (1 —[rp(l —p)]) =p =
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Tnp1 = f(n) = r2n(1 = 2n) I
Orbity o okresie-1: f(p) =p = p=0Ap=1—1 "
Orbity o okresie-2: x40 =z, < f(f(p)) =p e

frp(1 =p)) =perirp(l —p)] (1 —[rp(l —p)]) =p =
p:O,pzl—%
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Tn+1 = f(xn) = Tﬁn(l - xn)

Orbity o okresie-1: f(p)=p = p=0Ap=1-—
Orbity o okresie-2: x40 =z, < f(f(p)) =p

1
p

1.0

v
03|
05|

X

04

02|

00
o

frp(1 =p)) =psrirp(l=p)] (1 —-[rp(l —p)]) =p=

p=0p=1—-1p=
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Tnp1 = f(n) = r2n(1 = 2n) I
Orbity o okresie-1: f(p) =p = p=0Ap=1—1 "
Orbity o okresie-2: x40 =z, < f(f(p)) =p e

frp(L=p))=perirpl—p)] 1 —[rp(l-p)])=p=
r Vr2—2r—
pzoapzl_%vp: =Ll 2 2=

P2—2%r—3>0&7r>3
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1.0

Tatr = f(n) = raa(l = 2,) C
r

Orbity o okresie-1: f(p)=p = p=0Ap=1-— ‘“
Orbity o okresie-2: x40 =z, < f(f(p)) =p LI

frp(1 =p)) =perirp(l —=p) (1 —[rp(l —p)]) =p=
pZO,p:1—%,p: r+1:i:\/2rj—T—3

P2—2%r—3>0&7r>3

02|

Bifurkacja podwajania okresu
(pitchfork bifurcation):
1.0F - -

0.8

0.6
p

0.4

0.2

0.0

0 1 2 3 4

r
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Tn+1 = f(xn) = Tﬁn(l - xn)

Orbity o okresie-1: f(p)=p = p=0Ap=1-— %
Orbity o okresie-2: x40 =z, < f(f(p)) =p
frp(l=p))=p<rrp(l—p)] (1 -[rp(l-p)])=p=
p=0,p=1-— lvp _ r+1:t\/27~2—2r—3

P2—2%r—3>0&7r>3

Bifurkacja podwajania okresu

(pitchfork bifurcation):
1.0F - -

0.8
f(f(x))
0.6
p
0.4

0.2

0.0

0 1 2 3 4 00 02 04 06 08 10
r X
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Orbity o okresie-3:
Tnrs =zn & [(F(f) =Fofoflp)=p)=p

(%)
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Diagram bifurkacyjny

1.0r 1
0.8 1
!
‘/!.‘
0.6r o ]
X L
,//
0.4r yd 1
0.2r 1
0.0t —/ ‘ . b
0 1 2 3
r
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Diagram bifurkacyjny

Druga bifurkacja w r = 1 4+ /6 = 3.44949 . ..

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)
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Diagram bifurkacyjny

0.60— .

0.55-

0.50+-

Xn 0.45-

0.40+-

—
0.35r

0-30 L L I I I I I
3.54 3.55 3.56 3.57 3.58 3.59 3.60

r
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Diagram bifurkacyjny

Okno o okresie-3 pojawia sie gdy 7 = 1 + /8 = 3.828427 . ..
1.0 - - : . .

0.6r

Xn

0.2r

0.0

3.830 3.835 3.840 3.845 3.850 3.855 3.860

r
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Stabilno$¢ punktow statych

1.0 1o
08 osl <
/

0.6 0s 1

P * 3
0.4 o {
0.2
0.0 [ —

0 1 2 3 4 0 1 z

Tny1 = f(an)

Odchylenie od punktu statego: §,, == z,, — p.
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Stabilno$¢ punktow statych

1.0

0.8

0.6
P

0.4

0.2

0.0 [ —
0 1 2 3 4 ° !

Tny1 = f(an)

Odchylenie od punktu statego: §,, == z,, — p.
Sasiedztwo punktu p:

|0n41| = [Tng1 — p| = |f(p + 0n) — 0l = | f'()]|0n]
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Stabilno$¢ punktow statych

1.0

0.8

0.6
P

0.4

0.2

0.0 [ —
0 1 2 3 4 ° !

Tny1 = f(an)

Odchylenie od punktu statego: §,, == z,, — p.
Sasiedztwo punktu p:

|0n41| = [Tng1 — p| = |f(p + 0n) — 0l = | f'()]|0n]

o Warunek (liniowej) stabilnosci: |0p41] < |0n] = | f/(p)] < 1.
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Stabilno$¢ punktow statych

1.0

0.8

0.6
P

0.4

0.2

0.0 [ —
0 1 2 3 4 ° !

Tny1 = f(an)

Odchylenie od punktu statego: §,, == z,, — p.
Sasiedztwo punktu p:

|0n41| = [Tng1 — p| = |f(p + 0n) — 0l = | f'()]|0n]

o Warunek (liniowej) stabilnosci: |0p41] < |0n] = | f/(p)] < 1.
e Gdy |f'(p)| > 1 to p jest niestabilny.
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Stabilno$¢ punktow statych

1.0

0.8

0.6
P

0.4

0.2

0.0 [ —
0 1 2 3 4 ° !

Tny1 = f(an)

Odchylenie od punktu statego: §,, == z,, — p.
Sasiedztwo punktu p:

|0n41| = [Tng1 — p| = |f(p + 0n) — 0l = | f'()]|0n]

o Warunek (liniowej) stabilnosci: |0p41] < |0n] = | f/(p)] < 1.

e Gdy |f'(p)| > 1 to p jest niestabilny.

e |f'(p)| = 1 — niedecydowalne w przyblizeniu liniowym: stabilnos¢
kryje sie w wyrazach O(42).
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Stabilno$¢ punktow statych

f(@) = ra(l —x)

[f'(p)| = Ir(1 = 2p)]

e p =0 daje |f(0)| = r — stabilnos¢ dla r < 1
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Stabilno$¢ punktow statych

f(@) = ra(l —x)

[f'(p)| = Ir(1 = 2p)]

e p =0 daje |f'(0)| = r — stabilnos¢ dla r < 1
ep=1- % stabilny dla 1 < r < 3; niestabilny dla » > 3; bifurkacja
w7 =3.
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Stabilno$¢ punktow statych

f(@) = ra(l —x)

[f'(p)| = Ir(1 = 2p)]

e p =0 daje |f'(0)| = r — stabilnos¢ dla r < 1
ep=1- % stabilny dla 1 < r < 3; niestabilny dla » > 3; bifurkacja
w7 =3.

1+r+vr2—2r—3 :
°pio= % —.punkty state (2,42 = =) odwzorowania
f?(x); analiza stabilnosci —

—1<r?(1—2p)(1—2p2) <1=3<r<1+V6=2344949...

W 7 =1+ /6 oba punkty state p1,2 tracy stabilnos¢ — kolejna
bifurkacja.
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Stabilno$¢ punktow statych

f(@) =rae(l — )
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Superstabilnosé¢

Tpp1 = f(zn)
Op =2Tp —D

pi1 2 f'(p) - 8, + O(52)
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Superstabilnosé¢

Tpp1 = f(zn)
Op =2Tp —D

pi1 2 f'(p) - 8, + O(52)

@ Przyblizenie liniowe: 6,, ~ [f'(p)]" do.
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Superstabilnosé¢

Tnt1 = [f(@n)
Op ‘= Tp— D
Snt1 = f'(p) - 00 + O(57)
@ Przyblizenie liniowe: 6,, ~ [f'(p)]" do.

e Gdy f'(p) =0, to 8,41 o 62 — czyli wyrazy kwadratowe okreslaja
dynamike.
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Superstabilnosé¢

Tpp1 = f(zn)
Op =2Tp —D

pi1 2 f'(p) - 8, + O(52)

@ Przyblizenie liniowe: 6,, ~ [f'(p)]" do.
e Gdy f'(p) =0, to 8,41 o 62 — czyli wyrazy kwadratowe okreslaja
dynamike.

o Wtedy 0,, 5(()2n) — p jest superstabilny, poniewaz zaburzenia
zamieraj3 znacznie szybciej niz w przypadku liniowym.
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Pojawienie sie okna o okresie-3 dla r =1 + V8 ~ 3.83
Tpy3 = f(f(f(wn))) =fofo f(xn) = fg(wn)

Bifurkacja stycznos$ciowa:

r=1+\/§

Xn
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Pojawienie sie okna o okresie-3 dla r =1 + V8 ~ 3.83
Tpy3 = f(f(f(wn))) =fofo f(xn) = fg(wn)

Bifurkacja stycznos$ciowa:

r=1+\/§

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Xn X
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Pojawienie sie okna o okresie-3 dla r =1 + V8 ~ 3.83
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Zadanie 1

Zlokalizowa¢ pierwsza wartos¢ r dla ktérej bifurkacja
stycznosciowa prowadzi do orbity o okresie-5.
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Koniec okna o okresie-3
(bifurkacja w okres-6)

3.830 3.835 3.840 3.845 3.850 3.855 3.860

Dokfadna warto$c*:

1
1, (1915 5\/2o1> e . (1915 5\/201>

wl=

r =1+ = 3.841499.. ..

o4 2

3 54 2

*Gordon, Math. Mag. 69, 118-120 (1996)
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Superstabilna orbita o okresie-3
(zob. slajd )

3.830 3.835 3.840 3.845 3.850 3.855 3.860
r

Doktadna warto$c®:

11 1 B
P \/3 46 (100 _ 12\/69) 3 4 (100 n 12\/69) 5 _3.831874...

5Lee, J. Math. Phys. 50, 122702 (2009)
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Intermitencja (1 < 14 v/8)

Xn
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Intermitencja (1 < 14 v/8)

Xn
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Intermitencja (r

0.52 0.53 0.54

Xn

Xn
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Intermitencja (r

0.52 0.53 0.54

Xn

0.8

0.6
Xn
0.4

0.2

0.0

Xn
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Uniwersalnos¢
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Uniwersalnos¢
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Uniwersalnos¢

2.0 21 22 23 24 25 26
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Uniwersalnos¢

Model dynamiki lasera (amplituda pola elektrycznego)®:

f(x) =rz(l — tanh x)

8Okulov & Oraevskii, Quantum Electron. 14(9), 1235-1237 (1984)
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Uniwersalnosé...?
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Uniwersalnos¢ — tak, ale...

Prawda dla odwzorowan unimodalnych z kwadratowym maksimum w z,,:
f(xm) - f(l‘) X (x - xm)2 gdy T~ T, tj- f” (xm) 7& 0.
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Uniwersalnos¢ — tak, ale...

Prawda dla odwzorowan unimodalnych z kwadratowym maksimum w z,,:
f(xm) - f(l‘) X (x - xm)2 gdy T~ T, tj- f” (xm) 7& 0.
Nie zachodzi dla:
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Zadanie 2

Okresli¢ typ maksimum odwzorowan:

Qfz)=r(1-2z-1)* @ g(x)= ra(l —x)

1+

Niech bedzie dane odwzorowanie tréjkatne (tent map)’

_ T ey Ty < 1/2
Tnt+1 = T($n) - { L (1 _ xn) Ty = 1/2

gdzie x € [0,1] , u € [0, 2].
© Zbada¢ stabilnos¢ punktéw statych T'(x) w zaleznosci od parametru p.

© Rozwazy¢ T?(x). Jakie ma punkty state? Wskazaé okres-2. Czy jest
on stabilny?

© Przyja¢ p = 2. Znalez¢ orbity o okresie-3.

"Réwnowazne sformutowania: 41 = £ (1 — 2|z, — Y/2|) = pmin{z,, 1 — zn}
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State Feigenbauma

29 3.0 3.1 32 R, 33 34 35

Tt
n r B

State uniwersalne okreslajagce tempo w jakim zachodzi kaskada podwajania
8.
okresu®: . Tpel — T
5= lim —2+t— '
nN—=00 'ny2 — 'n+1

= 4.669201609...

8Feigenbaum, J. Stat. Phys. 19, 25-52 (1978); 21, 669-706 (1979)
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State Feigenbauma

29 3.0 3.1 32 R, 33 34 35

Tt
n r B

State uniwersalne okreslajagce tempo w jakim zachodzi kaskada podwajania

k 8. —
oxresu §= lim —L =™ _ 4 669201609...
nN—=00 'ny2 — 'n+1
d
a= lim —— = —2.502907875...

n—oo dn+1

8Feigenbaum, J. Stat. Phys. 19, 25-52 (1978); 21, 669-706 (1979)
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State Feigenbauma

29 3.0 3.1 32 R, 33 34 35
n ot R
r et

State uniwersalne okreslajagce tempo w jakim zachodzi kaskada podwajania

k 8. —
oxresu §= lim —L =™ _ 4 669201609...
nN—=00 'ny2 — 'n+1
d
a= lim —— = —2.502907875...

n—oo dn+1

Uwaza sie, ze s3 przestepne; nie udowodniono jednak nawet, ze s3 niewymierne. )

8Feigenbaum, J. Stat. Phys. 19, 25-52 (1978); 21, 669-706 (1979)
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Kaskada podwajania okresu — chaos

Dla n > 1:
T+l — T
ntlTn 5> 1
Tn+2 — Tn+1
zatem istnieje roo, gdzie nastepuje akumulacja kaskady (nieskoriczony

okres, czyli aperiodycznos¢):
|Too — 7| 0 67T

takie, ze
Too = 3.569945671. ..
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State Feigenbauma

Superstabilne n-cykle: f*(p) =p A df*(z) =0.
z=p

dx

®Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science.
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State Feigenbauma

df"(z)
- =0.

dz lz=p
Okazuje sie, ze cykle superstabilne zawsze przechodza przez x,, = cykle
superstabilne odwzorowania logistycznego przechodza przez % [Wartos¢

krytyczna — f(xm).]

Superstabilne n-cykle: f*(p) =p A

®Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science.
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State Feigenbauma

df'@ _,
de la=p
Okazuje sie, ze cykle superstabilne zawsze przechodza przez x,, = cykle

superstabilne odwzorowania logistycznego przechodza przez % [Wartos¢

krytyczna — f(xm).] Zadanie 4
Udowodni¢ powyzszy fakt.

Superstabilne n-cykle: f*(p) =p A

®Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science.
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State Feigenbauma

TRET
T=p '

dx
Okazuje sie, ze cykle superstabilne zawsze przechodza przez x,, = cykle
superstabilne odwzorowania logistycznego przechodza przez % [Wartos¢

krytyczna — f(xm).] Zadanie 4
Udowodni¢ powyzszy fakt.

Niech R,, oznacza r dla ktérego istnieje superstabilny 27-cykl; wtedy®

Superstabilne n-cykle: f*(p) =p A

rn < Rp < Tpi

®Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science.
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State Feigenbauma

: df"
Superstabilne n-cykle: f*(p) =p A M =0.
dz xT=p
Okazuje sie, ze cykle superstabilne zawsze przechodza przez x,, = cykle
superstabilne odwzorowania logistycznego przechodza przez % [Wartos¢

krytyczna — f(xm).] Zadanie 4
Udowodni¢ powyzszy fakt.

Niech R,, oznacza r dla ktérego istnieje superstabilny 27-cykl; wtedy®

rn < Rp < Tpi

= lim d(n) = lim Bovs = B

®Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science.
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State Feigenbauma

TRETN

Superstabilne n-cykle: f*(p) =p A ————=
z=p

dx
Okazuje sie, ze cykle superstabilne zawsze przechodza przez x,, = cykle

superstabilne odwzorowania logistycznego przechodza przez % [Wartos¢

krytyczna — f(xm).] Zadanie 4
Udowodni¢ powyzszy fakt.

Niech R,, oznacza r dla ktérego istnieje superstabilny 27-cykl; wtedy®

4713
rn < Rp < rpg1
470}
. . R,t1—R 469}
6= lim d(n) = lim —F " 4
n—oo n—oo Ry 10— Ry 4.68}
467} .
4.66%, ‘
2 4 6 8 10

®Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science.
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Jak funkcja zmienia sie pod wptywem przeskalowania?
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Jak funkcja zmienia sie pod wptywem przeskalowania?

Np. powiekszenie (zoom):

Kazda krzywa gtadka wydaje sie prostg po takim przeskalowaniu.
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Jak funkcja zmienia sie pod wptywem przeskalowania?

Np. powiekszenie (zoom):

Kazda krzywa gtadka wydaje sie prostg po takim przeskalowaniu.

Prosta jest zatem (w granicy) punktem statym (krzywa uniwersalng)
tej transformacji.
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Jak funkcja zmienia sie pod wptywem przeskalowania?

Np. powiekszenie (zoom):

Kazda krzywa gtadka wydaje sie prostg po takim przeskalowaniu.

Prosta jest zatem (w granicy) punktem statym (krzywa uniwersalng)
tej transformacji.

Diagram bifurkacyjny odwzorowania logistycznego przejawia
samopodobienstwo: kaskada podwajania okresu jest w petni zawarta
w matym fragmencie petnego diagramu.
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Istnieje zatem przeskalowanie (grupa
renormalizacji), ktéra zachowuje ww.
samopodobiefistwo: kiedy okres-1
bifurkuje w okres-2, punkt staty
odwzorowania f staje sie punktem
statym odwzorowania f2. Tzn., ze

f jest renormalizowane w f2.
Podobnie dla bifurkacji z f? w f*
itd.
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Istnieje zatem przeskalowanie (grupa
renormalizacji), ktéra zachowuje ww.
samopodobiefistwo: kiedy okres-1
bifurkuje w okres-2, punkt staty
odwzorowania f staje sie punktem
statym odwzorowania f2. Tzn., ze

f jest renormalizowane w f2.
Podobnie dla bifurkacji z f? w f*
itd.

F(xRo) xRy @ fl(i , RJ

. rescale by
iterate I o =-25..
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Rozwazmy superstabilne 2™-cykle, ktére zachodza dla r = R,,:

dff, (x)

=0
dx

T=p
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Rozwazmy superstabilne 2™-cykle, ktére zachodza dla r = R,,:

dff, (x)

=0
dx

T=p

Z diagramu bifurkacyjnego mamy, ze

n-1 (1 1
dn=f2n 1<2>2
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Rozwazmy superstabilne 2™-cykle, ktére zachodza dla r = R,,:

dff, (x)

=0
dx

T=p

Z diagramu bifurkacyjnego mamy, ze

n-1 (1 1
dy=f2""(2) ==
=1 (5)
Mozemy dokona¢ takiej transformacji wspétrzednych, by z =1/2 - 2 =0
(por. slajdy 3 oraz 68):

dn = f2(0)
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Mamy zatem z definicji statej «

lim (— ]a\)" dn+1 = d1

n—oo
lub tez
lim (—|e))" f&,,,(0) = di

n—o00 Rnt1
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Mamy zatem z definicji statej «

lim (— ]a\)" dn+1 = d1

n—oo

lub tez
lim (—|e))" f&,,,(0) = di

n—o00 Rnt1

Pozwalajac na dowolne x, po stosownym przeskalowaniu przez o™, mamy
w granicy funkcje

(@) = lim (- |a])" /2., ((_M))
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Mamy zatem z definicji statej «

Jim (= |a])" dny1 = di

lub tez
lim (—|e))" f&,,,(0) = di

n—o00 Rnt1

Pozwalajac na dowolne x, po stosownym przeskalowaniu przez o™, mamy
w granicy funkcje
gi(x) = lim (~lal)" fF, (a:)
" (= a])"

ktéra prowadzi do rodziny funkg;ji

n—oo

mwzmmwwwakkﬁw)
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

gia(w) = Tim (= |a)" f3,_, (HZD)
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

gia(w) = Tim (= |a)" f3,_, (HZD)

. n—1 pon—1+1 1 x
= lim (=la]) (= |e)""" f, .., ( )

n=>o0 ol (= [ap™!
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

. n n X
ia(e) = i (~lal)" 72, (i
. n—1 pon—1+1 1 T
~ tim (—faf) (o)™ T

n=>o0 ol (= [ap™!

=l (=la]) (=]a])" &, [(,;)m (=1 Fh... <‘|a1|<|z|>m)]

m—r o0
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

. n n X
ia(e) = i (~lal)" 72, (i
. n—1 pon—1+1 1 T
~ tim (—faf) (o)™ T

n=>o0 ol (= [ap™!

=l (=la]) (=]a])" &, [(,;)m (=1 Fh... <‘|a1|<|z|>m)]

m

= —lalgi [Qi (—éﬂ = Tgi(z)

gdzie T jest operatorem podwajania okresu.
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

W granicy i — oo funkcja g() = lim; o gs(2) jest punktem statym1©

operatora T:
x

g(@) = Tg(w) = ag? ()

(0}

10Sfondrini: https://arxiv.org/pdf/1210.2262.pdf;
Steven Strogatz, wyktfady: https://www.youtube.com/watch?v=90kVNInimSc oraz
https://www.youtube.com/watch?v=97XDsyXr5HU
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

W granicy i — oo funkcja g() = lim; o gs(2) jest punktem statym1©
operatora T:

9(z) = Tg(a) = ag® (%)

Zadanie b

Pokaza¢, ze ug(=/u), p € R\{0}, rowniez spetnia
powyzsze réwnanie (Feigenbauma-Cvitanovi¢a, FC).

10Sfondrini: https://arxiv.org/pdf/1210.2262.pdf;
Steven Strogatz, wyktfady: https://www.youtube.com/watch?v=90kVNInimSc oraz
https://www.youtube.com/watch?v=97XDsyXr5HU
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

W granicy i — oo funkcja g() = lim; o gs(2) jest punktem statym1©
operatora T:

9(z) = Tg(a) = ag® (%)

Zadanie b

Pokaza¢, ze ug(=/u), p € R\{0}, rowniez spetnia
powyzsze réwnanie (Feigenbauma-Cvitanovi¢a, FC).

Zatem mozna arbitralnie przeskalowa¢ ¢ tak by ¢(0) = 1.

10Sfondrini: https://arxiv.org/pdf/1210.2262.pdf;
Steven Strogatz, wykfady: https://www.youtube.com/watch?v=90kVNInimSc oraz
https://www.youtube.com/watch?v=97XDsyXr5HU
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https://arxiv.org/pdf/1210.2262.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=9OkVNInimSc
https://www.youtube.com/watch?v=97XDsyXr5HU

Uniwersalno$c¢: renormalizacja

W granicy i — oo funkcja g() = lim; o gs(2) jest punktem statym1©

operatora T:
x

g(@) = Tg(w) = ag? ()

(0}

Zadanie b

Pokaza¢, ze ug(=/u), p € R\{0}, rowniez spetnia
powyzsze réwnanie (Feigenbauma-Cvitanovi¢a, FC).

Zatem mozna arbitralnie przeskalowa¢ g tak by g(0) = 1. Wtedy
1=g(0) = ag[g(0)] = ag(1),

zatem
1

g9(1)
10Sfondrini: https://arxiv.org/pdf/1210.2262.pdf;
Steven Strogatz, wykfady: https://www.youtube.com/watch?v=90kVNInimSc oraz

https://www.youtube.com/watch?v=97XDsyXr5HU
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https://arxiv.org/pdf/1210.2262.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=9OkVNInimSc
https://www.youtube.com/watch?v=97XDsyXr5HU

Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Réwnanie FC jest réwnaniem funkcyjnym na funkcje g, ktére nie ma
znanego, og6lnego analitycznego rozwigzania. Mozna je rozwigzaé

w przyblizeniu, zaktadajac g(z) w postaci szeregu i wstawiajac bezposrednio
do réwnania FC oraz uzgadniajac wspétczynniki przy kolejnych potegach z.
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Réwnanie FC jest réwnaniem funkcyjnym na funkcje g, ktére nie ma
znanego, og6lnego analitycznego rozwigzania. Mozna je rozwigzaé

w przyblizeniu, zaktadajac g(z) w postaci szeregu i wstawiajac bezposrednio
do réwnania FC oraz uzgadniajac wspétczynniki przy kolejnych potegach z.

Zadanie 6
Zatozy¢, ze g(x) = 1 + bz? + O(x*). Rozwiaza¢ réwnanie
FC oraz obliczy¢ wartos¢ a. lle wynosi btad wzgledny?
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Funkcja Feigenbauma g(z):

40f
207
ol
—20¢k
—40!

_60,

o i - F

-100k :
-60 -40 -20 0 20 40 60
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Przestrzer funkgji unimodalnych z kwadratowym maksimum:
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Przestrzer funkgji unimodalnych z kwadratowym maksimum:

odw. logistyczne sin X

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 2 59 /100



Uniwersalno$c¢: renormalizacja

g(z) jest punktem statym operatora T. Linearyzujac réwnanie FC wokét
tego punktu statego, tj. przyjmujac w réwn. FC g(x) + eh(x) zamiast g(x),
le| < 1, dostaniemy réwnanie funkcyjne na h(z) gdzie

0 jest wartoscig wtasna:

o1 (0(2) 0 (6 (2))4 (2)] ~onc, o>
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

g(z) jest punktem statym operatora T. Linearyzujac réwnanie FC wokét
tego punktu statego, tj. przyjmujac w réwn. FC g(x) 4+ eh(x) zamiast g(x),
le| < 1, dostaniemy réwnanie funkcyjne na h(z) gdzie

[ (o(2)) +4 (0 (2)) 1 (2)] =m0 8>3

Zadanie 7
Zatozy¢, ze h(xz) = h(0) + O(z), h(0) # 0. Rozwiazaé powyzsze
réwnanie wtasne oraz obliczy¢ wartos¢ d. lle wynosi btad wzgledny?
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Rézne rodzaje odwzorowan
falz) =1 —alz|’,
b=2,3,4,... (t. réznego
typu maksima), prowadza do
réznych wartosci (b) i 0(b):
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Uniwersalno$c¢: renormalizacja

Rézne rodzaje odwzorowan
falz) =1 —alz|’,
b=2,3,4,... (t. réznego
typu maksima), prowadza do
réznych wartosci (b) i 0(b):

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

al2] 7137672714997
83412 32

§5(2) 4.66920160910299067 20382046620161725818557747576863
27456513430041343302113147371387

al3] | -1.92769096384764084494999435296631905189265896 703673262
07435796727408667 7490009

§(3) 5.96796870377745104099419301997967232351260291982742394
83931720

al(4) | -1.69030297140524485334378015032416134822827805970956 196
6682423263

5(4) 7.284686217073343364308930567995553069478046619799790659
07212

alb) | -1.555771250196518402132078620657484410192322809174229329

§(5) 8.3494991320669635211097474018112 257476

af6) | -1.4677424503199009444538343151089737463687971293967

§(6) 9.2962468327713700828344765663674 306688756

«l(7) | -1.40511078831683179942567128926679825719406757

5(7) 10.22215952883488165524180132934744

8] | -1.35801727913805034548737633310626140065806

§(8) 10.948624265941590425534207900712234803

9] | -1.32118575980525276678233264501112163344

§(9) 11.76833363955408532268157502

a(10) | -1.29151686726234456962 42901483728

§(10] | 12.341409045349293839697630423331

af11) | -1.26706140790247246 329005973368 1368673

5(11)

al12)

5(12)
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Krzywe krytyczne (supertracks)
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Krzywe krytyczne (supertracks)

Niech v, = f,(0.5) bedzie punktem krytycznym; f,(z) = rz(1 — x).

Krzywe krytyczne to wielomiany Q(n,r) stopnia (2" — 1), pokazujace

zaleznos¢ f*(v,) od r:

" Neidinger & Annen, Am Math Mon 103(8), 640-653 (1996);
oraz Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science; oraz

Oblow, Phys. Lett. A, 128(8), 406-412 (1988); oraz Barabasi, Nitsch, Dorobantu, Phys

Lett. A, 139(1,2), 53-56 (1989)
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Krzywe krytyczne (supertracks)

Niech v, = f,(0.5) bedzie punktem krytycznym; f,(z) = rz(1 — x).
Krzywe krytyczne to wielomiany Q(n,r) stopnia (2" — 1), pokazujace

zaleznos¢ f*(v,) od r:
Q(la T) = fr(05) = 0257"
Q(2,7) = f2(0.5) = 0.25(1 — 0.25r)r?

Q(3,7) = £2(0.5) = 0.25(1 — 0.257)[1 — 0.25(1 — 0.257)7r]r3
etc.

" Neidinger & Annen, Am Math Mon 103(8), 640-653 (1996);
oraz Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science; oraz
Oblow, Phys. Lett. A, 128(8), 406-412 (1988); oraz Barabasi, Nitsch, Dorobantu, Phys
Lett. A, 139(1,2), 53-56 (1989)
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Krzywe krytyczne (supertracks)

Niech v, = f,(0.5) bedzie punktem krytycznym; f,(z) = rz(1 — x).
Krzywe krytyczne to wielomiany Q(n,r) stopnia (2" — 1), pokazujace

zaleznos¢ f*(v,) od r:
Q(1,r) = f-(0.5) = 0.25r
Q(2,7) = f2(0.5) = 0.25(1 — 0.25r)r?
Q(3,7) = £2(0.5) = 0.25(1 — 0.257)[1 — 0.25(1 — 0.257)7r]r3

etc.

The Road to Chaos is Filled with Polynomial Curves.*!

" Neidinger & Annen, Am Math Mon 103(8), 640-653 (1996);
oraz Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science; oraz
Oblow, Phys. Lett. A, 128(8), 406-412 (1988); oraz Barabasi, Nitsch, Dorobantu, Phys
Lett. A, 139(1,2), 53-56 (1989)
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Chaos: wrazliwos¢ na warunki pocza

Axy=107°

0.81
0.61
Xn
0.4

0.2r

0.0k
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Chaos: wrazliwos¢ na warunki pocza

Axo=107°
1.0[ ‘ ‘
0.8}
0.6]
Xn
0.4
0.2}
O,l
R L
0 10 20
f— _27
x
3 -3
(o))
O _4f
-5F
_67I .
0 10
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Chaos: wrazliwos¢ na warunki pocza

Axo=107°
1.0[ ‘ ‘
0.8+
0.6+
Xn
0.4t
0.2+
O,l
N L
0 10 20
f— _27
<
4 -3
(o))
O _4f
AN -5
Axp, o< e I
0 10

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)
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Chaos: wyktadniki Lapunowa

Az, e’ — X\ — wykfadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny

@ )\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)
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Chaos: wyktadniki Lapunowa

Az, e’ — X\ — wykfadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ )\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu.
Interpretacja: Srednia eksponencjalna rozbieznosé (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.
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Chaos: wyktadniki Lapunowa

Az, e’ — X\ — wykfadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ )\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu.
Interpretacja: Srednia eksponencjalna rozbieznosé (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.

(1] At Aoe)‘t
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Chaos: wyktadniki Lapunowa

Az, x e

— A — wyktadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ )\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu.
Interpretacja: Srednia eksponencjalna rozbieznosé (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.

(4 ] At = Aoe)‘t
@ a = tolerancja

© A; > a — rozbieznos¢ zauwazalna/nietolerowalna
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Chaos: wyktadniki Lapunowa

Az, e’ — X\ — wykfadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ )\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu.
Interpretacja: Srednia eksponencjalna rozbieznosé (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.

(4 ] At Aoe)‘t
@ a = tolerancja

© A; > a — rozbieznos¢ zauwazalna/nietolerowalna

o t%%ln(ﬁo)
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Chaos: wyktadniki Lapunowa

Az, e’ — X\ — wykfadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ )\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu.
Interpretacja: Srednia eksponencjalna rozbieznosé (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.

(4 ] At Aoe)‘t
@ a = tolerancja

© A; > a — rozbieznos¢ zauwazalna/nietolerowalna

Qt~iln (Aio)
© 1/)\ — czas Lapunowa
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Chaos: wyktadniki Lapunowa

Az, e’ — X\ — wykfadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ )\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu.
Interpretacja: Srednia eksponencjalna rozbieznosé (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.

QO A, = NpeM

@ a = tolerancja

© A; > a — rozbieznos¢ zauwazalna/nietolerowalna

Qi~ %ln (Aio)

© 1/)\ — czas Lapunowa

@ nie da sie przezwyciezy¢ logarytmu — t — 10t wymaga Ay — 101°A

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 2 65 /100



Chaos: wyktadniki Lapunowa

Az, e’ — X\ — wykfadnik Lapunowa:
@ )\ > 0 — uktad jest chaotyczny
@ )\ < 0 — dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu.
Interpretacja: Srednia eksponencjalna rozbieznosé (lub zbieznos¢)
poczatkowo bliskich sobie orbit.

QO A, = NpeM

@ a = tolerancja

© A; > a — rozbieznos¢ zauwazalna/nietolerowalna

Qi~ %ln (Aio)

© 1/)\ — czas Lapunowa

@ nie da sie przezwyciezy¢ logarytmu — t — 10t wymaga Ay — 101°A

@ to jest wilasnie istota nieprzewidywalnosci chaosu
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Wyktadnik Lapunowa

Tpt1 = f(zn)

Wezmy dwa infinitezymalnie bliskie warunki poczatkowe, x i y, takie, ze
y = x + ¢. Po n iteracjach ich separacja wynosi

Mz + ) — f(z)] ~ ee™
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Wyktadnik Lapunowa

Tpt1 = f(zn)

Wezmy dwa infinitezymalnie bliskie warunki poczatkowe, x i y, takie, ze
y = x + ¢. Po n iteracjach ich separacja wynosi

M@ +e) — ()| = g™
Podzielmy obustronnie przez e, wezmy granice £ — 0 i zlogarytmujmy:

1
A~ —1In
n

df"(z)
dz
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Wyktadnik Lapunowa

Tpt1 = f(zn)

Wezmy dwa infinitezymalnie bliskie warunki poczatkowe, x i y, takie, ze
y = x + ¢. Po n iteracjach ich separacja wynosi

M@ +e) — ()| = g™
Podzielmy obustronnie przez e, wezmy granice £ — 0 i zlogarytmujmy:

1
A~ —1In
n

df"(z)
dz

Wezmy f" jako funkcje ztozona, uzyjmy reguty tancuchowej (por. zad. 4.)
i wezmy granice n — 00:

n

-1 n—1 n—1
— 1 1 / R T 1 / logist. .. 1
A= lim — ln( I_IO |f (ml)|) = nh_{rgo - E_O In|f'(z;)| = nh_{lgo - E_O In |r(1—22;)|

n—oo N
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Wyktadnik Lapunowa: odwzorowanie logistyczne

n—1
1
A~ — | 1—2x;
3 i)
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Wyktadnik Lapunowa: odwzorowanie logistyczne

n—1
1
A~ — | 1—2x;
3 i)

1.0

0.5 ~

0.0

< -05

-1.0

-1.5

-2.0 - F S S
3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0
r
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Wyktadnik Lapunowa: odwzorowanie logistyczne

ne1 Zadanie 8
AR — Zln (1 — 2z;)| Policzy¢ analitycznie i narysowac
"iso wykresy \ dla odwzorowania
logistycznego w przedziatach:
1.0 B Q@ O0<r<l1
05| © . QO 1<r<s3
. Q@ 3<r<1++6
' Korzystajac z tych postaci
<05 analitycznych, znalez¢ potozenia
1 / cykli superstabilnych.
-1.0 .
-15
—200 \t ‘

30 32 34 36 38 40
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Wyktadnik Lapunowa: odwzorowanie Ioglstyczne

A — Zln (1 — 2x;)] Policzy¢ analitycznie i narysowaé
"iso wykresy \ dla odwzorowania
logistycznego w przedziatach:
10 - Q 0<r«l1
05l Q0 1<r<3

Q@ 3<r<1++6

Korzystajac z tych postaci
analitycznych, znalez¢ potozenia
cykli superstabilnych.

-1.0 /
\/
|

Obliczy¢ A dla

be L fla) = 6x(1 - 2)(1 — 23 + 242).
80 82 84 36 38 40 (Wskazéwka: rozwazy¢ stabilnosé

punktéw statych.)

v
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Topologiczne sprzezenie

Odwzorowania
f: X=X g:Y->Y
nazywamy topologicznie sprzezonymi (topologically conjugate)?, jesli
Jh: X — Y (homeomorfizm) takie, ze
hof=goh
(réwnowaznie: g = ho f o h™1, skad
gn — hOanh_l):

12Por. slajd 3.
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Topologiczne sprzezenie

Odwzorowania
f: X=X g:Y->Y

nazywamy topologicznie sprzezonymi (topologically conjugate)?, jesli
Jh: X — Y (homeomorfizm) takie, ze

hof=goh
(réwnowaznie: g = ho f o h™1, skad Zadanie 10
g"=ho froh™): Znalez¢é odpowiednie h
7 i pokaza¢, ze odwzorowanie
X X logistyczne z r = 4 oraz
odwzorowanie tréjkatne
h h z j = 2 sa topologicznie
sprzezone.
y 9 Y .

12Por. slajd 3.
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Topologiczne sprzezenie

hof=gohe hlf(x)] =glh(z)] = W[f(@)]f (z) = g'[h)]M(2)
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Topologiczne sprzezenie

hof=gohe hlf(x)] =glh(z)] = W[f(@)]f (z) = g'[h)]M(2)

zatem

f@e) - flx2) f (1)
g'[h(xp)]h' (zr)  g'[h(x2)]W (22) g'[h(x1)] (21)

W (zg+1) W (z3) W (z2)
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Topologiczne sprzezenie

hof=gohe hlf(x)] =glh(z)] = W[f(@)]f (z) = g'[h)]M(2)

zatem

f@e) - flx2) f (1)
g'[h(xp)]h' (zr)  g'[h(x2)]W (22) g'[h(x1)] (21)

W (zg+1) W (z3) W (z2)

= Slbta) o e
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Topologiczne sprzezenie

hof=gohe hlf(x)] =glh(z)] = W[f(@)]f (z) = g'[h)]M(2)

zatem

f@e) - flx2) f (1)
g'[h(xp)]h' (zr)  g'[h(x2)]W (22) g'[h(x1)] (21)

W (zg+1) W (z3) W (z2)

= Slbta) o e

czyli

:
In|f'(ex) - @) f (@) =D | f ()]
=1

k
= Zln |g'[h(z:)]| + In |W (21)| — In | A (@41)]
i=1
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Topologiczne sprzezenie

ln|h'( ln‘h/(.Ik_;'_l)I _ 0
k - ’

Poniewaz lim kml)l = 0 oraz mozna przyjac'3, ze klim
—00

k—o00

to wtedy
1< 1@
A= Jlim 2 Il ol = Jim g3 gl = A
=1 i=1

czyli wyktadniki Lapunowa (topologicznie sprzezonych) f i g sa sobie réwne
(h zapewnia relacje jeden-do-jednego punktéw orbit f i g, tj. h(z) = y).

13Alligood, Sauer, Yorke, Chaos. An Introduction to Dynamical Systems.
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Topologiczne sprzezenie

In|h/(

z1)| _ - 213 5o iy WA (@epa)]
TI = 0 oraz mozna przyjac>, ze kli}m ——p =0,
o

Poniewaz lim
k—oo

to wtedy
1< 1@
A= Jlim 2 Il ol = Jim g3 gl = A
=1 i=1

czyli wyktadniki Lapunowa (topologicznie sprzezonych) f i g sa sobie réwne
(h zapewnia relacje jeden-do-jednego punktéw orbit f i g, tj. h(z) = y).

Zadanie 11
Obliczy¢ wyktadnik Lapunowa dla odwzorowania logistycznego z r = 4.

13Alligood, Sauer, Yorke, Chaos. An Introduction to Dynamical Systems.
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Rozktad niezmienniczy

Rozkfad statystyczny punktu D > y — f(y) € D po jednej iteracji:
pi(z) =0z — f(y)]
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Rozktad niezmienniczy

Rozktad statystyczny punktu D > y — f(y) € D po jednej iteracji:
pi(x) =6z — fy)]

Jesli zaczniemy od zbioru punktéw o rozktadzie po(y):

pir(x) = (...)0 [z — f(y)] po(y)
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Rozktad niezmienniczy

Rozktad statystyczny punktu D > y — f(y) € D po jednej iteracji:
pi(x) =6z — fy)]

Jesli zaczniemy od zbioru punktéw o rozktadzie po(y):

pr(z) = /D dys e — ()] poly)
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Rozktad niezmienniczy

Rozktad statystyczny punktu D > y — f(y) € D po jednej iteracji:
pi(x) =6z — fy)]

Jesli zaczniemy od zbioru punktéw o rozktadzie po(y):

pr(z) = /D dys e — ()] poly)

Po dwdch iteracjach:

p(z) = /D dys [z — ()] ;m(y)
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Rozktad niezmienniczy

Rozktad statystyczny punktu D > y — f(y) € D po jednej iteracji:
pi(x) =6z — fy)]

Jesli zaczniemy od zbioru punktéw o rozktadzie po(y):

pr(z) = /D dys e — ()] poly)

Po dwdch iteracjach:

pol) = /D dyd [z — ()] p1(y)
_ / ayo e — F)] / dz6 [y — £(2)] po(2)
D D
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Rozktad niezmienniczy

Rozktad statystyczny punktu D > y — f(y) € D po jednej iteracji:
pi(x) =6z — fy)]

Jesli zaczniemy od zbioru punktéw o rozktadzie po(y):

pr(z) = /D dys e — ()] poly)

Po dwdch iteracjach:

pol) = /D dyd [z — f(y)] 1 (v)
_ / ayo e — F)] / dz6 [y — £(2)] pol2)
D D
= /Ddyé [z = f2()] po(y)
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Rozktad niezmienniczy

Uogélniajac:
pria(@) = [ duble = ) pa(o)
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Rozktad niezmienniczy

Uogélniajac:
pria(@) = [ duble = ) pa(o)

W granicy:
p() = lim p(a)

n—o0
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Rozktad niezmienniczy

Uogélniajac:
pria(@) = [ duble = ) pa(o)

W granicy:
p() = lim p(a)

n—o0

czyli rozktad niezmienniczy spetnia

p(z) = /D dyo [z — f(y)] p(y)
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Rozktad niezmienniczy

Uogélniajac:
puia(e) = [ o~ )] pa(o)
D
W granicy:
p(a) = lim p,(z)

czyli rozktad niezmienniczy spetnia

p(z) = /D dyo [z — f(y)] p(y)

Zatem p jest rozwigzaniem liniowego, jednorodnego réwnania catkowego
(réwnanie Perrona-Frobeniusa) z osobliwym jadrem k(z,y) = d [z — f(y)].
Jest to zagadnienie wtasne operatora catkowego K z wartoscia wihasna

réwna 1 (w jezyku algebry liniowej, w pewnej przestrzeni funkgji):

pl) = Kp(a)
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Rozktad niezmienniczy

Aby p byto rozktadem prawdopodobienstwa:

p(z) >0  oraz / plx)de =1
D

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 2 73 /100



Rozktad niezmienniczy

Aby p byto rozktadem prawdopodobienstwa:

p(z) >0  oraz / plx)de =1
D

Wtasnosci delty Diraca

_J 0 y#0
o wm={ 2% ¥}

Q fR 6(y)dy =1
Q [rd(y)f(y)dy = f(0)

v
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Rozktad niezmienniczy

Aby p byto rozktadem prawdopodobienstwa:

p(z) >0  oraz / plx)de =1
D

Wtasnosci delty Diraca

_J 0 y#0
o wm={ 2% ¥}

2] fR 5(3/)(13/ =1

Q [rd(y)f(y)dy = f(0)

O dla(y —yo)] = 1479y — %)
© (y —vo) = d(yo — v)

v
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Rozktad niezmienniczy

Aby p byto rozktadem prawdopodobienstwa:

p(z) >0  oraz / plx)de =1
D

Wtasnosci delty Diraca

_J 0 y#0
o wm={ 2% ¥}

Q Jxd( dy— 1
Q [x()f(y)dy = f(0)
o 5[a(y—yo)] = @0y — %)
© (y —vo) = d(yo — v)
0 J[o(y) = X, S,
gdzie ¢(y;) =0
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Rozktad niezmienniczy

Aby p byto rozktadem prawdopodobienstwa:

p(z) >0  oraz / plx)de =1
D

Wtasnosci delty Diraca

_J 0 y#0
o wm={ 2% ¥}

Q fR 6(y)dy =1
Q [rd(y)f(y)dy = f(0)

O dla(y —yo)] = 1479y — %)

Q J(y—yo) =d(yo —y)
0 J[o(y) = X, S,
gdzie ¢(y;) = 0

4

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK)

Teoria Chaosu

Zadanie 12

Utozy¢ réwnanie
Perrona-Frobeniusa dla
odwzorowania tréjkatnego
z ;n = 2 oraz poda¢ jego
rozwigzanie.
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Rozktad niezmienniczy (odwzorowanie logistyczne)

35 r=ro 14
20 12
25 10

% 20 8

Q Q
15 6
10 4
5 2

: 0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4
X
r=37
121
10+
— 81
3
QU 61
4
2]
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Rozktad niezmienniczy (odwzorowanie logistyczne)

r=3.83
80
10
60 8
= x
X X 6
Q Q
40
4
201
2
0.0 0.2 0.4 O.‘S 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4
X
r=3.95
84
61
3
3 ,)
Pe
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Rozktad niezmienniczy a wyktadnik Lapunowa

N-1

. 1
A= iy 2 nl )]
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Rozktad niezmienniczy a wyktadnik Lapunowa

N-1

A= hm —Zlnv x;) :/d:cp ln}f |
D
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Rozktad niezmienniczy a wyktadnik Lapunowa

N-1

A= hm —Zlnv x;) :/d:cp ln}f |
D

Zadanie 13

Obliczy¢ A (korzystajac z p)
dla odwzorowania tréjkatnego
zZ yu=2.
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Rozktad niezmienniczy a wyktadnik Lapunowa

Gdy mamy zmiane zmiennych y = h(x) (homeomorfizm) miedzy
topologicznie sprzezonymi odwzorowaniami f: X - X, ¢g:Y =Y, to
rozktady prawdopodobienstwa spetniaja |py (y)dy| = |px (x)dz| oraz
podlegaja transformacji wg
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Rozktad niezmienniczy a wyktadnik Lapunowa

Gdy mamy zmiane zmiennych y = h(x) (homeomorfizm) miedzy
topologicznie sprzezonymi odwzorowaniami f: X - X, ¢g:Y =Y, to
rozktady prawdopodobienstwa spetniaja |py (y)dy| = |px (x)dz| oraz
podlegaja transformacji wg

py (y) = px [W' ()] d

ay (h ()]

zatem w szczegdlnosci dla odwzorowan logistycznego (r = 4) i trojkatnego
(1 =2):

9

wel)

plogistic,4(y) = Ptent,2 [h_l(y)] ‘ dy
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Rozktad niezmienniczy a wyktadnik Lapunowa

Gdy mamy zmiane zmiennych y = h(x) (homeomorfizm) miedzy
topologicznie sprzezonymi odwzorowaniami f: X - X, ¢g:Y =Y, to
rozktady prawdopodobienstwa spetniaja |py (y)dy| = |px (x)dz| oraz
podlegaja transformacji wg

d

— [pL

i [ (y)]

zatem w szczegdlnosci dla odwzorowan logistycznego (r = 4) i trojkatnego
(1 =2):

py (y) = px [W' ()]

9

wel)

plogistic,4(y) = Ptent,2 [h_l(y)] ‘ dy

Zadanie 14

Obliczy¢ rozktad niezmienniczy dla odwzorowania
logistycznego z r = 4.
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Rozktad niezmienniczy a wyktadnik Lapunowa

Gdy mamy zmiane zmiennych y = h(x) (homeomorfizm) miedzy
topologicznie sprzezonymi odwzorowaniami f: X - X, ¢g:Y =Y, to
rozktady prawdopodobienstwa spetniaja |py (y)dy| = |px (x)dz| oraz
podlegaja transformacji wg

d

— [pL

i [ (y)]

zatem w szczegdlnosci dla odwzorowan logistycznego (r = 4) i trojkatnego
(1 =2):

py (y) = px [W' ()]

9

wel)

plogistic,4(y) = Ptent,2 [h_l(y)] ‘ dy

Zadanie 14

Obliczy¢ rozktad niezmienniczy dla odwzorowania
logistycznego z r = 4. Jak mozna go wykorzysta¢ do
policzenia wyktadnika Lapunowa?
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

|z1 — 2| > |zo — xf| — rozciagniecie
|z1 — 2| < |z — x(j| — ztozenie (kontrakcja)
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

08
start
06

04

02

00
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

08 4 08

start

06 4 06

stretch

04 4 04

02 4 02

00 00
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

08 4 08

start

06 4 06

stretch

04 4 04

02 4 02

00 00

o fold

04

02

00
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

08 4 08

start

06 4 06

stretch

04 4 04

02 4 02

0.0 0.0

0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
10 10
08 -4 08

fold squeeze

086 4 06
04 -4 04
02 4 02
0.0 4 0.0

0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 0.2 04 06 08 1.0
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

Powtérzy¢:

1.0FT
08
o start again
04

02

00
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

Powtérzy¢:
o start again 1.. stretch again
04 7 04
02 1 o2
o
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

Powtérzy¢:
1.0FT T T T T ™ 10FT
08 1 o8
o start again 1.. stretch again
0.4 1 04
02 1 02
0.0 00
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
10FT
08
o fold again
04
02
0.0
0.0 02 04 06 08 1.0
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

Powtérzy¢:

10FT T T T T q of

o start again 1.. stretch again

02 ] o2

o0

08 7 os

o fold again 1. squeeze again
0

02 02

oo oz o os os w0 oo o o os os m
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

Powtérzy¢:

10FT T T T T q of

o start again 1.. stretch again

02 ] o2

o0

08 08

o fold again 1. squeeze again
0

02 02

oz os w0 oo o o os os m

Nastepnie: powtdérzy¢, powtérzy¢ i powtarza¢ w nieskoficzonosé...
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Sktadanie i rozciaganie (stretching & folding)

Przyktady:
e https://youtu.be/Z0j6WCOGPE£g?t=103
@ https://www.youtube.com/watch?v=SrJm6bkLuPs
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https://youtu.be/Z0j6WCOGPfg?t=103
https://www.youtube.com/watch?v=SrJm6bkLuPs

Chaos: definicja

Definicja robocza

Ograniczony uktad dynamiczny jest chaotyczny jesli jest aperiodyczny oraz
wrazliwy na warunki poczatkowe (tj. A > 0).

4Devaney, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems
5Banks et al., Am. Math. Mon. 99(4), 332-334 (1992)
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Chaos: definicja

Definicja robocza

Ograniczony uktad dynamiczny jest chaotyczny jesli jest aperiodyczny oraz
wrazliwy na warunki poczatkowe (tj. A > 0).

Zadanie 15
Obliczy¢ A dla z,,+1 = 13x, + 21. Czy ten uktad jest chaotyczny?

—

4Devaney, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems
5Banks et al., Am. Math. Mon. 99(4), 332-334 (1992)
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Chaos: definicja

Definicja robocza

Ograniczony uktad dynamiczny jest chaotyczny jesli jest aperiodyczny oraz
wrazliwy na warunki poczatkowe (tj. A > 0).

Zadanie 15
Obliczy¢ A dla z,,+1 = 13x, + 21. Czy ten uktad jest chaotyczny?

N
—
||

Chaos wg Devaney'a
Niech (X, d) bedzie zwartg przestrzenig metryczng. Odwzorowanie
f: X — X jest chaotyczne jesli
@ jest topologicznie tranzytywne (tj. VU,V C X : 3k : fF(U)NV #0),
@ punkty okresowe f sa geste w X,
Q [ jest wrazliwe na warunki poczatkowe.

Trzeci warunek wynika z pozostatych dwéch.!®

4Devaney, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems
5Banks et al., Am. Math. Mon. 99(4), 332-334 (1992)
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Okres-3 implikuje chaos: twierdzenie Szarkowskiego

Zwykte uporzadkowanie: 1 <2<3<4<5<6<7<8<9< ...

16Sharkovskii, Ukrainian Math. J. 16, 61~71 (1964); ang. ttumaczenie: J. Bifur. Chaos
Appl. Sci. Engrg., 5, 1263-1273 (1995)

17i & Yorke, Am. Math. Mon. 82(10), 985-992 (1975)
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Okres-3 implikuje chaos: twierdzenie Szarkowskiego

Zwykte uporzadkowanie: 1 <2<3<4<5<6<7<8<9< ...
Uporzadkowanie Szarkowskiego (< lub <):
3454749<114...42-3<92-54...<22.342%2.54...9224224241

16Sharkovskii, Ukrainian Math. J. 16, 61~71 (1964); ang. ttumaczenie: J. Bifur. Chaos

Appl. Sci. Engrg., 5, 1263-1273 (1995)
17} & Yorke, Am. Math. Mon. 82(10), 985-992 (1975)
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Jesli n<m, to f ma tez orbite o okresie-m.

@ Jeslin # 2%, to f ma nieskoficzenie wiele orbit.
@ Jesli f ma orbite o okresie-3, to ma wszystkie orbity.

© Jesli f ma orbite o okresie-3, to istnieje nieprzeliczalny zbidr orbit
nieokresowych — period-3 implies chaos'”.

16Sharkovskii, Ukrainian Math. J. 16, 61~71 (1964); ang. ttumaczenie: J. Bifur. Chaos
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Zadanie 17

Pokaza¢, ze odwzorowanie logistyczne z r = 4 ma
orbity o okresie-3. Znalez¢ je.
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Zadanie 17

Pokaza¢, ze odwzorowanie logistyczne z r = 4 ma
orbity o okresie-3. Znalez¢ je.

Chaos wg Li-Yorke'a

Niech (X, d) bedzie zwarta przestrzenia metryczna.
Odwzorowanie f : X — X jest chaotyczne jesli
35S C X takie, ze Va,y € S, x # y:

° limsupd(fk(x),fk(y)) >0,
k—o0

° li]cxri}infd(fk(:v),fk(y)) = 0.
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Kompletny'® diagram bifurkacyjny!®

1.5+
1.0t @
!
"___,.———""\
X 05 ,,--' R
0.0- 4
-0.5¢
-2 -1 0 1 2 3 4
r

8Dla r > 4 (a zatem tez r < —2), odwzorowanie logistyczne jest chaotyczne na
zbiorze Cantora (zob. wykfad 6, slajd 19).

9Tsuchiya & Yamagishi, Z. Naturforsch. 52a, 513-516 (1997)
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