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Równanie logistyczne

Ukªady dynamiczne:
ẋ ≡ dx

dt = f(x, t) lub xn+1 = f(xn), np. ẋ = sinhx lub xn+1 = 2xn.

W ogólno±ci, mog¡ te» by¢ wielowymiarowe, f : Rm → Rm (tak»e
Cm → Cm itp.), a nawet niesko«czenie wymiarowe.

Model wzrostu populacji (Verhulst 1845) � równanie logistyczne:

ẋ = rx(1− x) ⇒ x(t) =
1

1 + e−rt(x−1
0 − 1)

−−−→
t→∞

1

x =
populacja

pojemno±¢
∈ [0, 1], x(0) = x0 > 0, r > 0 � tempo wzrostu

Mo»liwy wariant dyskretny:

xn+1 − xn = rxn(1− xn+1) ⇒

xn =
1

1 + (r + 1)−n(x−1
0 − 1)
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ẋ ≡ dx

dt = f(x, t) lub xn+1 = f(xn), np. ẋ = sinhx lub xn+1 = 2xn.
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W ogólno±ci, mog¡ te» by¢ wielowymiarowe, f : Rm → Rm (tak»e
Cm → Cm itp.), a nawet niesko«czenie wymiarowe.

Model wzrostu populacji (Verhulst 1845) � równanie logistyczne:
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Odwzorowanie logistyczne

Powszechna forma1,2:

xn+1 = rxn(1− xn), n ∈ N0

∀n : xn ∈ [0, 1] ⇒ r ∈ [0, 4]

Po transformacji yn = r
a

(
xn − 1

2

)
, a = r(r−2)

4 , odwzorowanie
logistyczne jest równowa»ne yn+1 = 1− ay2n. Jest to zatem
najprostsze jednowymiarowe odwzorowanie nieliniowe.

1May, Nat. 261 (5560): 459�467 (1976)
2https://www.youtube.com/watch?v=ovJcsL7vyrk � powszechno±¢

wyst¦powania.
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Odwzorowanie logistyczne: r = 0.5, x0 = 0.3 ∧ x0 = 0.7

xn+1 = rxn(1− xn)
x1 = 0.5 · 0.3 · (1− 0.3) = 0.105

x2 = 0.5 · 0.105 · (1− 0.105) = 0.0469875
x3 = 0.5 · 0.0469875 · (1− 0.0469875) = 0.0223898
x4 = 0.5 · 0.0223898 · (1− 0.0223898) = 0.0109443
...
x100 = 1.35156 · 10−31
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Ograniczenie na x dla r ∈ [0, 1]

Twierdzenie3:
xn ⩽

x0
r−n + nx0

−−−→
n→∞

0

Dowód: przez indukcj¦.

Dla n = 0: x0 ⩽
x0

r0+0
= x0.

Nast¦pnie, 1− x ⩽ 1
1+x (dla x ⩾ −1) oraz dla dowolnego n ⩾ 0:

xn+1 = rxn(1− xn) ⩽ r
xn

1 + xn

x/(1 + x) jest monotonicznie rosn¡ca dla x ⩾ 0; zakªadaj¡c, »e
ograniczenie jest prawdziwe dla n ⩾ 0:

xn+1 ⩽ r

x0
r−n+nx0

1 + x0
r−r+nx0

= r
x0

r−n + nx0 + x0
=

x0

r−(n+1) + r−1(n+ 1)x0

Ograniczenie jest zatem prawdziwe gdy» r−1 ⩾ 1 ⇔ r ⩽ 1. □

3Campbell & Broderick, J. Mach. Learn. Res. 20(15), 1-38 (2019),
https://arxiv.org/abs/1710.05053 (Lemma A.6)
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Odwzorowanie logistyczne, x0 = 0.5
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Odwzorowanie logistyczne, r = 4, x0 = 0.5 ∧ x0 = 0.6

x0 =
1
2

xn+1 = rxn(1− xn)
x1 = 4 · 1

2

(
1− 1

2

)
= 2 · 1

2 = 1
x2 = 4 · 1(1− 1) = 0
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Cobweb

xn+1 = f(xn) = rxn(1− xn)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r/4

xn

xn+1
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Cobweb: r < 1
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Cobweb: 1 < r < 2
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Cobweb: 2 < r < 3
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Cobweb: okres-2

Pomijaj¡c faz¦ przej±ciow¡:
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Cobweb: okres-4
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Cobweb: chaos
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

xn

xn+1

r=3.6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

xn

xn+1

r=3.6

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 2 22 / 100



Cobweb: okres-3
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Cobweb: chaos
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Rozwi¡zania analityczne znane dla r = −2, 2, 4; np.

xn+1 = 4xn(1− xn) ⇔ xn = sin2 (2n arcsin
√
x0)
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Punkty staªe
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Punkty staªe

xn+1 = f(xn) = rxn(1− xn)
Orbity o okresie-1: f(p) = p ⇒ p = 0 ∧ p = 1− 1

r

Orbity o okresie-2: xn+2 = xn ⇔ f(f(p)) = p 0 20 40 60 80 100
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p = 0, p = 1− 1

r , p = r+1±
√
r2−2r−3
2r

r2 − 2r − 3 > 0 ⇔ r > 3

Bifurkacja podwajania okresu
(pitchfork bifurcation):
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Punkty staªe

xn+1 = f(xn) = rxn(1− xn)
Orbity o okresie-1: f(p) = p ⇒ p = 0 ∧ p = 1− 1

r
Orbity o okresie-2: xn+2 = xn ⇔ f(f(p)) = p 0 20 40 60 80 100

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n

xn

r=3.3

f(rp(1− p)) = p ⇔ r [rp(1− p)] (1− [rp(1− p)]) = p ⇒
p = 0, p = 1− 1

r , p = r+1±
√
r2−2r−3
2r

r2 − 2r − 3 > 0 ⇔ r > 3

Bifurkacja podwajania okresu
(pitchfork bifurcation):

0 1 2 3 4

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

p

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x

f(f(x))

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 2 26 / 100



Punkty staªe

Orbity o okresie-3:

xn+3 = xn ⇔ f(f(f(p))) ≡ f ◦ f ◦ f(p) ≡ f3(p) = p
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Diagram bifurkacyjny
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Diagram bifurkacyjny

Druga bifurkacja w r = 1 +
√
6 = 3.44949 . . .
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Diagram bifurkacyjny
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Diagram bifurkacyjny

Okno o okresie-3 pojawia si¦ gdy r = 1 +
√
8 = 3.828427 . . .
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Stabilno±¢ punktów staªych
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xn+1 = f(xn)

Odchylenie od punktu staªego: δn := xn − p.

S¡siedztwo punktu p:

|δn+1| = |xn+1 − p| = |f(p+ δn)− p| ≃ |f ′(p)||δn|

Warunek (liniowej) stabilno±ci: |δn+1| < |δn| ⇒ |f ′(p)| < 1.

Gdy |f ′(p)| > 1 to p jest niestabilny.

|f ′(p)| = 1 � niedecydowalne w przybli»eniu liniowym: stabilno±¢
kryje si¦ w wyrazach O(δ2n).
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Stabilno±¢ punktów staªych

f(x) = rx(1− x)

|f ′(p)| = |r(1− 2p)|

p = 0 daje |f ′(0)| = r � stabilno±¢ dla r < 1

p = 1− 1
r stabilny dla 1 < r < 3; niestabilny dla r > 3; bifurkacja

w r = 3.

p1,2 =
1+r±

√
r2−2r−3
2r � punkty staªe (xn+2 = xn) odwzorowania

f2(x); analiza stabilno±ci →

−1 < r2(1− 2p1)(1− 2p2) < 1 ⇒ 3 < r < 1 +
√
6 = 3.44949 . . .

W r = 1 +
√
6 oba punkty staªe p1,2 trac¡ stabilno±¢ → kolejna

bifurkacja.
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Stabilno±¢ punktów staªych

f(x) = rx(1− x)

0 1 3 1+ 6
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p
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Superstabilno±¢

xn+1 = f(xn)

δn := xn − p

δn+1 ≃ f ′(p) · δn +O(δ2n)

Przybli»enie liniowe: δn ≃ [f ′(p)]n δ0.

Gdy f ′(p) = 0, to δn+1 ∝ δ2n � czyli wyrazy kwadratowe okre±laj¡
dynamik¦.

Wtedy δn ∝ δ
(2n)
0 � p jest superstabilny, poniewa» zaburzenia

zamieraj¡ znacznie szybciej ni» w przypadku liniowym.
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Pojawienie si¦ okna o okresie-3 dla r = 1 +
√
8 ≈ 3.83

xn+3 = f(f(f(xn))) ≡ f ◦ f ◦ f(xn) ≡ f3(xn)

Bifurkacja styczno±ciowa:
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Pojawienie si¦ okna o okresie-3 dla r = 1 +
√
8 ≈ 3.83
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Zadanie 1

Zlokalizowa¢ pierwsz¡ warto±¢ r dla której bifurkacja
styczno±ciowa prowadzi do orbity o okresie-5.
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Koniec okna o okresie-3
(bifurkacja w okres-6)

Dokªadna warto±¢4:

r = 1+

√√√√11

3
+

(
1915

54
− 5

√
201

2

) 1
3

+

(
1915

54
+

5
√
201

2

) 1
3

= 3.841499 . . .

4Gordon, Math. Mag. 69, 118-120 (1996)
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Superstabilna orbita o okresie-3
(zob. slajd 50)

Dokªadna warto±¢5:

r = 1 +

√
11

3
+ 6

(
100− 12

√
69
) 1

3
+
(
100 + 12

√
69
) 1

3
= 3.831874 . . .

5Lee, J. Math. Phys. 50, 122702 (2009)
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Intermitencja (r ≲ 1 +
√
8)
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Uniwersalno±¢

f(x) = rx(1− x)
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Uniwersalno±¢

f(x) =
r

4
sin(πx)

3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

x

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 2 42 / 100



Uniwersalno±¢

f(x) = rx(1− x2)
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Uniwersalno±¢

Model dynamiki lasera (amplituda pola elektrycznego)6:

f(x) = rx(1− tanhx)

6Okulov & Oraevskii, Quantum Electron. 14(9), 1235-1237 (1984)
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Uniwersalno±¢...?

f(x) = r(1− (2x− 1)4)
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Uniwersalno±¢ � tak, ale...

Prawda dla odwzorowa« unimodalnych z kwadratowym maksimum w xm:
f(xm)− f(x) ∝ (x− xm)2 gdy x ≈ xm, tj. f ′′ (xm) ̸= 0.

Nie zachodzi dla:
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Zadanie 2

Okre±li¢ typ maksimum odwzorowa«:

1 f(x) = r(1− (2x− 1)4) 2 g(x) =
rx(1− x)

1 + x

Zadanie 3

Niech b¦dzie dane odwzorowanie trójk¡tne (tent map)7

xn+1 = T (xn) =

{
µxn xn < 1/2
µ (1− xn) xn ⩾ 1/2

gdzie x ∈ [0, 1] , µ ∈ [0, 2].

1 Zbada¢ stabilno±¢ punktów staªych T (x) w zale»no±ci od parametru µ.

2 Rozwa»y¢ T 2(x). Jakie ma punkty staªe? Wskaza¢ okres-2. Czy jest
on stabilny?

3 Przyj¡¢ µ = 2. Znale¹¢ orbity o okresie-3.

7Równowa»ne sformuªowania: xn+1 = µ
2
(1− 2 |xn − 1/2|) ≡ µmin {xn, 1− xn}
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Staªe Feigenbauma

2.9 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5
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r

x

rn
rn+1 rn+2

rn+1-rn rn+2-rn+1

dn

Rn

dn+1

Rn+1

Staªe uniwersalne okre±laj¡ce tempo w jakim zachodzi kaskada podwajania
okresu8:

δ = lim
n→∞

rn+1 − rn
rn+2 − rn+1

= 4.669 201 609 . . .

α = lim
n→∞

dn
dn+1

= −2.502 907 875 . . .

Uwa»a si¦, »e s¡ przest¦pne; nie udowodniono jednak nawet, »e s¡ niewymierne.

8Feigenbaum, J. Stat. Phys. 19, 25-52 (1978); 21, 669-706 (1979)
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Staªe uniwersalne okre±laj¡ce tempo w jakim zachodzi kaskada podwajania
okresu8:

δ = lim
n→∞
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rn+2 − rn+1

= 4.669 201 609 . . .

α = lim
n→∞
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dn+1

= −2.502 907 875 . . .

Uwa»a si¦, »e s¡ przest¦pne; nie udowodniono jednak nawet, »e s¡ niewymierne.

8Feigenbaum, J. Stat. Phys. 19, 25-52 (1978); 21, 669-706 (1979)
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Kaskada podwajania okresu → chaos

Dla n ≫ 1:
rn+1 − rn
rn+2 − rn+1

≈ δ > 1

zatem istnieje r∞, gdzie nast¦puje akumulacja kaskady (niesko«czony
okres, czyli aperiodyczno±¢):

|r∞ − rn| ∝ δ−n

takie, »e
r∞ = 3.569 945 671 . . .
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Staªe Feigenbauma

Superstabilne n-cykle: fn(p) = p ∧ dfn(x)

dx

∣∣∣
x=p

= 0.

Okazuje si¦, »e cykle superstabilne zawsze przechodz¡ przez xm ⇒ cykle
superstabilne odwzorowania logistycznego przechodz¡ przez 1

2 . [Warto±¢

krytyczna � f(xm).] Zadanie 4

Udowodni¢ powy»szy fakt.

Niech Rn oznacza r dla którego istnieje superstabilny 2n-cykl; wtedy9

rn < Rn < rn+1

δ = lim
n→∞

δ(n) = lim
n→∞

Rn+1 −Rn

Rn+2 −Rn+1

2 4 6 8 10

4.66

4.67

4.68

4.69

4.70

4.71

n

δ(n)

9Peitgen, Jürgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science.
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

Jak funkcja zmienia si¦ pod wpªywem przeskalowania?

Np. powi¦kszenie (zoom): →

Ka»da krzywa gªadka wydaje si¦ prost¡ po takim przeskalowaniu.

Prosta jest zatem (w granicy) punktem staªym (krzyw¡ uniwersaln¡)
tej transformacji.

Diagram bifurkacyjny odwzorowania logistycznego przejawia
samopodobie«stwo: kaskada podwajania okresu jest w peªni zawarta
w maªym fragmencie peªnego diagramu.
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

Istnieje zatem przeskalowanie (grupa
renormalizacji), która zachowuje ww.
samopodobie«stwo: kiedy okres-1
bifurkuje w okres-2, punkt staªy
odwzorowania f staje si¦ punktem
staªym odwzorowania f2. Tzn., »e
f jest renormalizowane w f2.
Podobnie dla bifurkacji z f2 w f4

itd.
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

Rozwa»my superstabilne 2n-cykle, które zachodz¡ dla r = Rn:

df2n

Rn
(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=p

= 0

Z diagramu bifurkacyjnego mamy, »e

dn = f2n−1

Rn

(
1

2

)
− 1

2

Mo»emy dokona¢ takiej transformacji wspóªrz¦dnych, by x = 1/2 → x = 0
(por. slajdy 3 oraz 68):

dn = f2n−1

Rn
(0)
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

Mamy zatem z de�nicji staªej α

lim
n→∞

(− |α|)n dn+1 = d1

lub te»
lim
n→∞

(− |α|)n f2n

Rn+1
(0) = d1

Pozwalaj¡c na dowolne x, po stosownym przeskalowaniu przez αn, mamy
w granicy funkcj¦

g1(x) = lim
n→∞

(− |α|)n f2n

Rn+1

(
x

(− |α|)n
)

która prowadzi do rodziny funkcji

gi(x) = lim
n→∞

(− |α|)n f2n

Rn+i

(
x

(− |α|)n
)
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

gi−1(x) = lim
n→∞

(− |α|)n f2n

Rn+i−1

(
x

(− |α|)n
)

= lim
n→∞

(− |α|) (− |α|)n−1
f2n−1+1

Rn−1+i

(
− 1

|α|
x

(− |α|)n−1

)

= lim
m→∞

(− |α|) (− |α|)m f2m

Rm+i

[
1

(− |α|)m
(− |α|)m f2m

Rm+i

(
− 1

|α|
x

(− |α|)m
)]

= − |α| gi
[
gi

(
− x

|α|

)]
≡ Tgi(x)

gdzie T jest operatorem podwajania okresu.
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

W granicy i → ∞ funkcja g(x) = limi→∞ gi(x) jest punktem staªym10

operatora T:

g(x) = Tg(x) ≡ αg2
(x
α

)

Zadanie 5

Pokaza¢, »e µg(x/µ), µ ∈ R\{0}, równie» speªnia
powy»sze równanie (Feigenbauma-Cvitanovi¢a, FC).

Zatem mo»na arbitralnie przeskalowa¢ g tak by g(0) = 1. Wtedy

1 ≡ g(0) = αg [g(0)] ≡ αg(1),

zatem

α =
1

g(1)

10Sfondrini: https://arxiv.org/pdf/1210.2262.pdf;
Steven Strogatz, wykªady: https://www.youtube.com/watch?v=9OkVNInimSc oraz
https://www.youtube.com/watch?v=97XDsyXr5HU
©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wykªad 2 56 / 100
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10Sfondrini: https://arxiv.org/pdf/1210.2262.pdf;

Steven Strogatz, wykªady: https://www.youtube.com/watch?v=9OkVNInimSc oraz
https://www.youtube.com/watch?v=97XDsyXr5HU
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

Równanie FC jest równaniem funkcyjnym na funkcj¦ g, które nie ma
znanego, ogólnego analitycznego rozwi¡zania. Mo»na je rozwi¡za¢
w przybli»eniu, zakªadaj¡c g(x) w postaci szeregu i wstawiaj¡c bezpo±rednio
do równania FC oraz uzgadniaj¡c wspóªczynniki przy kolejnych pot¦gach x.

Zadanie 6

Zaªo»y¢, »e g(x) = 1 + bx2 +O(x4). Rozwi¡za¢ równanie
FC oraz obliczy¢ warto±¢ α. Ile wynosi bª¡d wzgl¦dny?
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

Funkcja Feigenbauma g(x):
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

Przestrze« funkcji unimodalnych z kwadratowym maksimum:
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

g(x) jest punktem staªym operatora T. Linearyzuj¡c równanie FC wokóª
tego punktu staªego, tj. przyjmuj¡c w równ. FC g(x) + εh(x) zamiast g(x),
|ε| ≪ 1, dostaniemy równanie funkcyjne na h(x) gdzie

δ jest warto±ci¡ wªasn¡:

α
[
h
(
g
(x
α

))
+ g′

(
g
(x
α

))
h
(x
α

)]
= δh(x), δ > 1

Zadanie 7

Zaªo»y¢, »e h(x) = h(0) +O(x), h(0) ̸= 0. Rozwi¡za¢ powy»sze
równanie wªasne oraz obliczy¢ warto±¢ δ. Ile wynosi bª¡d wzgl¦dny?
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Uniwersalno±¢: renormalizacja

Ró»ne rodzaje odwzorowa«
fa(x) = 1− a|x|b,
b = 2, 3, 4, . . . (tj. ró»nego
typu maksima), prowadz¡ do
ró»nych warto±ci α(b) i δ(b):
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Krzywe krytyczne (supertracks)
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Krzywe krytyczne (supertracks)

Niech vr = fr(0.5) b¦dzie punktem krytycznym; fr(x) = rx(1− x).
Krzywe krytyczne to wielomiany Q(n, r) stopnia (2n − 1), pokazuj¡ce
zale»no±¢ fn

r (vr) od r:

Q(1, r) = fr(0.5) = 0.25r

Q(2, r) = f2
r (0.5) = 0.25(1− 0.25r)r2

Q(3, r) = f3
r (0.5) = 0.25(1− 0.25r)[1− 0.25(1− 0.25r)r2]r3

etc.

The Road to Chaos is Filled with Polynomial Curves.11

11Neidinger & Annen, Am Math Mon 103(8), 640-653 (1996);
oraz Peitgen, Jürgens, Saupe, Chaos and Fractals. New Frontiers of Science; oraz
Oblow, Phys. Lett. A, 128(8), 406-412 (1988); oraz Barabasi, Nitsch, Dorobantu, Phys.
Lett. A, 139(1,2), 53-56 (1989)
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Chaos: wra»liwo±¢ na warunki pocz¡tkowe
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Chaos: wykªadniki Lapunowa

∆xn ∝ e
λn → λ � wykªadnik Lapunowa:

λ > 0 � ukªad jest chaotyczny

λ ⩽ 0 � dynamika regularna (periodyczna, quasiperiodyczna, ...)

Indykator chaosu.
Interpretacja: ±rednia eksponencjalna rozbie»no±¢ (lub zbie»no±¢)
pocz¡tkowo bliskich sobie orbit.

1 ∆t = ∆0e
λt

2 a = tolerancja

3 ∆t > a � rozbie»no±¢ zauwa»alna/nietolerowalna

4 t ≈ 1
λ ln

(
a
∆0

)
5 1/λ � czas Lapunowa

6 nie da si¦ przezwyci¦»y¢ logarytmu � t → 10t wymaga ∆0 → 1010∆0

7 to jest wªa±nie istota nieprzewidywalno±ci chaosu
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Wykªadnik Lapunowa

xn+1 = f(xn)

We¹my dwa in�nitezymalnie bliskie warunki pocz¡tkowe, x i y, takie, »e
y = x+ ε. Po n iteracjach ich separacja wynosi

|fn(x+ ε)− fn(x)| ≈ εenλ

Podzielmy obustronnie przez ε, we¹my granic¦ ε → 0 i zlogarytmujmy:

λ ≈ 1

n
ln

∣∣∣∣∣dfn(x)

dx

∣∣∣∣∣
We¹my fn jako funkcj¦ zªo»on¡, u»yjmy reguªy ªa«cuchowej (por. zad. 4.)
i we¹my granic¦ n → ∞:

λ = lim
n→∞

1

n
ln
( n−1∏

i=0

|f ′(xi)|
)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ln |f ′(xi)|
logist.
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ln |r(1−2xi)|
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Wykªadnik Lapunowa: odwzorowanie logistyczne

λ ≈ 1

n

n−1∑
i=0

ln |r(1− 2xi)|

Zadanie 8

Policzy¢ analitycznie i narysowa¢
wykresy λ dla odwzorowania
logistycznego w przedziaªach:

a 0 < r < 1

b 1 < r < 3

c 3 < r < 1 +
√
6

Korzystaj¡c z tych postaci
analitycznych, znale¹¢ poªo»enia
cykli superstabilnych.

Zadanie 9

Obliczy¢ λ dla
f(x) = 6x(1− x)(1− 2x+ 2x2).
(Wskazówka: rozwa»y¢ stabilno±¢
punktów staªych.)
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Wykªadnik Lapunowa: odwzorowanie logistyczne

λ ≈ 1

n

n−1∑
i=0

ln |r(1− 2xi)|
Zadanie 8

Policzy¢ analitycznie i narysowa¢
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Topologiczne sprz¦»enie

Odwzorowania
f : X → X, g : Y → Y

nazywamy topologicznie sprz¦»onymi (topologically conjugate)12, je±li
∃h : X → Y (homeomor�zm) takie, »e

h ◦ f = g ◦ h

(równowa»nie: g = h ◦ f ◦ h−1, sk¡d
gn = h ◦ fn ◦ h−1):

Zadanie 10

Znale¹¢ odpowiednie h
i pokaza¢, »e odwzorowanie
logistyczne z r = 4 oraz
odwzorowanie trójk¡tne
z µ = 2 s¡ topologicznie
sprz¦»one.

12Por. slajd 3.
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Topologiczne sprz¦»enie

h ◦ f = g ◦ h ⇔ h[f(x)] = g[h(x)] ⇒ h′[f(x)]f ′(x) = g′[h(x)]h′(x)

zatem

f ′(xk) · · · f ′(x2)f
′(x1)

=
g′[h(xk)]h

′(xk)

h′(xk+1)
· · · g

′[h(x2)]h
′(x2)

h′(x3)

g′[h(x1)]h
′(x1)

h′(x2)

= g′[h(xk)] · · · g′[h(x1)]
h′(x1)

h′(xk+1)
⇒

czyli

ln
∣∣f ′(xk) · · · f ′(x2)f

′(x1)
∣∣ = k∑

i=1

ln
∣∣f ′(xi)

∣∣
=

k∑
i=1

ln
∣∣g′[h(xi)]∣∣+ ln

∣∣h′(x1)∣∣− ln
∣∣h′(xk+1)

∣∣
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Topologiczne sprz¦»enie

Poniewa» lim
k→∞

ln|h′(x1)|
k = 0 oraz mo»na przyj¡¢13, »e lim

k→∞
ln|h′(xk+1)|

k = 0,

to wtedy

λf = lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

ln
∣∣f ′(xi)

∣∣ = lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

ln
∣∣g′[h(xi)]∣∣ = λg

czyli wykªadniki Lapunowa (topologicznie sprz¦»onych) f i g s¡ sobie równe
(h zapewnia relacj¦ jeden-do-jednego punktów orbit f i g, tj. h(x) = y).

Zadanie 11

Obliczy¢ wykªadnik Lapunowa dla odwzorowania logistycznego z r = 4.

13Alligood, Sauer, Yorke, Chaos. An Introduction to Dynamical Systems.
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Rozkªad niezmienniczy

Rozkªad statystyczny punktu D ∋ y → f(y) ∈ D po jednej iteracji:

ρ1(x) = δ [x− f(y)]

Je±li zaczniemy od zbioru punktów o rozkªadzie ρ0(y):

Po dwóch iteracjach:

ρ2(x) =

∫
D
dyδ [x− f(y)] ρ1(y)

≡
∫
D
dyδ [x− f(y)]

∫
D
dzδ [y − f(z)] ρ0(z)

≡
∫
D
dyδ

[
x− f2(y)

]
ρ0(y)
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Rozkªad niezmienniczy

Uogólniaj¡c:

ρn+1(x) =

∫
D
dyδ [x− f(y)] ρn(y)

W granicy:
ρ(x) = lim

n→∞
ρn(x)

czyli rozkªad niezmienniczy speªnia

ρ(x) =

∫
D
dyδ [x− f(y)] ρ(y)

Zatem ρ jest rozwi¡zaniem liniowego, jednorodnego równania caªkowego
(równanie Perrona-Frobeniusa) z osobliwym j¡drem k(x, y) = δ [x− f(y)].
Jest to zagadnienie wªasne operatora caªkowego K z warto±ci¡ wªasn¡
równ¡ 1 (w j¦zyku algebry liniowej, w pewnej przestrzeni funkcji):

ρ(x) = Kρ(x)
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Rozkªad niezmienniczy

Aby ρ byªo rozkªadem prawdopodobie«stwa:

ρ(x) ⩾ 0 oraz

∫
D
ρ(x)dx = 1

Wªasno±ci delty Diraca

1 δ(y) =

{
0 y ̸= 0
∞ y = 0

2
∫
R δ(y)dy = 1

3
∫
R δ(y)f(y)dy = f(0)

4 δ[a(y− y0)] =
1
|a|δ(y− y0)

5 δ(y − y0) = δ(y0 − y)

6 δ [ϕ(y)] =
∑

i
δ(y−yi)
|ϕ′(yi)| ,

gdzie ϕ(yi) = 0
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Rozkªad niezmienniczy
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Zadanie 12

Uªo»y¢ równanie
Perrona-Frobeniusa dla
odwzorowania trójk¡tnego
z µ = 2 oraz poda¢ jego
rozwi¡zanie.
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Rozkªad niezmienniczy (odwzorowanie logistyczne)
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Rozkªad niezmienniczy a wykªadnik Lapunowa

λ = lim
N→∞

1

N

N−1∑
i=0

ln
∣∣f ′(xi)

∣∣

=

∫
D

dxρ(x) ln
∣∣f ′(x)

∣∣

Zadanie 13

Obliczy¢ λ (korzystaj¡c z ρ)
dla odwzorowania trójk¡tnego
z µ = 2.
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Rozkªad niezmienniczy a wykªadnik Lapunowa

Gdy mamy zmian¦ zmiennych y = h(x) (homeomor�zm) mi¦dzy
topologicznie sprz¦»onymi odwzorowaniami f : X → X, g : Y → Y , to
rozkªady prawdopodobie«stwa speªniaj¡ |ρY (y)dy| = |ρX(x)dx| oraz
podlegaj¡ transformacji wg

ρY (y) = ρX
[
h−1(y)

] ∣∣∣∣ ddy [h−1(y)
]∣∣∣∣ ,

zatem w szczególno±ci dla odwzorowa« logistycznego (r = 4) i trójk¡tnego
(µ = 2):

ρlogistic,4(y) = ρtent,2
[
h−1(y)

] ∣∣∣∣dh−1(y)

dy

∣∣∣∣ .
Zadanie 14

Obliczy¢ rozkªad niezmienniczy dla odwzorowania
logistycznego z r = 4. Jak mo»na go wykorzysta¢ do
policzenia wykªadnika Lapunowa?
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Skªadanie i rozci¡ganie (stretching & folding)

x0 x'0 x''0

x1

x'1

x''1

|x1 − x′1| > |x0 − x′0| � rozci¡gni¦cie
|x1 − x′′1| < |x0 − x′′0| � zªo»enie (kontrakcja)
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Skªadanie i rozci¡ganie (stretching & folding)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

start

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

stretch

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

fold

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

squeeze
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Skªadanie i rozci¡ganie (stretching & folding)

Powtórzy¢:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

start again

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4
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0.8

1.0

stretch again

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

fold again

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

squeeze again

Nast¦pnie: powtórzy¢, powtórzy¢ i powtarza¢ w niesko«czono±¢...
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Skªadanie i rozci¡ganie (stretching & folding)

Przykªady:

https://youtu.be/Z0j6WCOGPfg?t=103

https://www.youtube.com/watch?v=SrJm6bkLuPs
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Chaos: de�nicja

De�nicja robocza

Ograniczony ukªad dynamiczny jest chaotyczny je±li jest aperiodyczny oraz
wra»liwy na warunki pocz¡tkowe (tj. λ > 0).

Zadanie 15

Obliczy¢ λ dla xn+1 = 13xn + 21. Czy ten ukªad jest chaotyczny?

Chaos wg Devaney'a14

Niech (X, d) b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Odwzorowanie
f : X → X jest chaotyczne je±li

1 jest topologicznie tranzytywne (tj. ∀U, V ⊂ X : ∃k : fk(U) ∩ V ̸= ∅),
2 punkty okresowe f s¡ g¦ste w X,

3 f jest wra»liwe na warunki pocz¡tkowe.

Trzeci warunek wynika z pozostaªych dwóch.15

14Devaney, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems
15Banks et al., Am. Math. Mon. 99(4), 332-334 (1992)
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Okres-3 implikuje chaos: twierdzenie Szarkowskiego

Zwykªe uporz¡dkowanie: 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < 6 < 7 < 8 < 9 < . . .

Uporz¡dkowanie Szarkowskiego (◁ lub ≺):

3 ◁ 5 ◁ 7 ◁ 9 ◁ 11 ◁ . . . ◁ 2 · 3 ◁ 2 · 5 ◁ . . . ◁ 22 · 3 ◁ 22 · 5 ◁ . . . ◁ 23 ◁ 22 ◁ 2 ◁ 1

Zadanie 16

Uporz¡dkowa¢ wg porz¡dku Szarkowskiego: {452, 897, 802, 326}.

Twierdzenie Szarkowskiego16. Niech ci¡gªa f ma orbit¦ o okresie-n.
Je±li n ◁ m, to f ma te» orbit¦ o okresie-m.

1 Je±li n ̸= 2k, to f ma niesko«czenie wiele orbit.

2 Je±li f ma orbit¦ o okresie-3, to ma wszystkie orbity.

3 Je±li f ma orbit¦ o okresie-3, to istnieje nieprzeliczalny zbiór orbit
nieokresowych � period-3 implies chaos17.

16Sharkovskii, Ukrainian Math. J. 16, 61�71 (1964); ang. tªumaczenie: J. Bifur. Chaos
Appl. Sci. Engrg., 5, 1263-1273 (1995)

17Li & Yorke, Am. Math. Mon. 82(10), 985-992 (1975)
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Twierdzenie Szarkowskiego16. Niech ci¡gªa f ma orbit¦ o okresie-n.
Je±li n ◁ m, to f ma te» orbit¦ o okresie-m.

1 Je±li n ̸= 2k, to f ma niesko«czenie wiele orbit.

2 Je±li f ma orbit¦ o okresie-3, to ma wszystkie orbity.

3 Je±li f ma orbit¦ o okresie-3, to istnieje nieprzeliczalny zbiór orbit
nieokresowych � period-3 implies chaos17.

16Sharkovskii, Ukrainian Math. J. 16, 61�71 (1964); ang. tªumaczenie: J. Bifur. Chaos
Appl. Sci. Engrg., 5, 1263-1273 (1995)

17Li & Yorke, Am. Math. Mon. 82(10), 985-992 (1975)
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Zadanie 17

Pokaza¢, »e odwzorowanie logistyczne z r = 4 ma
orbity o okresie-3. Znale¹¢ je.

Chaos wg Li-Yorke'a

Niech (X, d) b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡.
Odwzorowanie f : X → X jest chaotyczne je±li
∃S ⊂ X takie, »e ∀x, y ∈ S, x ̸= y:

lim sup
k→∞

d
(
fk(x), fk(y)

)
> 0,

lim inf
k→∞

d
(
fk(x), fk(y)

)
= 0.
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Kompletny18 diagram bifurkacyjny19

18Dla r > 4 (a zatem te» r < −2), odwzorowanie logistyczne jest chaotyczne na
zbiorze Cantora (zob. wykªad 6, slajd 19).

19Tsuchiya & Yamagishi, Z. Naturforsch. 52a, 513-516 (1997)
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