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Sprawy organizacyjne

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/chaos/
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students/chaos/

@ 45 godz. konwersatorium = wyktad + éwiczenia + dyskusje
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Sprawy organizacyjne

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/chaos/
@ 45 godz. konwersatorium = wyktad + éwiczenia + dyskusje
@ Zaliczenie: kolokwium
[0,15) punktéw: 2.0
[15,18) punktéw: 3.0
[18,21) punktéw: 3.5
[21,24) punktéw: 4.0
[24,27) punktéw: 4.5
[27,30] punktéw: 5.0
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Sprawy organizacyjne

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/chaos/
@ 45 godz. konwersatorium = wyktad + éwiczenia + dyskusje
@ Zaliczenie: kolokwium
[0,15) punktéw: 2.0
[15,18) punktéw: 3.0
[18,21) punktéw: 3.5
[21,24) punktéw: 4.0
[24,27) punktéw: 4.5
[27,30] punktéw: 5.0

o Konsultacje — formalnie we wt 12°9-13% pok. AA 15 w Piwnicach;
prosze sie umawia¢ przez maila: mariusz.tarnopolski@umk.pl
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Sprawy organizacyjne

@ http://www.home.umk.pl/ mariusz.tarnopolski/home/
students/chaos/
@ 45 godz. konwersatorium = wyktad + ¢wiczenia + dyskusje
@ Zaliczenie: kolokwium
[0,15) punktéw: 2.0
[15,18) punktéw: 3.0
[18,21) punktéw: 3.5
[21,24) punktéw: 4.0
[24,27) punktéw: 4.5
[27,30] punktéw: 5.0
o Konsultacje — formalnie we wt 12°9-13% pok. AA 15 w Piwnicach;
prosze sie umawia¢ przez maila: mariusz.tarnopolski@umk.pl
o Wymagania wstepne:

o algebra liniowa (w szczegdlnosci zagadnienie witasne)
o analiza matematyczna (catki, podstawy réwnan rézniczkowych)
e podstawy rachunku prawdopodobienstwa
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Plan ramowy

o

o

o
o

Odwzorowanie logistyczne: iteracje; cobweb; diagram bifurkacyjny;
podwajanie okresu; state Feigenbauma; uniwersalnos¢; wyktadniki
Lapunowa; twierdzenie Szarkowskiego; rozktady niezmiennicze

Odwzorowania 2D; uktady dysypatywne i zachowawcze; zwigzek
z atraktorami

Uktad Lorenza jako wprowadzenie do uktadéw z czasem ciggtym

Woahadta: wahadto ttumione; ukfad Duffinga; wahadto podwéjne;
wahadfo magnetyczne itp.

Fraktale; wymiary fraktalne; zwigzek z chaosem; przyktady
zastosowan i wystepowania

Analiza szeregéw czasowych — dane eksperymentalne
i obserwacyjne

Astrofizyka; kosmos; Wszechswiat
Bilardy (7); kontrola chaosu (?); chaos kwantowy (7); ...
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© Czy Bég gra w kosci? Nowa matematyka chaosu/Does God Play Dice?
The New Mathematics of Chaos, lan Stewart

@ Chaos. Narodziny nowej nauki/Chaos. Making a new science, James
Gleick

© Wstep do Dynamiki Ukfadéw Chaotycznych/Chaotic Dynamics. An
Introduction, G. L. Baker & J. P. Gollub

@ Nonlinear Dynamics and Chaos, Steven H. Strogatz

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 1



2]

Czy Bog gra w kosci? Nowa matematyka chaosu/Does God Play Dice?
The New Mathematics of Chaos, lan Stewart

Chaos. Narodziny nowej nauki/Chaos. Making a new science, James
Gleick

Wstep do Dynamiki Ukfadéw Chaotycznych/Chaotic Dynamics. An
Introduction, G. L. Baker & J. P. Gollub

Nonlinear Dynamics and Chaos, Steven H. Strogatz

Chaos w Uktadach Dynamicznych/Chaos in Dynamical Systems,
Edward Ott

Regular and Chaotic Dynamics, A. J. Lichtenberg & M. A. Liebermann

Chaos: An Introduction to Dynamical Systems, K. T. Aligood, T. D.
Sauer & J. A. Yorke
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Czy Bog gra w kosci? Nowa matematyka chaosu/Does God Play Dice?
The New Mathematics of Chaos, lan Stewart

Chaos. Narodziny nowej nauki/Chaos. Making a new science, James
Gleick

Wstep do Dynamiki Ukfadéw Chaotycznych/Chaotic Dynamics. An
Introduction, G. L. Baker & J. P. Gollub

Nonlinear Dynamics and Chaos, Steven H. Strogatz

Chaos w Uktadach Dynamicznych/Chaos in Dynamical Systems,
Edward Ott

Regular and Chaotic Dynamics, A. J. Lichtenberg & M. A. Liebermann

Chaos: An Introduction to Dynamical Systems, K. T. Aligood, T. D.
Sauer & J. A. Yorke

Dodatkowe materiaty podane w trakcie zaje¢
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Na poczatku byt porzadek...

@ Johannes Kepler: prawa ruchu (1609)
o Obserwacje Tychona Brahe
o Szczesliwy traf — orbita Ziemi & kolista, orbita Marsa & wysoce
eliptyczna
o Jeszcze szczesliwszy traf — ruch kazdej z planet to (w przyblizeniu)
zagadnienie dwoch ciat (Stonce @ plus planeta)
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Na poczatku byt porzadek...

@ Isaac Newton: prawa dynamiki — prawo odwrotnosci kwadratéw
(1687)
GM
="
r

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 1



Na poczatku byt porzadek...

@ Isaac Newton: prawa dynamiki — prawo odwrotnosci kwadratéw
(1687)
GM
="
r
@ Zagadnienie dwéch ciat, 7 = —G(Afjm)f", jest catkowalne dajac elipse

(0 < e < 1) jako ksztatt orbity — w ukfadzie biegunowym:

_a(l—é€?)
"~ 1+ecosf

r(0)
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Na poczatku byt porzadek...

@ Isaac Newton: prawa dynamiki — prawo odwrotnosci kwadratéw
(1687)
GM
="
r
@ Zagadnienie dwéch ciat, 7 = —G(Afjm)f", jest catkowalne dajac elipse

(0 < e < 1) jako ksztatt orbity — w ukfadzie biegunowym:

1— 2
r(g) = 20 —)
14+ ecos®
@ XVII-XIX w. — rozkwit analizy matematycznej, mechaniki klasycznej,

sukcesy astronomii (Uran &, William Herschel, 1781; Neptun §,
Gottfried Galle, 1846)

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Teoria Chaosu Wyktad 1



Na poczatku byt porzadek...

@ Isaac Newton: prawa dynamiki — prawo odwrotnosci kwadratéw
(1687)
GM
="
r
@ Zagadnienie dwéch ciat, 7 = —G(Afjm)f", jest catkowalne dajac elipse

(0 < e < 1) jako ksztatt orbity — w ukfadzie biegunowym:

1— 2
r(g) = 20 —)
14+ ecos®
@ XVII-XIX w. — rozkwit analizy matematycznej, mechaniki klasycznej,

sukcesy astronomii (Uran &, William Herschel, 1781; Neptun §,
Gottfried Galle, 1846)

o Uktady liniowe — suma czesci skfadowych: trzon fizyki (np. réwnania
Maxwella, réwnanie Schrédingera itp.)
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...a potem zapanowat chaos

@ Henri Poincaré: dziadek chaosu (1890-91) — zagadnienie trzech ciat:
»homokliniczna platanina, ktérej nawet nie prébuje narysowac’”;
wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe
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...a potem zapanowat chaos
@ 1. pot. XX w. — oscylatory nieliniowe, np. Balthasar van der Pol

(1927)
semiconductor
WM

+
:2::;? E(t) I(t) L g inductor

capacitor
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...a potem zapanowat chaos
@ 1. pot. XX w. — oscylatory nieliniowe, np. Balthasar van der Pol

(1927)
semiconductor

+
:2::;? E(t) I(t) L g inductor

C

capacitor

@ ztozone zachowania uktadéw hamiltonowskich (KAM)
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...a potem zapanowat chaos

@ 1. pot. XX w. — oscylatory nieliniowe, np. Balthasar van der Pol
(1927)

semiconductor

+
:2::;? E(t) I(t) L g inductor

capacitor

@ ztozone zachowania uktadéw hamiltonowskich (KAM)

@ Boris Chirikow, wujek chaosu (1959) — plazma w putapce
magnetycznej; kryterium powstawania chaosu

e Edward Lorenz, ojciec chaosu (1963) — efekt motyla
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...a potem zapanowat chaos

@ 1. pot. XX w. — oscylatory nieliniowe, np. Balthasar van der Pol
(1927)

semiconductor

+
:2::;? E(t) I(t) L g inductor

capacitor

ztozone zachowania uktadéw hamiltonowskich (KAM)

Boris Chirikow, wujek chaosu (1959) — plazma w putapce
magnetycznej; kryterium powstawania chaosu

Edward Lorenz, ojciec chaosu (1963) — efekt motyla

lata 70’-80" XX w. — boom na chaos: w mechanice, astronomii,
biologii, medycynie, elektronice, laserach; turbulencje, fraktale (Benoit
Mandelbrot), dziwne atraktory; chaos kwantowy
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Nagroda Nobla z fizyki (2021)

@ S. Manabe & K. Hasselmann ,za fizyczne modelowanie klimatu Ziemi,
ilosciowe okreslanie zmiennosci i wiarygodne przewidywanie globalnego
ocieplenia”

e G. Parisi ,za odkrycie wzajemnego oddziatywania nieporzadku
i fluktuacji w uktadach fizycznych od skali atomowej do planetarnej”
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Nagroda Nobla z fizyki (2021)

@ S. Manabe & K. Hasselmann ,za fizyczne modelowanie klimatu Ziemi,
ilosciowe okreslanie zmiennosci i wiarygodne przewidywanie globalnego
ocieplenia”

e G. Parisi ,za odkrycie wzajemnego oddziatywania nieporzadku
i fluktuacji w uktadach fizycznych od skali atomowej do planetarnej”

@ Oba osiggniecia dotycza ukfadéw chaotycznych — tego jak wielka
liczba zmiennych oraz niewielkie zaburzenie moga prowadzi¢ do
kolosalnych zmian w ukfadzie. Laureaci dazyli do zrozumienia tego
typu uktadéw oraz ich dtugofalowych przewidywan.
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Czym chaos NIE jest

Chaos # losowos¢, ale
jest porzadek w chaosie;
a teoria chaosu nie jest teoria.
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Czym chaos NIE jest

Chaos # losowos¢, ale
jest porzadek w chaosie;
a teoria chaosu nie jest teoria.

Chaos cechuje sie wrazliwoscia na warunki poczatkowe, tj. bardzo mata
zmiana w ukfadzie powoduje nieproporcjonalnie wielka zmiane zachowania
w przysztosci. Warunkiem koniecznym (ale nie wystarczajacym!) dla
zaistnienia chaosu jest nieliniowos¢.
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Czym chaos NIE jest

Chaos # losowos¢, ale
jest porzadek w chaosie;
a teoria chaosu nie jest teoria.

Chaos cechuje sie wrazliwoscia na warunki poczatkowe, tj. bardzo mata
zmiana w ukfadzie powoduje nieproporcjonalnie wielka zmiane zachowania
w przysztosci. Warunkiem koniecznym (ale nie wystarczajacym!) dla
zaistnienia chaosu jest nieliniowos¢.

Gdybysmy znali wszystkie parametry uktadu z nieskonczong doktadnoscia,
uktad bytby catkowicie przewidywalny. Chaos powoduje, ze dowolnie mata
niepewnos¢ pomiaru urasta do gargantuicznych rozmiaréw.
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Powtérka z algebry

Macierz A € C™*". Zagadnienie wtasne:
Av=X & (A-1\)v=0. (%)

Warunek istnienia rozwiazan nietrywialnych (réwnanie charakterystyczne na
wartosci wiasne \):

det (A — 1)) = 0.

Dla kazdej \;, i = 1,...,n (zasadnicze twierdzenie algebry), rozwiazujemy
(%) otrzymujac wektory wiasne v;.
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Powtérka z algebry

Macierz A € C™*". Zagadnienie wtasne:
Av= & (A-1N)v=0. (%)

Warunek istnienia rozwiazan nietrywialnych (réwnanie charakterystyczne na
wartosci wiasne \):

det (A — 1)) = 0.

Dla kazdej \;, i = 1,...,n (zasadnicze twierdzenie algebry), rozwiazujemy
(%) otrzymujac wektory wiasne v;.

Istnieje macierz J podobna do A, czyli taka, ze
A =PJP!

gdzie J = diag ({\;}!;), za$ kolumnami P sa
wektory wiasne; zatem P jest macierza
unitarng (ortogonalna jesli A € R™*"):

PP =1
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Powtérka z algebry

Macierz A € C™*". Zagadnienie wtasne:
Av= & (A-1N)v=0. (%)

Warunek istnienia rozwiazan nietrywialnych (réwnanie charakterystyczne na
wartosci wiasne \):
det (A — 1)) =0.

Dla kazdej \;, i = 1,...,n (zasadnicze twierdzenie algebry), rozwiazujemy
(%) otrzymujac wektory wiasne v;.

Istnieje macierz J podobna do A, czyli taka, ze Przyktady

o (1) (G5
1 )
gdzie J = diag ({\;}! S i
0
4
5

i}?_1), zas kolumnami P s3
0
0
1

wektory wiasne; zatem P jest macierza
unitarng (ortogonalna jesli A € R™*"):

w O =

PP =1
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Podstawy prawdopodobienstwa

o Funkcja masy prawdopodobienstwa (probability mass
function, PMF) — dla rozktadéw dyskretnych.

e Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (probability density
function, PDF) — dla rozktadéw ciagtych.

o Rozktad gestosci prawdopodobienstwa (probability
distribution function — nadal PDF), rozkfad
prawdopodobienstwa.

@ Obie musza by¢ znormalizowane do 1.
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Rozktady dyskretne

@ Rzut jedna kostka: 0.25
p1(w)=%d|am€{1,...,6} 0.20
0.15

PMF

0.10

0.05

0.00

0.25

@ Rzut dwiema kostkami:
po(x) dlaz e {2,...,12} 0.20

PMF

0.10

0.05

0.00

e 0<p(x)<loraz ) p(x)=1 x
T
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Rozktady ciaggte
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Rozktady ciaggte

+o0o T2
/ fa)de =1,  f2)>0, Pla1 <X <) = / f(z)da
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Rozktady ciaggte

+00 T2
/ f@)de =1, f(2) >0, Plo1<X <z9) = /f(x)dm
s z1
15 P(-0<X<0) = 68.3% 15 P(X>0)=0.5
w 1.0 w 1.0
[a] o
o o
0.5 0.5
005 = ; 2 007 -1 0 1 2
X " " " X
15 P(X>20) = 2.28%
W 10
[a]
o
0.5
0'(12 -1 0 1 2
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