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Wyklad 2 — odwzorowanie logistyczne

. (Wspomagane komputerowo) Zlokalizowaé pierwsza wartosé r dla ktorej bifurkacja stycz-
nosciowa odwzorowania logistycznego f(z) = rax(1 — x) prowadzi do orbity o okresie-5.

. Okresli¢ typ maksimum odwzorowan:
(a) f(z)=r(l—(2z—1)")

re(l —x
(b) gfa) = "2 2

1+
gdzie r > 0 jest parametrem.

. Niech bedzie dane odwzorowanie trojkatne (tent map)

B | px, Ty, < 12
Tnt1 = T(In) - { M(l _ $n> Ty = 1/2

gdzie x € [0,1] , p € [0, 2].
(a) Zbadaé stabilnosé punktow statych T'(z) w zaleznosci od parametru pu.

(b) Rozwazy¢ T?(z). Jakie ma punkty stale? Wskaza¢ okres-2. Czy jest on stabilny?
(¢) Przyja¢ u = 2. Znalez¢ orbity o okresie-3.

. Udowodnié¢, ze cykle superstabilne odwzorowan unimodalnych zawsze przechodza przez
Ty, (tj. przez argument maksimum).

. Pokazac, ze jesli g(x) spelnia rownanie Feigenbauma-Cvitanovica, to pug(e/u), gdzie p €
R\{0}, rowniez je spelnia.

. Zalozy¢, ze g(x) = 1+ bx? + O(z*). Rozwiazaé¢ réwnanie Feigenbauma-Cvitanovi¢a oraz
obliczy¢ wartos¢ statej . Ile wynosi btad wzgledny?
. Zalozy¢, ze h(z) = h(0) + O(z), h(0) # 0. Rozwiaza¢ rownanie wtasne (slajd 60) oraz
obliczy¢ wartos¢ statej 0. Ile wynosi btad wzgledny?

. Policzy¢ analitycznie i narysowa¢ wykresy wyktadnika Lapunowa A(r) dla odwzorowania
logistycznego w przedziatach:

(a) 0<r<1
(b) 1<r<3
(c) 3<r<1++6

Korzystajac z tych postaci analitycznych, znalezé¢ potozenia cykli superstabilnych.

'Réwnowazne sformulowania: @, 41 = 4 (1 — 2|z, — 1/2|) = pmin {z,,1 — z,,}
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Obliczy¢ wyktadnik Lapunowa dla odwzorowania f(z) = 6x(1 — z)(1 — 2z + 2z?).

( Wskazowka: rozwazy¢ stabilno$é punktow statych.)

Znalez¢ odpowiedni homeomorfizm h i pokazaé, ze odwzorowanie logistyczne z r = 4 oraz
odwzorowanie trojkatne z p = 2 sa topologicznie sprzezone.

Wykorzystujac wynik zad. [10| obliczy¢ wyktadnik Lapunowa dla odwzorowania logistycz-
nego z r = 4.

Utozy¢ réwnanie Perrona-Frobeniusa dla odwzorowania tréjkatnego z p = 2 oraz podaé
jego rozwiazanie.

Wykorzystujac rozktad niezmienniczy, obliczy¢ wyktadnik Lapunowa dla odwzorowania
trojkatnego z pu = 2.

Obliczy¢ rozktad niezmienniczy dla odwzorowania logistycznego z r = 4. Jak mozna go
wykorzysta¢ do policzenia wyktadnika Lapunowa?

Obliczy¢ wyktadnik Lapunowa dla z,,, = 13z, + 21. Czy ten uktad jest chaotyczny?
Uporzadkowaé¢ wg porzadku Szarkowskiego: {452, 897,802, 326}.

Pokazad?], 7e odwzorowanie logistyczne z r = 4 ma orbity o okresie-3. Znalezé je.

Wyktad 3 — odwzorowania dwuwymiarowe

Obliczy¢ wyktadniki Lapunowa dla odwzorowania Arnolda (Arnold’s cat map lub Anosov

map):
Tl 11 Ty
= mod 1
o) =) ()
Czy to odwzorowanie jest chaotyczne? Co gdyby pomina¢ mod 17

Zanalizowa¢ stabilno$é¢ punktow statych odwzorowania Hénona poprzez obliczenie warto-
$ci whasnych v jakobianu w tych punktach (przyjaé¢ wartosci kanoniczne dla parametrow
aib): jesli |v| < 1, to punkt staly jest stabilny; jesli co najmniej jeden |v| > 1, to istnieje
jakis rodzaj niestabilnosci.

Wyktad 4 — uktad Lorenza

Okresli¢ jakie zachodza relacje miedzy wartosciami whasnymi (A1, Ag) w poszczegdlnych
obszarach diagramu (TrA,detA).

Zlinearyzowa¢ uktad

i = —y+az(z® + y?)
y = x+ayx®+y?)

gdzie a # 0, oraz zbada¢ stabilno$¢ punktéw statych. Naszkicowaé portret fazowy oraz
poréwnaé z portretem uktadu nieliniowegd] Rozwiaza¢ uktad analitycznie.

2Jedno z mozliwych rozwigzan moze byé wspomagane komputerowo.
3Np. https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html
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Pokaza¢, ze gdy r = rp, to para wartosci wlasnych punktéw C* ukladu Lorenza jest
urojona i sprzezona. Obliczy¢ trzecig wartosé¢ wtasna.

Rozwazy¢ populacje krolikow i owiec, rywalizujacych na ograniczonym obszarze o te same
zasoby, opisanych uktadem dynamicznym
(3—1x)—2xy

{ § §(2 y) —xy

Zbada¢ dynamike tego modelu, tj. okresli¢ stabilnos¢ punktow statych i naszkicowaé¢ por-
tret fazowy.

Przeksztalci¢ uktad Sprotta
i+ Ai—i*+ 2 =0

do postaci uktadu dynamicznego i zbadaé¢ stabilno$¢ punktu statego. Przyjaé, ze A > 0.

(Wskazowka: skorzystac z twierdzenia Routha-Hurwitza.)

Wyktad 5 — wahadta

Separatrysa wahadla Duffinga bez ttumienia i bez wymuszenia to krzywa w ksztalcie
6semki przechodzaca przez punkt siodlowy. Wyprowadzi¢ jej rownanie oraz naszkicowaé
wykres na portrecie fazowym.



