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Plan prezentacji * Model kinematyczny i model dynamiczny
* Kinematyka prosta i odwrotna:
Robota dwukotowego z podparciem
Robota czterokotowego
Robota trzykotowego z kotami szwedzkimi

Robota czterokotowego z kotami szwedzkimi
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Model dynamiczny

e Model dynamiczny rozwaza mechanizm ruchu robota uwzgledniajgc sity i
momenty obrotowe wystepujgce w uktadzie.

* Pozwala on na opisanie zaleznoSci pozycji i orientacji robota w odniesieniu do
przytozonych sit i momentéw obrotowych.

* Model dynamiczny jest kluczowy w przypadku koniecznosci rozwazania dynamiki
robota.

e Stosuje sie go w celu: syntezy uktadow regulacji automatycznej, analizy ukfadu
mechanicznego, symulacji ruchéw robota.

* Najpopularniejszymi metodami opisywania modelu dynamicznego go robotow
s3:
metoda Newton’a-Euler’a,
rownania Euler’a-Langrange’a.
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Dynamika prosta

Dynamika prosta rozwigzuje problem: jezeli znam przytozone sity i momenty
obrotowe, jak réwniez pozycje, predkosci i katowe ztgczy to mozemy obliczy¢
przyspieszenia ztaczy:

qd=1/0@qqr)
qg=Jqgdt q=Jqdt

T € R™ g € R™
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Dynamika odwrotna

Dynamika odwrotna rozwigzuje problem: jezeli znam pozycje, predkosci i

przyspieszenia ztgczy to mozemy obliczy¢ odpowiadajgce im sity i momenty
obrotowe.

t1=90q99 =499

T € R*, g € R™
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Model kinematyczny

Model kinematyczny rozwaza mechanizm ruchu robota pomijajgc sity i momenty
obrotowe wystepujgce w uktadzie.

 Pozwala on na obliczenie pozycji i orientacji robota w odniesieniu do pozycji
poczatkowej jako funkcja zalezna od pozycji kgtowej kot.

 Model kinematyczny jest podstawowg metodg opisu pozycji robota mobilnego,
orientacji jak réwniez zmiennych ruchu wszystkich koét.

e Stosuje sie go w celu sformutowania zaleznosci pomiedzy uktadem odniesienia
przestrzeni roboczej, a uktadem zmiennych ruchu két.

* Najpopularniejszg metodg opisywania modelu kinematycznego robotéw jest
notacja Denavit’a-Hartenberg’a.
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Kinematyka prosta
 Kinematyka prosta rozwigzuje problem: jezeli znam pozycje, predkosci
i przyspieszenia katowe kot to mozemy obliczy¢ aktualng pozycje, predkosci oraz

przyspieszenia robota wzgledem poczatkowej pozycji (tj. predkosé liniowg oraz
katowa).

* Kinematyk prosta jest zdefiniowana funkcjg f przechodzacg z przestrzeni kot do
przestrzeni do przestrzeni roboczej:

f: R* > R™

x = f(q) x € R", g e R™
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Kinematyka odwrotna

 Kinematyka odwrotna rozwigzuje problem: jezeli znam pozycje, predkosci i
przyspieszenia robota w przestrzeni roboczej to mozemy obliczy¢ predkosci
i przyspieszenia katowe kot.

* Kinematyk prosta jest zdefiniowana funkcjg g przechodzaca z przestrzeni roboczej
do przestrzeni do przestrzeni kot:

g: R™ - R"

q=gx) =f1(x) x € R",q € R™
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Model dynamiczny

* Rozwaza zaleznos¢ pomiedzy
sitami 1 momentami obrotowymi
zaczy, a ruchem robota,

* Kluczowe do analizy i syntezy
dynamiki robota,

* metoda Newton’a-Euler’a,
* rownania Euler’a-Langrange’a.
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Model kinematyczny

Rozwaza mechanizm ruchu robota
pomijajac sity 1 momenty obrotowe
wystepujace w uktadzie,

Pozwala na opis matematyczny
pozycji/predkosci/przyspieszen
robota w przestrzeni robota znajgc
pozycji/predkosci/przyspieszenia
poszczegoOlnych ztaczy,

Notacja Denavit’a-Hartenberg’a.
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Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem

Dla zerowej robot skierowany jest
wzdtuz osi x. A o$ kot lezy na osi y.

Pozycja robota jest okreslana jako
pozycja posrodku osi kot.
Promien kota oznaczamy 7;,.

Pozycje katowg kota lewego
oznaczamy «;.

Pozycje katowg kota prawego
oznaczamy «;.-.

Predkosci kagtowe két wynoszg
odpowiednia: w; = a; i w, = d,
Odlegto$¢ pomiedzy srodkami kot
wynosi [.

X
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Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem

Robot moze poruszac sie w linii
prostej jezeli predkosci kot sg
identyczne.

Robot moze poruszac sie po okregu
jezeli predkosci kot sg rozne.
Zmiana orientacji robota wynosi 6.
Jest to rowniez promien tuku po
jakim poruszat sie robot.

Promien po ktorym porusza sie robot
jest rowny:

.+
T, = >
Odlegtos¢ miedzy kotami wynosi:
l=1n—mn

X
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Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem

* Dfugosc przebytej drugi prze kofa
WYNosi:

y —6’/ d, =10

: ) * Odejmujagc od siebie powyzsze
rownania mozemy wyznaczy¢
orientacje robota:

d.—d;, =70 —n0

ezdr_dl dr_dl

. — 71 [

><V
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Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem

e Dfugosci tukdw mozemy uzaleznic¢ od
pozycji kgtowej kdt i promienia kofa:

d; =1,

A g . dy = 10y

* Uwzgledniajgc te zaleznosci do wzoru
na orientacje otrzymujemy:

T;
0 :Tw(ar_al)

><V



Programowanie Robotéw Mobilnych
; UNIWERSYTET
Kinematyka prosta | odwrotna MIKOEAJA KOPERNIKA
W TORUNIU

Whydziat Fizyki, Astronomii
i Informatyki Stosowanej

Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem

 Rozwazmy teraz Sciezke przebytg przez
robota (tj. punkt srodkowy osi koét):

o o+ r0+n0 d.+d
dczrcezrz le:r . l _ r2 l
Y —/ e Uwszgledniajgc réwnania na dtugosc¢ tuku

kota prawego i lewego otrzymujemy
ostatecznie:

;
de = ?W (o + o)
e Rdzniczkujac otrzymujemy rownanie na
predkos¢ styczng do toru ruchu:

. T;
vzdc:?w(wr‘l'wl)

><V
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Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem

* Rzutujgc predkosc ruchu na osie
globalne x oraz y otrzymujemy:

Tw

> (w, + w;)cosb

Uy =

7"W .
vy == (w, + w;)sind

* Rdzniczkujg rownanie na orientacje
robota otrzymujemy réwnanie na

predkosc katowa:
7"W
W = T (wr — wp)

Powyisze rOwnania s rozwigzaniem

Jproblemu kinematyki prostej
X
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Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem

Przeksztalcajac réwnania ponizsze réwnania opisujgce kinematyke prosta
wzgledem uktadu wspédtrzednych zwigzanego z robotem :

- T,
v=d, =?(wr+w1)

Tw

I (wr - wl)

W =

Otrzymujemy rownania kinematyki odwrotnej wzgledem uktadu wspétrzednych

Zwigzanego zrobotem :
v lw
w =———
: Tw 2Ty
v lw
Wy =—+-——

Tw 2Ny
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Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem
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Catkujac predkosci liniowe oraz katowe otrzymujemy nastepujace rownanie

bedace odometrig, czyli rOwnaniami opisujacymi pozycje robota na bazie

pozycji kot, ktére mozemy mierzy¢ np. enkoderami:

t

x-(t) = x,.(t — At) + cos(@(t)) %W J (oor(t) + ool(t))dr
t—?t

7/'W

() = it = 80 + sin(O(E) [ (00 + 0,(0)dr

t t—At
Tw
0(t) = 0(t — At) + n j (w,(t) — w;()dr

t—At
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Model kinematyczny robota dwukotowego z podparciem

Sekwencja danych
wejsciowych do kinematyki

odwrotnej: z )
E.0.5F
v=[1,0.5,2,1]; m/s > .
E__ | !I | ) — 1 1
w=[0.1, ®/2,0,-0.2 ]; rad/s 5 4 3 2 P 0 1 2
X
Wyniki kinematyki odwrotne;j: ]
w; = [115,46, 2ok ' ' I T I T T T
22.2, 11] rad/s %
= 10F
3
or = [11.17,65, R AT
22.2,11.2] rad/s tfs]
Wyniki kinematyki odwrotneji _ [ | | | ' ' ' | |
odometrii na wykresie. 3
EL 10F
0 | | | | | | | |

t[s]
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Model kinematyczny robota czterokotowego

o niezaleznych napedach _ _
W robocie wystepujg cztery

niezalezne napedy.

 Tworzymy wirtualne kotfa bedace
posrodku két fizycznych prawych oraz

Y, lewych.
* Predkosci i pozycje kot wirtualnych
o wynoszg odpowiednio:

a, r /a)b o Wy = Wy + Wi f
e T 2
@Y e ey o 3

[./2 [./2 Wry = 2
1| 2 e 71
a |1 1| |« _apy tapy
f T =
CPh R -~ /a)i/} ¥ g
Oy Ay = 2
W,

><V



Programowanie Robotéw Mobilnych

; UNIWERSYTET
Kinematyka prosta | odwrotna MIKOEAJA KOPERNIKA
W TORUNIU

Whydziat Fizyki, Astronomii
i Informatyki Stosowanej

Model kinematyczny robota czterokotowego

o niezaleznych napedach

Dzieki wprowadzeniu wirtualnych két otrzymujemy problem réwnowazny
modelowi kinematycznemu robota dwukotowego z podparciem.

Rozwiazanie kinematyki prostej wzgledem ukladu wspétrzednych zwigzanego z
robotem jest nastepujace:

. i
v=d, = ?W((Urv + wlv)
— L

Rozwigzanie kinematyki odwrotnej wzgledem uktadu wspoétrzednych zwigzanego
Z robotem jest nastepujace:

(¥ ((*)rv — (‘)lv)

v Lw

Wy =————
w21,
1% ll(l)

Wyy = —+ 5~

Tw 2Ny
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Model kinematyczny robota czterokotowego

o niezaleznych napedach

Rozwigzanie odometrii jest nastepujace:

i t
x-(t) = x,.(t — At) + cos(e(t)) ?W f (W, (V) + Wy, (1))dT
t—At
t
7/'W
v, (£) = y,.(t — At) + sin(0(t)) > f (W, (1) + 0y, (1))dT
t—At
t

0(6) = B¢ = 8e) + 3 j (0ry () — 01 () d

t—At
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Model kinematyczny robota czterokotowego

z wiezami nieholonomicznymi (ang. car-like)

g‘."’:‘..

W robocie wystepujg dwa napedu: naped
kot tylnych oraz skret kot przednich.

Tworzymy wirtualne kota bedace
posrodku kéft fizycznych tylnych oraz
przednich.

Predkosci i pozycje kot wirtualnych
wynoszg odpowiednio:

_ Wry + Wy
(’UT'U - 2
. Ay + Ay
v T
Yrr + Pp
y=—

Sygnatami sterujgcymi jest predkosé
tylnego kota wirtualnego (w,.,) oraz
pozycja katowa uktadu sterowniczego (¢)

X
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Model kinematyczny robota czterokotowego

z wiezami nieholonomicznymi (ang. car-like)

Dzieki wprowadzeniu wirtualnych két otrzymujemy stosunkowo prosty
problem. Kota tylne powoduja ruch wzdtuz aktualnej orientacji robota,
natomiast skret két przednich powoduje zmiane orientacji robota.

Rozwiazanie kinematyki prostej wzgledem ukladu wspédtrzednych zwigzanego z
robotem jest nastepujace:

v = TW . (L)rv
tgy

9:_'rw'wrv

[

Rozwigzanie kinematyki odwrotnej wzgledem uktadu wspétrzednych zwigzanego
Z robotem jest nastepujace:

v
Wyy = —

L6
¢ = arctg <7>
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Model kinematyczny robota czterokotowego

z wiezami nieholonomicznymi (ang. car-like)

Rozwigzanie odometrii jest nastepujace:

t

x-(t) = x,.(t — At) + cos(@(t)) Ty j W, (1) dt
t—At
t

y-(t) = y,.(t — At) + sin(@(t)) Ty j W, (t)dT

t—At
t

0(t) = 0t — A1) + tg((D) j 0, (£)dT

t—At
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Model kinematyczny robota czterokotowego
z wiezami nieholonomicznymi (ang. car-like)

Sekwencja danych
wejsciowych do kinematyki ]

odwrotne;j:
v=[1,0.5,2,1]; m/2

Y [m

6 =1[0.1,m/2,0,-0.2 ]; rad/s 5 4 3 2 0 1 2
m
Wyniki kinematyki odwrotne;j: i
oy =[11.(1),5.(5),  _ [ ——
22.(2),11.(1)] rad/s N
Y =[0.011, 0.33, 2 1or
0,~0.022] rad R R B A
t[s]
Wyniki kinematyki odwrotnej i 04 | | ' | | | |
odometrii na wykresie. B oo
s
0 | ! !

t[s]
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Programowanie Robotéw Mobilnych o
Kinematyka prosta | odwrotna o
Model kinematyczny robota trzykotowego

z kotami szwedzkimi OMNI WHEEL MECANUM WHEEL

OMNI WHEEL
2 = WHEEL WHEEL

26

Zrédto: https:/ /twitter.com/omniwheels
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Model kinematyczny robota trzykotowego
z kotami szwedzkimi

napedzanie
\ Q >

swobodne przesuwanie

napedzanie
I H—

swobodne przesuwanie
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Model kinematyczny robota trzykotowego

z kotami szwedzkimi Fs=0 o

(a)Forward (b) Backward

] %’

(e) Forward-Left  (f) Forward-Right

Zrédto: Pasupuleti, D., Dannana, D., Maddj, R.,
Manne, U., Chittawadigi, R.G. (2021). Intuitive
Control of Three Omni-Wheel-Based Mobile

Fy

]

DTOraTe"

(c) Left (d) Right

i —=L>

arGrare:

(g) Backward-Left (h) Backward-Right

Fe s % Fg
Platforms Using Leap Motion. In: Sharma, H.,
Saraswat, M., Yadayv, A., Kim, J.H., Bansal, ].C. (eds)
Congress on Intelligent Systems. CIS 2020.
Advances in Intelligent Systems and Computing, vol y/ N
1335gSpringer, Si : 2
pringer, Singapore Fl, F R & 2

https://doi.org/10.1007/978-981-33-6984-9_53
(1) Clockwise

(J) Anticlockwise
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Model kinematyczny robota trzykotowego
z kotami szwedzkimi

* W robocie wystepujg trzy napedy z
Y A kotami omniwheel przesuniete o0 120
stopni.
* Generowana predkos¢ katowa kofa
powoduje site przesuwu jak w
przypadku zwyktego kota.

e Dzieki mozliwosci swobodnemu
przesuwania sie prostopadle do
ptaszczyzny obrotu kota, mozliwy jest
ruch w dowolnym kierunku robota.
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Model kinematyczny robota trzykotowego
z kotami szwedzkimi

Rozwiazanie kinematyki prostej wzgledem ukladu wspétrzednych zwigzanego z
robotem jest nastepujace:

n
W = S’Tld(_wl — Wy — W3)
Ux = ?W(ZGM — Wy — w3)
n
vy =5 Wﬂ (—w, + w3)
2sin("/3)

Rozwigzanie kinematyki odwrotnej wzgledem uktadu wspoétrzednych zwigzanego
Z robotem jest nastepujace:
d vy HE

W =——"w+—
7"W 7AW
d Uy sm(”/3)vy
Wy = ——w — —
T 271y, T
d v, sin(t/;)v
W3 = ——w — — /3 4
T 271y, Tw 7 4
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/
Ly

Model kinematyczny robota trzykotowego
z kotami szwedzkimi

Rozwigzanie odometrii jest nastgpujgce: :
t
il -
AXomni = ?W f (2(‘)1 (t) — wy(t) — a)g(t))d‘[
t—At .
" '
AYomni = 5= WT[ f (_(Uz(t) + wg(t))d‘[ ‘ ‘
2sin("/3)
t—At

x,-(t) = x,.(t — At) + cos(@(t)) * AX g — sin(@ (t)) * AY ommni
yr(t) =y (t — At) + Sin(g(t)) * AXomni + COS(Q(t)) * AYomni
Tw

t
0) = 0t — A) + 22 j (—w,(6) — wa(8) — w3(D))dr

t—At
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T

Model kinematyczny robota trzykofowego
z kotami szwedzkimi osl
E

Sekwencja danych wejsciowych > L —
do kinematyki odwrotnej: 0
vx=[1,0.5,0, 1]; m/s B T
Vy = [O’ 0,0.5, O]; m/s _0'50 0.5 1 1.|5 2 25
0 =[0.1,7/2,0,-0.2]; rad/s — 2ol [ S T
Wyniki kinematyki odwrotnej: s OO_ . : : . : : : : )
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Zrédto: https://en.wikipedia.org/wiki/Mecanum_wheel
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Rozwigzanie kinematyKi prostej wzgledem uktadu wspétrzednych zwigzanego
Z robotem jest nastepujace:

n

w
w=—"-7-(—w;+w, +w; —w
4(l+W)( 1 2 3 4)
I8
Uy omni = Zw(wl + Wy + w3 + 0)4)

Uy omni = 4 (—w; + w; — w3 + wy)

Rozwigzanie kinematyki odwrotnej wzgledem uktadu wspétrzednych zwiazaiggg

Z robotem jest nastepujace: 0
—l—w v, U
(1)1 - w+—— _y '
rW rW rW
[+w U, U
Wy = w+—+ 2
W w Tw AN -
[+w Vy Uy Py
W3 = O -
rW rW TW
—l—w Uy U
TW TW TW .
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Rozwigzanie odometrii jest nastepujace: -
t - PAN
7,'W
Nomni = [ (@10) + 02(0) + 03(0) + 04(0)dz
t—At
t
W . .
Bomni =5 [ (~0n® + 020 — 030 + 0, @)dr
t—At

x,-(t) = x,.(t — At) + cos(@(t)) * AX g — sin(@ (t)) * AY ommni
yr(t) =y (t — At) + Sin(g(t)) * AXomni + COS(Q(t)) * AYomni

t
0(t) = 6(t — At) + ﬁ JA (—w1(8) + Wy (1) + w3(t) — wy(t))dr
t—At
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