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ANALIZA WSPÓŁZALEŻNOŚCI

Przy badaniu populacji generalnej równocześnie ze względu na dwie lub więcej cech mierzalnych posługujemy się pojęciami korelacji i regresji. Korelacja zajmuje się siłą zależności, a regresja kształtem zależności. Będziemy zajmowali się przede wszystkim sytuacją, gdy związek pomiędzy dwiema zmiennymi jest liniowy.

Korelacja

Gdy zależność między dwiema zmiennymi jest liniowa, to najlepszym miernikiem korelacji jest współczynnik korelacji liniowej Pearsona dany wzorem:
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gdzie: cov (X, Y) oznacza kowariancję X i Y, a 
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 oznaczają odchylenia standardowe.

Obie zmienne muszą być mierzalne. Współczynnik korelacji liniowej Pearsona jest symetryczny tzn. 
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 (z tego względu dalej będzie oznaczany jako
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). Współczynnik ten jest miarą unormowaną i może przyjmować następujące wartości: 
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. Gdy 
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= -1 lub 
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 = 1, wtedy między zmiennymi X i Y istnieje ścisła zależność w postaci funkcji liniowej. Gdy 
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 = 0, wtedy zmienne są nieskorelowane. Im 
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 jest bliższa 1, tym korelacja jest silniejsza. Jeżeli 
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> 0, to występuje korelacja dodatnia (wzrostowi wartości jednej zmiennej odpowiada wzrost wartości drugiej zmiennej). Jeżeli 
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 < 0, to występuje korelacja ujemna (wzrostowi wartości jednej zmiennej odpowiada spadek wartości drugiej zmiennej). Współczynnik korelacji liniowej Pearsona opisuje zarówno siłę, jak i kierunek zależności. 

Estymatorem 
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 jest współczynnik korelacji liniowej Pearsona z próby r:
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Jest on inaczej liczony dla danych indywidualnych (w postaci szeregu korelacyjnego), a inaczej dla danych pogrupowanych (w formie tablicy korelacyjnej).

Dane indywidualne

Zadanie 1 

Jednostkowy koszt produkcji oraz wielkość produkcji pewnego dobra (w tys. sztuk) w konkurujących ze sobą pięciu firmach przedstawiono w zestawieniu:

	Wielkość produkcji
	23
	30
	41
	45
	50

	Jednostkowy koszt produkcji
	50
	38
	34
	30
	28


Wyznacz i zinterpretuj współczynnik korelacji liniowej Pearsona.

Dane pogrupowane

Zadanie 2 

W wyniku badania zależności między zużyciem surowca (w kg) i kosztami produkcji (w tys. zł) uzyskano wyniki przedstawione w tablicy:

	Koszty produkcji (w tys. zł)
	Zużycie surowca (w kg)

	
	15 -24
	25 - 34
	35 -45

	6 –8
	10
	-
	-

	8- 10
	-
	10
	-

	10 – 12
	-
	20
	10

	12 – 14
	-
	20
	20

	14 – 16
	-
	-
	10


Na podstawie podanych informacji należy:

1. Obliczyć średnie i wariancje w rozkładach brzegowych i warunkowych,

2. Wyznaczyć empiryczne linie regresji,

3. Obliczyć stosunki korelacyjne Pearsona (inaczej wskaźniki korelacji Pearsona),

4. Wyznaczyć współczynnik korelacji liniowej Pearsona.

Wnioskowanie statystyczne w analizie korelacji
Przedział ufności dla współczynnika korelacji liniowej Pearsona (estymacja)

Zadanie 3 

Wylosowano 180 gospodarstw indywidualnych i na ich podstawie zbadano zależność między ilością stosowanych nawozów sztucznych a średnim zbiorem zbóż z jednego hektara. Współczynnik korelacji wynosił r = 0,8. Przy współczynniku ufności równym 0,9 wyznaczyć przedział ufności pokrywający nieznany współczynnik korelacji całej populacji generalnej.

Testowanie istotności współczynnika korelacji liniowej Pearsona (weryfikacja)

Zadanie 4

Zbadać istotność współczynnika korelacji liniowej Pearsona obliczonego w zadaniu 1.

Funkcja regresji. Model dwuwymiarowej regresji liniowej

Funkcja regresji pierwszego (I) rodzaju przyporządkowuje realizacjom zmiennej objaśniającej średnie warunkowe zmiennej objaśnianej. 

Funkcją regresji I rodzaju zmiennej losowej Y względem zmiennej losowej X nazywamy:


E ( Y | X = xi) = g1( xi) ,     i = 1 , 2 , . . . , k.

Funkcją regresji I rodzaju zmiennej losowej X względem zmiennej losowej Y nazywamy:


E ( X | Y = yj) = g2( yj) ,     j = 1 , 2 , . . . , r.

Analityczne postacie funkcji g1(xi) i g2(yj) są zwykle nieznane. Możemy jedynie na podstawie próby wyznaczyć empiryczne linie regresji.

Funkcja regresji drugiego (II) rodzaju jest aproksymantą (przybliżeniem) funkcji regresji I rodzaju, opisującą zależność korelacyjną zmiennych losowych w próbie. 

W przypadku zależności liniowej  

Funkcja regresji I rodzaju opisująca zależność zmiennej losowej Y od X (można ją traktować jako równanie hipotetyczne dla populacji):


Y = X +  

Y - zmienna objaśniana (endogeniczna), X - zmienna objaśniająca (egzogeniczna), składnik losowy.

Funkcja regresji I rodzaju opisująca zależność zmiennej losowej X od Y: 


X = 0 + 1 Y + 
X - zmienna objaśniana (endogeniczna), Y - zmienna objaśniająca (egzogeniczna), 
składnik losowy.

litery greckie: 0, , 0,  oznaczają parametry strukturalne (nieznane parametry populacji generalnej )

Funkcja regresji II rodzaju: 

yi = a0 + a1xi + ui
xi = b0 + b1yi + ei
yi , xi – realizacje zmiennych losowych Y i X , małe litery: a0, a1, b0, b1 - oceny parametrów strukturalnych 0,, 0, 1 ,

ui i ei  - składniki resztowe.

Bez składnika losowego zależność jest funkcyjna (deterministyczna), ze składnikiem losowym - zależność stochastyczna.

Przyczyny występowania składnika losowego w równaniu regresji:

1) w równaniu regresji nie uwzględniamy wszystkich przyczyn powodujących kształtowanie się zmiennej objaśnianej,

 2) przyjęta analityczna postać funkcji regresji (najczęściej funkcja liniowa) nie odpowiada dokładnie rzeczywistej formie zależności między badanymi zmiennymi,

3) losowa natura zjawisk i procesów gospodarczych,

4) niedokładność w obserwacji i pomiarze zjawisk,

5) zaokrąglenia w obliczeniach.

Parametry strukturalne funkcji regresji nie są znane i należy je oszacować. Najbardziej znane metody estymacji to:

1) Klasyczna metoda najmniejszych kwadratów (KMNK)

2) Metoda największej wiarygodności 

3) Metoda momentów

4) Metoda bayesowska

Metoda najmniejszych kwadratów polega na znalezieniu takich ocen parametrów strukturalnych, przy których suma kwadratów odchyleń rzeczywiście zaobserwowanych wartości zmiennej Y od wartości teoretycznych wyznaczonych z modelu jest najmniejsza.
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yi – wartości empiryczne, 
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gdzie: ui –oznacza reszty.

Funkcje regresji II rodzaju są dobrymi aproksymantami funkcji regresji I rodzaju, jeżeli spełnione są jednocześnie dwa warunki:

1) odchylenia wartości empirycznych od wartości teoretycznych są pochodzenia losowego (są statystycznie nieistotne),

2) suma kwadratów odchyleń wartości empirycznych od teoretycznych stanowi minimum. (warunek ten jest zawsze spełniony, jeżeli do estymacji wykorzystano KMNK).

Zadanie 5 (ciąg dalszy zadania 1)

1. Wyznaczyć liniowe funkcje regresji,

2. Zbadać dokładność oszacowanej funkcji regresji, 

3. Zbadać istotność wpływu zmiennej X na zmienną Y, weryfikując hipotezę o braku zależności,

4. Oszacować metodą przedziałową współczynnik regresji (przyjąć współczynnik ufności 0,95).

Uwaga punkty 2 i 3 są konieczne, aby dokonać oceny modelu.

ad 2. Ocena dopasowania funkcji regresji do danych empirycznych (badanie dokładności oszacowanej funkcji regresji)

Wariancja resztowa:
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gdzie: k – liczba parametrów strukturalnych oszacowanych w równaniu regresji. Dla funkcji liniowej z jedną zmienną objaśniającą k jest zawsze równe 2. 

Błąd standardowy reszt: 
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informuje o tym, jakie jest przeciętne odchylenie empirycznych wartości zmiennej objaśnianej od wartości teoretycznych,

Interpretacja w zadaniu: wartości empiryczne jednostkowego kosztu produkcji różnią się średnio od wartości teoretycznych o 2,89.

Współczynnik zmienności losowej:

 
[image: image20.wmf]8%

  

  

%

100

36

89

,

2

  

  

%

100

  

  

=

×

=

×

=

y

s

V

u

u


informuje jaki % średniej arytmetycznej stanowi błąd standardowy reszt. 

Im Vu jest mniejsze tym model jest lepszy, przyjmiemy umowną granicę 15% poniżej której model jest dobry.

Błędy średnie ocen parametrów - błędy szacunku parametrów:
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błędy szacunku zapisuje się pod ocenami parametrów:
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Średnie błędy szacunku informują o tym, o ile przeciętnie różniłyby się oszacowane parametry od ich prawdziwych wartości, gdyby szacunku dokonywać wielokrotnie na próbach o tej samej liczebności.

Interpretacja w zadaniu: szacując parametry 
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 na podstawie 5 elementowej próby mylimy się średnio odpowiednio o 5,1 i 0,13.

Współczynniki dopasowania:
Współczynnik zbieżności losowej - 2 
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określa jaka część zmian wartości zmiennej objaśnianej nie została wyjaśniona zmianami zmiennych objaśniających przyjętych w równaniu
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do interpretacji wynik mnożymy razy 100%

Interpretacja w zadaniu: 8% zmienności jednostkowego kosztu produkcji ma charakter losowy i nie zostało wyjaśnione przez równanie regresji. 

Współczynnik determinacji – R2

R2 = 1 - 
informuje o tym, jaka część zmian wartości zmiennej objaśnianej została wyjaśniona przez oszacowaną funkcję regresji


R2 = 1 - 0,08 = 0,92

W 92% wielkość produkcji wyjaśnia kształtowanie się jednostkowego kosztu produkcji

Im R2 jest większe ( mniejsze) tym model jest lepszy, przyjmiemy jako umowną granicę 80% powyżej której model jest dobry.

ad 3. Badanie istotności współczynnika regresji

H0: 1 = 0      parametr jest statystycznie nieistotny (brak jest zależności między badanymi zmiennymi)

H1: 1 
[image: image28.wmf]¹

 0   parametr jest statystycznie istotny

W hipotezie alternatywnej możliwy jest również zapis:  <  lub > 

Obliczamy statystykę t:
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przyjmujemy  = 0,05


liczba stopni swobody s = n – k  =  n - 2 = 5 - 2 = 3
t= 3,182
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t

  =  5,77  >  t=  3,182  
odrzucamy  H0
Na poziomie istotności 0,05 odrzucamy H0 o nieistotności współczynnika regresji, co oznacza, że jest on statystycznie istotny.

Ocena modelu !
Model jest dobry jeżeli współczynnik regresji jest istotny oraz  R2 > 80% i Vu  < 15%

ad 4. Przedział ufności dla współczynnika regresji
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t=  3,182
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Przedział liczbowy o końcach -1,16 i -0,34 z ufnością 0,95 pokrywa nieznaną wartość współczynnika regresji liniowej. 

Dla dużej próby zamiast t możemy wstawić u 

Zad 6. Badając zależność między wielkością produkcji a kosztami całkowitymi produkcji pewnego wyrobu otrzymano w próbie następujące wyniki dla 10 pomiarów (xi - wielkość produkcji w setkach sztuk, yi - koszt całkowity w mln zł).






Oszacuj liniowy model regresji. 

1) Zbadaj losowość reszt ( jest to jeden z warunków, aby funkcja regresji II rodzaju była dobrą aproksymantą f. regresji I rodzaju),

2) Zweryfikuj hipotezę o liniowej postaci funkcji regresji.

Obie decyzje należy podjąć przy założeniu, że prawdopodobieństwo popełnienia błędu I rodzaju wynosi 0,05. 
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