Kinematyka punktu we wspoétrzednych krzywoliniowych i wektorowych

naturalne
biegunowe
walcowe (cylindryczne)

kuliste (sferyczne)

Wspotrzednymi krzywoliniowymi moga by¢ trzy dowolne funkcje (d;,0,,0;) wspotrzednych kartezjanskich
o roOwnaniach:

a; =0, (X Y,2)
d, =d,(XY,2)
0, =05(X,Y,2), ktore powinny jednoznacznie wyznacza¢ wspoOtrzedne kartezjanskie: X = x(d,,d,,d;)

y= y(Qliqziqs)
Z:Z(Ch’qzv%)
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Opis ruchu we wspoétrzednych naturalnych

Podczas ruchu punktu po dowolnym torze mozemy poprowadzi¢ do toru plaszczyzne Scisle styczng, ptaszczyzne normalng i
plaszczyzne prostujgcqg w miejscu, w ktérym znajduje si¢ aktualnie rozwazany punkt. Krawedzie przeciecia si¢ ptaszczyzn
sg osiami: styczng, normalng glowng i binormalng.

b ptaszczyzna
prostujgca
Z

~—_ Opis ruchu punktu we wspotrzednych naturalnych;
t — os styczna, n — os normalna gtowna, b — os binormalna,
O — potozenie poczgtkowe punktu, s(t) — rownanie drogi przebytej po torze

ptaszczyzna
Scisle styczna
ptaszczyzna
normalna

Mozna wykazaé, ze ruch punktu odbywa si¢ chwilowo w ptaszczyznie $ciele stycznej 1 w dalszych rozwazaniach bra¢ pod
uwage tylko tor z naniesionym osiami: styczng i normalna.

Ruch punktu w plaszczyznie scisle stycznej
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PoloZenie. Polozenie punktu we wspotrzednych naturalnych jest okreslone, gdy dany jest:

1) tor poruszajgcego si¢ punktu (rownanie toru),
2) potozenie poczatkowe i chwila poczatkowa,
3) réwnanie ruchu po torze

s =s(t) (3.14)

Predkosé. Poniewaz ruch punktu odbywa si¢ w plaszczyznie scisle stycznej, wektor predkosci pokrywa si¢ zawsze z
Kierunkiem osi stycznej.

Wartos¢ wektora predkosci sredniej liczymy ze wzoru

As
Vi = (3.15)
natomiast predkosci chwilowej (Scistej), dla dowolnej chwili czasu t, ze wzoru
o As
el (3.16)

Wektor predkosci mozemy zatem zapisaé
V =V (3.17)
gdzie & — wersor osi stycznej.
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Przyspieszenie. Mozemy rowniez wykazac¢, ze przyspieszenie punktu jest wektorem lezacym zawsze w plaszczyznie $cisle
stycznej. Aby je wyznaczy¢ zrdézniczkujmy predkosé (3.17) wzgledem czasu

= d — «— —
A=V = (V&) =Ve Ve, (3.18)

gdyz wersor g zmienia swoj kierunek w czasie.
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Okreslenie pochodnej wersora & wzgledem czasu.

Gdy 4t — 0, kierunek wektora 4g dazy do kierunku wersora &, , natomiast jego wartos¢ e, =|4g| = 2e, sm7¢

Z kolei pochodna

Zmiany wersora osi normalnej &

Wektor 4g,

2sin—— (p

. Ap . Ap . Ap
2sin— sin— sin—
é = lim |—I|m = lim 2 4p4s lim —2— lim 49 I|m =1kv = 11v—v
M0 At A0 At 40 Ap  As At Ap>0 AP 4550 AS 4t—0 At p p’
2 2
gdzie: k- krzywizna toru, p — promien krzywizny toru.
Zatem ostatecznie € = W€, , gdzie a)— = lim A——(p (3.18b)
Przez analogi¢ mozna wykazac, ze
€, =~k (3.18c)

Znak minus oznacza, ze kierunek zmiany w czasie wersora €

POLITECHNIKA
GDANSKA

RN
5 k]
2 &

Cay™

n jest przeciwny do osi stycznej t.
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Po podstawieniu zaleznosci (3.18b) do (3.18) otrzymujemy

a=a8 +a,8e,

(3.19)
gdzie:
H=VES, (3.19a)
— przyspieszenie styczne
V2
a, = —
P (3.19b)

— przyspieszenie normalne.

Wartos¢ wektora przyspieszenia catkowitego obliczamy ze wzoru

a=4a’+a,’ . (3.19¢)

Zaréwno wektor predkosci jak 1 wektor przyspieszenia we wspotrzednych naturalnych przedstawiono na rys.

Predkosé i przyspieszenie punktu
we wspotrzednych naturalnych
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Promien krzywizny toru plaskiego, gdy dany on jest za pomoca rownania y = y(X), obliczamy ze wzoru

dv .2
L+ (T
P = d?y (3.20a)
dx?
natomiast w przypadku toru przestrzennego, gdy tor dany jest w postaci parametrycznych rownan toru (PRT) , tj.: x(t), y(t),
z(t), korzystamy ze wzoru

3

_ ¢ +y*+ 2P . (3.200)
(V2 = 2§)2 + (2% - %2)? + () - J%)?

Jezeli tor jest zadany w postaci uwiktanej F(x, y) = 0, to jego promien krzywizny obliczamy ze wzoru
{[GF JZ {6F ﬂ
N + N
OX oy
BET TN |
ox) oy \oxay) ox oy ax? oy

W szczegolnym przypadku, gdy ruch odbywa si¢ po torze prostoliniowym, woéwczas promien krzywizny toru p = oo, a zatem
przyspieszenie normalne a, = 0.

N w

p- (3.20¢)

Predkosé i przyspieszenie punktu w ruchu po torze prostoliniowym

W ruchu prostoliniowym (ruch po torze prostoliniowym) zardwno wektor predkosci jak i1 przyspieszenia sg styczne do toru.
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Opis ruchu we wspoétrzednych biegunowych

Wspotrzedne biegunowe stosujemy do opisu zagadnien plaskich.

PoloZenie. Do opisu potozenia punktu A stosujemy wspodtrzedne:

p=p),
¢ =0p(t).
¢
r
y A
o) A
w //// F
7 tor punktu
. P 1y
Opis ruchu punktu 7 WN X

we wspotrzednych biegunowych
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Predkosé. Poniewaz wektor wodzacy punktu A mozemy zapisaé
r = pe,

gdzie & jest wersorem osi r, predkos$¢ punktu A obliczymy

sz:p§r+pér_

Pochodna wersora & , ktory wiruje z predkoscig katowa @ = ¢ | na podstawie (3.18b), jest rOwna
e =8,

gdzie e, jest wersorem o0si ¢ .

Zatem zalezno$¢ na predkos¢ punktu A we wspotrzednych biegunowych przyjmuje postaé
V =V,€ +V(pe¢ |

(3.25)
gdzie:
Ve =p
V, =@p . (3.25a)
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Przyspieszenie. Przyspieszenie punktu A wyznaczymy roézniczkujac (3.25) wzgledem czasu

a=v =E(per +@p.,) = P&, + P&, + PPk, + PpE, + Ppe, .

Poniewaz pochodne wersorow sg rowne:

€ =¢€,, €,=-08,

wzOr na przyspieszenie punktu A we wspotrzednych biegunowych przyjmuje postac

a=ae +a,g, (3.26)
gdzie:

a, = p—pg’,

a, =pP+2p¢ (3.26a)

Zaréwno wektor predkosci jak 1 przyspieszenia przedstawiono na rys.
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Predkosé przyspieszenie punktu
we wspotrzednych biegunowych tor punktu
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Opis ruchu we wspétrzednych walcowych (cylindrycznych)

Wspoétrzedne walcowe stosujemy do opisu zagadnien przestrzennych. Sg one zlozone z wspotrzednych biegunowych dla
ptaszczyzny X,Yy, a ponadto dochodzi kierunek pionowy z.

Polozenie. Do opisu potozenia punktu A stosujemy wspohrzedne: o =p(t), o=0(t), zZ=12(1)

Zwigzek wspotrzednych kartezjanskich z walcowymi jest np.: X=p-COS@p
y=p-sing
L=17

Predkosé. Predkos¢ punktu A we wspotrzednych walcowych obliczamy

a)

V=VE +V,E +V,E, (3.25)
gdzie: g
o p ’ f Qs=Z ;.i
V¢, = (0/0 ) t - 44}/)
& qi=r
VZ = Z * o=
x/

H H H H r ys. 2.1. Wspotrzedne krzywoliniowe dla uktadu walcowego (a),
Przyspleszenle Przyspleszenle punktu A we WSpOh’ZQdHyCh WalCOWyCh 5 xl(h\;nl\\'xI'r/cllmlck‘/‘ v(‘,lllmlc wspotrzednych [ (b) ’
obliczamy

a=a#f +ak, +a,¢,, (3.26b)
gdzie:

ar = P‘P@Z ’

8, = pH+2p0,

a, =7
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Opis ruchu za pomoca wspotrzednych kulistych (sferycznych)

Potozenie. Do opisu polozenia punktu A stosujemy wspotrzedne: r =r(t), v =y (t), ¢ =o(t)

Zwigzek wspotrzednych kartezjanskich z kulistymi jest np.: X =Tr-COSy -COS ¢
y =r-cosy -sin g
Z=r-siny

Predkosé. Predkos¢ punktu A we wspotrzednych kulistych obliczamy
V., =F, v, =r-g-cosy, 6 V,=ry
Przyspieszenie. Przyspieszenie punktu A we wspotrzednych kulistych obliczamy

a =F-r-¢°-cos’y—r-y’,
a, =2r-¢@-COSy +T-p-COSQ—2r-¢-y-siny

(o] =Cy

. . .. .2 -
a, =2f-y+r-y+2r-¢°-siny -cosy

Rys. 2.2. Wspotrzedne krzywoliniowe dla uktadu kulistego (a),
i ich powierzchnie ¢; = C; oraz linie wspéirzednych [; (b)
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Kinematyka punktu we wspoétrzednych wektorowych

Wektorem wodzacym jest wektor o poczatku w punkcie odniesienia O, a koncu w miejscu, gdzie w danej chwili znajduje
si¢ rozwazany punkt. Rozwazmy teraz punkt A, ktérego potozenie opisuje wektor wodzacy o sktadowych:

e = (1), r,=r@), r=r), (3.1)
gdzie t jest czasem.
Opis ruchu punktu za pomocg wektora wodzgcego /;
(0]

Rownania (3.1) nazywamy rownaniami ruchu (RR). Sg one jednocze$nie parametrycznymi rownaniami toru (PRT).
Wystarczy z rownan ruchu wyrugowac parametr, ktorym jest czas t, aby otrzymac¢ rownanie toru.

Polozenie. Jezeli poczatek wektora wodzacego T, opisujacego potozenie punktu A, przyjmiemy w poczatku uktadu
odniesienia, wowczas jego wspotrzedne sg rowne:

4
Polozenie punktu we wspotrzednych wektorowych A
r=rt), I
r,=r, (3.2) L |
r=r(), © i 7 4
. . e
a wektor wodzacy mozemy zapisaé X Mo v
r‘/
T =0T +r,O)]+r, Ok (3.3)
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Predkosé. Rozwazmy teraz dwa potozenia punktu A, jedno w chwili t A(t+41)

I drugie w chwili t+4t .

f(t+At)

A(t) = A(rx (t)’ry (t)’rz (t))

A(t+At) = A(rx(t+4t), ry(t+A4t), rz(t+At))

y / Predkos¢ punktu
we wspotrzednych wektorowych

Predkos¢ srednig punktu A wyznaczamy z zaleznosci
g =4r
V=T (3.4)

Wektor v, ma kierunek i zwrot zgodny z wektorem 4r , a jego wartos¢ zalezy od przyjetego przedziatu czasu 4.
Aby wyznaczy¢ predkos¢ chwilowa ($cista), dla danej chwili czasu t, nalezy obliczy¢ granice z (3.4), przy 4t —0

v limAC_9 ¢ (3.5)
A—0 At dt

Wektor predkosci V jest zawsze styczny do toru, w punkcie, w ktérym znajduje si¢ rozwazany punkt.

Podstawiajac (3.3) do (3.5) otrzymujemy zwigzek pomig¢dzy polozeniem a predkoscig punktu

V=T =vi+v,j+vk (3.5)

=1, (3.7)

Sktadowe wektora v sg predkosciami punktu w kierunku osi X, Y, z.

X/ Wektor predkosci punktu

Warto$¢ wektora v liczymy ze wzoru v=Jv,2+v,2+v,> . (3.8)
POLITEu(;i{NIKA f@?
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Przyspieszenie. Podobnie jak predkos¢ srednig, mozemy obliczy¢ Srednie przyspieszenie punktu A, ktore jest zmiang
wektora predkosci w jednostce czasu. Obliczamy je z zaleznosci

o AV V(t+A)-v(t) (3.9)
A At ' '

Zaréwno warto$¢ jak 1 posrednio kierunek wektora &, zalezy od przyjetego przedzialu czasu 4t.

Aby obliczy¢ przyspieszenie chwilowe (Sciste) dla czasu t przechodzimy z przyspieszeniem $rednim (3.9) do granicy, przy
At —0

a=tim = _V_g_¢, (3.10)

At—0 - Z - dt
Podstawiajac (3.3) do (3.10) otrzymujemy
a=v=a,+a,j+ak, (3.11)
gdzie sktadowe wektora a liczymy ze wzorow
a, =V

=V =t a,=v, =F, a =V,=f, (3.12)

natomiast warto$¢ wektora przyspieszenia

a=,a’+a’+a,’. (3.13)

Nalezy podkresli¢, ze wektor przyspieszenia na 0gét nie jest styczny do toru.
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