Lista zadan

I. Przestrzenie i podprzestrzenie liniowe.

1.

Uzasadnij z definicji, ze zbiér Ry[x] wszystkich wielomianéw rzeczywistych stopnia nie wiek-
szego niz 2 z dodawaniem wielomian6éw i mnozeniem ich przez liczby rzeczywiste jest prze-
strzenia liniowa.
Uzasadnij, ze podane zbiory W sa podprzestrzeniami liniowymi odpowiadajacych im prze-
strzeni liniowych V
) W={(x,y) e R?:2x = 3y},V = R?

b) W={(x,y,z) eER® :x+y=y+z=0},V=R?

c) W={p € R3lx] : p(x) = p(—x) dla kazdego x € R},V = R[x]

d) W={f eC([0,2]) : £'(1) =0},V =C([0,2])

e) W={A€Mze:AT =2A},V =Msys

. Ktory z narysowanych zbioréw jest podprzestrzenig liniowa plaszczyzny?
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II. Liniowa zalezno$é 1 niezaleznosé wektoréw.

1.

Wektory (1,2,3) 1 (1,3,5) przedstawi¢ na wszystkie mozliwe sposoby jako kombinacje liniowe
wektorow:

a) (2,0,6),(0,1,0),(1,—1,3)
b) (2,0,6),(0,1,0),(1,1,1)
. Wektory (3,—2,5) i (0,1, 1) przedstawi¢ na wszystkie mozliwe sposoby jako kombinacje liniowe

wektorow:

a) (3,—2 5),(1, 1,1)

b) (3,—2,5),(1,1,1),(0,—5,2)

c) (1,—2 3),(1,0,1),(0,2,—1)

d) (1,-2,3),(1,0,1),(—1,—2,1)



3. W R3 zbadac¢ liniowad niezalezno$¢ wektorow:

a) (1,2,3), (—2,—4,—6)

b) (1,0,1), (—1,2,1), (0,2,2)

<) (1,—10 (2,1,1), (3,0,2)

d) (1,72 5), (—3,4,5), (—2,2,2)
e) (1, ), (1,0,1), (0,2, —1)

£) ( ), (1,0,1), (—1,-2,1)

4. W przestrzem R* zbadaé liniows niezaleznosé¢ wektorow u = (1,0,1,1), v = (2,2,2,0), w =
(—1,2,3,1) i przedstawi¢ wektor x = (—3,4,9,5) jako kombinacje wektorow u, v i w. Czy
dowolny wektor w przestrzeni R* mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow
u, viw?

III. Baza i wymiar przestrzeni liniowej.

1. Sprawdzié z definicji, czy podane zbiory wektoréw sg bazami wskazanych przestrzeni liniowych:
a) B={(1,0,1),(1,2,2)}, R?
b) B={(1,0,1),(1,2,2),(0,1,1)}, R?
¢) B={(1,0,1),(1,2,2),(2,2,3)}, R?
) B={(1,0,1),(1,2,2),(0,1,1),(2,3,4)}, R?
) B={x2+1,x2 +2x +2,x + 1}, Ry[x]
) B={x% + 1,x% + 2x + 2,2x% + 2x + 3}, Ry[x]
)
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2. Wykazaé, ze wektory uw = (1,0,—1), v = (1,1,0) i w = (0,1,2) tworza baze przestrzeni R3.
Wyznaczyé podprzestrzenn przestrzeni R? generowang przez wektory u i v. Zapisaé¢ lin{u, v} w
postaci {(x,y,z) € R®: ax + by + cz = 0} przy odpowiednio dobranych a,b,c € R

3. Wskazaé bazy i okresdli¢ wymiary podanych przestrzeni liniowych:

a) V={(2x,x+y,3x —y,x —2y) : x,y € R}
b) V={(r—2s—1t,2r+s—3t,3r+4s —5t) : r,s,t € R};

¢) V={(x,y,z,t) eR*:x +y =z —y};

d) V={p e Rylx]: p(1) +p(-1) =p’(0)};

)
)V

e) V= {A€M3X3 A+AT—0}

f = lin{1, sin?(x), cos(2x), cos?(x)}, przy czymV C C(R).
4. W R™ przedstawi¢ wektor (x1,Xa,...,%n) jako kombinacje liniowg wektoréw z bazy kanonicz-
nej.

5. Znalez¢ wspolrzedne podanego wektora we wskazanej bazie odpowiedniej przestrzeni liniowej:
a) V=(-2,5,6) € R*, B ={(1,1,0),(2,1,0), (3,3, 1)}
b) v=(1,0,1,0) € R4 B ={(1,2,3,4),(0,1,2,3),(0,0,1,2),(0,0,0,1)}
c) p=2x +3x € Ro[x],B=1{2+x%,3 —x,x? + 4}
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IV. Macierze przejsScia z bazy do bazy.
1. Niech wektory €y,..., €, i X przestrzeni liniowej nad cialem R maja nastepujace wspolrzedne

w pewnej bazie:

a) € :(1;1;1)762:(17172)v :(1 2 3) (679714)

b) él = (27 15 73)7 62 = (35 27 75) é (15 717 1)5 X = (67 27 77)

C) € = (17 2,-1, _2)7 € = (2737 0,— )7 €3 = (17 2, 174)7 €= (17 3, _170)77_{ = (77 14,-1, 2)

Wykazaé, ze zbior E = {€1, ..., &, } jest takze bazg przestrzeni i wyznaczy¢ wspolrzedne wektora
X w tej bazie.

2. Napisa¢ macierz przejscia z bazy B do bazy B’ odpowiednich przestrzeni liniowych.
a) V=R B={(3,1),(2,1)}, B" ={(1,-1),(2,3)}



b) V=R* B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, B' ={(3,3,4),(~1,2,2), (1,1, 1)};
V=Rslx], B={x+1,x+2,x*+1}, B’ ={x+3,x+4,x*};

)
)
d) V=Rslx], B={Lx,x2,x*}, B ={2x2 =3, x3 + x,4 —x, 1 + x +x? };
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3. Wyznaczy¢ wspotrzedne wskazanych wektoréw w podanych bazach odpowiednich przestrzeni
liniowych wykorzystujac macierze przejécia z baz standardowych do baz danych:
a) V=R?vV=(2,—-1),B' ={(5,3),(-2,7)}
b) V=R3, \7— (0,1,0),B’ ={(1,1,0),(2,1,3),(0,2,1)}
c) V=Rylxl,p=x2+x+2,B' ={x2 —1,x2 + 1,2 — 2x}
)

ov=wan=[5 0e={{3 S1.[4 3] 4 418 1]}

4. Wyznaczy¢ wspotrzedne wektora V w bazie

C

{61;261 + ba, by + b3, 2b; +54}

jezeli w bazie {51, 1;1, 53, 1;4} ma on wspoélrzedne [1,2,3,4]. Wykorzysta¢ macierz przejscia z
bazy do bazy.
5. Sprawdzié¢, ze kazdy z dwoch podanych ukladéw S i S’ wektorow w przestrzeni R™ jest baza.
Nastepnie wyznaczy¢ macierz przejscia bazy S do bazy S’
a) S=1((1,2,1),(2,3,3),(3,8,2))

§"=1((3,5,8),(5,14,13),(1,9,2))
b) $=((1,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,1),(1,3,2,3))
S/:((1707373)7(_25_37_57_4)7(2727574):( 27 3_47 4))

V. Przeksztalcenia liniowe.

1. Udowodnij, ze przeksztalcenia przestrzeni liniowych sa liniowe:

a) L:R* = R% L(x,y) = (x +2y,x —y,x),

b) L:R2? — R2, gdzie L jest symetria wzgledem osi Oy,

c) L:R® — R?, gdzie L jest rzutem prostokatnym na ptaszczyzne xOz,

d) L:R[x] = R[x], (Lp(x) =xp’(x) + p(1) dla p € R[x] oraz x € R,

e) L:C([0,1]) — C([0,1]), (LF)(x) = 2f (%) dla f € C([0, 1]) oraz x € [0, 1],

f) L:Moxs — Moo, L(A) =3A — AT,
2. Udowodnij, ze przeksztalcenia przestrzeni liniowych nie sg liniowe:
a) L:R— R, L(x)=Ix,
b) L:R? — R3 L(x,y,2) = (xy,x,2z),
¢) L:R? - R3 L(x,y) = (2x —y,x+ 1,y — 1),
d) L:R? — R?, gdzie L jest obrotem o kat % w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek
zegara woko! punktu (1,2),
e) L:R3 — R3, gdzie L jest rzutem prostokatnym na prosta x = 1,z = 0,

)
f) L:Ry[x] — R[] fp (t)dt dla p € Ry[x] oraz x € R,
) L

g R) — C(R), (L )():fz()dlafGC(R)orazxe]R
b L I\\/JI2X2 SR, L(A) = det(A).
3. Wyznaczy¢ przeksztatcenie liniowe L : R® — R? takie, zeby:
a) L((1,0,1)) =(0,4), L((1,-1,1))=(-1,2), L((0,1,1)) = (0,5),
b) L((1,0,1))=(4,—-1), L((0,1,1))=(-1,0), L((1,1,-1))=(0
(—

32)5



VI. Jadro i obraz przeksztalcenia

1. Wyznaczy¢ jadra i obrazy podanych przeksztalcen liniowych postugujac sie ich interpretacja
geometryczna. Poréwnaé uzyskane odpowiedzi z wynikami obliczen algebraicznych:

a) L:R? — R?, L jest rzutem prostokatnym na o§ Ox ,
b) L:R?* — R?, L jest obrotem wokot poczatku ukladu o kat F
c) L:R® — R?, L jest symetriag wzgledem osi Oy,
d) L:R® — R3, L jest rzutem prostokatnym na plaszczyzne Oyz.
2. Wyznaczy¢ jadra, obrazy oraz ich bazy podanych przeksztaltcen liniowych:
a) L:R?2 - R2 L(x,y) = (2x —y, 3y — 6x),

b) L:R® = R* L(x,y,z) = (2x —y —z,x +y +42,2x +y + 5z, —x — z),

¢) L:R* - R3 L(x,y,2,t) = (x + 2z +t,—2x +y — 3z — 5t,x —y + z + 4t),
d) L: R[] = Ry, (Lp)(x) = (2 + 2x)p’(—x) dla x € R,

e) L:Moys — Maxs, L(A) = A — AT,

VII. Macierz odwrotna.

1. Wykorzystujac algorytm bezwyznacznikowy oblicz macierz odwrotng macierzy:

(4 1
a)A:_QS]’

[ 3 5
PPA=1 2]’

2 2 3
c)A=| 1 -1 0

-1 2 1

2. Wykorzystujac operacje odwracania macierzy rozwigz:

(2 5 (4 —6
a)_1 3}'X__2 1]’
2 1 1 3 5 3
b)_l 1})([—1 1}_{2 2}’
1 —1 2 ] 1
cg |0 1 —-1[-X=]1
1 2 1 4

VIII. Wartosci i wektory wlasne macierzy.

1. Znalezé wartosci i wektory wlasne podanych macierzy (rzeczywistych):
[ 4 1
a) A= ],

| —2 1
[ 2 1
b A=| 5 _2
1 3
c) A=|0 2
| 0 0
'1234
1 2 3 4
d) A= 1 2 3 4

12 3 4

2. Znalez¢ wartoéci i wektory wlasne podanych macierzy (zespolonych):
(1 —1
a) A= 9 1 ] ,

REEEE
PYA=] "y 2—i]'

IX. Diagonalizacja macierzy.



1. Zdiagonalizuj macierz wykorzystujac wartosci i wektory wilasne:

(1 3
a)A__?, 1]’
4 1
b)A:_”],
[0 0 17
¢c)A=|0 1 0|,
| 1 0 0 |
[0 1 17
d)A=|1 0 1
|11 0 |

X. Rodzaje macierzy

1. Pokaz, ze dla dowolnych dwéch macierzy cyklicznych A i B wymiaru 2 x 2 zachodzi réwnosé
AB = BA.

2. Korzystajac z rozkladu dowolnych macierzy cyklicznych A i B wymiaru 3 X 3 na macierze
permutacji pokaz, ze zachodzi réwnos¢ AB = BA.

3. Sprawdz, ktére z podanych macierzy sa normalne

—1 1
(1 2+i
PDPA=15 ]

V2 1—1 -1

2 1 1
g A=|12 1],

|11 2

1 S T —
h) A = i 1 1+i |,

141 —1+i 0

2 241 4
i)A=]2—-i 3 i

4 -i 1

4. Sprawdz, ktore z macierzy z zadania 3 sa hermitowskie i/lub unitarne, a nastepnie oblicz
wartosci wtasne macierzy.

XI. Tloczyn skalarny.

1. Oblicz metoda analityczng i geometryczng standardowy iloczyn skalarny dwoch wektoréow w
R2:

; cz\fé 2)

(23 +40)




2. Sprawdz, czy podane funkcje sa iloczynami skalarnymi we wskazanych przestrzeniach linio-
wych:
U, V) = 3x1Yy1 — 2x1Y2 — 2X2Y1 + 4XaYs, gdzie U = (x1,%2) € RZ iV = (y1,y2) € R?,
b) (T, V) = 3x1%2 — X1Y2 — X2 Y1 +29192, gdzie U= (x1,y1) € R2 iv= (Xz,yz) eR?,
,V

XII. Norma i ortogonalnosé¢ wektoréw.

1. Oblicz norme wektora we wskazanych przestrzeniach:
a) V= (-3,4) € R?
b) V= (-1,2,5,—6,0) € R?,
c) V=(1,-2,3,—4) € R%.
2. Zbadaj ortogonalno$é¢ wektorow we wskazanych przestrzeniach:
a) U= (-3,4) e R?iv=(-3,—4) € R?,
b) €= (1,2,1) e R®iv=(-2,1,0) € R3,
c) U=(1,2,1,-2) e R*iv=(-2,1,0,1) € R,
d) ©i=(1,-1,2,—2) e R*iv=(3,3,1,1) € RL
3. Oblicz kat pomiedzy wektorami we wskazanych przestrzeniach:
a) ©=(1,2,1,—-2) e R*iv=(-2,1,0,1) € R*,
b) ©=(0,1,-1,2) e R*i V= (3,—-1,2,0) € R

XIII. Bazy ortogonalne i ortonormalne.

1. Uzasadnij, ze podane uktady wektoréw sa bazami ortogonalnymi wskazanych przestrzeni li-
niowych:

»53)0 (555 5)) € R,
) {(3:2:753):(3:53:3:72) (572, 503) (7503 9,3) J € R

2. Sprawdzi¢, czy podane uklady wektorow sg bazami ortogonalnymi odpowiednich przestrzeni
liniowych a naste;pnie znalez¢ wspolrzedne wektoréw w tych bazach:

a) 1 =(2,—4), Vo = (6,3), U= (1,2) € R?,
— (YBOyE). = (VBB = (E 2B ). = 010y e
3. Sprawdzu:, czy ortogonalne bazy z przyktadéw z zadania XIII.1 i XIII.2 s ortonormalne.

XIV. Ortogonalizacja Grama-Schmidta.

1. Wykorzystujac metode Grama-Schmidta zortogonalizowaé¢ podane wektory ze wskazanych
przestrzeni liniowych (ze standardowo zdefiniowanymi iloczynami skalarnymi).

a) Vi = (1,1),v, = (1,0) w R?,

b) v, = (1,1,0),V, = (111)WR

¢) Vi =(1,1,0),V, = (1,0,1),V3 = (0,1,1) w R3,

d) v = (1,-2,0),V: :(551) s = (5,4,4) w R?,

e) Vi =(1,1,3),vp = ( ,4),V5 = (1,2,0) w R?,

f) Vi =(1,0,0),v, = (1,1,0),V5 = (1,1,i) w C?,

g) Vi = (2,10)3:( , 1), —(, L,1—i) wC?
h) v = (1,1,1,1),V, = (2 0,1,1) w R?,

i) vi = (1,1,1,0),v, = (0,1,—1,1) w R 4

j) Vi =(1,2,0,1),V, = (4,1,1,2)WR

k) v = (1,0,1,0),V» = (0,2,2,0),V3 = (0,1,0,1) w R*,
1) v, = (—1,1,0,0),Vs = (0,2,1,1),v3 = (1,—3,1,—1) w R*,



2. Podane wektory uzupelnij do baz ortogonalnych odpowiednich przestrzeni liniowych:

a) Vi = (1,1,4) w R?,

b) v = (1,4,—2),V» = (2,—1,—1) w R3,
c) Vi = (1,1 3,1) WR4

d) Vi = (1,1,1,0),v, = (0,1,—1,1) w R*.

XV. Rozklad Jordana.

1. Wykorzystujac rozktad Jordana doprowadz macierze do postaci klatkowe;.

2 5 —10
a) | 0 7 —10 |,
|0 5 -8
2 1 1 ]
by |o 1 2 |,
0 2 —2 |
(1 —3 4]
c) | 4 -7 81,
6 —7 7 |
[ 4 —5 77
d) 1 —4 9 |,
-4 0 5
4 6 0]
e) | -3 =5 0 |,
| -3 —6 1
3 0 8 ]
f) 3 -1 6 |,
| —2 0 —5 |
[ —2 8 6 ]
g | —4 10 6 [,
| 4 -8 —4 |
1 -3 0 3
-2 —6 0 13
h) 0 -3 1 3 |’
| -1 —4 0 38
5 4 2 1
)017171
Y11 21 3 o0
11 -1 2

XVI. Iloczyn Kroneckera.

1. Oblicz.
S
a) 6*7_®[3]’
1 —3] 1

b) 67_®{6}’

) 1 -3 ] 1 -3

“le —7]% 6 -7
3

d) _17}@9 6
2




