
Lista zada«

I. Przestrzenie i podprzestrzenie liniowe.

1. Uzasadnij z de�nicji, »e zbiór R2[x] wszystkich wielomianów rzeczywistych stopnia nie wi¦k-
szego ni» 2 z dodawaniem wielomianów i mno»eniem ich przez liczby rzeczywiste jest prze-
strzeni¡ liniow¡.

2. Uzasadnij, »e podane zbiory W s¡ podprzestrzeniami liniowymi odpowiadaj¡cych im prze-
strzeni liniowych V
a) W =

{
(x,y) ∈ R2 : 2x = 3y

}
,V = R2

b) W =
{
(x,y, z) ∈ R3 : x+ y = y+ z = 0

}
,V = R3

c) W = {p ∈ R3[x] : p(x) = p(−x) dla ka»dego x ∈ R} ,V = R[x]
d) W = {f ∈ C ([0, 2]) : f ′(1) = 0} ,V = C ([0, 2])

e) W =
{
A ∈M3x3 : AT = 2A

}
,V = M3x3

3. Który z narysowanych zbiorów jest podprzestrzeni¡ liniow¡ pªaszczyzny?

II. Liniowa zale»no±¢ i niezale»no±¢ wektorów.

1. Wektory (1, 2, 3) i (1, 3, 5) przedstawi¢ na wszystkie mo»liwe sposoby jako kombinacje liniowe
wektorów:

a) (2, 0, 6),(0, 1, 0),(1,−1, 3)

b) (2, 0, 6),(0, 1, 0),(1, 1, 1)

2. Wektory (3,−2, 5) i (0, 1, 1) przedstawi¢ na wszystkie mo»liwe sposoby jako kombinacje liniowe
wektorów:

a) (3,−2, 5),(1, 1, 1)

b) (3,−2, 5),(1, 1, 1),(0,−5, 2)

c) (1,−2, 3),(1, 0, 1),(0, 2,−1)

d) (1,−2, 3),(1, 0, 1),(−1,−2, 1)
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3. W R3 zbada¢ liniow¡ niezale»no±¢ wektorów:

a) (1, 2, 3), (−2,−4,−6)

b) (1, 0, 1), (−1, 2, 1), (0, 2, 2)

c) (1,−1, 0), (2, 1, 1), (3, 0, 2)

d) (1,−2,−5), (−3, 4, 5), (−2, 2, 2)

e) (1,−2, 3), (1, 0, 1), (0, 2,−1)

f) (1,−2, 3), (1, 0, 1), (−1,−2, 1)

4. W przestrzeni R4 zbada¢ liniow¡ niezale»no±¢ wektorów u = (1, 0, 1, 1), v = (2, 2, 2, 0), w =
(−1, 2, 3, 1) i przedstawi¢ wektor x = (−3, 4, 9, 5) jako kombinacj¦ wektorów u, v i w. Czy
dowolny wektor w przestrzeni R4 mo»na przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorów
u, v i w?

III. Baza i wymiar przestrzeni liniowej.

1. Sprawdzi¢ z de�nicji, czy podane zbiory wektorów s¡ bazami wskazanych przestrzeni liniowych:

a) B= {(1, 0, 1), (1, 2, 2)}, R3

b) B= {(1, 0, 1), (1, 2, 2), (0, 1, 1)}, R3

c) B= {(1, 0, 1), (1, 2, 2), (2, 2, 3)}, R3

d) B= {(1, 0, 1), (1, 2, 2), (0, 1, 1), (2, 3, 4)}, R3

e) B= {x2 + 1, x2 + 2x+ 2, x+ 1}, R2[x]

f) B= {x2 + 1, x2 + 2x+ 2, 2x2 + 2x+ 3}, R2[x]

g) B=

{[
1 0
0 0

]
,

[
1 1
0 0

]
,

[
1 1
1 0

]
,

[
1 1
1 1

]}
, M2x2

2. Wykaza¢, »e wektory u = (1, 0,−1), v = (1, 1, 0) i w = (0, 1, 2) tworz¡ baz¦ przestrzeni R3.
Wyznaczy¢ podprzestrze« przestrzeni R3 generowan¡ przez wektory u i v. Zapisa¢ lin{u, v} w
postaci

{
(x,y, z) ∈ R3 : ax+ by+ cz = 0

}
przy odpowiednio dobranych a,b, c ∈ R

3. Wskaza¢ bazy i okre±li¢ wymiary podanych przestrzeni liniowych:

a) V = {(2x, x+ y, 3x− y, x− 2y) : x,y ∈ R}
b) V = {(r− 2s− t, 2r+ s− 3t, 3r+ 4s− 5t) : r, s, t ∈ R};
c) V = {(x,y, z, t) ∈ R4 : x+ y = z− y};

d) V = {p ∈ R4[x] : p(1) + p(−1) = p ′(0)};

e) V =
{
A ∈M3x3 : A+AT = 0

}
;

f) V = lin{1, sin2(x), cos(2x), cos2(x)}, przy czymV ⊂ C(R).
4. W Rn przedstawi¢ wektor (x1, x2, . . . , xn) jako kombinacj¦ liniow¡ wektorów z bazy kanonicz-

nej.

5. Znale¹¢ wspóªrz¦dne podanego wektora we wskazanej bazie odpowiedniej przestrzeni liniowej:

a) ~v = (−2, 5, 6) ∈ R3,B = {(1, 1, 0), (2, 1, 0), (3, 3, 1)};

b) ~v = (1, 0, 1, 0) ∈ R4,B = {(1, 2, 3, 4), (0, 1, 2, 3), (0, 0, 1, 2), (0, 0, 0, 1)};

c) p = 2x2 + 3x ∈ R2[x],B = {2+ x, 3− x, x2 + 4};

d) A =

[
1 1
3 0

]
∈M2x2,B =

{[
1 −1
0 1

]
,

[
1 1
0 −1

]
,

[
−1 1
0 1

]
,

[
0 0
1 0

]}
.

IV. Macierze przej±cia z bazy do bazy.

1. Niech wektory ~e1, ...,~en i ~x przestrzeni liniowej nad ciaªem R maj¡ nast¦puj¡ce wspóªrz¦dne
w pewnej bazie:

a) ~e1 = (1, 1, 1),~e2 = (1, 1, 2),~e3 = (1, 2, 3),~x = (6, 9, 14)

b) ~e1 = (2, 1,−3),~e2 = (3, 2,−5),~e3 = (1,−1, 1),~x = (6, 2,−7)

c) ~e1 = (1, 2,−1,−2),~e2 = (2, 3, 0,−1),~e3 = (1, 2, 1, 4),~e4 = (1, 3,−1, 0),~x = (7, 14,−1, 2)

Wykaza¢, »e zbiór E = {~e1, ...,~en} jest tak»e baz¡ przestrzeni i wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wektora
~x w tej bazie.

2. Napisa¢ macierz przej±cia z bazy B do bazy B ′ odpowiednich przestrzeni liniowych.

a) V = R2, B = {(3, 1), (2, 1)} , B ′ = {(1,−1), (2, 3)};
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b) V = R3, B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} , B ′ = {(3, 3, 4), (−1, 2, 2), (1, 1, 1)};

c) V = R2[x], B =
{
x+ 1, x+ 2, x2 + 1

}
, B ′ =

{
x+ 3, x+ 4, x2

}
;

d) V = R3[x], B =
{
1, x, x2, x3

}
, B ′ =

{
2x2 − 3, x3 + x, 4− x, 1+ x+ x2

}
;

e) V = M2x2, B =

{[
1 0
0 0

]
,

[
1 0
0 1

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 1
0 0

]}
,

B ′ =

{[
1 0
0 0

]
,

[
1 2
0 0

]
,

[
1 2
3 0

]
,

[
1 2
3 4

]}
;

3. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wskazanych wektorów w podanych bazach odpowiednich przestrzeni
liniowych wykorzystuj¡c macierze przej±cia z baz standardowych do baz danych:

a) V = R2,~v = (2,−1),B ′ = {(5, 3), (−2, 7)}

b) V = R3,~v = (0, 1, 0),B ′ = {(1, 1, 0), (2, 1, 3), (0, 2, 1)}

c) V = R2[x],p = x2 + x+ 2,B ′ = {x2 − 1, x2 + 1, 2− 2x}

d) V = M2x2,A =

[
0 0
3 0

]
,B ′ =

{[
1 0
0 0

]
,

[
1 1
0 0

]
,

[
1 1
1 −1

]
,

[
0 1
2 1

]}
4. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wektora ~v w bazie{

~b1, 2~b1 + ~b2,~b1 + ~b3, 2~b1 + ~b4

}
je»eli w bazie

{
~b1,~b1,~b3,~b4

}
ma on wspóªrz¦dne [1, 2, 3, 4]. Wykorzysta¢ macierz przej±cia z

bazy do bazy.

5. Sprawdzi¢, »e ka»dy z dwóch podanych ukªadów S i S ′ wektorów w przestrzeni Rn jest baz¡.
Nast¦pnie wyznaczy¢ macierz przej±cia bazy S do bazy S ′:

a) S = ((1, 2, 1), (2, 3, 3), (3, 8, 2))
S ′ = ((3, 5, 8), (5, 14, 13), (1, 9, 2))

b) S = ((1, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 1), (1, 1, 2, 1), (1, 3, 2, 3))
S ′ = ((1, 0, 3, 3), (−2,−3,−5,−4), (2, 2, 5, 4), (−2,−3,−4,−4))

V. Przeksztaªcenia liniowe.

1. Udowodnij, »e przeksztaªcenia przestrzeni liniowych s¡ liniowe:

a) L : R2 → R3,L(x,y) = (x+ 2y, x− y, x),

b) L : R2 → R2, gdzie L jest symetri¡ wzgl¦dem osi Oy,

c) L : R3 → R3, gdzie L jest rzutem prostok¡tnym na pªaszczyzn¦ xOz,

d) L : R[x]→ R[x], (Lp(x) = xp ′(x) + p(1) dla p ∈ R[x] oraz x ∈ R,
e) L : C([0, 1])→ C([0, 1]), (Lf)(x) = 2f

(
x
2

)
dla f ∈ C([0, 1]) oraz x ∈ [0, 1],

f) L : M2x2 →M2x2,L(A) = 3A−AT .

2. Udowodnij, »e przeksztaªcenia przestrzeni liniowych nie s¡ liniowe:

a) L : R→ R,L(x) = |x|,

b) L : R3 → R3,L(x,y, z) = (xy, x, z),

c) L : R2 → R3,L(x,y) = (2x− y, x+ 1,y− 1),

d) L : R2 → R2, gdzie L jest obrotem o k¡t π
2
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek

zegara wokóª punktu (1, 2),

e) L : R3 → R3, gdzie L jest rzutem prostok¡tnym na prost¡ x = 1, z = 0,

f) L : R2[x]→ R[x], (Lp)(x) =
x∫
0

p(t)p ′(t)dt dla p ∈ R2[x] oraz x ∈ R,

g) L : C(R)→ C(R), (Lf)(x) = f2(x) dla f ∈ C(R) oraz x ∈ R
h) L : M2x2 → R,L(A) = det(A).

3. Wyznaczy¢ przeksztaªcenie liniowe L : R3 → R2 takie, »eby:

a) L((1, 0, 1)) = (0, 4), L((1,−1, 1)) = (−1, 2), L((0, 1, 1)) = (0, 5),

b) L((1, 0, 1)) = (4,−1), L((0, 1, 1)) = (−1, 0), L((1, 1,−1)) = (0, 2),

c) L((1, 2, 0)) = (2,−1), L((2, 0,−1)) = (5, 1), L((−1, 2, 1)) = (−3,−2).
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VI. J¡dro i obraz przeksztaªcenia

1. Wyznaczy¢ j¡dra i obrazy podanych przeksztaªce« liniowych posªuguj¡c si¦ ich interpretacj¡
geometryczn¡. Porówna¢ uzyskane odpowiedzi z wynikami oblicze« algebraicznych:

a) L : R2 → R2, L jest rzutem prostok¡tnym na o± Ox ,

b) L : R2 → R2, L jest obrotem wokóª pocz¡tku ukªadu o k¡t π
4
,

c) L : R3 → R3, L jest symetri¡ wzgl¦dem osi Oy,

d) L : R3 → R3, L jest rzutem prostok¡tnym na pªaszczyzn¦ Oyz.

2. Wyznaczy¢ j¡dra, obrazy oraz ich bazy podanych przeksztaªce« liniowych:

a) L : R2 → R2,L(x,y) = (2x− y, 3y− 6x),

b) L : R3 → R4,L(x,y, z) = (2x− y− z, x+ y+ 4z, 2x+ y+ 5z,−x− z),

c) L : R4 → R3,L(x,y, z, t) = (x+ 2z+ t,−2x+ y− 3z− 5t, x− y+ z+ 4t),

d) L : R2[x]→ R3[x], (Lp)(x) = (x2 + 2x)p ′(−x) dla x ∈ R,
e) L : M2x2 →M2x2,L(A) = A−AT .

VII. Macierz odwrotna.

1. Wykorzystuj¡c algorytm bezwyznacznikowy oblicz macierz odwrotn¡ macierzy:

a) A =

[
4 1
2 3

]
,

b) A =

[
3 5
−1 2

]
,

c) A =

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

.
2. Wykorzystuj¡c operacj¦ odwracania macierzy rozwi¡»:

a)

[
2 5
1 3

]
· X =

[
4 −6
2 1

]
,

b)

[
2 1
1 1

]
· X ·

[
1 3
−1 1

]
=

[
5 3
2 2

]
,

c)

 1 −1 2
0 1 −1
1 2 1

 · X =

 1
1
4

.
VIII. Warto±ci i wektory wªasne macierzy.

1. Znale¹¢ warto±ci i wektory wªasne podanych macierzy (rzeczywistych):

a) A =

[
4 1
−2 1

]
,

b) A =

[
2 1
−5 −2

]
,

c) A =

 1 3 0
0 2 −1
0 0 −4

,
d) A =


1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4

.
2. Znale¹¢ warto±ci i wektory wªasne podanych macierzy (zespolonych):

a) A =

[
1 −1
9 1

]
,

b) A =

[
2+ i 1
2 2− i

]
.

IX. Diagonalizacja macierzy.
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1. Zdiagonalizuj macierz wykorzystuj¡c warto±ci i wektory wªasne:

a) A =

[
1 3
3 1

]
,

b) A =

[
4 1
2 3

]
,

c) A =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

,
d) A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

.
X. Rodzaje macierzy

1. Poka», »e dla dowolnych dwóch macierzy cyklicznych A i B wymiaru 2 × 2 zachodzi równo±¢
AB = BA.

2. Korzystaj¡c z rozkªadu dowolnych macierzy cyklicznych A i B wymiaru 3 × 3 na macierze
permutacji poka», »e zachodzi równo±¢ AB = BA.

3. Sprawd¹, które z podanych macierzy s¡ normalne

a) A = 1√
2

[
1 1
−i i

]
,

b) A =

[
1 2+ i

i 1

]
,

c) A =

[
i 0
0 3− 5i

]
,

d) A =

[
i 0
0 3− 5i

]
,

e) A =

[
1 2− i

2+ i 2

]
,

f) A = 1√
2

[
1 1+ i

1− i −1

]
g) A =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

,
h) A =

 1 −i −1+ i

i 1 1+ i

1+ i −1+ i 0

,
i) A =

 2 2+ i 4
2− i 3 i

4 −i 1

.
4. Sprawd¹, które z macierzy z zadania 3 s¡ hermitowskie i/lub unitarne, a nast¦pnie oblicz

warto±ci wªasne macierzy.

XI. Iloczyn skalarny.

1. Oblicz metod¡ analityczn¡ i geometryczn¡ standardowy iloczyn skalarny dwóch wektorów w
R2:
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2. Sprawd¹, czy podane funkcje s¡ iloczynami skalarnymi we wskazanych przestrzeniach linio-
wych:

a) (~u,~v) = 3x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 4x2y2, gdzie ~u = (x1, x2) ∈ R2 i ~v = (y1,y2) ∈ R2,

b) (~u,~v) = 3x1x2 − x1y2 − x2y1 + 2y1y2, gdzie ~u = (x1,y1) ∈ R2 i ~v = (x2,y2) ∈ R2,

c) (~u,~v) = x1x2 + 2y1y2 + 3z1z2, gdzie ~u = (x1,y1, z1) ∈ R3 i ~v = (x2,y2, z2) ∈ R3.

XII. Norma i ortogonalno±¢ wektorów.

1. Oblicz norm¦ wektora we wskazanych przestrzeniach:

a) ~v = (−3, 4) ∈ R2,

b) ~v = (−1, 2, 5,−6, 0) ∈ R5,

c) ~v = (1,−2, 3,−4) ∈ R4.

2. Zbadaj ortogonalno±¢ wektorów we wskazanych przestrzeniach:

a) ~u = (−3, 4) ∈ R2 i ~v = (−3,−4) ∈ R2,

b) ~u = (1, 2, 1) ∈ R3 i ~v = (−2, 1, 0) ∈ R3,

c) ~u = (1, 2, 1,−2) ∈ R4 i ~v = (−2, 1, 0, 1) ∈ R4,

d) ~u = (1,−1, 2,−2) ∈ R4 i ~v = (3, 3, 1, 1) ∈ R4.

3. Oblicz k¡t pomi¦dzy wektorami we wskazanych przestrzeniach:

a) ~u = (1, 2, 1,−2) ∈ R4 i ~v = (−2, 1, 0, 1) ∈ R4,

b) ~u = (0, 1,−1, 2) ∈ R4 i ~v = (3,−1, 2, 0) ∈ R4.

XIII. Bazy ortogonalne i ortonormalne.

1. Uzasadnij, »e podane ukªady wektorów s¡ bazami ortogonalnymi wskazanych przestrzeni li-
niowych:

a)
{(

3

5
, −4

5

)
,
(
4

5
, 3
5

)}
∈ R2,

b)
{(

5

13
, 12
13

)
,
(
12

13
, −5

13

)}
∈ R2,

c) {(1, 2, 1) , (2, 1,−4) , (3,−2, 1)} ∈ R3,

d)
{(

2

3
, 2
3
, −1

3

)
,
(
2

3
, −1

3
, 2
3

)
,
(
−1

3
, 2
3
, 2
3

)}
∈ R3,

e)
{(

1

2
, 1
2
,− 1

2
, 1
2

)
,
(
1

2
, 1
2
, 1
2
,− 1

2

)
,
(
1

2
,− 1

2
, 1
2
, 1
2

)
,
(
− 1

2
, 1
2
, 1
2
, 1
2

)}
∈ R4.

2. Sprawdzi¢, czy podane ukªady wektorów s¡ bazami ortogonalnymi odpowiednich przestrzeni
liniowych a nast¦pnie znale¹¢ wspóªrz¦dne wektorów w tych bazach:

a) ~v1 = (2,−4), ~v2 = (6, 3), ~u = (1, 2) ∈ R2,

b) ~v1 =
(√

1

2
, 0,−

√
1

2

)
, ~v2 =

(√
1

3
,
√

1

3
,
√

1

3

)
, ~v3 =

(√
1

6
,−2

√
1

6
,
√

1

6

)
, ~u = (0, 1, 0) ∈ R3.

3. Sprawdzi¢, czy ortogonalne bazy z przykªadów z zadania XIII.1 i XIII.2 s¡ ortonormalne.

XIV. Ortogonalizacja Grama-Schmidta.

1. Wykorzystuj¡c metod¦ Grama-Schmidta zortogonalizowa¢ podane wektory ze wskazanych
przestrzeni liniowych (ze standardowo zde�niowanymi iloczynami skalarnymi).

a) ~v1 = (1, 1),~v2 = (1, 0) w R2,

b) ~v1 = (1, 1, 0),~v2 = (1, 1, 1) w R3,

c) ~v1 = (1, 1, 0),~v2 = (1, 0, 1),~v3 = (0, 1, 1) w R3,

d) ~v1 = (1,−2, 0),~v2 = (5, 5, 1),~v3 = (5, 4, 4) w R3,

e) ~v1 = (1, 1, 3),~v2 = (1, 1, 4),~v3 = (1, 2, 0) w R3,

f) ~v1 = (i, 0, 0),~v2 = (1, i, 0),~v3 = (1, 1, i) w C3,

g) ~v1 = (2, i, 0),~v2 = (1, 0, 1),~v3 = (1,−1, 1− i) w C3,

h) ~v1 = (1, 1, 1, 1),~v2 = (2, 0, 1, 1) w R4,

i) ~v1 = (1, 1, 1, 0),~v2 = (0, 1,−1, 1) w R4,

j) ~v1 = (1, 2, 0, 1),~v2 = (4, 1, 1, 2) w R4,

k) ~v1 = (1, 0, 1, 0),~v2 = (0, 2, 2, 0),~v3 = (0, 1, 0, 1) w R4,

l) ~v1 = (−1, 1, 0, 0),~v2 = (0, 2, 1, 1),~v3 = (1,−3, 1,−1) w R4.
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2. Podane wektory uzupeªnij do baz ortogonalnych odpowiednich przestrzeni liniowych:

a) ~v1 = (1, 1, 4) w R3,

b) ~v1 = (1, 4,−2),~v2 = (2,−1,−1) w R3,

c) ~v1 = (1, 1, 3, 1) w R4,

d) ~v1 = (1, 1, 1, 0),~v2 = (0, 1,−1, 1) w R4.

XV. Rozkªad Jordana.

1. Wykorzystuj¡c rozkªad Jordana doprowad¹ macierze do postaci klatkowej.

a)

 2 5 −10
0 7 −10
0 5 −8

,
b)

 2 1 1
0 1 2
0 2 −2

,
c)

 1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

,
d)

 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

,
e)

 4 6 0
−3 −5 0
−3 −6 1

,
f)

 3 0 8
3 −1 6
−2 0 −5

,
g)

 −2 8 6
−4 10 6
4 −8 −4

,
h)


1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

,

i)


5 4 2 1
0 1 −1 −1
−1 −1 3 0
1 1 −1 2

.
XVI. Iloczyn Kroneckera.

1. Oblicz.

a)

[
1 −3
6 −7

]
⊗
[
3
]
,

b)

[
1 −3
6 −7

]
⊗
[
1
6

]
,

c)

[
1 −3
6 −7

]
⊗
[
1 −3
6 −7

]
,

d)

[
1
−7

]
⊗

 −3
6
2

.
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