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Przestrzen liniowa
Niepusty zbiér V jest przestrzenia liniowa, jezeli:
° Vg,gev u+veV
L4 vaeR Vﬁev Oéﬂ: 6 V

| jezeli spetnia warunki:

* Vagev U+T=0+1
* Viswev (@ + V) + 0 =4+ (T + )
* Jjev Vaev i+0=1a
® Viev Jpev i+7=0 =id=-7
¢ Voser Vaev li=@ A a(fd) = (af)@
® Vo 5er Vasey (a+ B)d=at+ fd
VAN
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Podprzestrzen liniowa

Niech V bedzie przestrzenia liniowa.
Niepusty zbiér W C V nazywany jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, jezeli
spetnione s3 warunki:

° \V/u-;l,ujﬁw w) +wy, €W
o VaeR ngw aw € W

Co mozna potaczy¢ w jeden warunek:

L VOq,OzQER V’lﬁl,’lﬁQEW 1w + QWo S W
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LINIOWA ZALEZNOSC
I NIEZALEZNOSC WEKTOROW
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Kombinacja liniowa wektoréw

Niech vy, vs, ..., Uy, gdzie n € N, beda wektorami nalezacymi do przestrzeni
liniowej V. Ich kombinacje liniowa mozna przedstawi¢ jako:

o] + ity + ... + Uy,
gdzie aq, ag, ..., a, € R,

Dowolny wektor @ € V mozna przedstawi¢ jako kombinacje wektoréw nalezacych
do V:

a = VU1 + QU + ... + AUy
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Liniowa (nie)zaleznos¢ wektoréw

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Méwimy, ze wektory v, s, ..., U, € V, gdzie
n € N sa liniowo niezalezne, jezeli dla dowolnych wspoétczynnikéw
ay, Qa, ..., a, € R z warunku:

041171 -+ 062172 + ...+ OénUn =0

wynikaja réwnosci a; = g = ... = o, =0

Innymi stowy, jezeli ktérekolwiek a;; w powyzszym réwnaniu jest niezerowe, to
wektory v; sa liniowo zalezne.
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BAZA 1T WYMIAR
PRZESTRZENI LINIOWEJ

Michat Stowiriski mslowinski@umk.pl Algebra 2 - Teoria do éwiczer



Generowanie przestrzeni

Niech vy, Uy, ..., U, beda wektorami z przestrzeni liniowej V. Zbiér wszystkich
kombinacji liniowych wektoréw oy, ¥, ..., ¥, oznacza sie jako:

B = 111’1{’[71, ’172, ceny Un}

Zatem:

lin{ @, vy, ..., U} = {on ¥ + gty + ... + iy o €R dla 1 << n}

a dla nieskonczonego zbioru wektoréw A:
linA U{alﬁl—FaQﬁg—}—...—{—anUn:ﬁi €Aoraz a; e Rdla 1l <i<n}
neN

Zwroty, jezeli B = linA, to:
e zbiér B jest generowany przez zbiér A
e elementy zbioru A to generatory zbioru B
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Baza przestrzeni liniowej

Bazg przestrzeni liniowej V nazywa sie zbiér B wektoréw z tej przestrzeni
spetniajacy warunki:
e wektory te sg liniowo niezalezne

e zbiér B generuje przestrzen V (tj. linB = V)

Samo generowanie przestrzeni nie wystarczy, by zbiér byt baza!
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Wymiar przestrzeni liniowe;

Niech wektory 51, 52, e l;n (n € N) tworza baze przestrzeni liniowej V. Wymiar
tej przestrzeni okreslony jest wzorem:

dimV £ n
Méwi sie wtedy, ze przestrzen V jest n-wymiarowa.

Przypadki szczegdlne:
e B={0} = dimV =0

e B jest nieskoficzony = dimV £ oo
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WEKTORY W BAZACH
PRZESTRZENI LINIOWEJ
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Wspotrzedne wektora w bazie
Niech B = {b1, by, ..., by} (n € N) bedzie baza przestrzeni liniowej V.
Wspotrzednymi wektora v € V w bazie B nazywamy wspotczynniki
a; € R (1 <4< n) kombinacji liniowej przedstawiajacej ten wektor:
U= Oélgl + 06252 + ...+ Oéngn

Wspotrzedne wektora o w ustalonej bazie zapisuje sie w postaci:

[Oél,ag, ...,an]

o a
(%) (%)
lub ) lub lub
o o
n n (g, g,y oy )

Wektor pionowy jest transpozycja wektora poziomego (i odwrotnie).
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Wspotrzedne wektora w bazie

Na potrzeby ¢wiczen zaktadamy notacje wektora w postaci pionowej:

Qg a1
&%) a2
lub
a’l’b an

Nie ma problemu, by w réwnaniach wektorowych uzywa¢ wektoréw w postaci
poziomej, jednakze przy réwnaniach z uzyciem macierzy ma to znaczenie (reguta
wymiardéw przy mnozeniu macierzy - wektor to macierz Nx1).

W przypadku liczb rzeczywistych jest to zmiana "kosmetyczna", w przypadku
pdzniejszego uogdlnienia na liczby zespolone to bedzie miato kluczowe znaczenie.
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Baza kanoniczna

Nazywana takze baza standardowa lub naturalng. Baza kanoniczna to zbiér
wektoréw jednostkowych wzdtuz kolejnych osi przestrzeni.

| tak dla przestrzeni kartezjanskiej bazg kanoniczna sa wektory: Z = (1,0) i
7 = (0,1), dla wielomianéw rzedu trzeciego baza kanoniczna s3 ,wektory”
kolejnych poteg =, tj. B = {1, x, 2% 23}, natomiast dla macierzy M, baza
kanoniczna to zestaw czterech macierzy:

ool o o] [Vol]ot]
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Macierz przejscia z bazy do bazy

Niech V bedzie przestrzenia liniowg oraz niech
B = {b1, b, ... 0.} i B ={b,,t,..,0}

beda bazami tej przestrzeni. Wtedy:

P11 P12 --. Din

BT _BT.p e _ P21 P22 ... DP2n
508y [BuBotn | o pa o p

15925 .-y Up 1,02, ...,Un Pnl Pn2 --- DPnn

Macierz P stopnia n (kwadratowa) nazywamy macierzg przejécia z bazy B do
bazy B’. Kolumnami macierzy P s3 wspdtrzedne wektoréw bazy B’ w bazie B.
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Wektor w nowej bazie

Jezeli P to macierz przejécia z bazy B do bazy B’ i ¢ to wektor w bazie B, to
U= Pv

gdzie " to wektor ¥ przedstawiony w bazie B'.
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PRZEKSZTALCENIA
LINIOWE
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Przeksztatcenie liniowe

Niech U i V beda rzeczywistymi przestrzeniami liniowymi. Méwimy, ze
przeksztatcenie L : U — V jest liniowe, jesli spetnia warunki:
o L(t + 1y) = L(ty) + L(uy) dla dowolnych @, iy € U
* L(au) = aL(d) dla kazdego a € Riw e U
co mozna zapisa¢ jako jeden warunek:
o Loty + antiy) = ap L(t) + aoL(13)
dla dowolnych 1,1 € Ui ag,ap € R

Przyktady przeksztatcen:

° symetrie wzgledem punktu O, prostej lub ptaszczyzny przechodzacej przez punkt 0

° obroty wzgledem punktu O lub prostej przechodzacej przez punkt 0
° rzuty prostokatne i uko$ne na prosta lub ptaszczyzne przechodzaca przez punkt 0
[}

Jjednoktadnosci wzgledem punktu 0, prostej lub ptaszczyzny przechodzacej przez punkt 0
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Przeksztatcenie liniowe (2)

Przeksztatcenie L : R? — R? jest liniowe < jest postaci:
L(z,y) = (ax + by, cx + dy)
Przeksztatcenie L : R? — R? jest liniowe < jest postaci:
L(z,y) = (ax + by, cx + dy, ex + fy)
Przeksztatcenie L : R3 — R? jest liniowe < jest postaci:
L(z,y,z) = (ax + by + cz,dx + ey + fz,gx + hy + i2)

| analogicznie wszystkie inne.
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Jadro przeksztatcenia liniowego

Jadrem przeksztatcenia liniowego L : U — V nazywamy zbiér Ker L okreslony
jako:
Ker L & {EEU:L(E) :0}

Zbiér Ker L jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni U.
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Obraz przeksztatcenia liniowego

Obrazem przeksztatcenia liniowego L : U — V nazywamy zbiér Im L okreslony
jako:

ImL%E {¥ € V : istnieje wektor @ € U taki,ze L(u) = v} =
={L(u): 7 e U)}

Zbiér Im L jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni V.
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Obraz i jadro

Zalezno$ci na wymiary:

dim(Ker L) + dim(Im L) = dim(U)

U v
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ZAGADNIENIE WLASNE
MACIERZY
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Odwracanie macierzy (1)

Jezeli macierz jest nieosobliwa (det(A) # 0), to:

Dy Dy

1 _ 1 DT _ 1 Doy Do
det(A) det(A) :

Dnl Dn2

Dln
D2n

DTLTL

gdzie AP to macierz dopetnien, ktérej elementy opisane s3 jako:

(_ ai aj;
Dij = (—1)i+j det o oTT

A1n _)

gdzie a;; to elementy macierzy A.
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Odwracanie macierzy (2)

Doktadnie z tego wzoru pochodzi znany PahAstwu wzér na macierz odwrotng
rozmiaru 2x2, polecam udowodni¢/przeliczy¢ we wtasnym zakresie:

a b1 1 d —b
c d Cad—be| —c a
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Odwracanie macierzy (met. przeksztatcen elementarnych)

Do macierzy nieosobliwej mozna dotaczy¢ macierz jednostkowa, a nastepnie za
pomoca operacji na wierszach przeksztatci¢ do postaci macierzy odwrotnej
wedtug schematu:

[A1]—=[1[AT]
Dozwolone operacje na wierszach:
1. przestawianie wierszy
2. mnozenie wiersza przez statg

3. dodawanie do elementéw wierszy sumy odpowiadajacych im elementéw innych
wierszy przemnozonych przez dowolne state
Najczestsza operacja:
w; — aw; + bw;
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Wartos¢ wtasna i wektor wtasny macierzy

Niech A bedzie macierza rzeczywista (zespolona) stopnia n:

1. Wartoscig wtasng macierzy A nazywa sie kazdy pierwiastek rzeczywisty
(zespolony) wielomianu charakterystycznego, tj. liczbe A € R () € )
spetniajaca réwnanie:

wa(A) Z det (A — A1) =0

2. Niezerowy wektor & = (z1, x2, ..., z,,) € R" (€ C") nazywamy wektorem
wtasnym macierzy A odpowiadajagcym wartosci wtasnej A € R (\ € C) tej
macierzy, jezeli spetnia warunek:
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Warto$¢ wtasna i wektor wtasny macierzy (2)

W obu przypadkach zapis rébwnan mozemy uprosci¢, przyktad rozpisany dla
rozmiaru 3x3:

1.

a b
det (A — A1) = det d e
g h
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Diagonalizowanie macierzy

Kazda macierz kwadratowa rzeczywista (zespolona) stopnia n jest
diagonalizowalna, jezeli istnieje odwracalna macierz rzeczywista (zespolona) P
taka, ze macierz P~ - A - P jest diagonalna (wtedy tez macierz P diagonalizuje
macierz A).

Jezeli macierz A jest diagonalizowalna, to réwnoznaczne jest stwierdzenie:
1. wektory wtasne macierzy A tworza baze przestrzeni R™ (C" )
2. A=P -D- P! gdzie:
o D - macierz diagonalna, ktérej gtéwna diagonale tworza kolejne wartosci wtasne

macierzy A
o P - macierz, ktérej kolumny sg wektorami wtasnymi odpowiadajacymi kolejnym
wartosciom witasnym wypisanym w macierzy D.
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RODZAJE MACIERZY
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Macierz cykliczna

Macierza cykliczng n x n nazywamy macierz postaci:

Qo a az ... QAp—1
Ap—1 Ao A1 ... QAp—2
A =
aq a2 asz ... Qo

Mozna ja roztozy¢ na macierze permutacji:

A = ao]_ —|— a18 —|— GQSQ —|— R —|— an_IS"_l.
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Macierz permutacji

Macierze zdefiniowane s3 jako:

1 00 ... 0 01 0 . 0
010 ... 0 0O 0 1 . 0

= . . . . Sl S= . . ,
O 00 ... 1 1 00 ... 0

by tatwo je zapamigtaé, warto zauwazy¢, ze jest to macierz kwadratowa, a w
przypadku zerowej potegi - jednostkowa. W pierwszym wierszu jedynka pojawia
sie w tej kolumnie, jaka jest potega macierzy (zaktadajac oczywiscie numeracje
od zera).
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Macierz normalna

Macierza normalng A € M,, ,,(C) nazywamy macierz spetniajaca warunek:

[A,AT} =0,

gdzie [A, B] to komutator dwéch macierzy, zdefiniowany jako:

[A,B] = AB — BA = 0.
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Macierz hermitowska i unitarna

Macierzg hermitowska H € M,, ,,(C) nazywamy macierz spetniajaca warunek:
H=H'
Macierza unitarng U € M,, ,,(C) nazywamy macierz spetniajaca warunek:

U'U = UU = 1.
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ILOCZYN SKALARNY
WEKTOROW
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Standardowy iloczyn skalarny (1)

Standardowy iloczyn skalarny jest zdefiniowany jako:
o_iol;: J,b :Zazbl
(a.5) =%

W ujeciu geometrycznym:

o

® [ >
b

moze by¢ obliczony jako iloczyn dtugosci zrzutowanych na kierunek jednego z
wektoréw:

dob= (ag) || [b] cos ()
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Standardowy iloczyn skalarny (2)

lloczyn skalarny mozna réwniez przedstawic jako iloczyn dwoch macierzy:

d’og:BT-A
a1
aob= [bivbzﬂ 7b:L] 5
(07%

gdzie:
e A to macierz zawierajaca kolejne wspétrzedne wektora @
e B3 to macierz zawierajaca kolejne wspoétrzedne wektora b

Jest to najtatwiejszy i najszybszy sposéb liczenia standardowych iloczynéw
skalarnych dla liczb zespolonych.
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lloczyn skalarny

Funkcja (e,e) : V2V — R jest iloczynem skalarnym w rzeczywistej przestrzeni
liniowej V wtedy i tylko wtedy:
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Przestrzen unitarna i jej iloczyn skalarny (1)

Funkcja (e,e) : V2V — C jest iloczynem skalarnym w przestrzeni unitarnej V
wtedy i tylko wtedy:

1. Vagev (4,0) = (U,1)" (hermitowskoé¢, sprzezona symetria)
2. Vgt,g‘,,pe\' (J+ l_': ZZ')) — <17 IF) + (F U_")
3. vtf,ﬁ&\r’vu,eﬁ; ((l’ﬁ, F) = (J* F)

4. Vgey (U,1) 20

5. Vaev (,4) =0= 14 =0
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Przestrzen unitarna i jej iloczyn skalarny (2)

To dalej pozostaje w mocy:

Gob=B. A
aq
- 7 * 1k * a2
(lOb:[l, 2’...,bn]'
Ap

Przy czym trzeba pamigtaé, ze sam iloczyn skalarny w przestrzeni unitarnej,
wedtug najprostszego wzoru:
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Przestrzen unitarna i jej iloczyn skalarny (3)
Notacja Diraca:
)
UWAGA!

W zagadnieniach fizycznych bardzo czesto stosuje sie odwrécong notacje w
iloczynie skalarnym. Prowadzi to de facto do odwrécenia zatozen iloczynu

skalarnego:
605:Za2‘bi:<d’ E>
=1

To tez jest dobrze zdefiniowany iloczyn skalarny, ale INNY. Uwaga na konwencje!

c_iog:<[_;
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NORMA
I ORTOGONALNOSC WEKTOROW
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Norma wektora i miara kata pomiedzy wektorami

Niech ¢" bedzie dowolnym wektorem przestrzeni V. Normga tego wektora nazywa

sie liczbe:
| | —;| | def F \/m

Norma wektora nazywana jest takze jego dtugoscia.

Niech « i v beda dowolnymi wektorami przestrzeni V. Miarg kata miedzy
wektorami 4 i ¥ nazywamy liczbe ¢ € [0, 71| spetniajaca réwnos¢:

p = cos <||u(|1|z ?vll)

W szczegdblnosci pozwala to znalez¢ wektory prostopadte. Wzér wtedy mozna
sprowadzi¢ do:

0= (a,7)
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Baza ortogonalna i ortonormalna

Baze przestrzeni liniowej, ktéra sktada sie z takich wektoréw, z ktorych kazda
para jest do siebie ortogonalna nazywamy baza ortogonalng tej przestrzeni.

Baza ortonormalng jest baza ortogonalna, ktérej wszystkie wektory sktadowe sa
unormowane do 1.
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Operator rzutowania ortogonalnego

Operatorem rzutowania ortogonalnego wektora ¢’ na wektor @ definiowany jest
jako:

(

=t
&
£y

proj;v =

—~
£
&

<}
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Ortogonalizacja Grama-Schmidta

I~
S
g

=

)

proj;v = U

=
=

)

Tworzenie bazy ortogonalnej algorytmem Grama-Schmidta polega na wyznaczaniu
kolejnych wektoréw sktadowych bazy przy uzyciu algorytmu:

[

— Projgz, vs
— Proj, Us — Projg,vs

Sy gi St
I
IR ]

w
Il
W’ N

l
!

k1
k— _; Pro] g, Uk

™
I

J
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lloczyn wektorowy

lloczyn wektorowy (tutaj w trzech wymiarach) mozna przedstawié jako:

Tk
axb= a, aj a |=¢
b; b by
gd2|e
7,7,k - wersory stanowiace baze ortonormalng
cz: (a;,aj,ax)

® b= (b;,b;,bx)
Utworzony wektor ¢ jest prostopadty do wektoréw @ i b.

o4
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ROZKLAD
JORDANA
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Diagonalizowanie macierzy

Kazda macierz kwadratowa rzeczywista (zespolona) stopnia n jest
diagonalizowalna, jezeli istnieje odwracalna macierz rzeczywista (zespolona) P
taka, ze macierz P~ - A - P jest diagonalna (wtedy tez macierz P diagonalizuje
macierz A).

Jezeli macierz A jest diagonalizowalna, to réwnoznaczne jest stwierdzenie:
1. wektory wtasne macierzy A tworza baze przestrzeni R™ (C" )
2. A=P -D- P! gdzie:
o D - macierz diagonalna, ktérej gtéwna diagonale tworza kolejne wartosci wtasne

macierzy A
o P - macierz, ktérej kolumny sg wektorami wtasnymi odpowiadajacymi kolejnym
wartosciom witasnym wypisanym w macierzy D.
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Rozktad Jordana (1)

Rozktad Jordana, czyli doprowadzenie macierzy A do postaci Jordana z
wykorzystaniem wektoréw wtasnych macierzy A. Kazda z macierzy mozna
przedstawié jako iloczyn:
A =PJP!
gdzie:
e A - dana macierz
e P - nieosobliwa macierz, ktérej niektérymi kolumnami sg wektory wtasne A

e J - szukana macierz Jordana
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Rozktad Jordana (2)

A=PJP!
Sama macierz Jordana J ma postaé pseudo-diagonalna. Na diagonali wystepuja
tzw. klatki Jordana:

J; 0 ... 0
0 Js ... 0
0 0 ... Ju
gdzie XA 1 0 0 ... 0 0]
0 X 1 0 0 0

=}

)

.
B

—_

0 0
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Rozktad Jordana (3)

W przypadku, gdy liczba wektordw wtasnych jest mniejsza niz wymiarowos¢
przestrzeni (np. dwa wektory wtasne w przestrzeni R?) baze tej przestrzeni
ztozong z wektoréw wtasnych uzupetnia sie o tzw. wektory dotaczone, wedtug

schematu: 2
T2 .
(A —X\1) - : = T
:L‘TL
gdzie:

e )\, jest wartoscig wtasng wystepujaca wielokrotnie w wielomianie
charakterystycznym, a dla ktérej liczba wektoréw wtasnych jest mniejsza niz
krotno$¢ degeneracji

e T jest wektorem witasnym dla wartosci wtasnej Ay

Tak utworzony wektor 7 = (1, xo, ..., z,,) dopisywany jest do macierzy P i wraz z
wektorami wtasnymi tworzg baze przestrzeni.
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ILOCZYN
TENSOROWY
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lloczyn tensorowy

lloczyn tensorowy w ogdlnosci zdefiniowany jest jako iloczyn dwéch przestrzeni
liniowych V i W. W wyniku takiej operacji uzyskuje sie przestrzen liniowa U.

U=VeW
Zaleznosci wymiaréw takiej operacji maja sie jak:
dim(U) = dim(V) - dim(W)

Definicja iloczynu tensorowego moze zostac rozszerzona na takie obiekty
matematyczne jak macierze, tensory, algebry, topologiczne przestrzenie liniowe i
moduty.

Uogdlnieniem iloczynéw macierzy opisujacych przeksztatcenia liniowe (do czego
sprowadzi¢ mozna wiele probleméw fizycznych) jest iloczyn Kroneckera.
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lloczyn Kroneckera (1)
Jezeli A i B to macierze:

ayy ... Qip b11 blo
A= ¢ -~ 5B=1 1 i

am1 --- Amn bp1 c. bpo

to ich iloczyn Kroneckera:

aHB 000 CLlnB
A®B= : :

amB ... an.B
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lloczyn Kroneckera (2)

a11b11 a11612 e aublo e e alnbu alnb12 . .. alnblo
a11b21 allbgg . allbgo cee e alnbgl alnbgg . alnbgo
anbpl aubp2 ce aubpo el e alnbpl alnbpg Nd alnbpo
AxRB =
am1b11 am1b12 000 amlblo 500 000 amnbn amnblg 000 amnblo
amib21 amibas ... amiba ... ... Amnb21 @Gmnb22 ... Gmnboo
i amlbpl amlbpg Ce amlbpo el e amnbpl amnbpg PN amnbpo ]
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Witasnosci iloczynu Kroneckera

e Wtasnosci przeksztatcen:
® Transpozycja:

c A B#B®A

©c A (B+C)=A®B+A®C o (A®B)T = AT @ BT
°©(A+B)®C=A®C+B®C o _

o (@A) ®B =A® (aB) = a(A ®B) ® Wyznacznik i $lad dla macierzy
°©c (A®B)®C=A®(BxC) wymiardw A, xn | Broxom:

* |Istniejg takie macierze P i Q, ze: Z ?:(t‘EAA(X)@B]?)_:tiigﬁg;)det(B)"
© A®B=PB®A)Q
e Gdy A\ i A\B to wartoéci wtasne A i

e Jezeli rozmiary macierzy na to B, to wart. wt. A ® B:
pozwalaja: A®B A
o ATt =MAP

°c (A®B)(Ce®D)=(A-C)®(B-D)
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