Lista zadan do przedmiotu - Algebra 1

M. Stowinski

Semestr zimowy 2022/2023

[. Wektory

1.

Dane sa trzy wektory: a@ = [1,0,—1], b = 2,-1,3], ¢ = [1,1,2]. Znajdz wektor
¥=3a—b+4c.

. Narysuj dwa nieréwnolegte wektory « i ¥ oraz trzeci wektor . Przedstaw w w postaci

sumy dwoch wektorow, z ktorych jeden jest réwnolegly do @, a drugi do ¢. Czy dla
kazdego niezerowego wektora w zadanie ma rozwiazanie? Skad taki wniosek?

Dane sg trzy punkty, A, B, C. Przedstaw wektor OA =a jako kombinacje liniowa
wektorow OB = b i OC = ¢, gdzie O jest poczatkiem uktadu wspotrzednych, jezeli:

a) A= (572)7 B = (1a4)7 C= (_27_1)

b) A=(0,1), B=(1,-1),C=(3,2)

c) A=(-2,2), B=(3,1),C=(-2,4)
Wektory fl i ﬁ sa liniowo niezalezne na ptaszczyznie. Uzasadnié, ze nastepujace wek-
tory rowniez sg liniowo niezalezne:

a) fii—fs

b) fi—fol fit fo

¢) 2fi— foi fi—2f2

d) i+ foifo
Wektory f:, f; i f; sa liniowo niezalezne na przestrzeni. Uzasadni¢, ze nastepujace
wektory rowniez sa liniowo niezalezne:

a) fi. —fe, fo

b) fi = fo, it fas fo

¢) 2fi— ot fo i—2fo—fo 2fi = o= fo
d) fi+fo fo =

Sprawdz czy podane wektory sg liniowo niezalezne.

a) a=[-1,2], f[ 1]

b) @a=1[0,2,—-1], b=[-1,1,2|, ¢=[-3,5,5]
¢) @=[-1, o 3, b=[1,1,-1],¢=[-3,—1,7]
d) @=[-1,2,0],b=1[0,1,-2], ¢=[~1,1,0]

—

Dla jakich wartosci parametru m wektory a, b i ¢ sa liniowo niezalezne?

a) @=1[2,-3,4,b=[0,-1,2], = [-2,2,m]



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

b) @=[1,—-1,m],b=[2,-1,1],¢=[m,1,1]

Zapisz wektor @ jako kombinacje liniowa wersorow i = [1,0] i 5 = [0,1]. Wskaz
wspotrzedne i sktadowe wektora @ . Przedstaw wektor a i jego sktadowe graficznie:

a) d=[1,2]

b) @ =[-1,0]

Zapisz wektor @ jako kombinacje liniows wersoréw i = [1,0,0], 7 = [0,1,0]i k = [0,0, 1].
Wskaz wspotrzedne i sktadowe wektora @ . Przedstaw wektor @ i jego sktadowe graficznie:

a) a=1[1,2,3|
b) d =[-1,5,—7]
Rozt67 wektor o na skladowe wzdtuz wektoréw @ i b . Rozklad zilustruj graficznie.
a) = [5,5],@=1[0,1], b = [~1,1]
b) @ =[3,-3],d=[-1,2], b = [2, 4]
Zmajdz iloczyn skalarny nastepujacych wektorow:
a) @=1[2,1,0],b=[-1,0,1

b) @=[-1,1,3],b=] 3,2, 3]
) d@=[0,-1 21 b=[1,2 -3
d) @=[-3,1,2],b=[0,%, 1]
e) @=2,3,-3],5 =310
f) @a=[— 2,1, —3), b = 0,—2%,1]

Sprawdz ortogonalnoéé wektorow @ i b

a) @ =[2,-3],b=[3 -2

b) @=[-3,52],b=[2,8,—17
Zmajdz iloczyny wektorowe a X bibxd

a) @=[2,-1,6], b=[-3,5,1]

b) @=[1,1,1], b = [2,2,2]

<) @=[1,2,0],b=[21,0]
Zmajdz wektor normalny do ptaszczyzny okreslonej przez wektory:
a) @=1[1,1,1,b=[2,2,2]

b) @ =[1,2,0], b = [2,1,0]
Oblicz pole rownolegtoboku, ktorego kolejnymi wierzchotkami sa punkty o wspotrzed-
nych (2,5,3),(1,—1,3),(5,4,2).

Korzystajac ze wzoru na iloczyn mieszany sprawdz czy wektory [1,1,1],[0,1,1],[1,0, 0]
sg liniowo niezalezne od siebie.



18. Oblicz sinus kata zawartego miedzy wektorami @ = [0,1,—1] i b = [2,1,1].
II. Logika i zbiory

1. Ocenn wartos¢ logiczna ponizszych zdan
a) 2<314<3,
b) 2<3 lub 4<3,
¢) Warszawa lezy nad Wista i L.odz lezy nad Wista,
d) Jezeli 9 jest dzielnikiem 36, to 6 jest dzielnikiem 36.
2. Sprawd?, czy nastepujace wyrazenia sg tautologiami:
a) (p = q) & (pVg)
b) (p = q) = b = (qVr)
o) [pva)A—pl = ¢
d) pV(=pVe = (mgA—q)
3. Podanie ponizej funkcje zdaniowe zapisz symbolicznie, uzywajac kwantyfikatorow, sym-
boli logicznych, symboli dziatanin arytmetycznych i nierownosci:
a) dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé n > 2"
b) istnieje taki kat «, dla ktorego sin(a) = cos(«)
c) nie istnieje rozwigzanie rzeczywiste réwnania 222 + x +1 =0
d) dla dowolnej liczby naturalnej mozna wskaza¢ liczbe naturalng wieksza o 3.

4. Zapisz stowami nastepujace zdania:

a) Jper 1 2? =1

b) Veer : cos?(z) <0

) VaerVyer : 22 +y> <0
d) JrerVyzz : f(z) < f(y)

5. Ktore z ponizszych zdan sg prawdziwe?
a) VoerIyer 1 ¢ +y =0
JyerVeer : 2 +y =0
b) VierIyer : >y
EIyER\V/a:E]R T >y
¢) Vaendyen :m >n
JyenVaen :m >n
6. Wypisz wszystkie elementy nastepujacych zbiorow:
a) A={a,b,c}
b) B ={{a,b,c},c}
c) C = {@}
d

@

f) F={X:X C A}, gdzie A={a,b,c}

g) G=1{1,2,{3,4}}

)

)

) D

) E= {mGN x =2}

)

)

h) H={z €R:2?+1<0}



7. Zaznacz na osi liczbowej nastepujace zbiory AUB, ANB, BUC, ANC, A\ B, B\ A,

8.

10.

11.

12.

13.

A\C, An(BUC(C) dla
a) A={z eR:z2*+#0},
B={reR:x >4},
C={zeR:(z—2)* <4}
b) A={zeR:(xr—-1)* <1},
B={zeR:|z-3|>2},
C={zeR:2?=1}
Oblicz AUB, AnNB, A\ B, B\ A dla:
a) A={r e N:x <4},
B={xeN:xz>4}
b) A={r e N:z <0},
B={zxeN:z=2}
c) A={r eR:2z <2},
B={reN:z <2}
d) A={r eR:z <2},
B={xeR:z <4}
Zilustruj graficzne zbiory A, B, AUB, AN B, A\ B, B\ A dla:
a) A={(z,y) eR?:2x —y+3 >0},
B={(z,y) eR?:z+2y—1<0}
b) A={(z,y) eR*: 2% —y—1<0},
B={(z,y) eR?: 22 +y—1<0}
Uzasadnij ponizsze rownosci uzywajac diagraméw Venna:
a) A\ B =B\ A°
b) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
c) (AUB)NC=(ANC)u(BNC)
d) A\N(B\C) =(A\B)U(ANC)
e) (AUC)\(ANB) =(A\B)U(C\ 4)
Wypisz wszystkie elementy zbiorow A x Bi B x A:
a) A= {1}, B={2,3},
b) A={a,b}, B={c,d, e}
Niech A= {0,1,2,3,4} i B={0,2,4}. Wypisz elementy nastepujacych zbiorow:
a) {(m,n) € Ax B:m <n}
b) {(m,n) € Bx A:m <n}
c) {(mn) € Ax B:m+n >3}
d) {(m,n) € Ax B:m+n=29}
Przyjmujac, ze punkty na plaszczyznie sa uporzadkowanymi parami (a, b) liczb rzeczy-
wistych, gdzie a jest odcieta, a b rzedna punktu, znajdz graficznie A x Bi B x A dla
nastepujacych zbiordw:
a) A={reR:1<z<2},B={yeR:0<y<1},
b) A={zeR:0<za},B={yeR:0<y},
c) A={yeR: —-1<y<1},B={rzeR:0<z <1},
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d) A={reR:z<1Vz>1}, B={yeR:y* >0},
e) A={reR:0<z<1lV2<a<3},B={reR:1<zx<2V3<zx<4}
f)y A={zxeR:|z| <3}, B={r eR:z*> 4},
14. Znajdz zbiér potegowy dla nastepujacych zbiorow A:
a) A={a,b,c}

b) B = {1234}

d;D {7}

e) E = {0}

) F = {{a},a)

g) G={keZlk—-5 <1}

h) H=(m,n) € {0,1}* :m+n =1}

III. Relacje

1. Znajdz dziedzine i przeciwdziedzine relacji

a) R ={(a,b),(a,c),(b,c)}
b) R ={(a,a),(a,b),(a,c)}
c) aRb<= {ae NAbeNAa<b}
2. Zbadaj czy relacja jest: zwrotne, przeciwzwrotna, symetryczna, antysymetryczna, prze-
chodnia, spojna:
a) R C {CL, 6}2; R= {(aa CL), (ba b), (aa b)}
b) R C N?% xRy < xly
c) RCRY, 2Ry sz +y=1
d) RCR, 2Ry sz +y>2
e) R CR?* xRy & 2% = ¢?
3. Sprawd? czy ponizsze relacje sa funkcjami:

a) R={(a,a),(a,b)} C {a} x {a,b}
b) R ={(a,a),(b,a)} C{a,b} x {a}
c) R={(z,y): 2> =9’} CRxR
d) R={(z,y): 2> =9’} e Ry xRy
e) R={(z,y):zy=1} CR xR
4. Sprawdz czy ponizsze przyporzadkowanie okresla funkcje. Jedli tak, to wskaz dziedzine,
przeciwdziedzing i obraz (zbior wartosci) funkcji.
a) f:4{1,2,5,8} — {8,3,2}, f(1) =8, f(5) =3, f(8) =
b) fiR=Rz—y=+2
¢c) f:R=>Rz—y=Ilog(x)
5. Sprawdzié¢, ktore z wlasnosci: réznowartosciowosé, na, bijekcja, majg ponizsze funkcje.
Sprawdzi¢, czy podane funkcje sa odwracalne. Jesli tak, to podaé¢ funkcje odwrotna.
a) fR—=R, f(x)=2x+1
b) f: Ry U{0} = [0,8), f(z) = 2?
c) f:(1,00) = R, f(z) =In(x — 1)



6. Niech f: X - Y,AC B,B CY. Wyznacz f(A), f~1(B), gdy:
a) X=Y =R; f(z) =2 -3z +2
i. A=(0,1], B = (—o0, —60]
ii. A=1[-2,1], B={-3,4}
b) X =Y =R, f(z)=2> -z
i. A= (1,00),B = (0,00)
ii. A=10,1],B = {0}
7. Wyznacz ztozenia f o g oraz g o f (jezeli istnieja):
a) f(z)=2x+1dlazeR
g(r)=2*dlaz eR
b) f(z) =sin(z) —1dlaz eR
g(x)=+/xdlaz >0
8. Przedstaw ponizsze funkcje jako ztozenia dwoch funkcji:

a) f(x) =+va22+1dlazeR,
b) f(x) =log(|z|) +2dlaz eR

IV. Kresy

1. Poda¢ przyktad zbioru liczb, w ktorym jest liczba najmniejsza, nie ma liczby najwiek-
szej, lecz zbior jest ograniczony z gory. Podaé kres gorny i dolny tego zbioru. Ktory z
nich nalezy do zbioru?

2. Oblicz kres gorny i dolny (o ile istnieja) zbioru:
a) {37 :neN}

b) {2—,€Jrl k € N}

c) {1+(k+1 ke N}

d) {7 :i€N}

e) {(-1)"+ ET ke Ny

f) {(i+) ie N}

g) {_(213_11) ZGN}

h) {Z%:keN}

i) 0

i) {z* 1z e[-2,3)}

k) {zy:x€[-1,4),y € (-3,2]}

V. Liczby zespolone

1. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej (kanonicznej, tj. a+bi) liczby zespolone:
a) z=(4—3i)+ (2i —6)

b) z=(2+1i)(4-1)
c) z= (1+21)(3—5i)
d) z= 3%

e) y o= =14 —1 41



f) 2= oym

g) z=0B+)B—-1)(+ )
h) z=(1-(2-1)3-1)
i) z=(1+1(H+35)
)= (32" - (&)

2. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej liczbe zespolona:

a) z=3
b) 2
c) z
d) z=1-1
e) z = V3 —i
f) 2= —vV2+iV2
g) z=—V6-1iv2
h) z =3+ 33
1) 5 = 1+1
j) 2= §—i
3. Przedstawi¢ w postaci wyktadniczej liczbe zespolona:
a) z=—b —i— 51
b) z = — 3
c) z=
d) z = —2\/_ 2i
e) z = —(H‘ S
3e” 4

4. Znajdz Wszystkle liczby zespolone, dla ktoérych spelnione jest réwnanie z = 22
5. Rozwiaz wzgledem z,y € R rownanie (5 — 8i)z + (74 3i)y =2 —1
6. Znajdz zbior liczb rzeczywistych, dla ktérych liczba u = 2t jest:

e rzeczywista

e urojona

7. Znajdz miejsca zerowe wielomianéw zespolonych:

a) 22 +1=0

)

)

)

) ir? —2z+i=0

f) (x+5i)(z —4i) —ix =0
) (z+4i)(z—51)+ix=0
)
)
)

(z +2v5)(z — 2v/5) =0

48 __
z—8i O
x4+4$2—i\/§—8i



8. Oblicz:

b) i21

c) (1+1)?
d) (1+1)*
e) (1+1i)*

SIS

<
Il
W
|
[\]

2L+ N —2M
C-A

m) D-A
2. Dla macierzy

|

1 2
0 3

znalez¢ macierz X spetniajaca rownanie:

8

-1 2 10 0 1
Sole-lot]e-100)
1 0 1
o103 -] a0
-2 1 3 |
00 -2 -1 3 ]
1 0|, M= 2 0 -3/,
0 1 -1 0 0 |

n) A-D
o) F-G
p) H-1
q) H-J
r) J-H
s) I-J
) L-M
u) M-N
v) N-M
w) N2
x) M? —2K
y) M*
)

z) (2A -3G + F)T



a) 4(A—X)+53BX +B)=A—B+8X
b) BP’X=[110]"

3. Znalez¢ macierz X spelniajaca réwnanie:

ow= [} ]

ox[19]-[3 1]

c) AX —2B?% = O, gdzie:

1 2
*A=1a 1]
0 1
*B=11 1]
4 1]
*C=1 31
4. Na przyktadzie macierzy
-1 0
-1 2 41 3 2
A—{—22101’B_ 2 =3
2 4

sprawdz relacje (AB)T = BT AT

5. Sprawdz, czy macierz B jest odwrotna do macierzy A. Jezeli nie jest - jak wyglada
macierz odwrotna?

11 10
@A__01}B_[11]
-3 -5 -2 -5
wa=| P =7
5 1 5 —1
¢) A= 15}32{4 5}
[ 1 1 2 2 1
d)A=| 1 -1 2|, B=[0 -1 2
| -1 0 2 1 1 -2
1 2 3 -1 1 1
e)A=|012|,B=| 4 -5 =2
|21 1 -2 3 1
(2 5 7 1 -1 1
f)yA=|6 3 4 |,B=| -38 41 -34
|5 -2 -3 27 —29 2
1 2 3 -5 1 7
gl A=|23 1|,B=| 1 7 -5
|31 2 7 -5 1
[ 1 0 0 0 300 0
{0200 . l040 0
h) A= 0030’3_E 006 0
|00 0 4 00 0 12



6. Dla macierzy

oblicz:

a) 2A— B
b) ABT
c) ATB
d) (BTA)?

7. Oblicz B'® + B dla macierzy:

a)

b)

c)

8. Znalez¢ wzor na n-ta potege macierzy:

o= O OO

oo oow“ﬁmw

e}

) 11
Ylo
101
by [0 1 0
10 1
[ cos(z) sin(z) 0
c) | —sin(z) cos(z) 0
0 0 1
9. Znajdz x:
20 -2 -1
) A= a3
x 1 0
b) B=|x—-3 -3z =z
1 3 1
10. Sprawdz tozsamosc:
cos(z)  sin(z)
a) | —rcos(z) rcos(x)
0 0
0 —a —b
b ¢ O

0
0
1

[\ [eN]

W=

11. Oblicz wyznaczniki macierzy A, B, AB oraz A~

W DN =
w w o



Sprawdz, czy |AB| = |A||B| i czy |A7Y = ﬁ,

12. Obliczy¢ wyznacznik macierzy A korzystajac z tego, ze jeden pozadiagonalny blok jest

ZETOWY.
2 3 2 7
-2 3 0 1
*A=1 0 0 3 5
0 0 4 =5
13. Wykazacé, ze:
1 a a?
e |1 b b |=(b—-a)c—a)lc—Db)
1 ¢ ¢

14. Obliczy¢ wyznacznik macierzy:

1 0 0 O
0O 010
a) A=1010 0
0001
0 a 00 0 0]
F0b 000
10 g 0 ¢ 00
b)B_ 0 0 h O0OdO
00 0 2 0 e
0000/ 0]
1 -1 2 0
01 0 -3
V=13 9 9 4
2 3 1 1
1 -2 1 2 2
2 2 1 2 2
HD=|1 -1 1 -1 2
1 —2 -1 -1 2
1 -1 1 -1
15. Rozwiaza¢ rownanie:
1+z 1 1 1
2 2 2 2
Ol R S
6 6 6 x
x? 4 9 3
-1 1—2%2 -9 -3
b) 1 4 9 3 =0
1 4 2 3

16. Wykazaé, ze macierz:

4 2 1
e A=1]2 -1 0
1 3 1

11



jest odwracalna. Obliczy¢ A~!. Rozwiazaé¢ uklad réwnaii:
de+2y+2=3
20 —y =3
r+3y+z=-1

17. Metoda eliminacji Gaussa rozwiaz uklady rownan:

a)

r+y=3
r—3y=-—5
b)
r+y+z=0
r—y+z=0
rT+y—z=2

T+y+z—t=4
r4+y—z+t=-4
T—y+z+t=2

—r+y+z+t=-2

Dodatkowo rozwiaz uktady rownari a) i b) wzorami Cramera i macierzowo.
18. Rozwiaz uktady réwnan
a)

—r—y+z+t=4
r—y—z+t=0
rT—y—z—1t=-8

r+y+z=1
20 +y+2z=1
3r+2y+32=3

19. Dla jakiej wartosci a € R uktad rownari ma nieskoniczenie wiele rozwiazan

r+yt+az=1
r+ay—+z=a
ar+y+z=—-a—1

20. Wyznacz te wartosci a, dla ktorych ponizszy uktad nie ma rozwiazan.

T+2y+z=2

r+y+2z=sgn(a) —1

20 +y+2=2
20+22=0

12



21. Wyznacz wartosci i wektory wtasne macierzy:

a){15}
0 3

2 1
b)[_5_2_,
(e 0 0]
c) |0 b O
_()Oc_
1 2 0
d) 0 2 0
-2 -2 -1
(1 -1 -1
e) |1 1 0
'3 0 1
(1 3 0
f) |02 —1 |,
|0 0 —4
2 2 0 ]
g | -2 1 =2
| 0 -2 0
[ 2 -1 —1
h) 3 -2 -3
-1 1 2
1 2 3 4
) 1 2 3 4
1 2 3 4
|12 3 4

22. Przeksztal¢ macierz do przestrzeni rozpietej na wektorach wtasnych.

1 3
a) A= 31 ],
(4 1
[0 0 1]
c) A=|10 1 0|,
|1 .0 0 |
[0 1 1]
d)A=1]1 01
| 11 0
23. Wykorzystujac rozktad Jordana doprowadz macierze do postaci klatkowe;j.
[2 5 —10
a) | 0 7 —10 |,
| 0 5 =8
(2 1 1
b) |0 1 2 |,
| 02 =2

13



—4 10

—4
-3 0 3
-6 0 13

-3 1

-2

Y

3

-4 0 8

-1

-1
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