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WEKTORY
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Wektory

Dodawanie analityczne wektoréw na przyktadzie wektoréw tréjwymiarowych.
Mamy trzy wektory:
G = lag, by, ¢4

& = [ag, by, ¢l
X3 = [as, bs, c3]

Ich suma:

— —

1+ %2 =[a; + ap, by + by, c1 + c2l

— —

1+ E+x3:[a1+a2+a3,b1+b2+b3,cl+cz+c3]

> -

W ogdlnosci:
n n

Zaquchv
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Wektory

Dodawanie graficzne wektoréw na przyktadzie wektoréw dwuwymiarowych.
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Kombinacja liniowa wektoréw

Kombinacja liniowa wektoréow w przestrzeni euklidesowe;.
Wektor mozna przedstawi¢ jako kombinacja liniowa innych wektoréw, np:

—

X3 = oX1 + Pxs = [xa; + Pas, aby + Bba, acy + o)
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Kombinacja liniowa wektoréw

Jezeli mozna znalez¢ taka kombinacje liniowa wektoréw o niezerowej dtugosci, ze w
efekcie otrzymamy wektor zerowy, to wektory te s3 od siebie liniowo zalezne.
Niezalezne liniowo wektory, to takie, ktére spetniaja zaleznos¢:

Y ExXi=0 < Viepn & =0
i=1

Innymi stowy, jezeli uzyjemy jakichkolwiek wektoréw o niezerowej dtugosci i
potrafimy "skasowac" uzyte wektory przez ich dodawanie/odejmowanie, to wektory

te sg zalezne od siebie liniowo.
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Standardowy iloczyn skalarny wektoréw

Standardowy iloczyn skalarny dwdéch wektoréw:

gdzie:
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Standardowy iloczyn skalarny wektoréw

W ujeciu geometrycznym:

ol

\

ol

moze by¢ obliczony jako iloczyn dtugosci rzutowanych na kierunek jednego z
wektorow:
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lloczyn wektorowy

lloczyn wektorowy (na przyktadzie wektoréw z przestrzeni trdjwymiarowej) mozna
przedstawié jako:

) ) B 1§ k
axb=]|d b‘sm <<I((T,b)) €. =|a a ag |=C
b b; by

o

Y

M. Stowiriski (mslowinski@umk.pl) Algebra 1 - Materiaty z pomoca do ¢wiczen



lloczyn wektorowy

lloczyn wektorowy (na przyktadzie wektoréw z przestrzeni trdjwymiarowej) mozna
przedstawié jako:

d x b =1dl|b]|sin <<I((T,b)) €. =|a a ag |=C
b b; by

gdzie

» 1,k - niezalezne liniowo wersory tworzace (generujace) przestrzen
tréjwymiarowa

—

> €, - wersor prostopadty do wektoréw @i b
> d=[ay, aj, ail
> b= [by, bj, byl
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lloczyn wektorowy

Dtugos¢ wektora bedacego iloczynem wektorowym wektoréw @ i 1t;jest réwna polu
powierzchni réwnolegtoboku rozpietego na wektorach d@i b .
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Wektor normalny

Wektor normalny (w punkcie ) to wektor prostopadty do ptaszczyzny w danym
punkcie. Wektor normalny ma dtugos¢ 1.
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lloczyn mieszany

=—30(Exb)=-—Co(bxa) =
aq (lj Ay

=| b b; by

Ci € Cx
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Podwdjny iloczyn wektorowy

ix(bx@)=(@ed)b—(@eb)c
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LOGIKA
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Logika

Zdanie logiczne - stwierdzenie, ktére jest albo prawdziwe, albo fatszywe. Jezeli
zdanie jest prawdziwe, to przypisujemy mu warto$¢ logiczng 1, jezeli jest fatszywe, to
ma wartos¢ logiczna 0.

Operacja logiczna - operacja, dzieki ktérej ze zdan logicznych budujemy nowe
zdania logiczne.
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Logika

Negacja - negacja zdania p nazywamy —p. Definiowany:
> jezelip=1to—p=0
> jezelip=0to—p=1

Koniunkcja - koniunkcja zdan p i g oznaczana jest jako p /\ . Definiowany tak, ze
otrzymuje wartos¢ logiczng 1, gdy zaréwno p i g maja wartos¢ logiczng 1. Jezeli p
lub g maja wartos¢ logiczna 0, to ich koniunkcja tez.
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Logika

Alternatywa - alternatywa zdan p i q oznaczana jest jako p V' q. Alternatywa zdan
przyjmuje wartos$¢ logiczng 1 wtedy, gdy ktérekolwiek ze zdan takze przyjeto wartosc¢
logiczng 1. W przeciwnym wypadku jej warto$¢ logiczna to 0.

Implikacja - implikacja nazywanie zdanie p = . Zdanie p nazywane jest
zatozeniem, zdanie q teza implikacji. Z fatszu zawsze moze wyj$¢ prawda, z prawdy
nie mozemy otrzymac fatszu, Implikacja przyjmuje warto$¢ logiczng réwng 0, gdy
p=1iq=0, w przeciwnym wypadku warto$¢ logiczna jest réwna 1.
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Logika

Réwnowaznos¢ - zdania logiczne sg rownowazne, gdy ich wartosci logiczne s3 takie
same. Réwnowaznos$¢ p < q przyjmuje wartos¢ logiczng 1 w momencie, gdy p = q,
natomiast gdy p # ¢, warto$¢ logiczna réwnowaznosci wynosi 0.

Alternatywa wykluczajaca (takze: alternatywa roztaczna) - alternatywa, ktéra
przyjmuje wartos¢ logiczng 0 wtedy, gdy oba zdania przyjmuja warto$¢ logiczna 1.
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Tautologia

Tautologia nazywany zdanie logiczne, ktére jest zawsze prawdziwe.
Przyktady:

» pV —p - prawo wytaczonego Srodka
» (p = q) < —(p/\—q) dowdd nie wprost
(reductio ad absurdum)
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Kwantyfikatory

Niech ¢(a) bedzie zdaniem dla kazdego elementu a ze zbioru A. Kwantyfikatorem
ogo6lnym nazywamy operacje logiczna, ktéra ze wszystkich zdan ¢(a) tworzy nowe
zdanie:

vaGA : d)(a)

ktére jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego a € A zdanie ¢(a) jest
prawdziwe.
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Kwantyfikatory

Niech ¢(a) bedzie zdaniem dla kazdego elementu a ze zbioru A. Kwantyfikatorem
szczegoOlnym nazywamy operacje logiczng, ktéra ze wszystkich zdan ¢(a) tworzy
nowe zdanie:

ElaGA : (b(a)
ktére jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy przynajmniej dla jednego a € A zdanie
¢(a) jest prawdziwe.

E”aEA : (b((l)

ktére jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy dla doktadnie jednego a € A zdanie
¢(a) jest prawdziwe.
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Zbiory

Zbiér - pojecie pierwotne (nie ma definicji). Zasadniczo: dowolna rodzina obiektéw
zwanych elementami zbioru.

Zbiér skonczony: A ={aj, as, ..., an}
> a € A - element a nalezy do zbioru A
> b & A - element b nie nalezy do zbioru A

Zbiér pusty - zbiér, ktéry nie zawiera elementéw. () = {}
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/. BIORY
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Zbiory

Zbiér A nazywamy podzbiorem zbioru B jezeli

aceA — acB

Jezeli A jest podzbiorem zbioru B, to méwimy tez, ze A zawiera sie w B:

ACB

Zbiory () i A nazywamy niewtasciwymi podzbiorami zbioru A. Pozostate podzbiory
sg wtasciwymi podzbiorami.
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Zbiory

Suma zbioréw to zbiér
AUB={a:a€eAVacB}

lloczynem (przekrojem, czeScia wspdlna) zbioréw nazywamy zbiér:

ANB={a:a€ AAacB}

Roéznica zbioréw nazywamy zbiér:

A\B={a:aeAAa¢B}
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Zbiory

Zwiazki na zbiorach:

» przemienno$é
> AUB=BUA
> ANB=BNA

> tacznosé
» (AUB)UC=AU(BUC)
» (ANB)NC=AN(BNC)

> rozdzielno$¢
» AUBNC)=(AUB)N(AUC)
» AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Inne wazne wzory:

» AN(B\C)=(ANnB)\C

» (AUB)\C=(A\C)U(B\C)

> A\ (B\C)=(A\B)U(A\C)
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Diagramy Venna

AnB AAB=(AUB)-(ANB)
[ [
AnB
Q2

AUB’ A'UB'=(AnB) A'NnB=(AuB)
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lloczyn kartezjanski

lloczyn kartezjanski zbioréow A i B to zbidr takich par liczb, ze:

AxB={xvy):xe AAy e B}
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Zbior potegowy

Zbiér potegowy danego zbioru do zbiér wszystkich podzbioréw danego zbioru.

B=PA)=Vx(XeB& XCA)
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RELACJE I FUNKCJE
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Relacje

Relacja n-argumentowa nazywamy dowolny zbiér R iloczynu kartezjanskiego
X1 X Xy X ... X X

Relacja binarng okreslona na zbiorach A i B nazywamy dowolny podzbiér iloczynu
kartezjanskiego A x B,

RCAXB

O elementach a € A i b € B méwimy, ze sg w relacji R i piszemy (a,b) € R lub
aRb (a € A,b € B)
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Relacje

Dziedzina relacji R:
dr ={x € X: EIer XRy}

Przeciwdziedzina relacji R:

dx' ={y € Y: Jrex xRy}

Relacja odwrotna do R:

R ={(y,x) CYxX: xRy}
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Relacje

Przypadki szczegdlne relacji:
1. relacja petna: R=XxY
2. relacja pusta: R =)
3. relacja identycznosci: I, C X x X

L ={(x,y) e Xx X:x =y}
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Relacje

Whtasnosci relacji:

1.

No o R wDN

zwrotna: Vyex XxRx

przeciwzwrotna: Vyex —XRx

symetryczna: Vy yex XRy = yRx

antysymetryczna: Yy yex (XRy AyYyRx) = x =y

silnie antysymetryczna (przeciwsymetryczna): Vy yex xRy = —yRx
przechodnia: Vy  .ex XRy AyRz = xRz

spojna: Vy yex xRy V yRx

Relacje w X x X nazywamy relacja rownowaznosci, jezeli jest zwrotna, symetryczna i
przechodnia.

M. Stowinski (mslowinski@umk.pl)

Algebra 1 - Materiaty z pomoca do ¢wiczen



Relacje

Niech A, B beda niepustymi podzbiorami. Relacje f C A x B nazywamy funkcja
przeksztatcajaca zbiér A w zbiér B, jezeli dla kazdego elementu a € A instnieje
doktadnie jeden element b € B taki, ze afb.

Dla relacji, ktére sa funkcjami, stosujemy specjalny sposéb zapisu:
» piszemy f: A — B zamiast f C A X B
> piszemy f(a) = b zamiast afb
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Relacje

Element f(a) € B nazywamy wartoscia funkcji f w puncie a € A. Zbiér A
nazywamy dziedzing funkgcji f, a zbiér B - przeciwdziedzing funkcji f. Obrazem

funkcji f nazywamy zbiér:

f(A) ={b € B:duca : f(a) € B}

Przeciwobrazem zbioru B nazywamy zbiér:

f1(B)={a e A:fla) € B}
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Relacje

Niech A, B beda niepustymi zbiorami. Odwzorowanie f: A — B nazywamy:

» suriekcja (odwzorowaniem A na B), jezeli:
f(A) =B
» iniekcja (odwzorowaniem réznowartosciowym), jezeli:
Vajaea : Q1 # ap = f(a;) # f(ay)

> bijekcja (odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym), jezeli jest bijekcja i
suriekcja.
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Relacje

Niech f: X — Y oraz g : Y — Z. Ich ztozeniem nazywamy funkcje h: X — Z taka,

ze:
h(x) = g(f(x)) dlax € X

Funkcje f i g nazywamy funkcjami sktadanymi, a h - funkcja ztozona. Alternatywny
zapis:

h=gof
h(x) = g(f(x)) = (g o f)(x)
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KRESY
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Kresy

Kres (kraniec) gorny - supremum (od tac. supremus):
Najmniejsze z ograniczen gérnych danego zbioru:

s =sup(A) & Vaea a <8 A Vesp daca a>s—€
Kres (kraniec) dolny - infimum (od fac. infimus):
Najwieksze z ograniczen dolnych danego zbioru:

s:inf( )@VQGAG /\\V/€>OE|QGAC1<S+€
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MATERIAYL. DO
KOLOKWIUM #2
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LiczBY ZESPOLONE
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Liczby zespolone

Zbiér liczb zespolonych C to zbidr rozszerzajacy zbidr liczb rzeczywistych R o
jednostke urojona i tak, ze:
z=a+bi

(posta¢ kanoniczna liczb zespolonych)

gdy:
> a,beR
» zeC
> i=/-1
Zapisujemy takze:
> Rz=Re(z) =a
» Jz=Im(z)=b
» z=(a,b)
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Liczby zespolone

Sprzezenie liczby zespolonej:

Wykorzystanie wzoru skréconego mnozenia:

(a+b)la—b)=a®+1b?

(a+bi)(a—Dbi) =a®+b%? =a?>—b?
2z = (Rz)* — (Jz)?
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Liczby zespolone

Modut liczby zespolone;j:
|zl = v/ (Rz)* + (3z)?

Argument liczby zespolonej to warto$¢ kata z osig czesci rzeczywistej.

mz- - - - - - - — - ‘ z
1
> 1
argz |

| Re z
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Liczby zespolone

0° 30° 45° 60°

sina 0 ! vz V3

2 2 2

cosa 1 Y3 V2 1

2 2 2

1 —

tga 0 — 1 3
V3

1

ctga - 3 1 —

4 v NE

3r | 57
_ —_ m
4 6 6

90° 120° 135° 150° 180° 210°
L Loy 1L
Pl 3 32
0o 1 V2 VB ., V3
3 "3 3 3
— 1
-3 o Lo L
V3 V3
1 — —
0 —— -1 -3 - 3
\3 v v

225°

1

240°

270°

300° 315°
V3 V2

T2 T2
12
2 7

-3 -1
1

= -1
V3

330°

|
1] =

<
wl

14

[~
<3l

wl

.

360°
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Posta¢ trygonometryczna / wyktadnicza

= (l—l-bi T Im
cos(¢) = 13 — a = |z|cos( @)
sin((p) = ‘% — b= |Z| sin((p) 2= (a,b) = a+bi
Iz
.. b
z = |z|(cos(@) +isin(¢)) y B
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Posta¢ trygonometryczna / wyktadnicza

Rozwiniecie sin/cos/exp w szereg Taylora (patrz: wzér Eulera):

_ B o (_1)nz2n+1 B Z3 25
sin(z) = ;—(271—1—1)! —Z—a—l—a—l—...
B 0 (_l)nz2n ZZ Z4
cos(z)—Z0 o)l 1_§+E+
o0 ZTL
exp(z) = )
— n!

(i) (iz)?

exp(iz) =1+1iz+ ol + 3l +...=
. B ! !
(1-5+-)+ilz— e ...) = cos(z) + isin(z)
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Posta¢ trygonometryczna / wyktadnicza

z=a+bi
z = z[(cos(¢@) +isin(p))
z = |z exp(i@)
cos(x) = 3 (exp(ix) + exp(~ix))
sin(x) = %(exp(lx) —exp(—ix))

Najpiekniejszy wzér matematyczny

e™+1=0
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Mnozenie (i potegowanie) liczb zespolonych

z = |zl(cos(@) +isin(@)); k = |k|(cos(D) + isin(d))

z -k = |z|]|[k|(cos(@) +isin(@))(cos(d) +isin(V)) =
cos(9) +isin(@) cos(d)+
sin(9) —sin(@)sin(d)) =
cos(¥) —sin(@) sin(d) )+
@) sin(9)

sin(9))i
cos(@ + ) +isin(p +9))

Wzér de Moivre’'a:

z"™ = ([zl(cos(@) +isin(¢@))™ = [z[" (cos(n@) +isin(ne))
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastek n-tego stopnia, w przestrzeni liczb zespolonych ma zawsze n rozwigzan!

Przyktady:

> V16 =4\ /16 = —4, poniewaz:
> 42 =16
> (—4)2 =16

> V16 =2V V16 = -2V v/16 = 2i V v/16 = —2i, poniewaz:
> 24 =16
> (—2)* =16
> (20)*=2%*=16%x1=16
> (20 =(—2)4*=16%x1=16
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

W ogdlnosci pierwiastki n-tego stopnia najtatwiej przedstawic dla interpretacji liczby
zespolonej w funkcji od argumentu (postaé trygonometryczna lub wyktadnicza).

Niech z = |z|[(cos(¢) + isin(@)] lub z = |z|e'®. Dla tego okreslonej liczby
zespolonej mozna przedstawi¢ wszystkie n pierwiastkow n-tego stopnia za pomoca:

o (2225 (2225

\/— |Z eg+2k7‘ri
n

gdzie:
» k=012.,n—-1
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych
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{//,m/\ i

7=
% \\“
\ r ,+ Re

X=z X 2=
Im Im
3 4. ei((p+2n)/4

iooms S ;

R / 4«/7-9@/4
W i ke WG R
,//

\\ 47 .¢P+22T
370223 4 glor32m)a
X3=Z X4=Z
Im Im
50‘. ér((p+2rr)/5 6\7‘91((#*2'2")/677 6\‘7"6[((04-277)/6

el 5VF-e"”’5

O5)5F Re 5 i+
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MACIERZE
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Macierze

Operacje elementarne - dodawanie:

a;; 4o Ain b1
Qo1 Q22 Qon bos
+ )
am1 ame Amn bml
ai; + b aiz + b
Az + by

a1 + by

Am1 + bml Qm2 + bm2

Qin + bln
Qon + b2n

Koniecznie takie same wymiary macierzy dodawanych.
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Macierze

Operacje elementarne - dodawanie:

IR I
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Macierze

Operacje elementarne - mnozenie:

[eRR1 app ... A1n xXai; xXaix ... XA1n

az; QA2 -+ Qo2n Xdp; &Xdzp - XQon
[0 8 =

Ami1 Am2 - Qmn XQAmi1 &KQm2 -+ KOmn

[33]= 16 5]
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Macierze

Operacje elementarne - mnozenie:

Az an Ain b1 b blp
A a2 aon bo1  bo b2p
Am1 Am2 Amn mxn bnl bn2 S bnp nxp
r n n n 7
Z alsbsl Z alsbs2 Z alsbsp
s=1 s=1 s=1
n n n
Z a2sbsl Z a2sbs2 Z a2sbsp
s=1 s=1 s=1

n n
Z amsbsl Z amsbs2
s=1
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Macierze

Operacje elementarne - mnozenie:

S EEEE

_{1(1)+3(1) 12+33} {—4 11}

(=2)- (-1)+1-(-1 2+1-3 1 -1
12 3
s
(=1 +2 -3)] [ -14
_[4.(—1)+5(2) 6(3) _{—32}
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Macierze

Operacje elementarne - transpozycja:

a;; Qa2
az; Q22
aAmi amo

M. Stowinski (mslowinski@umk.pl)

T —
Ain an
Qon aio
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Macierze

Macierz jednostkowa - macierz kwadratowa, ktéra posiada jedynki na gtéwnej
diagonali i zera na pozostatych diagonalach.

10 0
01 0
Ihxn = .
00 - 1
Przyktadowe macierze jednostkowe:

100
12x2:|:é (1)}.]13x3= 010
0 01
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Macierze

Wyznacznik macierzy - funkcja dziatajaca na macierz, ktéra zwraca jedna liczbe
(rzeczywista lub zespolong, zaleznie od macierzy). Wyznacznik mozemy obliczy¢ za
pomoca rozwiniecia Laplace’a (wzdr ogdlny).

Gdy szukamy wyznacznika det(A) macierzy A, dla kazdego j lub dla kazdego 1
zachodzi zalezno$¢:

det(A) = i aijAy = i aijAij,
i=1 j=1

gdzie
> aij - element macierzy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie

» Ajj - dopetnienie algebraiczne elementu ay;
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Macierze

Dopetnienie algebraiczne elementu ai; danej macierzy A okreslone jest jako iloczyn
Ay = (1M
gdzie My; to minor macierzy, czyli wyznacznik mniejszej macierzy (wymiar n. —1)

powstafej z usuniecia i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Przyktad:
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Macierze

n n
det(A Z aleij = Z aiin,-

Przyktad (iteracja po pierwszym wierszu lub alternatywnie po drugiej kolumnie):

1 2 3
A=1]45 6
7 8 9
5 6 4 6 4 5
1+1 A _1\1+2 o, _1)\1+3 .
Y I RETER LS R
4 6 13 13
—_ (_1\14+2 o, _1)2+2 g, _1)3+2 . q.
Al = (—1) 2‘79‘+(1) 5‘79‘+(1) 8‘46’
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Macierze

Wyznacznik dla macierzy 2x2 mozna przedstawi¢ za pomoca
definicji permutacyjnej wyznacznika:

a b
c d

‘:ad—bc

Dowéd za pomoca wyznacznika Laplace'a:

A_|@ b
|l c d
(Wzdtuz pierwszej kolumny)

Al = (—1)"*'aldl+ (—1)*"'c|b] = ad — be
(alternatywnie wzdtuz drugiego wiersza)

A = (=1)*"'c|bl + (—1)**%d|a| = ad — be
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Macierze

Wyznacznik dla macierzy 3x3 mozna liczy¢ wedtug reguty Sarrusa:

Al = = aek 4+ bfg + cdh — afh — bdk — ceg

Q@ an
>0 o
~ - 0

Dowdéd za pomoca wyznacznika Laplace'a (pierwsza kolumna):

b c
h k

b ¢

_(_1)1+1
Al = (-1)"a . ¢

+(=1)*"g

‘ + (_1)2+1d ‘

Al = a(ek — fh) — d(bk — ch) + g(bf — ce)
|A| = aek — afh — dbk 4+ dch + gbf — gce
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Macierze

Macierz odwrotna - macierz okreslona dla macierzy kwadratowych nieosobliwych
(majacych wyznacznik rézny od zera). Macierz odwrotna do macierzy A oznaczona

jest jako A1 i spetnia warunek:
AAT =1

gdzie 1 to macierz jednostkowa o wymiarach macierzy A.

Macierz odwrotng mozna przedstawic jako:

1

Afl — (AD)T

det(A)’

gdzie
» AP - macierz dopetnien algebraicznych
» (AP)T - macierz dotaczona
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Macierze

Macierz odwrotna - przykfad 2x2
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Macierze

Macierz odwrotna - 2x2 to szczegdlny przypadek:

ab]t 1 d —b
c d ad—bc| —cc a
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Macierze

Macierz odwrotna - przykfad 3x3

123
A=|0 1 1
110
Al=1-1-0+2-1-14+3.0-1—1-1-1—2-0-0—3-1-1=-2
"11‘_‘01’ ’01"T
10 10 11
1 3 -1
2 3 13 1 2
D\T __ o - — _ _
S I I I L I R
23] |13 12
|11 01 01| |
o3 1]
Al==| -1 3 1
2
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Wartos¢ wtasna i wektor wtasny macierzy

Niech A bedzie macierza rzeczywista (zespolong) stopnia n:

1. Wartoscig wtasng macierzy A nazywa sie kazdy pierwiastek rzeczywisty
(zespolony) wielomianu charakterystycznego, tj. liczbe A € R (A € C)
spetniajaca réownanie:

wa(A) =det(A—A1) =0

2. Niezerowy wektor X = (X1, X2, ..., Xn) € R™ (€ C™) nazywamy wektorem
wtasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wtasnej A € R (A € C) tej
macierzy, jezeli spetnia warunek:
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Warto$¢ wtasna i wektor wtasny macierzy (2)

W obu przypadkach zapis réwnan mozemy uprosci¢, przyktad rozpisany dla rozmiaru

3x3:
1. i
a b c 1 0 O a—A b (o
det (A — A1) = det d e f|—-A|l0 1 0 = d e—A f
g h i 0 0 1] g h i—=A
2.

M. Stowinski (mslowinski@umk.pl) Algebra 1 - Materiaty z pomoca do ¢wiczen



Diagonalizowanie macierzy

Kazda macierz kwadratowa rzeczywista (zespolona) stopnia n jest diagonalizowalna,
jezeli istnieje odwracalna macierz rzeczywista (zespolona) P taka, ze macierz
P~1. A . P jest diagonalna (wtedy tez macierz P diagonalizuje macierz A).

Jezeli macierz A jest diagonalizowalna, to réwnoznaczne jest stwierdzenie:
1. wektory wtasne macierzy A tworza baze przestrzeni R™ (C™ )
2. A=P-D-P1 gdzie:
» D - macierz diagonalna, ktérej gtéwna diagonale tworza kolejne wartosci wtasne
macierzy A
» P - macierz, ktérej kolumny s3 wektorami wtasnymi odpowiadajacymi kolejnym
warto$ciom wtasnym wypisanym w macierzy D.
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Rozktad Jordana (1)

Rozktad Jordana, czyli doprowadzenie macierzy A do postaci Jordana z
wykorzystaniem wektoréw wtasnych macierzy A. Kazda z macierzy mozna
przedstawi¢ jako iloczyn:
A =PJP!
gdzie:
» A - dana macierz
» P - nieosobliwa macierz, ktérej niektérymi kolumnami sa wektory wtasne A

» ] - szukana macierz Jordana
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Rozktad Jordana (2)

Sama macierz Jordana J ma posta¢ pseudo-diagonalna. Na diagonali wystepuja tzw.
klatki Jordana:

J, 0 ... O
0 J, ... O
] - : . . :
0 0 ... Ja
gdzie ) )
Ak ' 1T 0 0 0 O
0 A 1 0 0 0
0 0 A¢ 1 0 O
Ik - . . . . . . .

0 0 0 0 ... A 1
0 0 0 0 . 0 A

M. Stowinski (mslowinski@umk.pl) Algebra 1 - Materiaty z pomoca do ¢wiczen



Rozktad Jordana (3)

W przypadku, gdy liczba wektoréw wtasnych jest mniejsza niz wymiarowos¢
przestrzeni (np. dwa wektory wiasne w przestrzeni R?) baze tej przestrzeni ztozona z
wektoréw wtasnych uzupetnia sie o tzw. wektory dotaczone, wedtug schematu:
X1
X2

(A —A1)-

I
2

Xn

gdzie:
> A jest wartoscig wtasng wystepujaca wielokrotnie w wielomianie

charakterystycznym, a dla ktérej liczba wektoréw wtasnych jest mniejsza niz
krotno$¢ degeneracji
> X jest wektorem wtasnym dla wartosci wtasnej A
Tak utworzony wektor X = (x1, X, ..., X, ) dopisywany jest do macierzy P i wraz z
wektorami wtasnymi tworza baze przestrzeni.
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