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1. Zwiazki pomiedzy spojnikami prawdziwoSciowymi

Na poprzednim wyktadzie poznaliSmy operatory i spdjniki prawdziwosciowe. Poznajmy te-
raz rozne zwiazki zachodzace pomigdzy nimi. Zwiazki te beda wyraza¢ réwnowaznos¢ logiczng
zachodzaca pomiedzy zdaniami zbudowanymi za pomoca operatoréw i spdjnikow prawdziwo-
Sciowych. Dlatego rozpoczniemy te czeS¢ wyktadu od przypomnienia pojecia wynikania logicz-
nego i pojecia rownowaznosci logicznej.

1.1. Wynikania logiczne i rownowaznos¢ logiczna

Na poprzednim wyktadzie powiedziano, iz symbol ‘=’ wyraza to, iz zdania stojace po obu
jego stronach sa LOGICZNIE ROWNOWAZNE, czyli prawdziwos¢ jednego gwarantuje prawdziwos¢
drugiego oraz odwrotnie. To gwarantowanie ma polega¢ na WYNIKANIU LOGICZNYM.

1.1.1. Wynikanie logiczne

Moéwimy, ze z danych przestanek wynika logicznie dany wniosek, gdy wytacznie na mocy
znaczenia statych logicznych nie jest tak, iz wszystkie przestanki sa prawdziwe, a wniosek nie
jest prawdziwy. Interpretacje pozostalych wyrazei jest tu nieistotna.

Aby wyrazi€ to, iz z grupy przestanek /7 wynika logicznie wniosek § piszemy: I E pS.
W przypadku, gdy grupa przestanek /7 jest skoniczona i sktada si¢ ze zdafi a4, ..., @n, po prostu
przed symbolem ‘=’ wymieniamy te zdania, czyli uzywamy zapisu: as,...,a, £ B.! Zatem
w szczegllnym za$ przypadku, gdy grupa przestanek /7 jest jednoelementowa i sklada si¢ ze
zdania «, piszemy: a E B.°

Wynikanie logiczne sprowadza si¢ to do tego, iz przestanki i wniosek podpadaja pod jakis
formalny niezawodny schemat wnioskowania.

Wynikanie logiczne zachodzace pomiedzy zdaniami zbudowanymi za pomoca operatoréw
i sp6jnikéw prawdziwoSciowych mozna bada¢ tatwa metoda tabelkowa. Polega ona na tym,
ze — na podstawie tabelek dla operatoréw i spdjnikéw zdaniowych — analizujemy wszystkie
przypadki wartosci logicznych jakie moga przyjmowac litery zdaniowe ‘p’, ‘q’ ‘r’, ‘s’ itd. Dla
jednaj litery mamy tylko dwa przypadki; dla dwdch liter — cztery; dla trzech liter — osiem; dla

* © 2010 prawa autorskie do catosci ma wytacznie autor.

' Zatem zapis a1,...,an [ B glosi: ze zdan ay, ..., @, wynika logicznie zdanie 5.
2 Zatem zapis @ | f glosi: ze zdania @ wynika logicznie zdanie S.
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czterech liter — szesnascie. Ogdlnie dla n liter mamy 2" przypadkéw. Metoda sprawdzania, czy
zachodzi wynikanie logiczne polega na tym, iz badamy czy jest taki przypadek, przy ktérym
wszystkie przestanki sa prawdziwe, a wniosek jest fatszywy. Jesli jest, to wynikanie nie zacho-
dzi. Jesli nie ma takiego przypadku, to wynikanie zachodzi. Innymi stowy wynikanie zachodzi,
gdy w kazdym przypadku, w ktérym przestanki sg prawdziwe, prawdziwy jest tez wniosek.?

1.1.2. Réwnowaznos¢ logiczna

Mowimy, ze jedno zdanie jest logicznie rownowazne z drugim, gdy z jednego zdania wynika
logicznie drugie oraz odwrotnie. OczywiScie, relacja rownowaznosci logicznej jest symetryczna,
wiec w takim przypadku wolno po prostu méwic, iz dwa zdania sg logicznie rOwnowazne.

Aby wyrazi¢ to, iz zdanie « jest logicznie rownowazne ze zdaniem g piszemy: « H gS.
Zgodnie z definicjg rownowaznoSsci logicznej zapis ten znaczy, ze @« = forazf E «. Zatem
symbol ‘=’ ma by¢ potaczeniem symboli ‘=’ i ‘.

Réwnowaznos$¢ logiczng zachodzaca pomiedzy zdaniami zbudowanymi za pomoca operato-
réw i spdjnikéw prawdziwosciowych takze mozna badaé fatwa metoda tabelkowa. Polega ona na
tym, ze — na podstawie tabelek dla operatorow i spéjnikow zdaniowych — analizujemy wszyst-
kie przypadki wartoSci logicznych jakie moga przyjmowac litery zdaniowe ‘p’, ‘q’ ‘r’, ‘s’ itd.
(patrz paragraf dotyczacy wynikania logicznego). Sprawdzania, czy zachodzi réwnowaznos¢ lo-
giczna jest w gruncie rzeczy prostsze od sprawdzania czy zachodzi wynikanie logiczne. Polega
na tym, iz badamy czy we wszystkich przypadkach badane zdania majg t¢ samg warto$¢. Gdy
mamy do czynienia z tabela, to sprowadza si¢ to do tego, czy kolumny wartosci pod badanymi
zdaniami sg identyczne. Jesli tak jest, to rownowazno$¢ zachodzi. Jesli tak nie jest, to przypadku,
to réwnowazno$¢ nie zachodzi.

Istotnie — zgodnie z definicja r6wnowaznosci logicznej — powyzsza metoda wystarczy do
stwierdzenia, czy zachodzi ona czy nie. Jesli we wszystkich przypadkach badane zdania maja t¢
samg warto$¢, to nie ma takiego przypadku, aby jedno z nich byto prawdziwe, a drugie nie. Zatem
mamy oba wynikania, czyli mamy tez réwnowaznoS$¢. Jesli zas$ jest choc¢ jeden taki przypadek,
przy ktérym jedno ze zdan jest prawdziwe, a drugie jest falszywy, to z jednego ze zdan nie
wynika drugie, czyli nie ma tez r6wnowaznosci.

Dla dowolnych dan (formuf) « i f mamy nastepujace zasady:

~~a H a, (1)
a = B wtedy i tylko wtedy, gdy ~a H ~p, 2)
~a H B wtedy i tylko wtedy, gdy a H ~pB. 3)

Pierwsza to prawo podwdjnej negacji (podwdéjna negacja danego zdania jest logicznie réwno-
wazna z tym zdaniem). Drugie méwi, ze dodanie (odp. usuniecie) negacji do zdah réwnowaz-
nych zachowuje rownowaznos¢. Trzecig zasad¢ otrzymamy z dwoch pierwszych (glosi ona: «ne-
gacje wolno przenie$¢ na drugg strong rownowaznosci»): ~a = B wtedy i tylko wtedy, gdy
~~a = ~p wtedyitylko wtedy, gdy @« =H ~8.

1.2. Prawa de Morgana

Zachodza nastepujace zwiazki pomiedzy prawdziwo$ciowa alternatywa niewykluczajaca a
koniunkcja wyrazone nastgpujacymi prawami de Morgana:

~(pva) H ~pA~q

3 Jest to wigc ta sama metoda, za pomocg ktérej badamy czy dany formalny schemat wnioskowania jest nie-
zawodny (odp. zawodny).
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pvg H ~(~pA~0Q)
~(pAQ) H ~pVv~q
PAQ H ~(~pVv~0Q

Pierwsze z nich glosi, iz jednym z zaprzeczen prawdziwoSciowej alternatywa niewykluczajacej
jest koniunkcja negacji zdani sktadowych. Trzecie za$ glosi, ze jednym z zaprzeczen koniunkcji
jest prawdziwosciowa alternatywa niewykluczajaca negacji zdan sktadowych.*

Sprawdzimy pierwsze prawo sposobem tabelkowym:

pla]pva|~(pva)|~p|~q|~pAr~q]

1|1 1 0 0 0 0
10 1 0 0 1 0
01 1 0 1 0 0
010 0 1 1 1 1

W kazdym przypadku badane zdania majg te samg warto$¢, wiec sg one logicznie réwnowazne.’

Stosujac zasade (3) do pierwszego prawa de Morgana otrzymujemy:
pvag H ~(~pAr~0Q

Oczywiscie mozna to tez sprawdzi¢ bezposrednio metoda tabelkowa:

lplalpval~p|~a|~pAr~q|~(~pA~Q)]

11 1 0 0 0 1
10 1 0 1 0 1
0|1 1 1 0 0 1
00 0 1 1 1 0

W kazdym przypadku badane zdania maja t¢ sama warto$¢, wigc sg one logicznie rownowazne.
Udowodnimy teraz kolejne z praw de Morgana:

~(pAQ) H ~pV~q

plalpral~(prgd|[~p|[~q]~pV~(q]

1|1 1 0 0 0 0
10 0 1 0 1 1
01 0 1 1 0 1
010 0 1 1 1 1

W kazdym przypadku badane zdania maja t¢ sama warto$¢, wigc sg one logicznie rownowazne.
Ponownie stosujac zasade (3) otrzymujemy:

pAg H ~(~pVv~0Q)

# Prawa de Morgana w pewien sposéb wyjasniajg powéd uzycia symbolu ‘A’ dla spéjnika koniunkcji. W tych
prawach mamy puaLNOSC tego spéjnika wzgledem spdjnika alternatywy niewykluczajacej, tzn. zamiana miejscami
tych spéjnikéw w jednym z praw daje drugie. Zatem odwracamy «do géry nogami» symbol ‘V’ (ten za$§ — jak
pamiegtamy — pochodzi od facifiskiego ‘vel’).

> Por. punkt 1.1.2.
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OczywiScie mozna to tez sprawdzi¢ bezposrednio metodg tabelkowa:

ipla]pral~p|~a]~pv~q|~(~pVv~Q]

1|1 1 0 0 0 1
110 0 0 1 1 0
01 0 1 0 1 0
00 0 1 1 1 0

W kazdym przypadku badane zdania majg t¢ samg wartoS¢, wigc sg one logicznie rOwnowazne.

1.3. Alternatywa wykluczajaca a alternatywa niewykluczajaca

Wykazemy, ze zachodzi nast¢pujaca rownowaznos$¢ logiczna:

pYagkH (pva)A~(pAQ)

Zatem prawdziwoSciowg alternatywe wykluczajaca da si¢ wyrazi¢ za pomocg prawdziwoscio-
wej alternatywy niewykluczajacej, koniunkcji i negacji (lapidarnie méwiac: doktadnie jedno to
to samo, co co najmniej jedno, lecz nie oba razem). Te rownowaznoS$¢ sprawdzimy sposobem
tabelkowym:

'plalp¥Yalpvalprg|~(pra)[(pvaA~(pArQ)|
111 0 1 1 0 0

110 1 1 0 1 1

011 1 1 0 1 1

0|0 0 0 0 1 0

W kazdym przypadku badane zdania majg t¢ samg wartoS¢, wigc sg one logicznie rOwnowazne.
Dla negacji za§ mamy nast¢pujacy zwigzek:

~(p¥Q) = (pPAQV(~pA~Q)

Te rownowaznosci pokazuja, ze prawdziwoSciowg alternatywe wykluczajaca wolno pominaé w
rozwazanej teorii.

2. Spodjnik zdaniowy ‘jezeli ..., to’. Zdania warunkowe

2.1. OKkreslenie zdan warunkowych

Wyrazenie ‘Jezeli ..., to ___’ jest spdjnikiem zdaniowym, gdyz puste miejsca maja wypelnic
zdania (badz ich réwnowazniki). Z jego pomoca tworzymy tzw. zdania warunkowe w trybie
oznajmujgcym.® Zauwazmy, ze obok formy ‘Jezeli ..., to ___’ (np. ‘Jezeli pada, to jest mokro’)
uzywana jest takze forma: ‘___, jezeli ...’ (np. ‘Mokro jest, jezeli pada’). Zatem wolno zmienié
kolejnos¢ zdafi sktadowych nie zmieniajac sensu calego zdania. Ponadto zauwazmy, ze w obu
formach zamiast stowa ‘jezeli’ wolno uzy¢ wyrazefi ‘jesli’ i ‘o ile’, nie zmieniajac sensu catosci.

® Nie bedziemy zajmowad sie tu innymi trybami zdan warunkowych, w tym zdaniami postaci ‘Jesliby p, toby q’
(por. dalej przypis 18 w przykladzie 4, podany na s. 9).
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Umowa techniczna: zdanie (badZ jego réwnowaznik) stojace po stowie ‘jezeli’ (odp. ‘jesli’)
nazywamy poprzednikiem, a drugie zdanie sktadowe nazywamy nastepnikiem. Zatem:

Oczywiscie, puste miejsca nie sa wypelnione przez rzeczowniki ‘poprzednik’ i ‘nastepnik’, lecz
przez zdania (badz ich réwnowazniki), ktdre nazywane sa odpowiednio poprzednikiem i nastep-
nikiem. W podanym przyktadzie poprzednikiem jest rtownowaznik zdaniowy ‘Pada’, a nastepni-
kiem réwnowaznik ‘Jest mokro’.
Nie wszystkie zdania zbudowane za pomoca podanego spdjnika nazywamy zdaniami wa-
runkowymi. Pod to pojecie podpadaja tylko te z nich, ktére spetniaja nastepujacy warunek:
chodzi nam w nich o to, Ze )
*
prawdziwos¢ poprzednika pocigga (w pewnym sensie) prawdziwo$¢ nastgpnika.
Zauwazmy, iz powyzszy warunek mowi o intencjach osoby wypowiadajacej dane zdanie. To, iz
zdanie warunkowe ma wyraza¢ (%) nie znaczy od razu, ze musi ono spetnia¢ warunek:

prawdziwos¢ poprzednika pocigga (w pewnym sensie) prawdziwos¢ nastepnika. (%)

W zakwalifikowaniu danego zdania do zdai warunkowych chodzi o intencje. Jesli dane zdanie
bedzie wyraza¢ odpowiednie intencje, czyli spetniac (x), to bedzie ono zdaniem warunkowym,
a ponadto jeSli bedzie spetnia¢ (%), to bedzie to zdanie prawdziwe. Jesli zas bedzie tylko spet-
nia¢ (x), a nie spetnia¢ (% %), to bedzie to falszywe zdanie warunkowe. Zdania, ktére w ogéle
nie spetniaja warunku (x), nie sg zdaniami warunkowymi.

Przyktadowo, nie jest zdaniem warunkowym ponizsze zdanie:

Jezeli jestesS glodny, to jedzenie jest w lodéwce.

W tym przypadku przeciez nie jest spetniony warunek (*), gdyz osobie go wypowiadajacej NIE
chodzi o to, iz prawdziwo$¢ poprzednika pociaga prawdziwosci nastgpnika (w zadnym mozli-
wym sensie stowa ‘pocigga’). Tutaj mamy do czynienia jedynie z tzw. instrukcjq warunkowq.”
Doktadniej, podane zdanie ma tylko pozor zdania orzekajacego. W pelnej postaci mamy:

Jezeli jestes gltodny, to weZ sobie jedzenie, ktore jest w lodowce!

Wydajemy komus polecenie, ktore tyczy si¢ tego kogo$ pod warunkiem, ze ten ktos jest gtodny.

Dodajmy, ze w sformutowaniu warunkéw (%) i (% %) nie chodzito nam o to, iz poprzednik
jest prawdziwy. Mamy do czynienia z analogiczng sytuacja, jak w przypadku schematéw nieza-
wodnych, czy tez relacji wynikania.

2.2. Przypomnienie: prawdziwos$¢ zdan

Przypomnijmy: méwiac, iz dane zdanie jest prawdziwe mamy na mysli to, ze w rzeczywi-
stosci jest tak, jak to zdanie glosi. W podanym pojeciu bycia zdaniem prawdziwym odnosimy
sie do aktualnej sytuacji. Zatem rzeczywisto$¢, o ktérej méwimy, ma by¢ aktualng sytuacja.

>

7 Poréwnaj réznego rodzaju jezyki programowania. Konstrukcje postaci ‘If ... then _ __’ stuzg do budo-
wy instrukcji (polecen) warunkowych. W tego rodzaju jezykach (z reguly) nie pojawiajg si¢ zdania warunkowe,
chociaz mamy tam koniunkcje (budowane za pomoca ‘and’) oraz prawdziwosciowe alternatywy niewykluczajace
(budowane za pomoca ‘or’).
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Oczywiste jest to, ze sg takie zdania, ktére w jednych sytuacjach sa prawdziwe, a w innych
nie sa prawdziwe. Oto przyktady takich zdan: ‘Deszcz pada’, ‘Jest mokro’, ‘Warszawa jest stolica
Polski’, “Wolno ci prowadzi¢ méj samochdd’ itp.

Mogliby§my zatem powiedzie¢ ogdlniej: dane zdanie jest prawdziwe w danej sytuacji, gdy
w tej sytuacji jest tak, jak to zdanie glosi. Zwrot ‘zdanie prawdziwe’ jest wigc skrétem zwrotu:
‘zdanie prawdziwe w aktualnej sytuacji’.

2.3. Prawdziwos¢ zdan warunkowych

Wszystko to, co napisaliSmy powyzej o pojeciu prawdziwosci zdarn odnosi si¢ takze do zdan
warunkowych. Sa w §rdd nich takie, ktore sg prawdziwe TYLKO W NIEKTORYCH sytuacjach. Sa
réwniez takie zdania warunkowe, ktére sa prawdziwe we wszysTkicH sytuacjach. Dalej zilu-
strujemy to odpowiednimi przyktadami. Wczesniej jednak zajmijmy si¢ wynikaniem.

2.4. Wynikanie

Jak wyzej wspomnieliSmy sformutowanie warunkoéw () i (x*) ma zwigzek wynikaniem,
czy tez z formalnymi niezawodnymi schematami wnioskowan. W tym punkcie przypomnijmy
pewne informacje, ktére dalej beda przydatne.

Mamy nastepujace trzy typy wynikania:

1. Wynikanie logiczne (zob. punkt 1.1.1).

2. Wynikanie entymematyczne — z danych przestanek i z jakich§ dodatkowych ukrytych wyni-
ka logicznie dany wniosek. Te ukryte przestanki sa zdaniami koniecznymi (pewnymi), dlate-
go ich nie wypowiadamy. Nazywamy je przestankami entymematycznymi. W tym przypadku
wynikanie sprowadza si¢ do tego, iz pod jaki$ formalny niezawodny schemat wnioskowania
podpadajg przestanki, jawne i ukryte, oraz wniosek.®

3. Wynikanie ogélne — nie jest mozliwe, aby zaréwno przestanki byty prawdziwe, a wniosek
nie byl prawdziwy.

Zauwazmy, ze podane typy wynikania nie sg roztaczne. Mianowicie, zarowno wszystkie wy-
nikania logiczne jak i wszystkie wynikania entymematyczne sa takze wynikaniami w sensie
ogOllnym.

Istotnie, po pierwsze, zat6zmy ze z danych przestanek wynika logicznie dany nastepnik.
Wowczas WYLACZNIE NA MocCY sensu statych logicznych nie jest tak, iz zarazem przestanki sg
prawdziwe, a wniosek nie jest. Stad w kazdej sytuacji, w ktdrej wszystkie przestanki sa prawdzi-
we, prawdziwy jest tez wniosek, tzn. niemozliwe jest, aby przestanki byly prawdziwe, a wniosek
nie byt.

Po drugie, zal6zmy ze z danych przestanek oraz z ukrytych, ktére sg konieczne, wynika
logicznie wniosek. WOwczas WYLACZNIE NA MocCY sensu statych logicznych nie jest tak, iz za-
razem dane przestanki i te ukryte sa prawdziwe, a wniosek nie jest. Stad w kazdej sytuacji,
w ktorej przestanki dane i te ukryte sa prawdziwe, prawdziwy jest tez nastepnik. Lecz te ukryte
przestanki, jako konieczne, maja by¢ prawdziwe w kazdej sytuacji. Zatem w kazdej sytuacji,
w ktorej jawne przestanki sa prawdziwe, prawdziwy jest tez wniosek, tzn. niemozliwe jest, aby
dane przestanki byty prawdziwe, a wniosek nie byt.

8 ‘W Wikipedii czytamy: ,,Wnioskowanie entymematyczne, takze entymemat lub entymem (z gr. [...] —
w umysSle) — takie wnioskowanie dedukcyjne, w ktérym zostata przemilczana ktéra$ z przestanek. We wniosko-
waniu, w ktérym pomini¢to jakas konieczng przestanke, wniosek nie wynika logicznie z koniunkcji przestanek
przyjetych — méwi si¢ wtedy jednak o wynikaniu entymematycznym.”
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2.5. Zdania warunkowe, ktore sg prawdziwe w kazdej sytuacji

Zdania warunkowe, ktdre sa prawdziwe w kazdej sytuacji to takie, dla ktérych z poprzednika
wynika nastepnik, w jednym z trzech nastepujacych typéw wynikania:

1. Z poprzednika wynika logicznie nastepnik.’

2. Zpoprzednika wynikanie entymematyczne nast¢pnik, tzn. z poprzednika oraz z ukrytych prze-
stanek (koniecznych) wynika logicznie nastepnik.'®

3. Wynikanie ogélne w nastepujacym sensie: nie jest mozliwe, aby zaréwno poprzedni byt praw-
dziwy, a nastepnik nie byt prawdziwy.!!

Zauwazmy, ze zgodnie z pojeciem wynikania logicznego oraz wynikania entymematycznego,
zdania warunkowe, ktére sg prawdziwe ze wzgledu na te dwa typy wynikan, sg tez prawdziwe
ze wzgledu na trzeci typ, czyli wynikanie ogdélne. Otrzymujemy to z tego, co napisaliSmy w
punkcie 2.4.

Przyklad 1. Z pierwszym typem wynikania, czyli z wynikaniem logicznym, zwigzane jest po-
nizsze zdanie warunkowe:

Jezeli Jan jest Polakiem i jest bogaty, to jakis Polak jest bogaty.

Mamy nastepujace wynikanie logiczne (odp. formalny schemat niezawodny):!?

Jan jest Polakiem i jest bogaty T ajest S-em A ajest M-em

Jakis$ Polak jest bogaty Jakis S jest M-em

Przyklad 2. Z drugim typem wynikania, czyli z wynikaniem entymematycznym, zwigzane jest
ponizsze zdanie warunkowe:

Jezeli Jan ma syna, to jest ojcem.

Mamy nastepujace wynikanie entymematyczne'? i zwigzane z nim wynikanie logiczne:

Kazdy mezczyzna, ktéry ma syna, jest ojcem
Jan jest mezczyzng

Jan ma syna Jan ma syna T
Jan jest ojcem Jan jest ojcem
Kazdy M, ktéry jest S-em, jest P-em
ajest M-em Kazdy Q jest P-em
ajest S-em T ajest Q-em
ajest P-em ajest P-em

W pierwszym schemacie formalnym uprosciliSmy strukture logiczng przestanek, w drugim za$
‘Q’ zastapito ‘M, ktéry ma S-a’ (‘mezczyzna, ktéry ma syna’). .

% W tym przypadku wynikanie sprowadza sie to do tego, iz poprzednik (jako przestanka) oraz nastepnik (jako
whniosek) podpadajg pod jakis formalny niezawodny schemat wnioskowania (zob. dalej przyktad).

10°W tym przypadku wynikanie sprowadza sie do tego, iz pod jaki$ formalny niezawodny schemat wnioskowa-
nia podpadaja jako przestanki — poprzednik i ukryte przestanki, a jako wniosek — nastepnik (zob. dalej przyktady).

1" Przyktadem jest tu zdanie warunkowe ‘Jezeli pada to jest mokro’. Nie chodzi tu o wynikanie entymema-
tyczne. To raczej to zdanie jest przestanka entymematyczng w innych wynikaniach. Na przyklad: ze zdania ‘Pada’
wynika entymematycznie zdanie ‘Jest mokro’, gdyz po dodaniu przestanki ‘Jezeli pada to jest mokro’ otrzymamy
wynikanie logiczne (zob. dalej przyktad).

12 Symbol * = * wyraza wynikanie logiczne. Do schematéw i zapiséw rozumowari stosowaé bedziemy «zapis
pionowy»: ‘.

13 «Pionowy symbol» ‘||’ ma wyraza¢ wynikanie entymematyczne.
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Z trzecim z wymienionych typéw wynikania, czyli z ogélnym wynikaniem, zwigzana jest
tzw. interpretacja modalna zdai warunkowych. Zgodnie z nig zdanie warunkowe:

Jezeli p, to q

znaczy tyle, co:
Niemozliwe jest to, iz zarazem p i nieprawda, ze q

W zapisie symbolicznym wyrazimy to jako:'*

~o(pA~Q)

Zdanie warunkowe w interpretacji modalnej ma miano implikacji Scistej Lewisa. Przy tej inter-
pretacji zdanie ‘Jezeli p, to ¢’ zapisujemy symbolicznie jako: ‘p 3 ¢.'> Mamy zatem:

p3g H ~o(pAr~0a)
Przyktad 3. Ponizsze zdania warunkowe maja interpretacje modalna:

Jezeli pada, to jest mokro.

Jezeli ta Zarowka sie §wieci, to doptywa do niej prqd elektryczny.
Maja one méwié odpowiednio

NiemoZliwe jest, ze zarazem pada i nie jest mokro.

NiemoZliwe jest, ze zarazem ta Zarowka sig Swieci i nie doptywa do niej prqd elektryczny.

Jak juz wspomnieliSmy, zgodnie z pojeciem wynikania logicznego oraz wynikania entyme-
matycznego, zdania warunkowe, ktore sa prawdziwe ze wzgledu na te typy wynikan, sa tez praw-
dziwe w interpretacji modalne;j.

2.6. Ceteris paribus, czyli zdania warunkowe, ktorych prawdziwos¢ zalezy od sytuacji

Teraz przejdziemy do przyktadéw zdan warunkowych, dla ktérych prawdziwosci istotna jest
sytuacja, w ktorych je wypowiadamy. Sg one zwigzane z tzw. ideg warunkow ceteris paribus,
z taciny: w tych samych (poza tym), nie zmienionych warunkach, okoliczno$ciach.'® Do prze-
stanek ceteris paribus zaliczymy wybrane zdania, ktre opisuja aktualng sytuacje. Drugiego
rodzaju zdania warunkowe to takie, dla ktérych z poprzednika i z przestanek ceteris paribus
wynika nastepnik, w jednym z trzech typéw wynikania wymienionych w poprzednim punkcie.
Innymi sfowy, nastepnik ma wynika¢ z poprzednika i z tego, ze nie beda zmienione niektdre z
aktualnych okolicznoSci.

14 Por. zapisy symboliczne podane na poprzednim wyktadzie.

15" Oczywiscie, zapis ‘p 3 ’ odczytujemy jako: ,Jezeli p, to ”. Chodzi tylko o zaznaczenie, ze chodzi o
modalng interpretacje zdania warunkowego.

16 W Wikipedii czytamy: ,,Ceteris paribus to zwrot pochodzacy z taciny, oznaczajacy dostownie wszystko
inne takie samo. Na polski ttumaczy si¢ zwykle jako przy pozostatych warunkach réwnych lub przy tych samych
okolicznosciach. Uzycie tego zwrotu oznacza §wiadome odrzucenie, w celu uproszczenia rozumowania, mozliwosci
zajScia pewnych wydarzen lub warunkéw, mogacych zaburzy¢ zwiazek migdzy przestanka a wnioskiem.”
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Przyklad 4. Powszechnie wiadomo, ze prezydent USA Kennedy zostal zabity w zamachu w
Dallas. Osobg podejrzang o zastrzelenie Kennedy’ego jest Oswald. Rozwazy wiec ponizsze zda-
nie warunkowe:

Jezeli Oswald nie zabit Kennedy’ego, to zrobit to ktos inny.

Dzisiaj to zdanie jest prawdziwe, gdyz mamy przestanke ceteris paribus méwiaca, ze kto$ zabit
Kennedy’ego. To zdanie warunkowe stwierdza, ze prawdziwos$¢ poprzednika i przestanki ceteris
paribus pociagaja prawdziwo$¢ nastepnika. Ta dodana przestanka jest prawdziwa w aktualnej
sytuacji. Czy poprzednik jest prawdziwy nie wiadomo. Ale jesli jest prawdziwy, to prawdziwy
bedzie rowniez nastepnik. Mianowicie mamy wynikanie logiczne, gdy jako przestanka — obok
poprzednika — dodane bedzie zdanie prawdziwe w aktualnej sytuacji:'’

Ktos zabit Kennedy’ego. xZ a AxX(x Z a)
Oswald nie zabit Kannedy’ego. T ~bZa ~bZa
Kennedy’ego zabit ktos inny. X#b AX(X#bAXZa)

Oczywiscie, nie mozna tu mowi¢ o wynikaniu entymematycznym, gdyz dodana przestanka nie
jest konieczna, tzn. nie musiato tak sie sta¢, ze kto$ zabit Kennedy’ego.!8

Podane zdanie warunkowe nie byto prawdziwe przed zabdjstwem Kennedy’ego. Wtedy spra-
wa byta o tyle prosta, gdyz poprzednik byt prawdziwy, a nast¢pnik fatszywy, czyli prawdziwos¢
poprzednika na pewno nie pociggala prawdziwosci nastepnika. °

Przyklad 5. Wybierzmy dwie przystowiowe osoby: Jana i Piotra. Zat6zmy, ze Jan dat Piotrowi
dowdd rejestracyjny swojego samochodu oraz ze Piotr jest trzezwy. W tej sytuacji prawdziwe
bedzie nastepujace zdanie warunkowe:

Jezeli Piotr ma przy sobie swoje prawo jazdy, to wolno mu prowadzi¢ samochéd Jana.
Mamy nastepujace wynikanie logiczne:

Kazdy kto otrzymat od kogo$ dowdd rejestracyjny samochodu tego kogos, jest trzeZzwy
oraz ma przy sobie prawo jazdy, ma prawo prowadzié¢ samochdd tego drugiego.
Piotr otrzymat od Jana dowdd rejestracyjny samochodu Jana.

Piotr jest trzezwy.

Piotr ma przy sobie prawo jazdy.

. . 7 2z -lT
Piotr ma prawo prowadzi¢ samochdd Jana.

Nie sama prawdziwo$¢ prawdziwoS¢ poprzednika gwarantuje prawdziwoS¢ nastepnika, lecz
prawdziwos$¢ poprzednika acznie z ogélnym prawem dotyczacym pozwolenia na prowadzenie
cudzego samochodu oraz z dwoma dodatkowymi przestankami opisujacymi aktualng sytuacje.
Te dodane zdania sa wlaSnie przestankami ceteris paribus.

17 Uzyty zapis ‘Ax(x Z @)’ odczytujemy: jaki$ obiekt, oznaczony dalej przez ‘X, jest taki, ze X Z a. Czyli w
naszym przykladzie mamy: jaki$ obiekt, oznaczony dalej przez ‘X', jest taki, Ze X zabil Kennedy’ego. A to po prostu
znaczy znaczy: kto$ zabil Kennedy’ego. Podobnie zapis ‘IX(X # a A X Z @)’ odczytujemy: jakis obiekt, oznaczony
dalej przez ‘X, jest taki, ze X # bi X Z a. Czyli w naszym przykladzie mamy: jakis obiekt, oznaczony dalej przez
‘X, jest taki, ze X jest r6zny od Oswalda oraz X zabit Kennedy’ego. A to po prostu znaczy znaczy: kto§ rézny od
Oswalda zabit Kennedy’ego.

18 7 tego tez wzgledu za falszywe uznamy zdanie uzyte w trybie warunkowym: ‘Jesliby Oswald nie zabit
Kennedy’ego, to zrobitby to kto$ inny’. To ostanie zdanie wymusza przeciez koniecznos$¢ («nieuchronnos$é») tego,
ze kto$ zabije Kennedy’ego.
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W sytuacji, w ktérej Piotr nie jest trzeZwy podane zdanie warunkowe nie bedzie prawdziwe.
Wtedy prawdziwos¢ poprzednika nie pociggnie prawdziwosci nastepnika, gdyz brakuje jednej
dodatkowej przestanki, ktéra wolno przyjac tylko wéwczas, gdy jest prawdziwa.

Podobnie bedzie w sytuacji, w ktorej Jan nie dat Piotrowi dowodu rejestracyjnego swojego
samochodu. o

PodaliSmy przykiady zdarhi warunkowych, w ktérych prawdziwos¢ poprzednika plus opis ak-
tualnej sytuacji pociagaly prawdziwos¢ nastepnika. Nastepnik wynika nie z samego poprzedni-
ka, lecz poprzednika oraz pewnych zdan (prawdziwych) opisujacych aktualng sytuacje. Dlatego
w warunkach (%) i (%) mowiliSmy, ze «w pewnym sensie» prawdziwoS$¢ poprzednika pocigga
prawdziwos¢ nastepnika.

Mozna tez podac przyktady prawdziwych zdain warunkowych opartych na drugim typie wy-
nikaniu, czyli wynikaniu entymematycznym, oraz na idei ceteris paribus. Najwiecej za$ bedzie
zdan warunkowych opartych na ogélnym wynikaniu potaczonej z idea warunkow ceteris pari-
bus. Bedzie to specyficzna interpretacja modalna, przy ktdrej zdanie warunkowe:

Jezeli p, to q
znaczy tyle, co:
Niemozliwe jest to, iz zarazem pi C, i nieprawda, ze
gdzie C ma wyraza¢ warunki ceteris paribus. W zapisie symbolicznym wyrazimy to jako:

~Oc(P A ~0)

2.7. «Niepelna tabelka» dla zdan warunkowych

Mamy trudnosci z podaniem jednolitej formalnej interpretacji zdan warunkowych jezyka na-
turalnego. Jedynie, co mozemy tu powiedzie¢, ze zachowuja si¢ one wedtug ponizszej tabelki.
W tabelce tej rozpatrujemy cztery logicznie mozliwe przypadki wartoSci logicznych poprzedni-
ka i nast¢pnika.

p q Jezeli p, to q
poprzednik | nastepnik || Jezeli roredis, to _nasepnik

1 0 0

1 1 ?

0 1 ?

0 0 ?

Symbol ‘?” znaczy: albo prawda, albo falsz, w zaleznoSci od tresci poprzednika i nastepnika.
Zatem zdanie warunkowe ma warto$¢, lecz nie jest ona wyznaczona przez same wartoSci po-
przednika i nastgpnika. Do tego potrzebna jest jeszcze tres¢ zdan sktadowych. !

Podana tabelka u§wiadamia nam, ze w istocie nie mamy zadnego wyznaczania wartosci zda-
nia warunkowego przez same wartoSci logiczne zdan sktadowych. (Zatem ta tabelka nic nie
pokazuje. Przydatna ona bedzie w nastepnym punkcie do innych celow.)

Ponizej wyjasnimy poszczegdlne cztery przypadki.

1. Zdanie warunkowe wyraza to, ze nastepnik wynika albo z samego poprzednika, albo z
poprzednika oraz pewnych przyjetych faktéw. Ale skoro poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik

19 Oczywiscie, i to nie musi by¢ wystarczajace do tego, by zna¢ warto$¢ zdania warunkowego. Chodzi nam o
to, iZ na pewno nie wystarczy znajomo$¢ samych wartosci (poprzednika i nast¢pnika).
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fatszywy, wiec wynikanie nie zachodzi. Zatem zdania warunkowe jest falszywe, gdyz nie ma
miejsca to, co glosi.

2. Podamy dwa przyktady zdan, w ktoérych poprzedniki i nast¢pniki sg prawdziwe. Jedno z
nich bedzie prawdziwe, a drugie falszywe. To pokazuje, ze sama warto$¢ zdan sktadowych nie
wyznacza wartoS$ci zdania warunkowego.

prawda prawda

Jezeli A.P. ma corke, to A.P. jest ojcem

prawda
prawda prawda

Jezeli A.P. jest ojcem, to A.P. ma corke

fatsz

3. Podamy dwa przykfady zdan, w ktérych poprzedniki i nastepniki maja wartosci rozpa-
trywane w tym przypadku. Jedno z nich bedzie prawdziwe, a drugie falszywe. To pokazuje, ze
sama warto$¢ zdan sktadowych nie wyznacza wartoSci zdania warunkowego.

falsz prawda

Jezeli A.P. ma syna, to A.P. jest ojcem

prawda
fatsz prawda

Jezeli A.P. ma syna, to A.P. ma cérke

fatsz

4. Podamy przyktady zdafi, w ktérych poprzedniki i nastepniki maja wartoSci rozpatrywane
w tym przypadku. Jedno z nich bedzie prawdziwe, a drugie fatszywe. To pokazuje, ze sama
warto$¢ zdan sktadowych nie wyznacza warto$ci zdania warunkowego.

fatsz fatsz

Jezeli A.P. nie jest ojcem, to A.P. nie ma corki

prawda
fatsz fatsz

Jezeli A.P. ma syna, to A.P. nie jest ojcem

fatsz
fatsz fatsz

Jezeli Torun ma tylko tysigc mieszkaficow, to Torun ma trzy miliony mieszkancow

fatsz

Podana tabelka jest takze zgodna z interpretacja modalna, tj. z tabelkami dla operatoréw:
‘¢’ i negacji, oraz spdjnika koniunkcji:

lplal ~alpar~q]o(pAr~g || ~o(pAr~0) ]

110 1 1 1 0
11 O 0 ? ?
0|1} O 0 ? ?
0[O0 1 0 ? ?

Oczywiscie, ta tabela nie jest dowodem, lecz pokazuje jedynie zgodno$¢ z oczekiwaniami. To
ze znak zapytania przechodzi w znak zapytania nie dowodzi przeciez tego, ze beda zachowane
wartoSci logiczne.

2.8. Wynikania zwigzane ze zadaniami warunkowymi

Sama «niepelna» tabelka wystarczy nam, aby pokazac, ze dla dowolnych zdan pi g zachodza
nastepujace wynikania logiczne:
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Jezeli p, to q Jezeli p, to q
P m ~d m
q ~P

Na podstawie podanej tabelki pokazemy, ze w obu przypadkach prawdziwos¢ przestanek gwa-
rantuje prawdziwo$¢ wniosku. To, ze w tabelce mamy znaki zapytania nie gra tu zadnej roli.
Znak zapytania nie wykluczal tego, ze zdanie warunkowe ma warto$¢. Wrecz odwrotnie, mowi-
my, ze zdanie warunkowe jest albo prawdziwe, albo fatszywe, ale zalezy to od tresci poprzednika
i nastepnika. Wiemy jedynie, ze jeSli dane zdanie warunkowe jest prawdziwe, to zachodzi ktérys
z trzech przypadkow, ktére dopuszczajg prawde (tzn. ktorys z przypadkow 1, 2, badz 3).

Ad 1. Zat6zmy, ze obie przestanki sa prawdziwe. Skoro pierwsza przestanka jest prawdziwa,
to dopuszczamy tylko przypadki 2, 3 i 4. Ale skoro druga przestanka (p) jest prawdziwa, wiec
jedynie dopuszczamy przypadek drugi. A w tym przypadku wniosek (Q) tez jest prawdziwy.
PokazaliSmy, ze nie ma przypadku, w ktérym przestanki bylyby prawdziwe, a wniosek nie byt.
Zatem zachodzi wynikanie.

Ad 2. Zat6zmy, ze obie przestanki sa prawdziwe. Skoro pierwsza przestanka jest prawdziwa,
to dopuszczamy tylko przypadki 2, 3 i 4. Ale skoro druga przestanka (nie-()) jest prawdziwa, wiec
zdanie q jest fatszywe, czyli jedynie dopuszczamy przypadek czwarty. A w tym przypadku zda-
nie ptez jest fatlszywe, czyli wniosek (nie-p) jest prawdziwy. PokazaliSmy, Ze nie ma przypadku,
w ktoérym przestanki bylyby prawdziwe, a wniosek nie byl. Zatem zachodzi wynikanie.

Zauwazmy, ze zachodzenie wynikania musieliSmy udowodni¢ w spos6b ogélny. Nie wystar-

czylo pokazanie tego na przykfadach. Przyktady jedynie ilustruja zachodzenie danej prawidto-
wosci. Podajmy takie 1LusTRUJIACE przyktady:

Jezeli pada, to jest mokro Jezeli pada, to jest mokro
Pada T Nie jest mokro
Jest mokro Nie pada

Drugi z podanych schematow niektérzy myla z ponizszym, ktdry juz nie przedstawia wyni-
kania logicznego:
Jezeli p, to q
~Pp
~q
Wystarczy znaleZ¢ chociaz jeden przypadek, w ktérym przy prawdziwych przestankach otrzy-
mamy falszywy wniosek. Zatem: NIE ZACHODZI WYNIKANIE LOGICZNE.
Przyktadowo:

.

Jezeli pada, to jest mokro
Nie pada
Nie jest mokro

.

Pierwsza przestanka jest prawdziwa w kazdej sytuacji. Mozliwa jest jednak sytuacja, w ktorej
nie pada, lecz jest mokro. Zatem w tej sytuacji mamy obie przestanki prawdziwe, a wniosek
falszywy. Zatem wynikanie nie zachodzi.

Inny przyktad o mojej zar6wce:

Jesli zar6wka si¢ Swieci, to doptywa do niej prad
Zaréwka nie Swieci si¢.

Nie doptywa do niej prad
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Pierwsza przestanka jest prawdziwa w kazdej sytuacji. Latwo wyobrazi¢ sobie sytuacje, w ktorej
do zepsutej zaréwki doplywa prad. I znowu przy prawdziwych przestankach dostaniemy falszy-
wy wniosek.

Inny przyktad, w ktérym mamy przestanki prawdziwe i wniosek fatlszywy w aktualnej sytu-
acji (zatem nie trzeba rozpatrywaé mozliwych sytuacji):

Jezeli A.P. ma syna, to A.P. jest ojcem
A.P nie ma syna

.

A_.P. nie jest ojcem

Trzeci schemat jest zZaAWODNY w tym sensie, ze prawdziwos¢ obu przestanek moze doprowa-
dzi¢ do nieprawdziwego wniosku. Zatem nie mozemy stosowac tego schematu do uzasadniania
zdan.

Ot6z, gdy nie znamy wczesniej tego, czy wniosek jest prawdziwy, to nie wolno stosowac
tego schematu. Przeciez, jesli ten schemat zawodzi w jakich$ przypadkach, to moze takze za-
wie$¢ w przypadku badanym. A wéwczas od prawdziwych przestanek dojdziemy do fatszywego
wniosku. Zastosowanie trzeciego schematu NICZEGO NIE DOWODZI.

Jednakze, za pomocg przedstawionej tabelki nie udowodnimy, ze zachodzi nast¢pujace lo-
giczne wynikanie:

Jezeli p,to q
Jezeli ~q, to ~ p

Istotnie, dzigki tabelce mozemy wyciaga¢ wnioski z zalozenia, iz zdanie warunkowe jest praw-
dziwe. Nie mozemy natomiast stwierdzi¢, ze dane zdanie warunkowe jest prawdziwe. Aby udo-
wodni¢, ze zachodzi powyzsze wynikanie musimy odwotac si¢ do interpretacji spdjnika ‘Jezeli

.., to...

Zat6zmy, ze przestanka ‘Jezeli p, to O’ jest prawdziwa. Zatem ze zdania p wynika zdanie Q.
Rozwazmy trzy przypadki.

(a) Wynikanie logiczne. Woéwczas takze z ~  wynika logicznie ~ p.

(b) Wynikanie entymematyczne. Wéwczas dla jakiej$ grupy entymematycznych przestanek
IT mamy wynikanie logiczne: II, p | Q. Zatem z ~( oraz z Il wynika logicznie ~ p (tj.
I,~q E ~ p). Otrzymujemy wiec takze prawdziwy wniosek ‘Jezeli ~q, to ~ p’.

(¢) Zadnie ‘Jezeli p, to " interpretujemy modalnie, czyli mamy: ~ O(p A ~ (). Wowczas
jednak mamy tez: ~ O(~~ p A ~ (). A przemiennosci koniunkcji: ~ O(~ g A ~~ p). A to w tej
interpretacji znaczy: Jezeli ~Q, to ~ p.

(d) Podobng analize przeprowadzamy przy interpretacji zdan warunkowych z warunkami
ceteris paribus.

Teraz udowodnimy nast¢pujace wynikanie logiczne:

o

Jezeli p,to q
Jezelig, tor
Jezeli p,tor

Zal6zmy, ze przestanki sg prawdziwe. Zatem ze zdania p wynika zdanie ( oraz ze zdania Q
wynika zdanie r. Znowu rozpatrzymy trzy interpretacje wynikania:

(a) Wynikanie logiczne. Wowczas korzystamy z tego, iz jest ono przechodnie.

(b) Wynikanie entymematyczne. Wéwczas dla jakich$ zbioréw entymematycznych przesta-
nek® I7i A mamy: I1,p £ qoraz A,q E r.Zatem II,A,p kE T, czyli przy szerzej grupie

20 Ktéry$ z nich moze by¢ pusty.
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ukrytych przestanek (/1 plus A) ze zdania p wynika zdanie r, tzn. wniosek ‘Jezeli p, to I jest
prawdziwy.

(c) Zdania warunkowe interpretujemy modalnie. Wowczas jesli przestanki sg prawdziwe, to
mamy: ~ (P A ~(Q) oraz ~ O(Q A ~r). Zalézmy nie wprost, ze mozliwa jest sytuacja, w ktorej
mamy pi~r. W takiej sytuacji, na mocy pierwszej przestanki mamy: g, gdyz nie jest mozliwe,
aby tacznie bylo pi ~ Q. na mocy za$ drugiej przestanki mamy: ~ g, gdyz nie jest mozliwe, aby
tacznie byto qi ~ r. Skoro z dodatkowego zatozenia nie wprost doszliSmy do sprzecznosci, wiec
mamy: ~ (P A ~T).

(d) Podobng analize przeprowadzamy przy interpretacji z warunkami ceteris paribus.

2.9. Wypowiedzi inferencyjne

Jak zauwaza Kazimierz Ajdukiewicz?! od zdar warunkowych nalezy odr6znié tzw. wypowie-
dzi inferencyjne, ktére przyjmuja postac: ‘p, zatem Q’, ‘Skoro p, wiec q’, ‘Poniewaz p, wiec Q.
Wypowiedzi tego typu wyrazaja wiedz¢ mowiacego, ze: (a) poprzenik p jest prawdziwy, (b) na-
stepnik ( jest uznany na podstawie poprzednika p, stad mamy wniosek (c) nastepnik g tez jest
prawdziwy. Tymczasem zdania warunkowe nie wyrazaja (a) i (c).

Spdjniki zdan inferencyjnych sg kolejnymi przyktadami sp6jnikow, ktdry nie sg prawdziwo-

b

Sciowe. Przedstawiamy je, aby lepiej zrozumie¢ sens spdjnika ‘Jezeli ..., to ... .

p q Poniewaz p, wiec q
poprzednik | nastepnik || Poniewaz Pt wigc _nestpnik

1 0 0

1 1 ?

0 1 0

0 0 0

Zdanie inferencyjne stwierdza, ze poprzednik jest prawdziwy oraz ze to pocigga prawdziwos¢
nastepnika.’?> W przypadku 1 prawdziwo$¢ poprzednika nie pociaga prawdziwosci nastgpnika.
Gdy poprzednik jest falszywy (przypadki 3 i 4), cato$¢ takze jest fatszywa. Tylko w przypadku 2
mamy prawdziwy poprzednik oraz DOPUSZCZALNE JEST, Ze to pociaga prawdziwos¢ nastepnika.

Spdjnik ‘Poniewaz ..., wiec’ jest nieprawdziwoSciowy, chociaz w jego tabelce jest tylko
jeden znak zapytania. Spojnik prawdziwoSciowy ma mie¢ tabelke bez znakow zapytania.

To, co napisaliSmy o spdjniku ‘Poniewaz ..., wiec ...  dotyczy réwniez spdjnika ‘Skoro ...,
wiec ... .

Na koniec zauwazmy, ze spdjnik ‘Poniewaz ..., wiec ...’ da si¢ nastepujaco wyrazic:

Poniewaz p, wiecq = porazjezeli p,toq

Stad, z tabelki koniunkcji oraz z tabelki dla zdania warunkowego otrzymamy tabelke dla sp6jnika
‘Poniewaz ..., wiec ...’ .

2l Zob. jego artykut ,,Okres warunkowy a implikacja materialna”, [w:] Jezyk i poznanie, t. 2, Warszawa 1956.
22 7Zdanie warunkowe stwierdza tylko to, ze prawdziwos¢ poprzednika pocigga (W «pewnym sensie») praw-
dziwo$¢ nastgpnika, nic nie méwiac czy poprzednik jest prawdziwy.
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3. Implikacja materialna

3.1. OKkreslenie

Mamy jeszcze jedna interpretacje zdan warunkowych. Jest nig tzw. implikacja materialna.
Przy tej interpretacji spdjnik zdania warunkowego staje si¢ prawdziwosciowy. Te interpretacje
uzyskujemy zastepujac w tabelce zdania warunkowego znak zapytania (‘?”) symbolem zdania
prawdziwego: 1. Znaczy to, ze tam, gdzie popuszczamy prawdziwos¢ zdania warunkowego,
przyjmujemy prawdziwoS$¢ implikacji materialnej. Zdanie warunkowe ‘Jezeli p, to Q° jako im-
plikacje materialng bedziemy zapisywac jako ‘p — (.

Mamy zatem nastepujaca tabelke zero-jedynkowa:

(plallp—aq]
110 0
11 1
0|1 1
010 1

Zauwazmy, ze przy kazdej z podanych interpretacji spdjnika ‘Jezeli ..., to...” mamy naste-
pujacy schemat niezawodny:
Jezeli p, to q T

pP—q
czyli zachodzi nast¢pujace wynikanie logiczne:
Jezelip,toq F p—(Q 4)

Zal6zmy, ze przestanka jest prawdziwa. Zatem dopuszczamy tylko przypadki 2, 3 i 4 z ponizszej
«niepetnej» tabelki

| p|a] Jezelip,toq|

110 0
1|1 ?
01 ?
010 ?

W tych przypadkach jednak prawdziwy jest takze wniosek ‘p — Q. PokazaliSmy, Ze nie ma
takiego przypadku, w ktérym przestanka bylyby prawdziwa, a wniosek nie byt. Zatem zachodzi
wynikanie. Inny sposéb: jedyny przypadek, w ktérym wniosek ‘p — q jest falszywy to przy-
padek 1. W tym przypadku jednak przestanka ‘Jezeli p, to (' tez jest falszywa. Zatem nie ma
takiego przypadku, w ktérym przestanka bylyby prawdziwa, a wniosek bytby falszywy, czyli
zachodzi wynikanie.

Odwrotne wynikanie logiczne nie zachodzi, czyli

p—q F Jezeli p,toq
Istotnie, naturalne jest uznanie za falszywe ponizsze zdanie:?*
Jezeli Kopernik miat syna, to nie byt ojcem.

Ogodlne, za falszywe uznamy kazde zdanie warunkowe, ktérego poprzednik wyklucza nastep-
nik. Uznaje si¢ za falszywy poprzednik w powyzszym zdaniu. Zatem prawdziwa jest ponizsza

23 Podana analiza z przyktadami jest zaczerpnieta z artykutu Z. Czerwiriskiego, ,,O paradoksie implikacji”,
Studia Logica VII (1958).



Socjologia niestacjonarna. Logika — 10.04.2010 16
implikacja materialna:
Kopernik miat syna — Kopernik nie byt ojcem.

PodaliSmy wigc przyktad prawdziwej przestanki i fatszywego wniosku, czyli wynikanie nie za-
chodzi.?*

3.2. Wykorzystywanie implikacji materialnej

W logice matematycznej oraz w matematyce uzywa si¢ implikacji materialnej zazwyczaj w
polfaczeniu z kwantyfikatorem og6lnym, uzywajac zdan o nastepujacym schemacie:

YX(FX — GX)

Chodzi o to, ze dla kazdego obiektow z uniwersum rozwazan, gdy oznaczymy go przez ‘X', to ma
by¢ prawdziwa implikacja materialna postaci: FX — GX. Na podstawie tabelki dla ‘—’, ma to
formalnie wyrazac, ze wszystkie obiekty majace wlasnos¢ F sg obiektami majacymi wlasnosé G.

Dopuszczamy przy tym, iz w ogéle nie ma obiektéw majacych wlasnos¢ F. Istotnie, jesli
tak jest, to dla dowolnego obiektu oznaczonego przez ‘X’, mamy falszywe zdanie: FX. Zatem —
zgodnie z tabelkg — prawdziwa jest implikacja materialna: FX — GX. Pamigtamy jednak, iz
obiekt X byl dowolnie wybrany. Zatem mamy: YX(FX — GX).

W szczegdlnym przypadku, gdy ‘F X jest ‘Xjest S-em’, a ‘GX’ jest ‘Xjest M-em’, dostajemy:

YX(X jest S-em — X jest M-em)

co ma wyrazac, iz
Kazdy S jest M-em

Przyktadowo, niech uniwersum rozwazan stanowia wszystkie zwierzeta. Rozwazmy zdanie:
¥YX(X jest psem — X jest ssakiem.)

Ma ono formalnie wyrazaé: kazdy pies jest ssakiem. Istotnie, na podstawie tabelki dla ‘—’, gdy
dowolne zwierze oznaczymy przez ‘X’ i prawda bedzie, ze X jest psem, to prawda tez bedzie, ze
X jest ssakiem.

Zauwazmy, ze chociaz prawdziwa jest ponizsza implikacja materialna

Kopernik miat syna — Kopernik nie byt ojcem,
to falszywe jest ponizsze ogdlne zdanie:
¥X(X ma syna — X nie jest ojcem.)

Wystarczy wybrac¢ (jako X-a) dowolnego me¢zczyzne, ktéry ma syna. Otrzymamy wéwczas po-
przednik prawdziwy, a nastepnik falszywy (X bedzie wéwczas ojcem).
W dalszej czesci pokazemy takze wykorzystanie wynikania (4).

24 Gdyby ktos podwazat Zrédta historyczne dotyczace Kopernika, to niech w jego miejsce weZmie dowolnego
mezczyzng, ktéry ma corke, lecz nie ma syna. Wtedy przestanka ‘p — Q' bedzie prawdziwa, a wniosek ‘Jezeli p,
to q’ bedzie falszywy.
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3.3. Wilasnosci spéjnika ‘-’

Mamy nastepujacy zwigzek pomiedzy prawdziwoSciowa alternatywa niewykluczajacg a im-
plikacja materialng. Zachodzi nast¢pujaca rownowaznos¢ logiczna:

pP—-qkH ~pVvq

Jest to zgodne z podanymi tabelkami:

plal~p[p—a[~pva]
111 1

—_——= O O

1
110 0 0
01 1 1
010 1 1

W kazdym przypadku badane zdania majg t¢ samg warto$¢. Zatem sg one logicznie rOwnowazne.
Na podstawie ostatniego wzoru mozna si¢ domysle¢, iz zachodza nastepujace rownowazno-
Sci logiczne:
pvagH ~p—q
H ~a—-p

Jest to zgodne z podanymi tabelkami:

'pla]~p|~a]~p—>dg|~qg-p]pva]

1|1} O 0 1 1 1
110} O 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1
010 1 1 0 0 0

W kazdym przypadku badane zdania maja t¢ sama wartos$¢. Zatem sa one logicznie rtOwnowazne.
Mamy takze nast¢pujaca réwnowaznos¢ logiczna:

p—qkH ~(pA~0)

Sprawdzimy ja sposobem tabelkowym:

lplalp—a|~a]lpar~q|~(pAr~Q)]

1|1 1 0 0 1
110 0 1 1 0
01 1 0 0 1
010 1 1 0 1

W kazdym przypadku badane zdania maja t¢ sama warto$¢, wigc sg one logicznie rownowazne.

Mozna wykazacd, ze takze w prawdziwoSciowym znaczeniu alternatywa wykluczajaca ma
zwiazek z prawdziwoSciowa implikacja materialng. Zachodza nast¢pujace rownowaznosci lo-
giczne:

pYgH (~p—>9A(@—~p)
H (~g—p)A(p— ~0)

Wykazemy je dalej, gdy wprowadzimy réwnowazno$¢ materialng.
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3.4. Implikacja Scista Lewisa jako konieczna implikacja materialna

Zauwazmy, ze dzigki ostatnie rOwnowaznoSci mamy takze nast¢pujace wyrazenia zdan wa-
runkowych w interpretacji modalnej:

p3d H ~o(pA~0q)
= o~(pA~Q)
M o(p— )

Zatem implikacja Scista Lewisa to to samo, co konieczna implikacja materialna.

4. Intensjonalne alternatywy

Na ostatnim wyktadzie zapowiedziano, iz ,,Intensjonalnymi alternatywami zajmiemy si¢
p6zniej, gdy poznamy zdania warunkowe”. Tak jak przy prawdziwosSciowym znaczeniu alter-
natywa miata zwiazek z implikacja materialna, tak w intensjonalnym znaczeniu alternatywa ma
zwigzek ze zdaniem warunkowym.

4.1. Znaczenie intensjonalne-niewykluczajace

W niewykluczajagcym znaczeniu intensjonalnym zdanie
plub g
glosi to samo, co nastepujace zdanie warunkowe:
Jezeli ~p,to q

Mamy zatem nastepujaco okrojong tabelke:

lp|[q] ~p|Jezeli~p,toq| plubq|

1(1] O ? ?
110] O ? ?
0|14 1 ? ?
0j0| 1 0 0

Mamy wigc do czynienia istotnie ze znaczeniem niewykluczajacym. Dopuszczamy sytuacje,
w ktorej przy dwéch sktadnikach prawdziwych cate zdanie jest prawdziwe.

W kazdej interpretacji spdjnik ‘lub’ ma by¢ przemienny, czyli zdanie ‘p lub Q" ma znaczy¢
to samo, co ‘q lub p’. Zatem w rozpatrywanej interpretacji ma ono znaczy¢ takze to samo, co
ponizsze zdanie warunkowe:

Jezeli~qQ, to p

Te dwa zdania warunkowe znacza oczywiscie to samo.
Zauwazmy, ze przy omawianej tu interpretacji spdjnika ‘lub’ mamy nast¢pujacy schemat
niezawodny:
plub q
pvq
czyli zachodzi nast¢pujace wynikanie logiczne:

plubg E pVvq 5
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Zat6zmy, ze przestanka jest prawdziwa. Zatem dopuszczamy tylko przypadki 1,213 z powyzszej
«niepeltnej» tabelki. W tych przypadkach jednak prawdziwy jest takze wniosek ‘p v . Poka-
zaliSmy, ze nie ma takiego przypadku, w ktérym przestanka bylyby prawdziwa, a wniosek nie
byl. Zatem zachodzi wynikanie. Inny sposéb: jedyny przypadek, w ktérym wniosek ‘p Vv q’ jest
falszywy to przypadek 4. W tym przypadku jednak przestanka ‘plub q’ tez jest fatszywa. Zatem
nie ma takiego przypadku, w ktérym przestanka bytyby prawdziwa, a wniosek byltby fatszywy,
czyli zachodzi wynikanie.

4.2. Znaczenie intensjonalne-wykluczajgce

W wykluczajgcym znaczeniu intensjonalnym zdanie:

plubg
glosi to samo, co nast¢pujaca koniunkcja zdain warunkowych:
Jezeli ~ p, to q oraz odwrotnie jesli g, to ~ p

Mamy zatem nast¢pujaco okrojong tabelke:

lp|al ~p|Jezeli~p,toq | Jezelig to~p | plubq |

1|1} O ? 0 0
110} O ? ? ?
014 1 ? ? ?
010 1 0 ? 0

Mamy wigc do czynienia istotnie ze znaczeniem wykluczajagcym. Nie dopuszczamy, iz przy
dwoch sktadnikach prawdziwych cate zdanie jest prawdziwe.

Zgodnie z tym, co napisaliSmy w poprzednim podpunkcie, i w tym przypadku alternatywa
jest przemienna, czyli zdanie ‘p lub g’ ma znaczy¢ to samo, co zdanie ‘g lub p’, czyli to samo,
co ponizsza koniunkcja zdah warunkowych:

Jezeli ~ (, to p oraz odwrotnie jesli p, to ~q

W ten sposéb dochodzimy do zdan obustronnie warunkowych. Wezesniej jednak rozwigzemy
pewne zadanie.
Zauwazmy, ze przy omawianej tu interpretacji spdjnika ‘lub’ mamy nastepujacy schemat
niezawodny:
plubq

pYq

czyli zachodzi nastepujace wynikanie logiczne:

plubg = p¥q (6)

Zatézmy, ze przestanka jest prawdziwa. Zatem dopuszczamy tylko przypadki 2 i 3 z powyzszej
«niepelnej» tabelki. W tych przypadkach jednak prawdziwy jest takze wniosek ‘p Y q'. Pokaza-
liSmy, Ze nie ma takiego przypadku, w ktérym przestanka bytyby prawdziwa, a wniosek nie byt.
Zatem zachodzi wynikanie. Inny sposob: przypadki, w ktérym wniosek ‘p ¥ q’ jest fatszywy
to 11i4. W tych przypadku jednak przestanka ‘p lub q tez jest falszywa. Zatem nie ma takiego
przypadku, w ktérym przestanka bylyby prawdziwa, a wniosek bylby falszywy, czyli zachodzi
wynikanie.

m

25 W nawigzaniu do symbolu ‘¥’ bedziemy pisa¢ ‘lub’, aby podkresli¢ to, iz ‘lub’ interpretujemy w spos6b
wykluczajacy.
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5. Zastosowania

Pokazemy pewien problem (patrz zadanie 3), ktéory mozna rozwiaza¢ zarOwno przy inten-
sjonalnej, jak i prawdziwosciowej interpretacji spdjnikéw zdaniowych.

Zadanie 1. Prosz¢ wykazac, ze zachodzi ponizsze wynikanie logiczne:

Jesli p,tor Jeslip, tor
Jeslig, tor Jeslig, tor
1 lub
P l;bq T D%q -

bez wzgledu na to, ktéra z czerech interpretacji przyjmuje spdjnik ‘lub’ (dwie niewykluczajace
i dwie wykluczajace).

Rozwiqzanie. Postugujemy si¢ «niepelnymi tabelami»:

plq|plubg p|r|Jezelip,toq g|r |Jezelig,tor
11| 201 1|1 ? 1|1 ?
10 KA 110 0 110 0
0|1 271 01 ? 01 ?
010 0 0]0 ? 00 ?

W pierwszej tabelce nie zaktadamy, ktdra z interpretacje przyjmujemy (dwie niewykluczajace i
dwie wykluczajace).

Zaktadamy, ze wszystkie trzy przestanki s prawdziwe. Skoro trzecia przestanka ma by¢
prawdziwa, wiec wykluczamy to, aby oba zdania p i q byly tacznie nieprawdziwe, tj. wyklucza-
my, ze jednoczesnie p = 0i q = 0. Czyli skre§lany dwa ostatnie wiersze w ponizszej tabelce.
Skoro pierwsza przestanka ma by¢ prawdziwa, wiec wykluczamy to, aby p bylo prawdziwe, a r
nie bylo, tj. wykluczamy, ze jednoczesnie p = 1ir = 0. Czyli skrelany drugi i czarty wiersz w
ponizszej tabelce. Skoro druga przestanka ma by¢ prawdziwa, wigc wykluczamy to, aby q byto
prawdziwe, a I nie byto, tj. wykluczamy, ze jednoczesnie q = 1ir = 0. Czyli skreslany drugi i
szOsty wiersz w ponizszej tabelce.

plq|r|Jezelip tor |Jezelig,tor | plubq
1]1]1 ? ? ?
111]0 0 0 ?
1101 ? ? ?
1{0|0 0 ? ?
O|1]1 ? ? ?
0(1/(0 ? 0 ?
0101 ? 0
0(0|0 ? ? 0

Zatem przy prawdziwych przestankach dopuszczamy jedynie wiersze (pierwszy, trzeci i piaty),
w ktérych r jest prawdziwe (r = 1). Zatem przy prawdziwych przestankach wniosek musi by¢
tez prawdziwy.
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Zauwazmy, ze jeSli alternatywe bedziemy interpretowaé wykluczajaco, to jedynie odpadnie
dodatkowo wiersz pierwszy (i kolejny raz drugi):

plq|r|Jezelip tor |Jezelig,tor | plubq
11171 ? ? 0
1/1]0 0 0 0
110]1 ? ? ?
piqgq|plubqg 11010 0 ? ?
1|1 0 0|11 ? ? ?
10 271 0|1]0 ? 0 ?
0|1 271 0|01 ? ? 0
00 0 0[{0|0 ? ? 0

Zatem takze od prawdziwych przestanek dojdziemy do prawdziwego wniosku.

OczywiScie schemat tez bedzie niezawodny, gdy ‘lub’ bedziemy interpretowa¢ prawdziwo-
Sciowo. Wtedy jedynie w ostatniej kolumnie obu tabeli bedziemy mie¢ ‘1’ zamiast ‘?”. Mamy
wigc oba ponizsze wynikania logiczne:

Jeslip,tor Jedli p, tor
Jeslig, tor Jeslig, tor
\4 W%
p : q T p : q T .

Powyzsze rozwigzanie mozna powtorzy¢ dla implikacji materialnej. Po prostu zamiast znaku
zapytania ‘?’ bedzie wystgpowac ‘1’. Ta zmiana bedzie jedynie moéwic, iz przy prawdziwych
przestankach we wierszach, ktére poprzednio opuszczaliSmy jako mogace by¢ prawdziwe, teraz
bedziemy mie¢ prawde. W nich jednak r jest prawdziwe. Zatem przy prawdziwych przestankach
wniosek musi tez by¢ prawdziwy. Pokazemy to w rozwigzaniu nastepnego zadania.

Zadanie 2. Prosze wykazac, ze zachodza ponizsze wynikania logiczne:

p—or p—or
gq-—r gq—or
\4
Pvag pY¥g
r r

Rozwiqgzanie. Postugujemy si¢ teraz «pelnymi tabelami». Dla pierwszego schematu mamy na-
stepujaca tabele:

PlafpPvq pir{p—-r ar{g-r
1|1 1 1|1 1 1|1 1
10 1 10 0 110 0
0|1 1 0|1 1 01 1
00 0 00 1 010 1
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plajr|p—r|a—-r|pvg
17111 1 1 1
1110 o 0 1
1101 1 1 1
1/0(0| O 1 1
O|1 |1 1 1 1
Oj110]| 1 0 1
Ojo0o1]|] 1 1 0
ololo]| 1 1 0

Zatem przy prawdziwych przestankach dopuszczamy jedynie wiersze (pierwszy, trzeci i piaty),
w ktorych r jest prawdziwe (r = 1). Zatem przy prawdziwych przestankach wniosek musi by¢
tez prawdziwy.

Ta sama sytuacja wystapi, gdy alternatywe bedziemy interpretowac¢ wykluczajaco. Mamy
nastepujaca tabele:

plglr|p—-r|gq—-r|pYq
1|11 1 1 0
11110 0 0 0
1101 ? 1 1
plglpVvg 11010 0 1 1
1|1 0 0111 ? 1 1
10 1 0O(1(0 1 0 1
0|1 1 0101 1 0
00 0 0100 1 1 0
Zatem takze od prawdziwych przestanek dojdziemy do prawdziwego wniosku. °

Rozwigzanie zadania 1 otrzymamy takze z rozwiagzania zadania 2 oraz z warunkow (4), (5)
i (6). Po prostu, intensjonalne zdania sa mocniejsze od ich prawdziwosciowych odpowiednikéw.
Mamy wigc wynikania:

| lub

pubqw quW
pvq pvYq

Jezeli p, tor T Jezelig, tor T
p—or q—or

Zatem jeSli co§ wynika ze stabszych przestanek, to wynika tez z mocniejszych.

Zadanie 3. Przyjmijmy, Ze mamy dwa prawdziwe (uzasadnione) zdania:

Jezeli ktos ma zapalenie ptuc, to trzeba mu zastosowac antybiotyki
Jezeli ktos ma zapalenie oskrzeli, to trzeba mu zastosowac antybiotyki
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Przyjmujemy teraz, ze jestes lekarzem i twdj pacjent ma objawy wskazujace u niego na zapalenie
ptuc lub na zapalenie oskrzeli.

(a) Prosze udowodnié, ze powyzsze dane wystarcza do uzasadnienia tego, iz trzeba pacjen-
towi zastosowaé antybiotyki.

(b) Prosze pokazaé, ze nie ma znaczenia czy dopuszczasz dwie choroby u pacjenta, czy to
wykluczasz, tzn. uwazasz, iz pacjent ma tylko jedna z choréb, lecz nie wiesz ktéra.

Rozwigzanie. Wprowadzmy pomocnicze oznaczenia:

p: Nasz pacjent ma zapalenie ptuc
O: Nasz pacjent ma zapalenie oskrzeli
r:  Trzeba naszemu pacjentowi zastosowac antybiotyki

Zatem wiemy, ze prawdziwe sa dwa zdania warunkowe:

Jezeli p, tor
Jezelig, tor

oraz alternatywa:
plubq

bez wzgledu na interpretacje spéjnika ‘lub’.?® PokazaliSmy, ze zachodzi ponizsze wynikanie
logiczne:
Jesli p,tor
Jeslig, tor
lub
P l; q T

Skoro przy przyjetym podstawieniu przestanki sg prawdziwe, wigc takze prawdziwy jest wnio-
sek. Dla badanego zdania wskazaliSmy trzy inne zdania prawdziwe, z ktérych ono wynika. Zatem
badane zdanie jest dedukcyjnie uzasadnione.

Zauwazmy, ze gdyby lekarz uwazal, iz pacjent ma tylko jedna chorobe, a okazalo si¢, iz
pacjent ma obie, to nie byloby btedu w uzasadnieniu (ze trzeba stosowac antybiotyki). Przeciez
wynikanie zachodzi przy kazdym z czterech rozumieniu spdjnika ‘lub’. Nie byloby takze btedu
w uzasadnieniu, gdyby lekarz dopuszczal obie choroby u pacjenta, a ten miatby tylko jedna.
Wtedy przeciez trzecia przestanka tez bytaby prawdziwa. °

Zadanie 4. Prosz¢ wykazaé, ze zachodzi ponizsze wynikanie logiczne:

p—or

q—s
pvq

rvs

il

Rozwiqgzanie. Postugujemy si¢ «pelnymi tabelami». Jednakze mamy teraz 16 przypadkéw. War-

to zatem zastanowic si¢ nad jaka$ uproszczona metoda. Wystarczy przeciez sprawdzic tylko te

przypadki, w ktorych wniosek jest falszywy. Jesli dla kazdego z nich co najmniej jedna prze-

stanka bedzie tez fatlszywa, to wykazemy, ze zachodzi wynikanie logiczne (nie bedzie przeciez

takiego przypadku, w ktérym wszystkie przestanki sa prawdziwe, a wniosek fatszywy.
Sprawdzamy kiedy wniosek jest fatszywy:

26 Moze by¢ ona wykluczajaca badz nie, jak réwniez prawdziwosciowa badz nie.
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rysfrvs
(1] 1
1o 1
Oj1] 1
00| O
plg|r|{s|lp—r|{gq-r|pvq
L{1{010] O 0 1
1{0j0l0] O 1 1
Oj1rj010| 1 0 1
0j0j0J0| 1 1 0

Zatem w kazdym przypadku, w ktérym wniosek jest fatszywy nie wszystkie przestanki sg praw-
dziwe. Wynikanie zachodzi °

Zauwazmy, ze stosujac «niepetne» tabelki dla sp6jnikow intensjonalnych nie da si¢ wykazac
zachodzenie nastepujacego wynikania:

Jezeli p,tor
Jezelig, to s
plub q
rlub s

Mozna wykorzysta¢ zadanie 4 oraz nastepujacg zasade:?’

Jesli wszystkie przestanki i wniosek sa zbudowane za pomocg spdjnikow praw-
dziwosciowych i schemat jest niezawodny, to niezawodny jest rowniez schemat,
gdy spdjniki prawdziwoSciowe zastgpimy ich intensjonalnymi wersjami.

Zastepujac w schemacie w zadaniu 4 spdjniki prawdziwoSciowe ich intensjonalnymi odpowied-
nikami uzyskamy ostatnio analizowany schemat. Zatem, na mocy powyzszej zasady, jest on
niezawodny.

Zadanie 5. Zbadac czy ponizszy schemat jest niezawodny:

p—r
g— s
p¥q
rvs

Rozwiqgzanie. Postugujemy si¢ «pelnymi tabelami». Jednakze mamy teraz 16 przypadkéw. War-

to zatem zastanowi¢ si¢ nad jaka$ uproszczong metoda. Wystarczy przeciez sprawdzic tylko te

przypadki, w ktérych wniosek jest falszywy. Jesli dla kazdego z nich co najmniej jedna prze-

stanka bedzie tez fatlszywa, to wykazemy, ze zachodzi wynikanie logiczne (nie bedzie przeciez

takiego przypadku, w ktérym wszystkie przestanki sg prawdziwe, a wniosek fatszywy.
Sprawdzamy kiedy wniosek jest fatszywy:

27 Nie bedziemy tutaj uzasadniaé tej zasady.
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rysjrvs

1)1 0

110 1

01 1

00| O

Zatem kontynuujemy tabel¢ z zadania 4:

Plajr|{s|p>rjgq—->rjpvqg
1/1{0]0 0 0 1
110{01]0 0 1 1
0|1]0]0 1 0 1
0/0]0]0 1 1 0
Iy1|1]1 1 1 0
1{o|1]1 1 1 1
O(11f1 1 1 1
0(01(1 1 1 0

W przypadkach 6 i 7 wszystkie przestanki sa prawdziwe, a wniosek jest falszywy. Zatem wyni-
kanie nie zachodzi. Schemat jest zawodny.
Uwaga! Zamiast catej tabelki wystarczyto wypisaé jeden wiersz: 6 albo 7. °

Ostatnie zadanie pokazuje nam, ze ponizszy schemat jest takze zawodny:

Jezeli p,tor
Jezelig, to S
plubq
rlubs

Wystarczy znalezé prawdziwe przestanki takie, ze p, r i S sg zdaniami prawdziwymi, a ( jest
falszywe, albo takie prawdziwe przestanki, ze g, I i Ssg zdaniami prawdziwymi, a p jest fatszywe.
Przy pewnych ograniczeniach mamy takze nastepujacg zasade:?®

Jesli wszystkie przestanki i wniosek sg zbudowane za pomocg spojnikow praw-
dziwoSciowych i schemat jest zawodny, to zawodny jest rOwniez schemat, gdy
spdjniki prawdziwoSciowe zastapimy ich intensjonalnymi wersjami.

6. Spojnik zdaniowy ‘wtedy i tylko wtedy, gdy’.
Zdania obustronnie warunkowe

6.1. Okreslenie zdan obustronnie warunkowych
Najpierw podkres§lmy, ze w zdaniach postaci:
p wtedy i tylko wtedy, gdy g

28 Nie bedziemy tutaj uzasadniaé tej zasady, ani podawac ograniczen jej stosowania.
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nie nalezy stowu ‘wtedy’ nadawaé czasowej konotacji. Nalezy tak samo je interpretowac, jak
zdania nastepujacej postac:

p jezeli i tylko jezeli g
Zajmijmy sie teraz tymi drugimi.?® Oczywiste jest, ze gloszg one to samo, co koniunkcja:

(pjezeli )) A (p tylko jezeli Q)

Pierwszy ze skfadnikéw koniunkcji méwi, ze zajScie ( stanowi wysTARczaIACY warunek dla
zajScia p. A wiec mowi: jezeli g, to p. Drugi ze sktadnikéw koniunkcji mowi, ze zajsScie  stanowi
KONIECZNY warunek dla zajscia p. A to méwi: jezeli p, to ¢. Zatem — po zamianie kolejnosci
sktadnikow — z tej ostatniej koniunkcji dostajemy:

(Jezeli p, to Q) A (jezeli g, to p)
Teraz wré6¢my do zdan postaci:
p wtedy i tylko wtedy, gdy g
Najpierw rozktadamy je na koniunkcje:

(p wtedy, gdy Q) A (p tylko wtedy, gdy Q)

Takze teraz pierwszy ze sktadnikéw koniunkcji ma moéwic, ze zajScie 0 sStanowi WYSTARCZAJACY
warunek dla zajscia p.** A wigc méwi tylko tyle, ze: jezeli g, to p. Zatem mamy:

p wtedy, gdy q = p, jezeli q
= Jezeliqg,to p

Drugi ze sktadnikow méwi, Ze zajScie  stanowi KoNIECzNY warunek dla zaj$cia p. A to mowi
tylko tyle, ze jezeli p, to . Zatem mamy:

p tylko wtedy, gdy q = Jezeli p, to q
Reasumujac otrzymujemy:
p wtedy i tylko wtedy, gdy q = (Jezeli p, to Q) oraz (jezeli g, to p)

Zatem badane zdanie méwi to samo, co koniunkcja zdania warunkowego prostego i odwrotnego.
Stad nazywamy je obustronnie warunkowym.

Opierajac si¢ na ostatnim wzorze oraz tabelkach dla zdania warunkowego i koniunkcji otrzy-
mujemy tabelke dla zdania obustronnie warunkowego.

p|q|Jezeli p,toq | Jezeliq, to p | pwtedy i tylko wtedy, gdy g
11 ? ? ?
110 0 ? 0
0]1 ? 0 0
00 ? ? ?

2 Jest ono ,kalka jezykows” zdari wystepujacych w anglojezycznej literaturze: *p if and only if ¢’.
30 Jak juz pisali$my, nie nalezy tutaj wigzaé konotacji czasowej ze stowem ‘wtedy’.
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Ponizej wyjasnimy poszczegdlne cztery przypadki. W przypadku drugim i trzecim co najmniej
jedno ze zdan warunkowych jest falszywe. Zatem ich koniunkcja tez jest fatszywa. W przypad-
kach pierwszym i czwartym zdania warunkowe majg wartosci zalezne od treSci zdan sktado-
wych. Zatem tak samo bedzie z potaczeniem tych zdan. Sama warto$¢ zdan skfadowych nie
wyznacza wartoSci zdania obustronnie warunkowego.

Mozna takze podawac dla tych przypadkéw odpowiednie przyktady prawdziwych zdar oraz
falszywych zdan obustronnie warunkowych (tak, jak dla zdari warunkowych).

Widzimy wiec, ze spdjnik zdaniowy ‘wtedy i tylko wtedy, gdy’ jest kolejnym spdjnikiem
nieprawdziwosciowym (intensjonalnym).

Mamy rownowazno$¢ logiczna:

p wtedy i tylko wtedy, gdy ~q = ~ p wtedy i tylko wtedy, gdy q

Bierze si¢ ona stad, ze: p wtedy i tylko wtedy, gdy ~q = jezeli p, to ~Q A jezeli ~(, to p
H jezelig,to ~p Ajezeli ~p,toq = ~ p wtedy i tylko wtedy, gdy Q.

6.2. Zwiazek z intensjonalng alternatywa wykluczajaca

Z tego co podaliSmy wynika, ze w wykluczajagcym znaczeniu intensjonalnym zdanie:

plubq

glosi to samo, co nastepujace, rownowazne, zdania obustronnie warunkowe:

~ p wtedy i tylko wtedy, gdy g
p wtedy i tylko wtedy, gdy ~ q

6.3. Wynikania zwigzane ze zadaniami obustronnie warunkowymi

Sama tabelka wystarczy, aby pokazac, ze ponizsze schematy sg niezawodne:

p wtedy i tylko wtedy, gdy q Jezeli p, to q|oraz jezeli g, to p

) T P m

q q

Pierwszy schemat: Zal6zmy, ze obie przestanki sa prawdziwe. Skoro pierwsza przestanka jest
prawdziwa, to zachodzi albo pierwszy albo ostatni z przypadkow wystepujacych w tabelce. Ale
skoro druga przestanka (p) jest prawdziwa, wiec zachodzi pierwszy przypadek. A zatem takze
wniosek (Q) jest prawdziwy. PokazaliSmy, ze nie ma przypadku, w ktérym przestanki bylyby
prawdziwe, a wniosek nie byl. Zatem schemat jest niezawodny.

Drugi schemat: Obok pokazujemy, ze niezawodno$¢ schematu mozna oprze¢ na tym, zZe z
samego prostego zdania warunkowego (w ramce) i z drugiej przestanki wynika wniosek.’!

Takze sama tabelka wystarczy, aby pokazaé, ze ponizsze schematy sa niezawodne:

p wtedy i tylko wtedy, gdy g Jezeli p, to qoraz |jezeli g, to p

nie- nie-
: & m : & m
nie-q nie-Q

31 Z tego tez wzgledu nie jest interesujacy podany schemat wynikania dla zdania obustronnie warunkowego

(gdyz jedno ze zdai warunkowych jest zbedne dla zachodzenia wynikania).
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Pierwszy schemat: Zal6zmy, ze obie przestanki sa prawdziwe. Skoro pierwsza przestanka jest
prawdziwa, to zachodzi albo pierwszy albo ostatni z przypadkéw wystepujacych w tabelce. Ale
skoro druga przestanka (nie-p) jest prawdziwa, wiec zdanie p jest falszywe, czyli zachodzi ostat-
ni przypadek. A w tym przypadku zdanie ( tez jest fatszywe, czyli wniosek (nie-q) jest prawdzi-
wy. PokazaliSmy, Ze nie ma przypadku, w ktérym przestanki bylyby prawdziwe, a wniosek nie
byl. Zatem schemat jest niezawodny.

Drugi schemat: Obok pokazujemy, ze zachodzenie wynikania mozna oprze¢ na tym, ze z
samego odwrotnego zdania warunkowego (w ramce) i z drugiej przestanki wynika wniosek.*?

Przeprowadzenie podobnej analizy pokazuje, ze niezawodne sa ponizsze schematy:

p wtedy i tylko wtedy, gdy q Jezeli p, to q|oraz jezeli g, to p

nie- nie-
: q m : q m
nie-p nie-p

Uwaga. Ci, ktorzy blednie sadza, ze niezawodny jest ponizszy schemat:

Jezeli p, to q
nie-p

.

nie-q
zapewne nie odrézniajg zdan warunkowych od zdan obustronnie warunkowych. Innymi stowy,
btednie sadza, ze zdanie warunkowe ‘Jezeli p, to 0" ma takg sama tabelke, jak zdanie obustronnie
warunkowe ‘p wtedy i tylko wtedy, gdy Q’. Zatem mylg powyzszy btedny schemat z ponizszym
niezawodnym (poprawnym):

p wtedy i tylko wtedy, gdy g
nie-p
nie-q

m

Ale ten ostatni schemat jest poprawny dzieki odwrotnemu zdaniu warunkowemu: Jezeli g, to p.

7. Rownowaznos$¢ materialna

Przypomnijmy, zdanie obustronnie warunkowe jest koniunkcja dwoéch zdan warunkowych:
prostego i odwrotnego. Podobnie, tworza nowy sztuczny spdjnik rdwnowaznosci materialnej,
przyjmujemy, Ze ma ona wyrazac to samo, co koniunkcja dwdéch implikacji materialnych: prostej
i odwrotnej. Stad dla tego spdjnika przyjmujemy oznaczenie: <. Chcemy mie¢ wiec nastepujaca
roOwnowaznosc:

peoqgH (pP—aA(@—p)
Otrzymujemy wicc tabelke:

Pla|pP—9q|gq—->p|pPe<(q
11 1 1 1
110 0 1 0
01 1 0 0
010 1 1 1

Zatem réwnowazno$¢ materialna stwierdza jedynie ROWNOSC warToScI zdan sktadowych, a nie
ich réwnowaznos¢. Spdjnik ‘e’ jest kolejnym przyktadem spdjnika prawdziwoSciowego.

32 Por. ostatni przypis.
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7.1. Wykorzystywanie rownowaznoS$ci materialnej

Podobnie, jak w przypadku implikacji materialnej, w logice matematycznej oraz w matema-
tyce uzywa si¢ rtOwnowazno$ci materialnej zazwyczaj w potaczeniu z kwantyfikatorem ogélnym,
uzywajac zdan o nast¢pujacym schemacie:

YX(FX & GX)

Chodzi o to, ze dla kazdego obiektéw z uniwersum rozwazan, gdy oznaczymy go przez ‘X', to ma
by¢ prawdziwa rownowazno$¢ materialna postaci: FX <> GX. Na podstawie tabelki dla ‘<’, ma
formalnie wyrazac, ze obiekty majace wlasnoS¢ F oraz obiekty majace wlasno$¢ G sg doktadnie
tymi samymi obiektami.

Przyktadowo, niech uniwersum rozwazan stanowia wszystkie zwierzeta. Rozwazmy zdanie:

¥X(X ma serce <> X ma nerki.)

Ma ono formalnie wyrazac¢: zwierzeta majace serce oraz zwierzeta majace nerki sg dokfadnie
tymi samymi (odkryto to w biologii). Istotnie, na podstawie tabelki dla ‘<’, gdy dowolne zwierze
oznaczymy przez ‘X, to zdania ‘X ma serce’ i ‘X ma nerki’ majg t¢ sama wartosc.

7.2. WilasnoSci spdjnika ‘&’
Dla spdjnika ‘<’ mamy nastepujace rOwnowaznosci:

~(ped H pe~q
H ~peq

Mowia one, ze zanegowanie rOwnowaznosci materialnej to to samo, co podanie rOwnowaznosci
z zanegowanym jednym skfadnikiem. Sprawdzimy je sposobem tabelkowym:

plalpeq|[~(peq | ~p|~q|pe~q|~peoq]
1]1 1 0 0 0 0

0
110 0 1 0 1 1 1
01 0 1 1 0 1 1
010 1 0 1 1 0 0

W kazdym przypadku badane zdania majg t¢ samg wartoS¢, wigc sg one logicznie rownowazne.

Analogicznej wlasnoS$ci nie ma intensjonalne zdanie obustronnie warunkowe. Negacja tego
zdania méwi o fatszywosci intensjonalnego zdania obustronnie warunkowego. Natomiast zdania
‘p wtedy i tylko wtedy, gdy ~q’ i ‘~ p wtedy i tylko wtedy, gdy 0" méwia o réwnowaznosci
jednego ze skfadnikéw z negacja drugiego. Mamy réwnowaznos¢:

p wtedy i tylko wtedy, gdy ~q = ~ p wtedy i tylko wtedy, gdy q

Ponadto, rownowazno$¢ materialna ma zwiazek z alternatywa niewykluczajaca. Zachodza
nastepujace rownowaznosci:

p¥qg H ~(p<0)

H pe~d
H ~peqd
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Pierwsza z nich sprawdzimy sposobem tabelkowym:

lpla]pVYalpeq|~(pe)|

1|1 0 1 1
110 1 0 0
0|1 1 0 0
010 0 1 1

W kazdym przypadku badane zdania majg t¢ samg wartoS¢, wigc sg one logicznie rownowazne.

7.3. Interpretacja modalna zdan obustronnie warunkowych a réwnowazno$¢ materialna

Jak pamigtamy jedna z interpretacji zdania warunkowego
Jezeli p,to q

jest interpretacja modalna, przy ktérej znaczy ono tyle, co:

~o(pA~0Q)

Przypomnijmy, iZ ma ono takze znaczy¢ to samo, co:

o(p — )

gdyz z dwoch réwnowaznosci: ~Op = O~poraz ~(pPA~Q) = p — Q, dostaniemy:
~o(pA~0) H o~(pAr~0d H o(p— 0.

Przypomnijmy tez, ze zdanie warunkowe w interpretacji modalnej nazywane jest implikacjq
Scistq Lewisa. Przy tej interpretacji zdanie ‘Jezeli p, to Q’ zapisujemy symbolicznie jako: p 3 d.
Mamy zatem:

P39 H ~o(pr~Q)
H o(p— 0
Mozemy réwniez modalnie interpretowac zdania obustronnie warunkowe. Przy tej interpre-
tacji zdanie ‘p wtedy i tylko wtedy, gdy Q' nosi miano réwnowaznosci scistej Lewisa i zapisujemy

jej symbolicznie jako: p €3 Q.
Zauwazmy, ze operator koniecznoSci ‘0’ jest rozdzielny wzgledem koniunkcji, zatem mamy

o(pAQ) FH opAOq

Zatem konieczno$¢ zajScia dwdch sytuacji tacznie jest rownowazna temu, iz obie sg konieczne.
Stad i z poprzednich wzoréw otrzymujemy otrzymujemy:
pesg = (P3a)A(@=3p)
= o(p—aAo@—p)
= o((p— o) A@— p)
H o(p < Q)



