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Na poprzednim wyktadzie zajmowaliSmy si¢ analiza jezyka naturalnego pod wzgledem syn-
taktycznym (tj. sktadni). Teraz zajmiemy si¢ jego analiza semantyczng (czyli znaczeniem wy-
branych wyrazen). Na poczatek zajmiemy si¢ spdjnikami.

1. Operatory i spdjniki zdaniowe

1.1. Operatory zdaniowe

Operatorem zdaniowym nazwiemy dowolne wyrazenie jezykowe, ktére dziatajac na jedno
zdanie tworzy nowe zdanie. Zatem operatory zdaniowe maja nastepujacy indeks (albo inaczej:
wskaznik): S

S
Sa one wiec jednoargumentowymi funktorami zdaniotwdrczymi od argumentu zdaniowego.
Do operatoréw zdaniowych zaliczymy zwroty zwigzane z negacja:

Nie jest tak, ze

Nieprawda, 7¢ }symbohczme: ~

oraz rd6zne zwroty modalne:

Jest mozliwe to, ze — symbolicznie: &
Nie jest mozliwe to, ze
Konieczne jest to, ze — symbolicznie: O

Nie jest konieczne to, ze

Dla wygody te negatywne zwroty mozemy traktowac jako polaczenie negacji i pozytywnego
zwrotu modalnego:

Nie jest tak, iz jest mozliwe to, ze — symbolicznie: ~ &
Nie jest tak, iz jest konieczne to, ze — symbolicznie: ~ O

Do operator6w zdaniowych zaliczymy takze r6zne zwroty deontyczne:

Dozwolone jest to, ze
Nakazane jest to, ze
Zakazane jest to, ze

* © 2010 prawa autorskie do catosci ma wytacznie autor.
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jak réwniez réznego typu zwroty epistemiczne:

awie, ze — symbolicznie: K,
a sadzi, ze — symbolicznie: B,

gdzie w miejscu litery ‘@’ stoi nazwa danej osoby (tzw. agenta)

1.2. Spéjniki zdaniowe

Spojnikiem zdaniowym ma by¢ dowolne wyrazenie jezykowe, ktdre taczac dwa lub wigcej
zdan tworzy nowe zdanie. Z tego powodu operatorow zdaniowych nie zaliczyliSmy do sp6jnikéw
zdaniowych (chociaz niektérzy autorzy tak robia).

Dwucztonowe spdjniki zdaniowe majg indeks:

S

S S

Sa one wigc dwuargumentowymi funktorami zdaniotworczymi od dwdéch argumentéw zdanio-
wych. Nie wykluczamy wielocztonowych spdjnikéw zdaniowych o indeksach:

S S
S § S S § § S

Do tej kwestii wrocimy p6zniej.

2. Prawdziwosciowos¢é

2.1. Operatory prawdziwosciowe

Wsréd operatoréw zdaniowych wyrdznimy tzw. operatory prawdziwosciowe. Nazywa je si¢
takze ekstensjonalnymi.

Definicja 1. Operator prawdziwoSciowy to operator zdaniowy majacy nastepujaca wlasnos¢:

warto$¢ logiczna dowolnego zdania zbudowanego za pomocg tego operatora jest
catkowicie wyznaczona przez wartosS¢ logiczng zdania sktfadowego.

Przyktadem operatora prawdziwoSciowego jest operator negacji, majacy tabelke:

L p [ ~p | pl~p

prawdziwe || falszywe 1] O
falszywe || prawdziwe 0 1

Innym przyktadem bedzie tzw. operator asercji ‘Jest tak, ze’, majacy nastepujaca tabelke:

‘ p H Jest tak, ze p ‘
1 1
0 0

Jak wida¢ w logice dwuwartoSciowej jest on zbedny. Dlatego nie mamy dla niego zadnego ozna-
czenia symbolicznego.
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Teoretycznie mozliwe sg jeszcze dwa rodzaje operatorow prawdziwosciowych. Pierwsze —
zawsze dajace zdanie falszywe, oraz drugie — zawsze dajace prawde:

| P[Op[Osp|
1 0 1
0 0 1

Przyktadem pierwszego moégiby by¢ operator ‘Jest i nie jest tak, ze’, a przyktadem drugiego
moglby by¢ operator ‘Jest lub nie jest tak, ze’. Jak wida¢, nie sg to ciekawe przyktady.

2.2. Operatory nieprawdziwoSciowe

Pozostale z wymienionych operatoréw zdaniowych nie sg prawdziwoSciowe. Méwimy o
nich, ze sg intensjonalne.
Operatory modalne beda miaty nastepujace ,,okrojone” tabelki w standardowej interpretacji:

(p[opl~op[op|[~op]
1 1 0 ? ?
0 ? ? 0 1

To co jest prawdziwe jest tez mozliwe, a to co jest falszywe nie jest konieczne. Tam gdzie stoi
znak zapytania wartoS¢ logiczna caloSci jest wyznaczona przez tre$¢ zdania p, a nie tylko przez
jego wartoS¢. Sa fatszywe zdania, ktére jednak opisuja mozliwe sytuacje. Sa tez inne zdania
falszywe, ktore opisuja sytuacje niemozliwe. Przyktad takiego zdania:

Jakis kawaler jest Zonaty.

Ponadto, sg takie prawdziwe zdania opisujace sytuacje, ktore nie sg konieczne. Sg tez inne zdania
prawdziwe, ktdre opisuja sytuacje konieczne. Przyktad takiego zdania:

Kazdy kawaler jest Zonaty.
Stad otrzymujemy podane ,,0krojone” tabelki.
Widzimy wigc, iz mamy nastepujace niezawodne schematy wnioskowania:

2p P op
P op op
Pomigdzy operatorami modalnymi zachodzi zwiazki wyrazone przez nast¢pujace réwno-
waznosci logiczne!:
~Oop FH O~p
op FH ~oO~p
~op H o~p
op H ~o~p
Wyrazamy je lapidarnie w nastepujacy sposob:
to, ze dana sytuacja nie jest mozliwa znaczy, iz konieczne jest, aby bylo inaczej;
to, ze dana sytuacja jest mozliwa znaczy, iz nie jest konieczne, aby bylo inaczej;

to, ze dana sytuacja nie jest konieczna znaczy, iz jest mozliwe, aby bylo inaczej;
to, ze dana sytuacja jest konieczna znaczy, iz nie jest mozliwe, aby bylo inaczej.

I Symbol * 5’ wyraza to, iz zdania stojace po obu jego stronach sg logicznie réwnowazne, czyli prawdziwo$¢
jednego gwarantuje prawdziwo$¢ drugiego oraz odwrotnie.
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Jest to zgodne z podanymi do tej pory tabelkami:

| p|~plop|[~op[o~p|~o~p[op[~0op[Oo~p|~0~p]
1 0 ? ? 0 1 1 0 ? ?
0 1 0 1 ? ? ? ? 1 0

Oczywiscie, ta tabela nie jest dowodem, lecz pokazuje jedynie zgodnoS¢ z oczekiwaniami. To
ze znak zapytania przechodzi w znak zapytania nie dowodzi przeciez tego, ze beda zachowane
wartoS$ci logiczne.

Przejdzmy teraz do spdjnikéw epistemicznych. Maja one nast¢pujace ,,okrojone” tabelki:

| p[Kap|Bap]|
1 ? ?
0 0 ?

Wspdlczesnie, przyjmuje si¢, iz na wiedze sktadaja sie wylacznie zdania prawdziwe. Zatem
mowiac lapidarnie: gdy do naszej ,,wiedzy” zaliczymy jakie$ zdanie fatszywe, to jedynie wyDAJE
NAM SIE, ze to wiemy. Ponadto, kazdy ,,agent” zna jakies prawdy, lecz nie wszystkie. To, Ze zdanie
pjest prawda, wcale nie znaczy, iz awie, ze p. Jednakze, jeSli awie, ze p, to p jest prawda. Mamy
zatem tabelke operatora ‘Kj’, a z niej nastepujacy schemat niezawodny:

Kap
p

Istotnie, jesli przestanka jest prawdziwa, tzn. a wie, ze p, to p jest prawdziwe, gdyz gdyby byto
inaczej, to — na podstawie tabelki — przestanka tez bytaby fatszywa.

Uwaga. W nawigzaniu do ostatniego schematu niezawodnego zauwazmy:

(i) Nigdy nie bylo tak, aby ludzie wiedzieli, ze Ziemia jest ptaska. Jedynie kiedy$ w historii
wydawalo im si¢, iz wiedza, ze tak jest.

(ii) Podany schemat moze sktania¢ niekt6rych filozoféw do ,,rewizji teorii prawdy”, wedtug
nastepujacego rozumowania: «skoro wiemy, ze coS jest, wiec musimy to zaliczy¢ do prawdy».
Ten schemat jednak powinien jedynie sktania¢ do ,,rewizji naszej wiedzy”: «skoro coS nie jest
prawda, wiec nie nalezy to do naszej wiedzy, chociaz tak sadziliSmy». Méwiac obrazowo: «to
nie nasza wiedza generuje prawde», lecz «prawda weryfikuje nasza wiedzg».

Z ostatniego schematu otrzymamy dwa inne schematy niezawodne:

Kap Ka"‘p
~Ka~p ~Kap

Istotnie, przy zatozeniu, ze K, p musimy otrzymad, iz ~ K4 ~ p. Pokazemy to za pomoca deduk-
Cji nie wprost:

1. Kqp zalozenie

2. Ka~p zatozenie nie wprost
. . K

3.p wniosek z 1. za pomocg wnioskowania %p
. . . K, ~

4. ~p wniosek z 2. za pomocg wnioskowania i—pp

Mamy wiec sprzecznos$¢. Analogiczna dedukcja nie wprost pokazuje niezawodnoS¢ trzeciego z
podanych schematéw.
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Dla pierwszego wiersza tabeli operatora ‘B,” mamy podobng analize, jak dla operatora ‘K;’:
kazdy ,,agent” ma jakie$ prawdziwe przekonania, lecz nie wszystkie prawdy nalezg do jego prze-
konan. Odnos$nie drugiego wiersza zauwazmy, ze przekonania ,,agenta” mogg sktadac si¢ takze
ze zdan falszywych. Na szczeScie jednak, nie ze wszystkich. Zatem mamy takze znak zapytania
w drugim wierszu. Stad dopuszczamy przypadek, w ktérym a sadzi, ze p, lecz p okazuje si¢ by¢
zdaniem fatszywym.

Zatem odpowiednik, rozpatrywanego wyzej, pierwszego z trzech schematéw dla wiedzy be-
dzie schematem zawodnym. Niezawodne beda jednak odpowiedniki dwdch pozostalych sche-
matow:

_Bab Ba~p
~Ba~p ~Bap

Nie otrzymamy ich jednak na podstawie ,,okrojone;j” tabelki operatora ‘B, . Ich niezawodno$¢
wypltywaz tzw. ,,psychologicznej zasady niesprzecznoSci” gloszacej, ze nie mozna miec sprzecz-
nych przekonan. Wprowadzit ja do filozofii wybitny polski filozof Jan Lukasiewicz, w dziele
O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa. Na podstawie tej zasady mamy ogdlniejszy schemat
niezawodny:
Bap
~ Bganie-p

gdzie nie-p jest dowolnym zaprzeczeniem zdania p. Z tego ogdlniejszego mamy dwa poprzednie.
Po pierwsze, negacja zdania p jest takze zaprzeczeniem zdania p. Po drugie, zamiast p bierzemy
~ p. Zaprzeczeniem tego drugiego jest p, tj. p = nie-(~ p). Zatem od B, ~ p przechodzimy do
~Bap.

2.3. Spojniki prawdziwosciowe

Takze wsrdd sp6jnikow zdaniowych wyrdznimy spdjniki prawdziwosciowe (inaczej: eksten-
sjonalne). Maja one podobng definicje do operatoréw prawdziwosciowych.

Definicja 2. Spdjnik prawdziwosciowy to spéjnik zdaniowy majacy nastepujacg wlasnos¢:
warto$¢ logiczna dowolnego zdania zbudowanego za pomoca tego spdjnika jest
catkowicie wyznaczona przez wartosci logiczne zdan sktadowych.

Dalej poznany rézne przyktady spéjnikéw prawdziwosciowych oraz nieprawdziwosciowych.
O tych drugich méwimy, ze sg intensjonalne.

3. Spéjnik ‘i’

Spojnik ‘i’ jest uzywany zaréwno jako spdjnik zdaniowy, jak i jako faczacy inne wyrazenia.
Moga to by¢ czesci mowy (przymiotniki, np. ‘pickny i madry’; rzeczowniki, np. ‘poeta i malarz’)
oraz czesSci zdania (np. orzeczenia: ‘jest bogaty i ma syna’; frazy podmiotowe: np. ‘Jan i Pawel’,
‘kazdy Polak i kazdy Niemiec’).

Najpierw zajmiemy si¢ spdjnikiem ‘i’, gdy pelni on funkcje spdjnika zdaniowego (czyli ta-
czac zdania tworzy nowe zdanie ztfozone).

3.1. Spodjnik ‘i’ jako spdjnik zdaniowy

Spdjnik ‘i’ jako spdjnik zdaniowy ma rézne znaczenia. Tylko jedno z nich jest prawdziwoSciowe.
Jest spéjnikiem prawdziwosciowym, gdy uzywamy go jako spéjnika tzw. koniunkcji zdan.
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3.1.1. Spéjnik ‘i’ jako spéjnik koniunkcji zdan

Stowo ‘koniunkcja’ znaczy mniej wiecej tyle, co stowo ‘potaczenie’. Jesli jednak méwimy, ze
spdjnik zdaniowy ‘i’ zostat uzyty jako spdjnik koniunkcji, to nie chodzi o samo potaczenie zdari,
gdyz kazdy spdjnik zdaniowy spaja zdania. W przypadku koniunkcji chodzi o taczenie informa-
cji zawartych w zdaniach skfadowych. Koniunkcja to takie taczenie tych informacji, przy ktérym
nie powstaje zadna nowa informacja, ktérej explicite nie bytoby w zdaniach sktadowych.

OczywiScie, jak wszystkie zdania, koniunkcje przekazuja informacje tylko wowczas, gdy
sa niesprzeczne. Podobnie tez jak w przypadku innych zdan, koniunkcje moga przekazywac
falszywe informacje. Przyktady koniunkcji:

(a) 242=4i7<11.

(b) 22 + 24 =46 i Torun jest stolicq Polski.

(c) Warszawa lezy nad Wistq i Torui lezy nad Wistg.

(d) Kosciuszko jest bohaterem narodowym i Pitsudski jest bohaterem narodowym.
(e) Bytem w Tatrach i bytem nad Battykiem.

Skoro koniunkcja ma przekazywac¢ wylacznie sumE informacji zawartych w zdaniach skta-
dowych, wiec musi by¢ przemienna, tzn. nie jest istotna kolejnos¢ zdan sktfadowych. Stad ptynie
wniosek: Jesli w polqczeniu zdan spojnikiem ‘i’ istotna jest kolejnosé¢ sktadnikow, to nie jest to
koniunkcja. Przyktady:

(f) Anna ukoniczyta studia i wrécita do rodzinnego miasta.
(g) Anna wrdcita do rodzinnego miasta i ukoriczyta studia.
(h) Zabili go i uciekt.

(i) Jan potkngt sie i ztamat noge.

() Wylgczono prgd i zgasto Swiatto.

W zdaniu (f) implicite zawarta jest informacja, ze sytuacja opisana w pierwszym zdaniu
sktadowym zaszla przed sytuacjg opisang w drugim. Ponadto, zawarta jest implicite jeszcze jed-
na informacja, ze Anna odbyla studia poza rodzinnym miastem. Zupetnie sprzeczne dodatkowe
informacje przekazuje zdanie po zmianie kolejnosci zdari sktadowych, czyli zdanie (g).

W zdaniu (h) spéjnik ‘i’ uzyty jest w sensie zwrotu ‘a potem’. Zatem — obok informacji za-
wartych explicite w zdaniach sktadowych — mamy réwniez informacje, ze wczesniej go zabili
niz uciekl. A skoro tylko zywi ludzie mogg uciekaé, wiec powyzsze zdanie NIE MOZE BYC praw-
dziwe. Dwie jawne informacje nie moga by¢ facznie prawdziwe z trzecia, ktéra implicite zawarta
jest w tym zadaniu. Zatem «suma» tych trzech informacji nie przedstawia zadnej informacji. Te
jawne informacje — zawarte bezpoSrednio w zdaniach ‘Zabili go’ i ‘Uciekl’ — nie sa sprzeczne.
Przeciez mogto by¢ tak, ze wczesniej uciekt, a potem go zabili. Wowczas oba zdania sktadowe
beda prawdziwe. Z tego tez wzgledu po zmianie kolejnosci zdan sktadowych otrzymamy juz
wypowiedZ niesprzeczng.

W zdaniu (i) dodatkowe informacje dotycza kolejnoSci zajScia opisanych faktow oraz tego, ze
pierwszy z nich byt przyczyna, a drugi skutkiem.?> W tym zdaniu spéjnik ‘i’ uzyty jest w sensie
zwrotu ‘i wskutek tego’. Zmiana kolejnosci zdari sktadowych zmienia sens zdania. Podobna
analiza dotyczy zdania (j).

W zapisie symbolicznym spdjnik ‘i’ uzyty jako spdjnik koniunkcji zastapimy symbolem ‘A’.
(Uzywa si¢ réwniez symbolu ‘&’.) Warunki prawdziwosci koniunkcji opisuje ponizsza tabelka.

2 Oczywiscie, nie chodzi tu o to, ze z pierwszego zdania wynika drugie. Mozna si¢ przeciez potknaé, lecz nie
ztama¢ nogi (i tak na ogé6t bywa).
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koniunkcja
Y q PAQ
prawda | prawda prawda
prawda | falsz fatsz
fatsz | prawda fatsz
fatsz fatsz fatsz

W tabelce tej poszczegdlne wiersze opisuja jaka wartoS¢ ma koniunkcja w zaleznoSci od war-
tosci zdan sktadowych. W wierszu pierwszym rozpatrujemy przypadek, w ktérym oba zdania
sktadowe sa jednoczesnie prawdziwe. Istotne jest jednak to, ze koniunkcja nie przekazuje zadnej
innej informacji poza informacjami zawartymi w zdaniach skfadowych. Skoro te informacje sa
prawdziwe, wiec ich suma tez jest prawdziwa, czyli koniunkcja jest prawdziwa. W pozostatych
trzech przypadkach co najmniej jedna z sumowanych informaciji jest falszywa. Zatem ich suma
rowniez jest falszywa, czyli koniunkcja jest fatszywa.
Widzimy wiec, ze ‘i’ jako spdjnik koniunkcji jest spdjnikiem prawdziwoSciowym.

Reasumujac, koniunkcje spetniaja ponizsza zasade:
e Dana koniunkcja jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba sktadniki ma prawdziwe.

Powyzsze zdanie obustronnie warunkowe wyraza to samo, co facznie ponizsze dwa zdania wa-
runkowe. Pierwsze z nich oddaje czytanie tabelki «z lewa do prawa», a drugie «z prawa do lewa»:

() Jesli koniunkcja ma oba sktadniki prawdziwe, to ona takze jest prawdziwa.
(+) Jesli koniunkcja jest prawdziwa, to oba sktadniki ma prawdziwe.

Dodajmy, ze spdjnik ‘i’ uzyty w sensie koniunkcji jest synonimiczny ze spdjnikiem ‘oraz’.

3.1.2. Inne uzycia spéjnika zdaniowego ‘i’

Gdy spdjnik ‘i’ nie jest uzyty jako spdjnik koniunkcji, to z podanej dla koniunkcji zasady odpada
fragment (7). Tzn. na podstawie samej prawdziwosci obu sktadnikow nie mozna stwierdzic jaka
warto$¢ ma zdanie. Przyktadowo, zdanie ‘Anna wrdcita do rodzinnego miasta i ukoriczyta studia’
moze by¢ falszywe przy dwéch prawdziwych sktadnikach: ‘Anna wrécita do rodzinnego miasta’
oraz ‘Anna ukoriczyla studia’, gdyz byta inna kolejno$¢ opisanych faktow.

Z zasady podanej dla koniunkcji pozostaje jedynie fragment (). Innymi stowy, otrzymujemy
jedynie «czgsciowa» tabelke:

nie jest koniunkcja
P g pig ?: zdanie jest prawdziwe badz fatszywe w
prawda | prawda ? zaleznosci od tego czy wszystkie niejawne
prawda | falsz fatsz informacje zawarte w zdaniu ‘pi g takze
fatsz | prawda fatsz sa prawdziwe.
fatsz fatsz fatsz

Przyktady (f)—(j) pokazuja, ze dla prawdziwoSci catosci nie wystarcza prawdziwos¢ zdan skla-
dowych. Jesli zdanie postaci ‘p i Q' nie jest koniunkcja, to zawarta w nim informacja jest suma
wigcej niz dwoéch informacji: dwéch ze zdan sktadowych oraz dodatkowych informacji, otrzy-
manych implicite. Zatem na to aby zdanie postaci ‘p i q’ byto prawdziwe konieczne jest, aby
wszystkie informacje, jawne i niejawne, byly prawdziwe. Pierwszy wiersz nic nam nie méwi o
wartoSci dodatkowych informacji. Zatem nic nie wiemy o wartoSci zdania ‘pi q’. W pozostatych
trzech przypadkach co najmniej jedna z sumowanych jawnych informacji jest falszywa. Zatem
suma wszystkich informacji réwniez jest fatszywa.
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Zauwazmy, ze podana tabela spetnia «czgsSciowa» zasade:
o Jesli zdanie postaci ‘p i q’ jest prawdziwe, to oba sktadniki ma prawdziwe.

Istotnie, znak zapytania ‘?” stoi tylko w wierszu, gdzie oba sktadniki sa prawdziwe. Ponadto,
mowi on, ze zdanie ‘piQ’ ma wartoS¢ zalezng od tego czy takze prawdziwe sg pozostate informa-
cje przekazywane przez cale zdanie. Reasumujac: jesli cale zdanie jest prawdziwe, to wszystkie
informacje musza by¢ prawdziwe, czyli réwniez te zawarte w zdaniach sktadowych.

Ostatnig tabelke mozna uszczegétowi¢ w przypadku, gdy spéjnik ‘i’ jest uzyty w sensie
zwrotOw: ‘i nastepnie’, ‘i potem’, ‘a potem’ itp. (por. przyktady (f), (g) i (h)). Pierwszy wiersz,
w ktérym mamy ‘?’, rozbija si¢ na dwa podprzypadki:

jako ‘a potem’
p q przypadek :
pig
praWda PraWda fakt opisany w p zaszed! przed praWda
faktem opisanym w q
pr awda PraWda fakt opisany w p nie zaszedt fatsz
przed faktem opisanym w (|
prawda | falsz fatsz
falsz | prawda falsz
fatsz fatsz fatsz

W pierwszym przypadku prawdziwa jest dodatkowa informacja, ze fakt opisany w pierwszym
zdaniu zaszed! przed faktem opisanym w drugim zdaniu. Zatem mamy sume trzech prawdziwych
informacji. W drugim przypadku ta dodatkowa informacja jest falszywa. Zatem tez jest falszywa
suma informacji. W pozostatych trzech przypadkach co najmniej jedna z sumowanych jawnych
informacji jest falszywa. Zatem nie ma potrzeby rozpatrywania kolejnosci zajscia faktéw (gdyz
nie ma faktow). Suma wszystkich zawartych w zdaniu informacji jest fatszywa.

Analogiczng tabelke otrzymamy dla zdan, w ktérych spéjnik ‘i’ jest synonimem zwrotéw
‘i wskutek tego’, ‘i w wyniku tego’ itp. (por. przyktady (i) oraz (j)).

jako ‘i wskutek tego’

p q przypadek Diq

praWda prawda fakt opisany w Q zaszed! na prawda

skutek faktu opisanego w p

prawda | prawda byto inaczej falsz
prawda | falsz falsz
falsz | prawda falsz
fatsz fatsz fatsz

W pierwszym przypadku prawdziwa jest dodatkowa informacja, ze fakt opisany w drugim zdaniu
zaszed! na skutek faktu opisanego w pierwszym zdaniu. Zatem mamy sumg¢ trzech prawdziwych
informacji. W drugim przypadku ta dodatkowa informacja jest falszywa. Zatem tez jest falszywa
suma informacji. W pozostatych trzech przypadkach co najmniej jedna z sumowanych jawnych
informacji jest falszywa. Zatem nie ma potrzeby rozpatrywania kolejnosci zajscia faktéw (gdyz
nie ma faktow). Suma wszystkich zawartych w zdaniu informacji jest fatszywa.

Uwaga. Nasuwa si¢ pytanie: dlaczego w logice matematycznej zajmujemy si¢ spojnikiem zda-
niowym ‘i’ tylko jako spdjnikiem koniunkcji, a pomijamy inne jego znaczenia? W teoriach mate-
matycznych badamy obiekty abstrakcyjne. Zatem nie ma potrzeby analizowanie spdjnika ‘i’ jako
skrétu dla ‘i nastgpnie’, gdyz obiekty matematyczne sa bezczasowe. Nie ma réwniez potrzeby
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analizowania ‘i’ jako skrétu dla ‘i wskutek tego’, gdyz obiekty matematyczne nie sg fizyczne,
a tylko pomiedzy zjawiskami fizycznymi zachodzg relacje przyczynowo-skutkowe.

3.2. Spéjnik ‘i’ jako spéjnik niezdaniowy
Powiedzmy cof teraz o niezdaniowym uzyciu spdjnika ‘i’, gdy taczy on rézne czesci mowy
badZ rézne czesci zdan. Zatem gdy taczy on: czasowniki, przymiotniki, réznego rodzaju nazwy,
jak réwniez orzeczenia.
Niektorzy uwazaja, ze kazde uzycie spojnika ‘i’ mozna zamienic¢ koniunkcje. Bardzo czgsto
tak jest, lecz nie zawsze. Przyktadowo, zdanie:
Jan jest poetq i malarzem
moéwi to samo (jest rtwnowazne), co ponizsza koniunkcja:
Jan jest poetq i Jan jest malarzem

(Nie jest istotne jaka warto§¢ maja powyzsze zdania, tzn. czy s3 prawdziwe, czy falszywe.
Z pierwszego wynika drugie oraz z drugiego wynika pierwsze.) Zatem w prostym przypadku,
gdy spdjnik ‘i’ raz faczy dwa pojecia ogdlne, a drugi raz dwa zdania:

ajest S-emi M-em
ajest S-emiajest M-em
gdzie a jest nazwg indywidualng, dwa zdania méwig to samo.
Lecz takie przejicie nie jest ogélng zasada. Swiadczy o tym podany nizej przykiad. Rozpa-
trzmy dwa ponizsze schematy zdaniowe:
Jaki$ P jest S-em i M-em
Jaki$ P jest S-em i jaki$ P jest M-em

Czy takie zdania maja to samo gtosi¢? Wystarczy postawic:

za P —liczba
za S — ujemna
za M — dodatnia

Z pierwszego schematu otrzymamy zdanie falszywe (zero nie jest ani ujemne ani dodatnie!), a z
drugiego prawdziwe. To drugie bedzie przeciez koniunkcja dwéch zdan prawdziwych.

Jakas liczba jest dodatnia i ujemna

fatsz
prawda prawda

Jakas liczba jest dodatnia i jakas liczba jest ujemna

prawda

Nie ma takiej liczby, ktéra jednoczes$nie bytaby dodatnia i ujemna. W drugim zdaniu mamy
koniunkcje dwoch zdan prawdziwych. Sa przeciez liczby dodatnie i s3 liczby ujemne (wyraz
‘jakas’ w obu zdaniach sktadowych odnosi si¢ do innej liczby). Zatem, skoro badane zdania
ztozone majg rézne wartoSci, wiec takze wyrazaja co$ innego.

Aby w tym przykltadzie niezdaniowe uzycie ‘i’ przetransformowac w zdaniowe, nalezy zmie-
ni¢ schemat

Jaki$ P jest S-em i M-em
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na nastepujacy schemat formalny:
AX(X jest P-em A (X jest S-em A X jest M-em))

w ktérym ‘i’ jest juz spdjnikiem zdaniowym (spéjnikiem koniunkcji). Cato$¢ nie jest jednak
koniunkcja.
Zauwazmy, ze drugi schemat:

Jaki$ P jest S-em i jaki$ P jest M-em

ma nastepujacy — roézny od poprzedniego — formalny zapis:
AX(X jest P-em A X jest S-em) A AX(X jest P-em A X jest M-em)

Catos¢ jest wigc koniunkcja.
Zauwazmy jednak dwa ponizsze schematy zdaniowe:

Kazdy P jest S-em i M-em
Kazdy P jest S-em i kazdy P jest M-em

glosza to samo. P6Zniej udowodnimy, ze sa one logicznie rOwnowazne.
Aby w podanym przyktadzie niezdaniowe uzycie ‘i’ przetransformowaé w zdaniowe, nalezy
zmieni¢ schemat

Kazdy P jest S-em i M-em

na nastepujacy schemat formalny:
VYX(X jest P-em — (X jest S-em A X jest M-em))

w ktérym ‘i’ jest juz spdjnikiem zdaniowym (spéjnikiem koniunkcji). Cato$¢ nie jest jednak
koniunkcja.
Zauwazmy, ze drugi schemat:

Kazdy P jest S-em i kazdy P jest M-em

ma nastepujacy, rozny od poprzedniego, formalny zapis:
YX(X jest P-em — Xjest S-em) A YX(X jest P-em — X jest M-em)

Catos¢ jest wiec koniunkcja.
W podanych schematach zdaniowych uzycie orzeczeri imiennych (‘jest S-em itp.) nie jest
istotne. Zamiast nich mozemy rozwaza¢ dwa ponizsze ogélne schematy:

YX(Fx — (GX A HX))
YX(FX — GX) A YX(FX — HXx)

Inne problemy wiaza si¢ z ‘i’ wystepujacym w podmiocie zdania. Wowczas tworzymy orze-
czenie w liczbie mnogiej.

Przyktadowo, méwimy ‘Jan i Piotr sg przyjacielami’ zamiast ‘Jan jest przyjacielem Piotra’,
gdyz z tego drugiego zdania wynika zdanie ‘Piotr jest przyjacielem Jana’, skoro relacyjne pojecie
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bycia przyjacielem jest symetryczne.’ Podobnie méwimy ‘Jan, Piotr i Pawet sg przyjaciétmi’ za-
miast ‘Jan jest przyjacielem Piotra, Jan jest przyjacielem Pawla i Piotr jest przyjacielem Pawla’.
Mozna opuscié ‘Piotr jest przyjacielem Jana, Pawet jest przyjacielem Jana i Pawet jest przyjacie-
lem Piotra’. Zauwazmy, ze nie wystarczy powiedzie¢ ‘Jan i Piotr sg przyjacielami Pawta’, gdyz
pojecie bycia przyjacielem nie jest przechodnie. Zdania ‘Jan i Piotr sg przyjacielami Pawla’ oraz
‘Jan, Piotr i Pawet sa przyjaciétmi’ nie méwig tego samego.

Inna sytuacja bedzie wystgpowac w przypadku poje¢ przechodniach. Np. gdy pojecie bycia
przyjacielem zastapimy relacyjnym pojeciem bycia rowiesnikiem.

4. Rozne uzycia spojnikow ‘lub’, ‘albo’ i ‘badz’

4.1. Wykluczajace uzycie spojnikow ‘lub’, ‘albo’ i ‘badz’

Niektorzy sadza, ze tytulowe spdjniki ‘lub’, ‘albo’ i ‘badZ’ maja odmienne uzycia w jezyku
naturalnym. Postaram si¢ pokazac, ze maja one te same uzycia, tylko tych uzy¢ jest kilka.
Rozpatrzmy polecenie wydane nam przez lekarza:

Zazyj lekarstwo rano lub wieczorem!

Nie bedziemy si¢ przeciez dopytywac lekarza: Jak mamy rozumie¢ tutaj uzyty spdjnik ‘lub’?
Czy, jego plecenie miatoby znaczy¢ co innego, gdyby w miejsce ‘lub’ uzyt spéjnika ‘albo’ lub
‘badz’? Przeciez oczywiste jest, ze po takiej zamianie otrzymalibySmy polecenie to samo mo-
wigce: iz mamy zazyC lekarstwo tylko raz dziennie, w odpowiedniej dla nas porze.

Mamy zatem do czynienia z tzw. wykluczajgcym uzyciem spdjnika ‘lub’. Dlatego wyklucza-
jacym, iz wyklucza zajScie dwoch alternatywnych dziatan.

Podobnie wykluczajace byloby uzycie spojnikow ‘albo’ i ‘badZ’ w poleceniach lekarza:

Zazyj lekarstwo rano albo wieczorem!
Zazyj lekarstwo rano bgdZ wieczorem!

Beda one to samo znaczy¢, co to ze spojnikiem ‘lub’.

W tych przyktadach o wykluczajacym uzyciu tych spéjnikow wiemy z kontekstu ich uzycia.
Specjalnie uzyliSmy zdania rozkazujacego, gdyz w takim typie zdafi najlepiej jest widoczne
uzycie wykluczajace.

4.2. Niewykluczajace uzycie spojnikow ‘lub’, ‘albo’ i ‘badz’

PrzejdZmy teraz do drugiego uzycia spdjnikéw ‘lub’, ‘albo’ i ‘badz’. Rozpatrzmy zeznanie
Swiatka zdarzenia drogowego:

Kierowca byt pijany lub kierownica byta poluzowana.

Zalézmy, iz potem okazalo si¢, iz zaszlo jedno i drugie, czyli: kierowca byl pijany i kierownica
byla poluzowana. Czy Swiadek bedzie ukarany za sktadanie falszywych zeznai? Pewnie nie,
przeciez jego wypowiedZ tego NIE WYKLUCZALA. Swiadek w swojej wypowiedzi DOPUSZCZAL
to, iz zaszly facznie obie sytuacje.

3 Oczywiscie, gdyby$my mieli Jana i Anng, to w jezyku polskim nalezaloby zmieni¢ rodzaj meski na rodzaj
zeniski, a w liczbie mnogiej pisaé¢ ‘przyjaciéimi’.
Podobnie jest w przypadku relacyjnego poje bycia bratem, ktére jest symetryczne w zakresie mezczyzn.
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Czy, zeznanie §wiatka miatoby znaczy¢ co innego, gdyby w miejsce ‘lub’ uzyt spdjnika
‘albo’ lub ‘badz’? Oczywiste jest, ze po takiej zamianie otrzymalibySmy zeznanie o tej samej
tresci.

Mamy zatem do czynienia z tzw. niewykluczajgcym uzyciem spdjnika ‘lub’. Dlatego niewy-
kluczajacym, iz nie wyklucza zajScie dwdch alternatywnych sytuacji.

Podobnie niewykluczajace byloby uzycie spdjnikéw ‘albo’ i ‘badZ’ w zeznaniu Swiatka:

Kierowca byt pijany albo kierownica byta poluzowana.
Kierowca byt pijany bqd? kierownica byta poluzowana.

Beda one to samo znaczy¢, co to ze spojnikiem ‘lub’.
W tych przyktadach o niewykluczajacym uzyciu tych spéjnikéw wiemy z kontekstu ich uzy-
cia. Przeciez Swiadek nie mégt wykluczy¢ facznego zajscia obu sytuacji.

4.3. Podzialy znaczen spojnikow ‘lub’, ‘albo’ i ‘badz’

Do tej pory podzieliliSmy znaczenia spdjnikéw zdaniowych ‘lub’, ‘albo’ i ‘badZ’ na wy-
kluczajace i niewykluczajace. Mozna te znaczenia podzieli¢ takze na prawdziwoSciowe i inten-
sjonalne. Na koniec mozna potaczy¢ te podzialy. Intensjonalnymi alternatywami zajmiemy si¢
p6zniej, gdy poznamy zdania warunkowe.

4.4. PrawdziwoSciowe alternatywy

Alternatywa ma tez znaczenie prawdziwosciowe.

Jesli spéjnik ‘lub’ jest interpretowany prawdziwoSciowo i niewykluczajaco, to zamieniamy
go na symbol: V (od taciniskiego ‘vel’).

Jesli spojnik ten interpretowany bedzie prawdziwoSciowo i wykluczajaco, to zastepujemy go
symbolem: Y.

Przy znaczeniach prawdziwoSciowych mamy nastepujace tabelki:

lplg]pva|pY¥q]
11 1 | O

110 1 1
01 1 1
010 0 0

Widzimy wigc, ze w kazdej interpretacji alternatywa dwoch zdan fatszywych jest takze falszywa.

4.5. Trzecie znaczenie — dysjunkcja Sheffera

Mozna dopatrywac si¢ takze trzeciego znaczenia spdjnika zdaniowego ‘lub’. Widzimy je w
nastepujacej zapowiedzi rodzica skierowanej do jego dziecka:

Bedziesz grzeczne lub dostaniesz lanie.

W przysztoSci moze okaze si¢, iz dziecko nie bylo grzeczne oraz nie dostato lania. Przewaznie
w takiej sytuacji rodzic nie bedzie mial wyrzutow sumienia, iz wprowadzil swoje dziecko w
btad. Tym bardziej dziecko nie bedzie miato pretensji do swego rodzica o to, iz nie dotrzymato
obietnicy.
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Zatem oboje rozumieli omawiang zapowiedZ nast¢pujaco:
Nie bedzie tak, iz (zarowno) bedziesz grzeczne i dostaniesz lanie.

Na marginesie, nie mozna si¢ dziwic, ze tak rozumiana zapowiedZ rodzica nie zrobita na dziecku
zadnego wrazenia.
Podobnego znaczenia spéjnika ‘lub’ mozna doszukac si¢ takze w nastepujacej wypowiedzi
gracza w Toto Lotka:
Wygram duzo lub przegram mato.

Przeciez gracz wie o tym, iz moze ,,trafi¢ trojke¢”, a wowczas nie zajdzie ani jedno, ani drugie.
WypowiedZ gracza nalezy rozumie¢ nastepujaco:

Nie bedzie tak, iz (zaréwno) wygram duzo i przegram mato.

Wydaje sig¢, iz podobnie bedziemy interpretowac ostatnie dwa przyktady, gdy zamiast spdjnika
‘lub’ uzyjemy spdjnika ‘albo’ lub ‘badz’. Tez przybiora one te trzecie znaczenie.

Zadanie zbudowane ze spdjnikiem ‘lub’ przy tym trzecim znaczeniu nazywa si¢ dysjunkcjq
Sheffera.

Niektorzy nazywaja go po prostu dysjunkcjg. Nie powinno si¢ tak jednak robi¢, gdyz w
angielskojezycznej literaturze stowo ‘disjunction’ jest odpowiednikiem polskiego stowa ‘alter-
natywa’.

Widzimy, ze dysjunkcja Sheffera jest po prostu negacja koniunkcji, tj. méwi to samo, co
zdanie postaci
~(p A Q)
co mozemy odczytac jako:
Nie jest tak, iz zarazem pi Q.

Z tego wzgledu, spéjnik zdaniowy ‘lub’ w sensie dysjunkcji Sheffera jest zastepowany m.in.
przez symbol: T. Zapewne ma to symbolizowac przekreslony symbolu koniunkcji: A. Zatem

p T g ma znaczy¢ to samo, co ~(p A )

Uzywa si¢ tez innych symboli. Najczesciej jest to: |.
Zatem, zgodne z podanymi do tej pory tabelkami, mamy:

lplalpral~(prg | pPTq]
111 1 0 0

S O =

0 0 1 1
1 0 1 1
0 0 1 1

4.6. Niezdaniowe a zdaniowe uzycie spéjnikow: ‘lub’, ‘albo’, ‘badz’

Uzycie spdjnika ‘lub’ (‘albo’, ‘badz’) w sensie dysjunkcji Sheffera jest jedynie tzw. uzyciem
zdaniowym, tzn. spdjnik ten taczy zdania tworzac nowe zdanie.

Zauwazmy jednak, iz spdjniki ‘lub’, ‘albo’ i ‘badZ’ w interpretacji wykluczajacej i niewyklu-
czajacej moga taczyc takze rézne czeSci mowy badz rozne czeSci zdan. Zatem moga one taczyc:
czasowniki, przymiotniki, réznego rodzaju nazwy, jak réwniez orzeczenia.
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Moze si¢ wydawaé, ze mamy ,,automatyczne” przetlumaczenie niezdaniowych uzy¢ tych
sp6jnikow na ich uzycie zdaniowe.

Jest tak w najprostszych przypadkach, w ktérych spdjnik ‘lub’ raz taczy dwa pojecia ogélne,
a drugi raz dwa zdania:

ajest S-em lub M-em
ajest S-em lub ajest M-em

gdzie a jest nazwg indywidualng. Te dwa zdania méwig to samo w obu interpretacjach spdjnika
‘lub’.

Niestety, nie jest to ogélna zasada. Swiadcza o tym podane nizej przyktady. Analogiczne
przyktady mozna podac dla ‘lub’ faczacego inne cz¢Sci mowy, czy tez orzeczenia.

Rozpatrzmy dwa ponizsze schematy zdaniowe:

Kazdy P jest S-em lub M-em
Kazdy P jest S-em lub kazdy P jest M-em

Czy takie zdania maja to samo gtosi¢? Wystarczy postawic:

za P —liczba catkowita
za S —ujemna
za M — nieujemna

Bez wzgledu na przyjeta interpretacje z pierwszego schematu otrzymamy zdanie prawdziwe
(zero jest nieujemne!), a z drugiego falszywe. To drugie bedzie przeciez alternatywa dwoch zdan
falszywych. Jest ona wiec fatszywa zaréwno jako wykluczajaca, jak i niewykluczjaca.

Jednakze we wspoéiczesnej logice formalnej analizujemy zazwyczaj spéjnik ‘lub’ jedynie
jako spéjnik zdaniowy. Aby niezdaniowe uzycie ‘lub’ przetransformowac¢ w zdaniowe, nalezy
zmieni¢ schemat

Kazdy P jest S-em lub M-em
na nastepujacy schemat formalny:
VX(X jest P-em — (X jest S-em lub X jest M-em))

w ktérym ‘lub’ jest juz spdjnikiem zdaniowym. Calo$¢ nie jest jednak alternatywa.

Zauwazmy, ze drugi schemat:

Kazdy P jest S-em lub kazdy P jest M-em
ma nastepujacy, rozny od poprzedniego, formalny zapis:
VYX(X jest P-em — X jest S-em) lub VX(X jest P-em — X jest M-em)

Catos¢ jest wiec alternatywa.

Rozpatrzmy ciekawszy przyktad, zwigzany dwoma ponizszymi schematami zdaniowymi:

Jaki$ P jest S-em lub M-em
Jaki$ P jest S-em lub jaki$ P jest M-em
To czy te zdania méwig to samo zalezy od sensu spdjnika ‘lub’.
Mozna zauwazy¢, ze przy niewykluczajacym uzyciu ‘lub’ te zdania to samo znaczg. P6Zniej
na wyktadzie udowodnimy, ze sa dedukcyjnie rownowazne, czyli sg tez logicznie réwnowazne.
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Przy wykluczajacym uzyciu ‘lub’ bedzie jednak inaczej. Wystarczy postawic:

za P — cztowiek
za S — kobieta
za M — mezczyzna

Otrzymamy pierwsze zdanie prawdziwe, a drugie falszywe. To drugie bedzie przeciez alter-
natywa wykluczajaca dwoch zdarn prawdziwych.
Aby niezdaniowe uzycie ‘lub’ przetransformowac w zdaniowe, nalezy zmieni¢ schemat

Jaki$ P jest S-em lub M-em
na nastepujacy schemat formalny:
AX(X jest P-em A (X jest S-em lub X jest M-em))

w ktérym ‘lub’ jest juz spdjnikiem zdaniowym. CaloS¢ nie jest jednak alternatywa.
Zauwazmy, ze drugi schemat:

Jakis P jest S-em lub jaki$ P jest M-em
ma nastepujacy, rozny od poprzedniego, formalny zapis:
AX(X jest P-em A X jest S-em) lub AX(X jest P-em A X jest M-em)

Catos¢ jest wigc alternatywa.

S. Przemiennos¢ i Igcznosé spojnikow

5.1. Przemiennos$¢

Moéwimy, ze dany dwuargumentowy (dwucztonowy) spdjnik S jest przemienny, gdy zacho-
dzi dla niego nastepujaca rownowaznos¢ logiczna:

PSq K qSp

Patrzac ma tabelki spojnikéw koniunkcji, obu alternatyw i rownowaznoSci materialnej tatwo
zauwazy¢, ze sa one przemienne. Latwo tez zauwazyc, ze spojnik implikacji materialnej nie jest
przemienny.

5.2. Lacznos¢ spojnikéw. Okreslenie, przyklady

Moéwimy, ze dany dwuargumentowy (dwuczionowy) spdjnik S jest #gczny, gdy zachodzi dla
niego nastepujaca rownowaznos¢ logiczna:

pS(@QSr) H (pSg ST

Patrzac ma tabelki spdjnikdw koniunkcji, obu alternatyw i rownowaznoSci materialnej zauwa-
zamy, ze sa one taczne. Wystarczy spojrze¢ na podane dalej tabele. Istotnie, dla kazdego z tych
spdjnikéw, w kazdym z oSmiu przypadkéw badane zdania maja t¢ samg wartos¢.
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[(plafr[aar[pA@AD ] PAG](PAGAT]
1]1]1 1 1 1 1
1{1fof o 0 1 0
1jol1] o 0 0 0
1jolo| o 0 0 0
0111 1 0 0 0
o|1]0] o 0 0 0
ojo|1] o 0 0 0
0lojo] o 0 0 0
plalrfavr[pv@vn]pval(pvavr
o 1 I I I
1f1fo]| 1 1 1 1
tlof1] 1 1 1 1
1jolo| o 1 1 1
0|11 1 1 1 1
0(1/(0 1 1 1 1
ojof1] 1 1 0 1
0lojo] o 0 0 0
plalrfa¥r[p¥@¥Yn[pYa[(PYgVr
I[L[t] o I 0 I
1fifof 1 0 0 0
1101 1 0 1 0
1jolo| o 1 1 1
o|1|1] o 0 1 0
o|1]|o] 1 1 1 1
ojof1] 1 1 0 1
0lojo] o 0 0 0

5.3. Whnioski wyplywajace z wlasnosci 1acznosci
Wtasno$¢ facznosci spdjnika S jest bardzo wazna. Dzigki niej okazuje sie¢, ze dla dowolnej
liczby wystapien tego spdjnika nie jest istotny uktad nawiaséw (oczywisScie musi on by¢ prawi-
dlowy). Przy kazdym z tych uktadéw otrzymujemy formuty logicznie réwnowazne.
Przyktadowo pokazemy to w przypadku wystepowania trzech egzemplarzy spdjnika S, ktéry
jest faczny. Mamy pie¢ mozliwych prawidtowych uktadéw nawiasow:

PS(@AS(rSy9)
PS((@Sr) Sy
(PS(@Sr))Ss
(pSQ)Sr)Ss
(pSq)S(rSy

Dla facznego spdjnika S, wszystkie te zapisy sg logicznie rownowazne. Istotnie, stosujac
faczno$¢ otrzymamy:

pPS@S(rSs) H (pPSAS(rSy
H (pSa)Sr)Ss
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Nastepnie, wewnatrz nawiasu, jeszcze raz wykorzystujemy tacznos¢ spdjnika S.

Analogiczne rozwazania mozna powtérzy¢ dla dowolnej liczby wystapien tacznego spdjni-
ka S i dowolnego prawidlowego ukladu nawiaséw. Nie bedziemy tego robi¢ z uwagi na to, ze
byloby to Zmudne.

6. Wieloczlonowe koniunkcje i alternatywy

Zachodzi nastepujace pytanie: Czy wielocztonowe koniunkcje i alternatywy dajq sie wyrazi¢
odpowiednio za pomocq dwuargumentowych spojnikoéw koniunkcji i alternatywy? Okazuje si¢,
ze jest tak w przypadkach koniunkcji i alternatywy niewykluczajacej. W przypadku za$ alterna-
tywy wykluczajacej odpowiedz jest negatywna.

6.1. Wieloczionowa koniunkcja

Ogdlnie, koniunkcjg nazwiemy zdanie ztozone, ktére glosi, iz wszystkie jego zdania sktado-
we (cztony) sg prawdziwe.

Przypomnijmy, ze dane zdanie jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy jest tak jak ono glosi.
Zatem dana koniunkcja jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy ma prawdziwe wszystkie zdania
sktadowe.

Do tej pory zajmowaliSmy si¢ wylacznie dwucztonowymi koniunkcjami zbudowanymi za
pomoca dwuargumentowego spdjnika zdaniowego ‘A’. Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem wielo-
cztonowych koniunkcji.

Zachodzi pytanie: Czy do ich wyraZenia musimy uzy¢ jakiegos wieloargumentowego spojni-
ka, czy wystarczy nam wielokrotne uZycie dwuargumentowego spojnika koniunkcji?
Zacznijmy od przypadku tréjcztonowej koniunkcji postaci:

p,qir

Ma ona glosié, ze wszystkie trzy zdania sktadowe sa prawdziwe. Na podstawie pierwszej tabeli
widzimy, ze wyrazaja to takze ponizsze dwie rownowazne formuty:

pA@AT)
(PAQ AT

Sa one zbudowane za pomocag dwuargumentowego spdjnika ‘A’, czyli sg to dwucztonowe ko-
niunkcje, ktdre jako jeden z cztonéw majg dwucztonowa koniunkcje.

Widzimy wiec, ze aby w naszym systemie formalnym wyrazi¢ trdjcztonowa koniunkcje nie
musimy wprowadza¢ dodatkowego tréjargumentowego spdjnika zdaniowego. Wprowadzamy
nastepujaca umowe: zapis

PAQAT

ktdry nie jest «oficjalng» formufa w naszym systemie, bedzie wyrazal tréjcztonowa koniunkcje,
czyli zdanie gloszace, iz wszystkie jego sktadniki sg prawdziwe. Oficjalnie mozemy go traktowac
jako jedna z dwoch poprzednio podanych rownowaznych formut, w ktérych opusciliSmy nawia-
sy, gdyz ich ukfad nie jest istotny dla obliczania wartosci catosci (przy obu uktadach nawiaséw
otrzymamy t¢ samg warto$¢ w kazdym z oSmiu przypadkéw).
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Podobnie, zapis
PAQATAS

ktdry nie jest «oficjalna» formuta w naszym systemie, bedzie wyrazal czwércztonowg koniunk-
cje. Oficjalnie mozemy go traktowac jako jedna z pigciu ponizszych rownowaznych formut:

PA@A(rAY)
PA(@AT)AYS)
(PAYA(rAS
(PAGAT)AS
(PA(@AT)AS

w ktérych opusciliSmy nawiasy, gdyz ich uktad nie jest istotny dla obliczania wartoSci catosci
(przy wszystkich tych uktadach nawiaséw otrzymamy t¢ samg warto$¢ w kazdym z szesnastu
przypadkow).
Ogodlnie zapis postaci:
ar ANaa A - A ap

bedzie wyrazal n-cztonowa koniunkcje (n > 1), czyli zdanie gloszace, iz zdania a1, @, ..., @y
sg prawdziwe. Oficjalnie mozemy go traktowac jako jedng z wielu rownowaznych formut utwo-
rzonych za pomocg dwuargumentowego spdjnika ‘A’ oraz nawiaséw. Te formuly sa logicznie
roéwnowazne, na mocy facznosci tego spdjnika.

6.2. Wieloczionowe alternatywa niewykluczajaca

Ogdlnie, alternatywq niewykluczajgcq nazwiemy zdanie ztozone, ktdre glosi, iz co najmniej
jedno z jego zdan sktadowych (cztonéw) jest prawdziwe.

Zatem dana alternatywa niewykluczajaca jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy ma praw-
dziwe co najmniej jedno zdania sktadowe.

Do tej pory zajmowaliSmy si¢ wytacznie dwuczionowymi alternatywami niewykluczajacymi
zbudowanymi za pomocg dwuargumentowego spdjnika zdaniowego ‘V’.

Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem wielocztonowych alternatyw niewykluczajacych. Zachodzi
pytanie: Czy do ich wyraZenia musimy uzyc¢ jakiegos wieloargumentowego spojnika, czy wystar-
czy nam wielokrotne uzycie dwuargumentowego spojnika alternatywy niewykluczajgcej?

Zacznijmy od przypadku tréjcztonowej alternatywy wykluczajacej postaci:

p, lub) glub r

Ma ona glosié, ze co najmniej jedno ze zdarn sktadowych jest prawdziwe. Na podstawie drugiej
z pokazanych tabel widzimy, ze wyrazaja to takze ponizsze dwie réwnowazne formuty:

pv(@vr)
(Pvavr

Sa one zbudowane za pomocg dwuargumentowego spojnika ‘V’, czyli sg to dwuczionowe alter-
natywy niewykluczajace, ktdre jako jeden z cztonéw maja dwucztonowg alternatywe niewyklu-

czajaca.
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Widzimy wigc, ze aby w naszym systemie formalnym wyrazic¢ tréjczionowa alternatywe nie-
wykluczajaca nie musimy wprowadzaé dodatkowego tréjargumentowego spdjnika zdaniowego.
Wprowadzamy nastgpujaca umowe: zapis

pvqgvr

ktdry nie jest «oficjalng» formufa w naszym systemie, bedzie wyrazat tréjcztonowa alternatywe
niewykluczajaca, czyli zdanie gloszace, iz co najmniej jeden jego sktadnik jest prawdziwy. Ofi-
cjalnie mozemy go traktowac jako jedna z dwdch poprzednio podanych réwnowaznych formut,
w ktérych opusciliSmy nawiasy, gdyz ich uktad nie jest istotny dla obliczania wartoSci catosci
(przy obu ukfadach nawiaséw otrzymamy t¢ samg warto$S¢ w kazdym z oSmiu przypadkow).
Podobnie, zapis
pvqvVvrvs

ktdry nie jest «oficjalng» formulg w naszym systemie, bedzie wyrazal czworcztonows alterna-
tywe niewykluczajaca. Oficjalnie mozemy go traktowac jako jedna z pigciu ponizszych réwno-
waznych formut:

pv(v(rve)
pv(@@vr)vs)
(pva)Vv(rvs
((pvagvr)vs
(pv(@vr)vs

w ktérych opusciliSmy nawiasy, gdyz ich uktad nie jest istotny dla obliczania wartoSci catosci
(przy wszystkich tych uktadach nawiaséw otrzymamy te samg wartoS¢ w kazdym z szesnastu
przypadkéow).
Ogodlnie zapis postaci:
a1 VarV: ---Vay

bedzie wyrazal n-cztonowa alternatywe niewykluczajaca (n > 1), czyli zdanie gloszace, iz co
najmniej jedno ze zdan as, @y, ..., @y jest prawdziwe.

Oficjalnie mozemy go traktowac jako jedng z wielu réwnowaznych formut utworzonych za
pomoca dwuargumentowego spdjnika ‘v’ oraz nawiasow. Te formutly sg logicznie rOwnowazne,
na mocy tacznosci tego spdjnika.

6.3. Wieloczionowe alternatywa wykluczajaca

Og6lnie, alternatywg wykluczajgcq nazwiemy zdanie ztozone, ktére glosi, iz doktadnie jedno
z jego zdan skfadowych (cztonéw) jest prawdziwe.

Zatem dana alternatywa wykluczajaca jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy ma prawdzi-
we doktadnie jedno zdania sktadowe.

Do tej pory zajmowaliSmy si¢ wylacznie dwucztonowymi alternatywami wykluczajacymi
zbudowanymi za pomocg dwuargumentowego spdjnika zdaniowego ‘V’. Teraz zajmiemy si¢
przypadkiem wielocztonowych alternatyw wykluczajacych. Zachodzi pytanie: Czy do ich wy-
razenia musimy uzyc jakiegoS wieloargumentowego spojnika, czy wystarczy nam wielokrotne
uzycie dwuargumentowego spojnika alternatywy wykluczajgcej?
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W przypadku alternatywy wykluczajacej odpowiedZ na to pytanie bedzie inna niz w przy-
padku koniunkcji i alternatywy niewykluczajace;j.
Zacznijmy od przypadku tréjcztonowej alternatywy wykluczajacej postaci:

p. (lub) qlubr

W nawigzaniu do symbolu ‘¥’ bedziemy pisac ‘lub’, aby podkresli¢ to, iz ‘lub’ interpretujemy w
sposob wykluczajacy. Ma ona glosic, ze doktadnie jedno ze zdan sktadowych jest prawdziwe. Na
podstawie trzeciej z pokazanych tabel widzimy, ze nie wyrazaja tego ponizsze dwie rOwnowazne
formuty:

p¥(q¥r)
(PYq¥r

Mianowicie, sa one prawdziwe takze wtedy, gdy wszystkie sktadniki sa prawdziwe.
Ze wzgledu na powyzsze spostrzezenie zapis

pyqyr

mozna rozumie¢ na dwa sposoby (niektérym moze si¢ wydawac, ze te dwa sposoby mowig to
samo, lecz jest inaczej).

Z jednej strony mozemy go traktowac jako zapis trojcztonowej alternatywy wykluczajace;j.
Wtedy musielibySmy uznadé, ze zapis ... Y ... ¥ ... symbolizuje w naszym systemie tréjargu-
mentowy spdjnik zdaniowy alternatywy wykluczajacej, wyrazony nastepujacg tabelka: Spdjnik

[plalrp¥q¥r]
1111 0
1{11]0 0
1101 0
11010 1
Ol1]1 0
0[1]0 1
01011 1
0/0]0 0

ten musiatby by¢ wprowadzony do naszego systemu.

Z drugiej strony jednak «ki6ci» si¢ to z 0ogdlna zasada, iz zapisanie czegos$ z uzyciem jednego
ze spojnikow koniunkcji badz alternatywy, lecz bez nawiaséw, mowi o tym, iz je opusciliSmy z
pewnych wzgledow.

Zatem wedlug tej zasady zapis ‘p Y q V¥ r’ ma wskazywac na ktéras z dwéch formut réwno-
waznych: ‘pV¥ (qY¥Yr) badz ‘(pY Q) ¥ r’ (a przeciez nie o to nam chodzifo).
Zauwazmy jeszcze, ze formuta

(PYQY(r¥sy)

jest prawdziwa takze w przypadku, gdy ma prawdziwe trzy sktadniki. Zatem nie moze wyrazac
czworcztonowej alternatywy wykluczajacej. Oczywiscie, jest tak réwniez dla czterech pozosta-
tych réwnowaznych uktadéw nawiaséw. Zatem znowu opuszczenie nawiasow moze wprowadzié
w btad.
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Czy zatem w naszym systemie nie da si¢ wyrazi¢ wielocztonowych alternatyw wykluczaja-
cych? Mozna, jednak nie za pomocg jakiegoS spojnika alternatywy wykluczajacej. Tréjcztonowa
alternatywe wykluczajaca wyrazimy nastepujaco:

(PvavnA~(pAQA~(PAT)A~(QAT)

tj. zachodzi co najmniej jedno, lecz nie zachodza zadne dwa z nich facznie. Wedlug tej zasady
wolno zapisywac alternatywe wykluczajaca o dowolnej liczbie cztonéw. Przyktadowo formuta

(PvaAVrVveA~(PAQA~(PAN)~(PASA~QAT)A~QAY A~ AS)

wyraza czworczlonowa alternatywe wykluczajaca.

Powyzsze «klopoty» z alternatywa wykluczajaca oraz inne, spowodowaly to, iz spojnikéw
alternatywy wykluczajacej w ogéle nie bada w systemach formalnych. Do tych innych «kfopo-
tow» zaliczymy np. ten, ze — jak to juz wczedniej pokazaliSmy — zdania postaci:

Jaki$ P jest S-em lub M-em
Jaki$ P jest S-em lub jaki$ P jest M-em

nie glosza tego samego, gdy spdjnik ‘lub’ rozumiemy wykluczajaco.

To, co ma wyrazac¢ alternatywa wykluczajaca zapisujemy wylacznie za pomocg alternatywy
niewykluczajacej, negacji i koniunkcji.



