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Prawa de Morgana, czyli zaprzeczanie koniunkciji
oraz zaprzeczanie alternatywie niewykluczajacej

Zalézmy, ze ktoS wypowiedziat koniunkcje:
Bytem w Tatrach i bytem nad Battykiem

tzn. informuje nas, zZe zaszly oba opisane fakty, lecz nic nie méwi na temat ich kolejnosci.
Przedstawimy jakie sa zaprzeczenia tego zdania. Pierwszym jest oczywiscie jego negacja
przedzdaniowa:

Nie jest tak, ze zarowno bytem w Tatrach i bytem nad Battykiem

Zwrot ‘zaréwno’ petni role znaku interpunkcyjnego. Mowi, ze negacja odnosi si¢ do calej ko-
niunkcji, a nie nie tylko do pierwszego jej cztonu.! Poszukajmy jednak innego zaprzeczenia
logicznego, ktére nie bedzie juz negacja przedzdaniowg. W tym celu odwotamy si¢ do zawarto-
Sci semantycznej zdan. Poszukamy zdania, ktére bedzie mialo t¢ samg zawarto§S¢ semantyczng,
co negacja przedzdaniowa podanej koniunkcji, czyli bedzie przekazywac t¢ samg informacje.

Jak pamigtamy zawarto$¢ semantyczng danego zdania otrzymujemy analizujgc tzw. opisy
mozliwych stanéw rzeczy zwigzanych z tym zdaniem. Z interesujacym nas zdaniem zwigzane sg
cztery mozliwe stany rzeczy (w dwoch wymiarach logicznych). Oto ich opisy:

bylem w Tatrach i bylem nad Baltykiem

bylem w Tatrach i nie bylem nad Battykiem
nie bylem w Tatrach i bylem nad Baltykiem
nie bylem w Tatrach i nie bytem nad Baltykiem

el N

Pokazemy, ze w kazdym mozliwym stanie rzeczy zdania:

Bytem w Tatrach i bytem nad Battykiem
Nie bytem w Tatrach i/lub nie bytem nad Battykiem

muszg mie¢ r6zng warto$¢ logiczna, tzn. ze s3 wzajemnie sprzeczne (tj. razem nie mogg byc
prawdziwe) oraz dopetniajg si¢ (tj. razem nie mogg by¢ falszywe).
Przypomnijmy, bardzo przydatne w logice, pojecie wartoSciowania sqdow.

Derinicia. WartoSciowaniem danej grupy sadéw nazywamy dowolng funkcje, ktéra kazdemu
sadowi z tej grupy przyporzadkowuje jedno z poje¢: prawde badz fatsz.

* © 20006, prawa autorskie do calosci ma wylacznie autor, Andrzej Pietruszczak.

! Zwrot ‘zarazem’ nie bylby potrzebny, gdyby nasz przykiad miat postaé skrécona ‘Bylem w Tatrach i nad
Battykiem’. Wéwczas ‘i’ nie taczyloby zdan. Oczywiscie, ostatnie zdanie byloby rownowazne wyj$ciowej koniunkcji.
Jednak nie zawsze tak jest. Przyktadowo zdanie postaci ‘Co najmniej jedno P jest S-em i M-em’ nie méwi tego
samego, co ‘Co najmniej jedno P jest S-em & co najmniej jedno P jest M-em’ (prosze podstawic: P/zwierze, S/pies,
M/kot; otrzymamy falszywe pierwsze zdanie, a koniunkcja bgdzie prawdziwa).
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Intuicyjnie: przyporzadkowanie to ma polegaé na tym, iz poszczegdlne sady z danej grupy uznaje-
my za prawdziwe badzZ falszywe. Kazdemu z nich przypisujemy doktadnie jedng warto$¢. Robimy
to zupelnie «teoretycznie», bez wzgledu na to jaka jest zalezno$¢ pomiedzy sagdami w grupie.
Np. dwa sady moga wzajemnie si¢ wykluczaé, a mimo tego przypiszemy im warto$¢ prawda.
Z drugiej strony dwa sady moga si¢ wzajemnie dopelniaé, a mimo tego przypiszemy im wartoS¢
fatsz. W czedci skryptu poSwigconej rozwigzywaniu zadan dotyczacych zawarto$ci semantycznej
widzieliSmy jakie korzysci przynosi takie teoretyczne podejscie.

Latwo policzy¢, ze gdy grupa ztozona jest z n sadoéw, to warto$ciowan jest 2". Tyle jest ma-
tematycznych funkcji okres§lonych na zbiorze n-elementowym i przyjmujach wartosci w zbiorze
dwuelementowym {prawda, fatsz}.

W kazdym mozliwym stanie rzeczy poszczegélne sady sg albo prawdziwe albo falszywe.
Zatem mozliwe stany rzeczy wyznaczaja wartoSciowania rozpatrywanych sadéw. Moze si¢ przy
tym zdarzy¢, ze rézne stany wyznaczajg to samo warto$ciowanie. Ponadto, mogg istnie¢ warto-
Sciowania nie wyznaczone przez mozliwe stany rzeczy. Takie warto§ciowania opisujg NIEMOZLIWE
stany rzeczy.

W naszym przypadku mamy uproszczong sytuacje. Mamy cztery mozliwe stany rzeczy oraz
cztery warto§ciowania (22 = 4). Zatem dla dwéch sadéw prostych rozpatrywanych w tym punkcie
mamy nast¢pujace warto§ciowania wyznaczone przez cztery mozliwe stany rzeczy:

stglrlu Bytem w Tatrach | Bytem nad Baitykiem Warto s’,girow ania
1 prawda prawda 1
2 prawda fatsz 2
3 fatsz prawda 3
4 fatsz fatsz 4

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia pomocnicze (aby skroci¢ zapis):
p dla sadu: Bytem w Tatrach

q dla sadu: Byfem nad Baltykiem
1 dla: prawda oraz 0 dla: falsz

Badane sady:
Bytem w Tatrach i bytem nad Battykiem
Nie bytem w Tatrach i/lub nie bytem nad Battykiem
bedg mialy odpowiednio nast¢pujace formy:
p&q
-p V -q
Sprawdzimy czy PRZY WSZYSTKICH WARTOSCIOWANIACH sady o powyzszych formach maja r6zna
warto$¢ logiczna.

P Q PVvQ
plq| p&q -p -q —pV —q
171 1 0 0 0
1]0 0 0 1 1
01 0 1 0 1
00 0 1 1 1

Gorny wiersz pokazuje, jak policzy¢é warto$¢ sadu ztozonego stosujagc oznaczenia pomochnicze.
Sprawdzenie wypadlo pozytywnie. Zatem badane sady (wyrdéznione) muszg mie¢ r6zng wartos¢,
czyli jeden z nich jest zAPRZECZENIEM drugiego.

Zastanéwmy sie teraz, czy powyzszy wynik zalezy od tego jakie sady stoja w miejscach liter
‘P1‘q?
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GdybySmy w miejsce tych liter postawili inne sady, to co najwyzej moglaby ulec zmianie
liczba mozliwych stanoéw rzeczy. Jednak jakie by one nie byly moga wyznaczy¢ co najwyzej cztery
warto$ciowania. W kazdym mozliwym stanie rzeczy albo dane zdanie jest prawdziwe, albo jest
falszywe. Zatem gdy mamy dane dwa zdania, to dostaniemy co najwyzej cztery wartoSciowania
pary zdaf.

Zatem jeSli przy wszystkich wartoSciowaniach dwa zdania muszga mie¢ rézne wartosSci, to
takze we wszystkich mozliwych stanach rzeczy muszg mieé rézne wartoSci, czyli jedno jest
zaprzeczeniem drugiego.

Skoro, otrzymaliSmy to na podstawie samej formy logicznej badanych zdar, to jest to zaprze-
czenie logiczne.

Reasumujac: logicznym zaprzeczeniem koniunkcji, czyli zdania o formie:

p&q

jest alternatywa niewykluczajaca negacji zdan skladowych, czyli zdanie o formie:
—pV—q

Jest to tre$¢ pierwszego z PRAW DE MORGANA.?

Uwaga 1. To pierwsze prawo de Morgana nie zachodzi, gdy spdjnik ‘i’ nie jest spdjnikiem
koniunkcji. W takich przypadkach, zdanie postaci ‘—pV —q’ nie jest zaprzeczeniem zdania ‘piq’
(np. zdan postaci: ‘p i potem q’ oraz ‘p i wskutek tego q’). To ostatnie moze byC falszywe
takze przy obu sktadnikach prawdziwy (alternatywa negacji tez bedzie fatszywa). Przyktadowo,
fatszywos¢ zdania ‘Potknat si¢ 1 ztamal noge’ moze by¢ zwigzana z tym, ze chociaz zaszly oba
fakty, to nie ma jednak zadnego zwigzku pomiedzy nimi. O

Na podstawie poprzednich rozwazan tatwo si¢ domysleé, ze zaprzeczeniem alternatywy nie-
wykluczajacej, czyli sadu postaci:

pVvVq
bedzie koniunkcja negacji:
—|p & —|q
Mozna do tego dojS¢ na podstawie nastepujacej prostej analizy. Zdanie
pVvVq
zastepujemy zdaniem
——p V -q
gdy skorzystamy z prawa podwdjnej negacji. To ostanie ma jednak przeciez forme:
-P Vv —|Q

gdzie wielkie litery ‘P’ 1 ‘Q’ ukryly negacje ‘—p’ i ‘-~q’. Wiemy jednak, ze zaprzeczeniem
logicznym ostatniego zdania jest koniunkcja (zaprzeczenie jest symetryczne):

P&Q

Wracajac za$ do poprzednich oznaczen otrzymamy:

3

—lp & —|q
Reasumujac: logicznym zaprzeczeniem alternatywy niewykluczajacej, czyli sadu postaci:
pVvVq
jest koniunkcja negacji zdan skladowych, czyli sad postaci:
—|p & —|q

Jest to treS¢ drugiego z PRAW DE MORGANA.

2 Liczebnik nie jest istotny. Omawiane prawa de Morgana nie maja ustalonej kolejnosci.
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Widzimy wigc ,,dualno$¢” dwoch praw de Morgana: zmieniajac miejscami w jednym z nich
symbole ‘&’ 1 ‘V’ otrzymamy drugie. Pewnie z tego wzgledu przyjelo si¢ oznaczaé koniunkcje
symbolem ‘A’

Drugie z praw de Morgana tatwo takze sprawdzi¢ metodg tabelkowg, analizujac wszystkie
wartoSciowania.

P Q P&Q
plq| pPVa —p ~q -p & ~q
111 1 0 0 0
1[0 1 0 1 0
01 1 1 0 0
0ojo0 o 1 1 1

Badane zdania (wyréznione) przy dowolnym warto§ciowaniu majg rézng warto$¢, czyli jedno
jest LoGICZNYM ZAPRZECZENIEM drugiego. Badane zdania Musza MIEC r6zng wartoS¢.

Uwaga 2. To drugie prawo de Morgana nie zachodzi, gdy spdjnik ‘lub’ jest rozumiany w spos6b
wykluczajacy. Zdanie postaci ‘-p & —q’ nie zaprzeczeniem zdania ‘-p ¥ —q’.

P Q P& Q
plal p¥q —p =q -p & —q
1]1 0 0 0 0
10 1 0 1 0
01 1 1 0 0
00 0 1 1 1

Zatem badane zdania (wyréznione) przy pewnym warto$ciowaniu majg t¢ samg warto$¢ (oba sg
falszywe przy prawdziwych zdaniach stojacych w miejscu liter ‘p’ i ‘qQ’). Zatem jedno nie jest
logicznym zaprzeczeniem drugiego. Badane zdania NIE MuszA MIEC réznej wartoSci.

Zaprzeczeniem alternatywy wykluczajacej ‘p ¥ q’ jest inna alternatywa wykluczajaca: ‘(p &
qQ) ¥ (-p & =q)’ (albo oba sktadniki sg prawdziwe, albo oba sa falszywe).

K Kn K VY Kn
Pld| P¥q | p&q | p&—q | (p&qY(-p&—q)
111 0 1 0 1
10 1 0 0 0
01 1 0 0 0
0]0 0 0 1 1

Badane zdania (wyrdznione) przy dowolnym wartoSciowaniu maja r6zng warto$¢, czyli jedno
jest LoGICZNYM ZAPRZECZENIEM drugiego. Badane zdania Musza MIEC r6zng wartoS¢. O

Mamy takze uogdlnione prawa de Morgana. Pierwsze z nich glosi, ze zaprzeczeniem n
czlonowej koniunkcji:

Pi A AD,
jest n czlonowa niewykluczajaca alternatywa negacji zdan skladowych:
“pp V-V op,

3 Widaé, ze jest to odwrécony symbol alternatywy ‘V’. Przypomnijmy, Ze ten ostatni bierze sie z lacifiskiego
stowa ‘vel’, ktére znaczy ‘lub’ w sensie niewykluczajacym.



., Logika I”. Konspekt — 20.01.2006 5

Po prostu stosujemy n—1 razy «zwyktae» prawo. Zaprzeczajac zdaniu p; A(p,A- - -Ap,,) otrzymamy
—p, V-(p, A+ - -Ap,). Skoro negacja jest tez zaprzeczeniem, wigc mamy —p, V-p,V-(p;A---Ap,),
a po wielokrotnym stosowaniu dostaniemy: —p, V ---V =p,.

Drugie z uogélnionych praw de Morgana glosi, ze zaprzeczeniem n czionowej niewyklu-
czajaca alternatywa:

PV Vp,

jest n czlonowa koniunkcji negacji zdan skladowych:
TPy A AP,

Po prostu stosujemy n—1 razy «zwyktae» prawo. Zaprzeczajac zdaniu p, V(p, V- - -Vp,) otrzymamy
—-p, A=(p,V---Vp,). Skoro negacja jest tez zaprzeczeniem, wiec mamy —p, A=p, A=(p;V:--Vp,),
a po wielokrotnym stosowaniu dostaniemy: —p; A --+- A =p,.

Roéwnowaznosé zdan

W czesci poswigconej zadaniom wprowadziliSmy pojecie logicznej rownowaznosci. PokazaliSmy
tam, ze wszystkie sady logicznie rownowazne majg t¢ samg zawarto$S¢ semantyczna.
Przypomnijmy:

Derinicia 1. Méwimy, ze dwa sady sg logicznie rownowazne, gdy przy wszystkich warto§ciowa-
niach majg t¢ sama wartos¢.

TwierDzeNIE 1. Jesli sqdy sq logicznie rownowazne, to majq takze te samq zawartoS¢ semantyczng.

Dowoép. Zatézmy, ze przy wszystkich wartoSciowaniach sady majg te samg wartosS¢. Zatem majg
rowniez t¢ samg warto$¢ przy wszystkich warto$ciowaniach wyznaczonych przez mozliwe stany
rzeczy. A to znaczy, ze sady te potwierdzane sg przez te same mozliwe stany rzeczy, czyli takze
wykluczone sg przez te same stany. Stad, na mocy definicji, sady te majg t¢ samag zawartos¢
semantyczna. ]

Uwaga 3. Twierdzenie 1 nie jest odwracalne, tzn. istniejg sady o identycznej zawarto$ci seman-
tycznej, lecz ktére nie sg logicznie rownowazne. Przyktadowo, takimi sa:

Wypadta reszka
Nie wypadt orzet

Mamy dwa mozliwe stany rzeczy: 1. wypadta reszka; 2. wypadt orzel. Oba zdania sg potwierdzane
tylko przez pierwszy z tych stanéw. Zatem ich zawarto§¢ semantyczna jest identyczna. Jednak
sady te majg r6zng warto$¢ przy dwdch wartoSciowaniach:

i) Wypadta reszka — 1 Wypadt orzet — 1,
i7) Wypadta reszka — 0 Wypadt orzet — 0,
ktoére nie odpowiadajg mozliwym stanom rzeczy. O

Pojecie rownowaznosci logicznej ma jeszcze jedno zastosowanie:

TwierDZENIE 2. Jesli sqdy sq logicznie rownowazne, to majq takze te samq wartosc logiczng, tzn.
albo oba sq prawdziwe, albo oba sq fatszywe.

Dowoép. Zatézmy, ze sady sa logicznie rtOwnowazne, tzn. przy wszystkich wartoSciowaniach majg
te samg warto$¢. Zatem majg t¢ samag warto$¢ rowniez przy warto§ciowaniu wyznaczonym przez
faktyczny stan rzeczy*, tj. maja te sama warto$¢ logiczna (w aktualnym stanie). O

4 Faktyczny (inaczej: rzeczywisty) stan rzeczy jest jednym z mozliwych stanéw rzeczy.



., Logika I”. Konspekt — 20.01.2006 6

Uwaga 4. Twierdzenie 2 nie jest odwracalne, tzn. istnieja sady o tej samej wartoSci logicznej, lecz
ktore nie sa logicznie rownowazne. Przyktadowo, takimi sa sady z uwagi 3. Sa one albo jedno-
cze$nie prawdziwe, albo jednocze$nie fatszywe (skoro majg identyczng zawarto$¢ semantyczng;
patrz nastepne twierdzenie 3). Nie sg jednak logicznie réwnowazne (zob. uwage 3).

Inny przyktad, sady “Torun jest stolica Polski’ i ‘Krakéw jest stolicg Polski’ sg fatszywe, lecz
nie sg logicznie rownowazne (przeciez kiedy$ drugi sad byl prawdziwy, a pierwszy byl zawsze
fatszywy). O

Twierdzenie 2 wynika rowniez z ponizszego:

TwierDzeNIE 3. Jesli sqdy majq identyczng zawartoS¢ semantyczng, to majq te samq wartoscé
logiczng.

Dowoép. Zatézmy, ze sady majq identyczng zawarto$¢ semantyczng. Wtedy sa potwierdzane przez
te same mozliwe stany rzeczy. Zatem majg t¢ samg wartoS¢ przy wszystkich warto§ciowaniach
wyznaczonych przez te stany. Stad wynika, ze majg t¢ samg warto$¢ réwniez przy warto$ciowaniu
wyznaczonym przez faktyczny stan rzeczy, gdyz nalezy on do stanéw mozliwych. O

Uwaga 5. Twierdzenie 3 nie jest odwracalne, tzn. istnieja sady o tej samej wartoSci logicznej,
lecz o r6znej zawartoSci semantycznej. Przyktadowo, takimi sg sady z uwagi 4: “Torun jest stolicg
Polski’ i ‘Krakéw jest stolicg Polski’. Oba sg falszywe, lecz sg potwierdzane przez inne mozliwe
stany rzeczy. Zatem sady te wykluczajg inne stany, czyli majg r6zng zawarto$¢ semantyczng. O

Uwaga 6. Ostatnie trzy twierdzenia 1 uwagi mozna zilustrowac graficznie:

sady o tej sady o tej
samej zawartosci samej wartosci
semantycznej logicznej

sady réwnowazne

logiczne

O

Pojecie logicznej rownowaznosci jest: zwrotne, symetryczne 1 przechodnie. Tzn. odpowiednio
zachodzg trzy ponizsze twierdzenia:

TwierDZENIE 4. Kazde zdanie jest logicznie rownowazne z sobg samym.

TwierDZENIE 5. JeSli jedno zdanie jest logicznie rownowazne z drugim, to drugie jest logicznie
rownowazne z pierwszym.

TwierDZENIE 6. Jesli jedno zdanie jest logicznie rownowazne z drugim, a drugie jest logicznie
rownowazne z trzecim, to pierwsze jest logicznie rownowazne z trzecim.

Inne sformutowanie praw de Morgana

Stosujac pojecie logicznej rownowaznosci mozna w inny sposob niz poprzednio sformutowac pra-
wa de Morgana. Przypomnijmy, ze dotyczyly one odpowiednio logicznych zaprzeczen koniunkcji
oraz alternatywy niewykluczajacej. Zauwazmy jednak, ze zachodzi ogdlne:

TwierDZENIE 7. Dany sqd jest logicznym zaprzeczeniem drugiego sqdu wtedy i tylko wtedy, gdy
jest logicznie rownowazny z negacjq tego drugiego sqdu.

Dowép. Zatézmy, ze dany sad jest logicznym zaprzeczeniem drugiego sadu. Zatem oba majg
rézne wartoSci przy kazdym warto§ciowaniu. Stad przy kazdym wartoSciowaniu pierwszy ma te
samg warto$¢ co negacja drugiego, tzn. pierwszy jest logicznie rownowazny z negacja drugiego.

Odwrotnie, jesli przy kazdym wartoSciowaniu dany sa ma t¢ samg wartoS¢ co negacja dru-
giego, to pierwszy i drugi sad muszg mie¢ r6zng warto$¢ przy kazdym wartoSciowaniu. O
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Zatem logiczne zaprzeczenie danego sadu ma méwic to samo, co jego negacja przedzdaniowa.
Twierdzenie 7 potwierdza poprzednio podana tabelka, ktéra sprawdzala pierwsze z praw
de Morgana. Widzimy, ze logiczne zaprzeczenie koniunkcji, czyli niewykluczajaca alternatywa
negacji sktadnikéw:
“pVvV—q
jest logicznie réwnowazna z negacja koniunkcji, czyli zdaniem o formie:?

—(p&q)

Latwo to sprawdzi¢ metodg tabelkowa, analizujac wszystkie warto$ciowania.

K -K P Q PvQ
plq|| p&q | "(p&Qq) -p —q —pV —q
11 1 0 0 0 0
10 0 1 0 1 1
01 0 1 1 0 1
0]0 0 1 1 1 1

Badane sady (wyrdznione) przy kazdym wartoSciowaniu majg te same wartosci, czyli sa LoGICZ-
NIE ROWNOWAZNE. A skoro sg logicznie rownowazne, to rowniez moéwig to samo (majg t¢ samg
zawartoS¢ semantyczna).

Pierwsze z praw de Morgana wolno wiec sformutowaé takze w nastepujacej postaci:

Negacja koniunkcji jest logicznie réwnowazna z niewykluczajacqg alternatywa negacji
zdan skladowych.®

Symbolicznie zapiszemy to jako:

“(pAQ) = =pV —q

Symbol ‘=’ zastepuje zwrot ‘jest logicznie rownowazne z’, co ma znaczyC, ze zdania o wskaza-
nych formach (tgczone przez symbol ‘=’) Mmusza mie€ t¢ samg warto$¢ logiczng. Skoro, zdanie
postaci ‘—p V —~q’ Musi MIEC t¢ samg wartoS$¢, co zdanie postaci ‘—(p A q)°, wiec pierwsze MusI
MIEC 16zng warto$¢ od zdania ‘p A q’. Innymi stowy, logicznym zaprzeczeniem koniunkcji jest
niewykluczajaca alternatywa negacji zdan sktadowych.

Mamy uogdlnione prawo:

=(py A+ AP, = -p; V-V,

Mozna zastosowaé n — 1 razy poprzednie prawo:

(P APy A APy) = p V(P A -Ap,) = -p Vap Va(ps A cAp,) =--- = -p VeV op,

> Chodzi o to, ze zapis postaci ‘—p & q’ formalnie jest koniunkcja cztonéw ‘—p’ oraz ‘q’, a nie negacja
koniunkcji ‘p & q’. W zapisie formalnym zwrot interpunkcyjny ‘zarazem’ oddawany jest przez nawiasy. Stosujemy
posta¢ ‘—(p & q)’ jako zapis negacji koniunkcji.

® Niektérzy myla negacje koniunkcji z koniunkcja negacji méwiac, ze jest to to samo. Prosze tylko zwrécié
uwage na to, ze w zwrocie ‘negacja koniunkcji’ wyraz ‘negacja’ uzyty jest w liczbie pojedynczej, a w zwrocie
‘koniunkcja negacji’ — w mnogie;.

Chyba nikt nie myli brata zony x-a z zong brata x-a. Chociaz syn dziadka x-a moze by¢ ta samg osobg, co
dziadek syna x-a. Moze, ale nie musi. Mianowicie, moze to by¢ ojciec x-a, o ile x ma syna i jego dziadek ma syna.
Z drugiej strony mozliwe sa sytuacje, w ktérych: syn dziadka x-a jest bratem ojca x-a; dziadek syna x-a to ojciec
zony x-a; itp.
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Ponadto, drugie z praw de Morgana wolno sformutowaé w nastepujacej postaci:

Negacja alternatywy niewykluczajacej jest logicznie rownowazna z koniunkcja nega-
cji zdan skladowych

co jest innym sformutowaniem drugiego z praw de Morgana. Symbolicznie zapiszemy to jako:

-(pVqQ = “pA—q

Stownie: zdanie postaci ‘—p A =q’ jest logicznie rOwnowazne ze zdaniem postaci ‘—(p V q)’, tzn.
ze oba zdania musza MIEC t¢ samg wartoS¢ logiczna. Stad za$ dostajemy, ze pierwsze z nich
Must MIEC 16zng warto$¢ od zdania ‘p V q’. Innymi stowy, logicznym zaprzeczeniem alternatywy
niewykluczajgcej jest koniunkcja negacji zdan skfadowych.

W powyzszym sformutowaniu drugie prawo de Morgana fatwo takze sprawdzi¢ metodg ta-
belkowa, analizujac wszystkie wartoSciowania.

A —A P Q PAQ
plqll PVq | ~(pVQ —-p —q “pA—q
111 1 0 0 0 0
110 1 0 0 1 0
01 1 0 1 0 0
00 0 1 1 1 1

Badane (wyroéznione) zdania przy kazdym wartoSciowaniu majg te same wartosci, czyli sg Lo-
GICZNIE ROWNOWAZNE. A skoro sg logicznie réwnowazne, to rOwniez maja t¢ samg zawarto$¢
semantyczng, czyli méwia to samo.

Mamy uogdlnione prawo:

_'(pl V"'Vpn) = 7Py /\”'/\_'pn
Mozna zastosowaé n — 1 razy poprzednie prawo:
(P V(P Vo VP,)) =Py APV Vp,) = P AP APy Ve Vp,) = 0 = 2Py Ar A,

Prawa de Morgana formuluje si¢ w jeszcze innych postaciach:

=(=p V q)
=(=p A Q)

pPAq
pVvVq

Mozna je sprawdzié tabelkowo albo wyprowadzi¢ z poprzednich postaci oraz prawa podwdjnej
negacji:

——— —— —
-(PVQ) -PA-Q
=(PAQ) -Pv-Q

Dzigki zwrotnosci, symetrycznosci i przechodnios$ci, logiczng rownowazno§¢ mozna stosowac
tak jak znak réwnoSci.



», Logika I”. Konspekt — 20.01.2006 9

Alternatywa wykluczajaca

Alternatywa wykluczajaca jest dlatego teoretycznie zbedna, gdyz jest logicznie rownowazna z
pewna koniunkcja.

p¥Yq = (PVPA-(pAQ)

Intuicyjnie: stwierdzenie, ze zachodzi doktadnie jedna z dwdéch sytuacji (‘p¥ q’) znaczy to samo,
co stwierdzenie, ze zachodzi co najmniej jedna z nich (‘p V q)°, lecz nie obie jednocze$nie

(‘=(p A Q)).
Udowodnimy powyzsze prawo metodg tabelkowa:

A K -K AN -K
plql p¥q | PVQ pAq -(pAqQ | PV A-(PAQ)
171 0 1 1 0 0
110 1 1 0 1 1
01 1 1 0 1 1
0l0 0 0 0 1 0

Badane zdania (wyréznione) przy dowolnym wartoSciowaniu majg te same wartosci, czyli jedno
jest LOGICZNIE ROWNOWAZNE z drugim. Badane zdania musza MIEC te samg wartoSc¢.

Poprzednio pokazaliSmy, ze logicznym zaprzeczeniem alternatywy wykluczajacej ‘p ¥ q’ jest
inna alternatywa wykluczajaca: ‘(p Aq) ¥ (=p A —q)’ (albo oba skfadniki sg prawdziwe, albo oba
sa falszywe). Zatem — zgodnie z ogélnym twierdzeniem 7 — to ostatnie zdanie jest logicznie
rownowazne z negacjg alternatywy wykluczajacej. Symbolicznie:

-p¥q = pAQ Y (=pA-Qq)

Mozna to réwniez tatwo sprawdzi¢ metodg tabelkows.

Wyrazenie implikacji materialnej za pomoca negacji i alternatywy
niewykluczajacej

Przypomnijmy, ze tzw. implikacja materialna byla witasnie tak sformulowana, aby otrzymaé na-
stepujace prawo:

p=q = pVq
Intuicyjnie: implikacja materialna glosi — albo pierwsze jest falszywe i/bub drugie jest prawdziwe.

SprawdZmy to prawo metodg tabelkowa (chociaz podkres§lmy, ze wiasnie takg tabelke przy-
porzadkowaliSmy implikacji materialnej, aby to prawo zachodzito):

N NvVvq
pPlgq| P=4 -p -pVq
11 1 0 1
110 0 0 0
01 1 1 1
00 1 1 1

Badane zdania (wyréznione) przy dowolnym warto§ciowaniu maja te same wartosci, czyli jedno
jest LOGICZNIE ROWNOWAZNE z drugim. Badane zdania musza MIEC te samg wartoS¢.
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Wyrazenie implikacji materialnej za pomoca negacji i koniunkcji

Zgodnie z tabelkami implikacji materialnej, negacji i koniunkcji otrzymujemy nast¢pujace prawo:
p=q = ~(pA-q)

Intuicyjnie: implikacja materialna glosi — nie jest tak, ze zarazem, pierwsze jest prawdziwe,
a drugie falszywe.
SprawdZzmy to prawo metoda tabelkowa:

N K -K
plqll P=41 -q pPA—q —(p A —q)
111 1 0 0 1
110 0 1 1 0
01 1 0 0 1
010 1 1 0 1

Badane zdania (wyréznione) przy dowolnym wartosciowaniu majg te same wartosci, czyli jedno
jest LOGICZNIE ROWNOWAZNE z drugim. Badane zdania muszA MIEC te samg wartoS¢.

Zauwazmy, ze dzieki pierwszemu z praw de Morgana oraz prawu podwdjnej negacji ostatnie
dwa prawa s3 wzajemnie wyprowadzalne:

p=>q=-(pA—-q = -pV--q = pV(q
N———— N —
=(pAQ) —pv-Q
p=q = -pVvq = —pV--q = =(pA-q)
N —— N’
-pv-Q =(pAQ)

Dzigki zwrotnoSci, symetrycznoSci i przechodnio$ci, logiczng réwnowazno$¢ mozna stosowaé
tak jak znak réwnosci.
Mowigc lapidarnie, negacje wolno przenosic z jednej strony réwnowaznos$ci na drugg. Otrzy-
mamy wiec nastg¢pujgce prawo:
~(p=q =pA—q

Oczywiscie, mozna je tatwo sprawdzi¢ metoda tabelkowa (por. ostatnig tabelke).

Réwnowaznos$¢é materialna a implikacja materialna

Zgodnie z tabelkami implikacji materialnej, rtownowazno$ci materialnej i koniunkcji otrzymujemy
nastgpujgce prawo:
peq=(P=>qAr(q=p)

SprawdZmy to prawo metoda tabelkowa:

11 2 I1AI2
plq| Pea | pP=9 | 9=p | p=>9A(Qq=Dp)
1]1 1 1 1 1
10 0 0 1 0
01 0 1 0 0
0[0 1 1 1 1

Badane zdania (wyréznione) przy dowolnym warto§ciowaniu maja te same wartosci, czyli jedno
jest LOGICZNIE ROWNOWAZNE z drugim. Badane zdania musza MIEC te samg wartoS¢.
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Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow

Mamy nast¢pujace prawa de Morgana dla kwantyfikatorow:

\/ W),

i
=
=
&
1

- v W(x) = /\ “W(x).

Nazwa tych praw bierze si¢ stad, ze kwantyfikator ogdlny (,.,kazde”) traktuje si¢ jako uogélniong
koniunkcje, a kwantyfikator szczegétowy (,,co najmniej jedno”) jako uogélniong alternatywe
niewykluczajacg.

Pierwsze z podanych praw glosi:

Nie kazdy obiekt w uniwersum spelnia warunek W(x)
jest logicznie rownowazne z

Jaki$ obiekt w uniwersum nie spetnia warunku W(x).
Drugie za§ méwi:

Nieprawda, ze jakiS obiekt w uniwersum speinia warunek W(x)
jest logicznie rownowazne z

Kazdy obiekt w uniwersum nie spetnia warunku W(x).

Stosujac te prawa oraz prawo podwdjnej negacji otrzymamy:

AW = =\/-ww),

<
=
&
1]

d
=
i
=
&

Pierwsze z podanych praw glosi:

Kazdy obiekt w uniwersum spetnia warunek W(x)
jest logicznie rOwnowazne z

Nieprawda, ze jakiS obiekt w uniwersum nie spelnia warunku W (x).
Drugie za§ méwi:

Jaki$ obiekt w uniwersum spetnia warunek W(x)
jest logicznie rownowazne z

Nieprawda, ze kazdy obiekt w uniwersum nie spetnia warunku W(x).

Istotnie:

J
<
J
=
5
M
=
J
J
=
5
M
=
=
5

Ponadto

J
=
J
=
&
1]
<
J
J
=
&
1]
<
=
&



