Andrzej Pietruszczak

Konspekt do wyktadu z ,Logiki 1™
(15122.12.2006 oraz 5i 12.01.2007)

Dokorniczenie tematu ,,Uzasadnianie przez analogie”

Na poczatku wyktadu powréciliSmy do omawiania uzasadnienia przez analogi¢ i poréwnania
go z uzasadnieniem przez indukcje enumeracyjng niezupetng. Odpowiedni material jest zamiesz-
czony w poprzednim konspekcie (tj. materiat do wyktadéw z 1 1 8 grudnia 2006).

Powrét do tematu ,,Uzasadnianie dedukcyjne”

Nauki dedukcyjne

ZaczeliSmy od przypomnienia definicji zamieszczonej w materiale do wyktadéw z 1 1 8 grudnia
2006).

Definicja. Dane zdanie jest uzasadnione dedukcyjne wtedy i tylko wtedy, gdy znajdziemy dla
niego grupe innych zdan, ktéra spelnia nastepujace warunki:

(a) grupa sktada si¢ ze zdanh wczesniej uzasadnionych (bezposSrednio badZ posrednio),
(b) z tej grupy wynika dane zdanie.

O zdaniu, ktore jest dedukcyjnie uzasadnione méwimy réwniez, ze jest udowodnione (ma dowdd).

Przyjmiemy, ze wynikanie jest relacja obiektywna!. W ten sposéb rozwigzujemy problem
z punktem (b) w podanej definicji. Mamy jednak pewien problem z punktem (a). Mianowicie
wystepuje w nim pojecie uzasadnienia: méwimy, ze zdania w rozpatrywanej grupie maja by¢
wczesniej uzasadnione. Moga by¢ uzasadnione bezpoSrednio badZ posrednio, a w tym drugim
przypadku nie wykluczamy, ze sg wlasnie uzasadnione dedukcyjnie.

Mozna przyjaé, ze mamy do czynienia z tzw. definicjg rekurencyjna. Aby mozna ja w petni
zastosowac trzeba mie¢ tzw. warunki wyjSciowe. W tym przypadku warunkami wyjSciowymi
bedg pewne zdania uzasadnione bezposrednio.

Uwaga 1. Aby lepiej zrozumieé postaé definicji rekurencyjnych spdjrzmy na nast¢pujace «okre-
Slenie» pojecia bycia matematykiem (oczywiscie, podana definicja jest zartem):

1. Matematykiem jest ten i tylko ten, kogo inny matematyk uwaza za matematyka.
2. Euklides jest matematykiem.

Aby punkt pierwszy mégt «zaczaé pracowac» musimy zaczaé od jakiego$§ matematyka. I wlasnie
drugi punkt wskazuje nam tego «wyjSciowego» matematyka. Ten wyjsciowy matematyk wskazuje
innych matematykow; ci za$ kolejnych; ci kolejni znowu kolejnych itd.

* © 2006, 2007 prawa autorskie do calosci ma wylacznie autor, Andrzej Pietruszczak.
' Tzn. ,jest niezalezne od czyichs pogladéw”. Przynajmniej takie ma by¢ tzw. wynikanie logiczne (zajmiemy
si¢ nim szczegbtowo na kolejnym wyktadzie.
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Nie znaczy to jednak, ze Euklides ma by¢ pierwszym matematykiem w historii. Euklides
mogt przeciez uwazaé za matematykéw jakichS wczesniejszych od niego myslicieli. Sadze, ze
rownie dobrze, zamiast Euklidesa mozna byloby wziaé np. Hilberta. Ten drugi zapewne uwazat
tego pierwszego za matematyka, wigc w drugim kroku zaczynamy «wyliczanke» od Euklidesa.
Z drugiej strony wychodzac od Euklidesa dojedziemy po ilu$ tam krokach do Hilberta.? O

Aby mozna bylo zastosowa¢ w danej nauce definicja uzasadnienia dedukcyjnego trzeba miec
w tej nauce wczesniej jakie§ zdania uzasadnione bezposrednio. W tzw. naukach dedukcyjnych
(np. matematyce), w ktérych jedynym dopuszczalnym poSrednim uzasadnieniem jest uzasadnia-
nie dedukcyjne musimy wyj$¢ od pewnych zdan nazywanych aksjomatami. Graja one rolg zdan
bezposrednio uzasadnionych. Niektére z tych aksjomatéw wyrazaja jedynie przyjete konwencje
terminologiczne, tzn. konwencje te uzasadniajg ich prawdziwosé.*) Zdania te nazywamy definicja-
mi. Prawdziwo$¢ pozostalych aksjomatéw moze by¢ réznie uzasadniama, np. ich oczywistoscia.*

Dedukcja raz jeszcze

Na poprzednich dwéch wyktadach omawiajac wynikanie i uzasadnienie dedukcyjne zajmo-
waliSmy si¢ nastepujagcym sloganem:

,Dedukcja prowadzi od ogétu do szczegotu™.

PowiedzieliSmy, ze chodzi o to, ze przy wynikaniu wniosek ma wydobywac pewne szczegdty, kto-
re sa uwiktane w rézne informacje zawarte w przestankach. Innymi stowy, wniosek «wysuptuje»
z przestanek pelng (maksymalng) informacj¢ na temat tego o czym jest mowa we wniosku.

PokazaliSmy, ze nie kazde wynikanie ma powyzsza wlasciwos¢. Moze sie zdarzyé, ze na
temat wystepujgcych we wniosku ,,jednostek sensu” wniosek przekazuje mniejszg informacje niz
przestanki. Przyktadowo, takie sg ponizsze wynikania:

a jest S-em a jest M-em

a jest S i/lub M-em l a jest S i/lub M-em l

Trudno jednak odrzuca¢ powyzsze wynikania, gdyz przydatne sa one przy uzasadnieniu zacho-
dzenia ponizszego wynikania:

Kazde S jest M-em
Kazde P jest Q-em
a jest S-em i/lub P-em
a jest M i/lub Q-em

!

Ma ono opisywang wlasno$¢: wniosek wydobywa («wysuptuje») z przestanek maksymalng szcze-
gbétowa informacje dotyczaca tylko obiektu a, M-6w oraz Q-6w.’

Pokazmy teraz, iz zachodzi powyzsze wynikanie. Zalézmy, ze trzy przestanki sa prawdziwe.
Na podstawie trzeciej z nich prawdziwy jest co najmniej jeden z dwéch przypadkéw (i) a jest
S-em; (ii) a jest P-em.

2 Oczywiscie, ten zart mozna przeksztatci¢ w «okreslenie» pojecia bycia filozofem. Trzeba tylko jako$ dobraé
«wyjsciowego» filozofa. Tez zapewne nie powinno by¢ z tym problemu.

3 Np. ‘Kazda liczba parzysta jest naturalna i podzielna przez 2, oraz odwrotnie kazda liczba naturalna podzielna
przez 2 jest parzysta’, ‘Kazdy kawaler jest m¢zczyzna, ktéry nigdy si¢ nie ozenil, oraz odwrotnie’.

4 Np. do takich aksjomatéw zaliczymy zdanie méwiace o przechodniosci, zachodzacej wsrdd liczb, relacji bycia
wiekszq: jesli jedna liczba jest wieksza od drugiej, a ta druga jest wigksza od trzeciej, to ta pierwsza jest wigksza
od trzeciej’. Innym przykladem aksjomatu jest zdanie stwierdzajgce przemienno$¢ dodawania liczb ‘dla dowolnych
liczbxiy:x+y=y+x’

> Mozna to pokazaé za pomoca odpowiednich modeli (tak jak na poprzednim wykladzie). Nie bedziemy tego
jednak robié, gdyz jest bardzo duzo modeli, w ktérych prawdziwe sa przestanki.
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W przypadku (i), na podstawie pierwszej przestanki mamy:

Kazde S jest M-em
a jest S-em

a jest M-em
Zatem wnioskujac wedlug poprzednio podanego schematu:
a jest M-em
a jest M i/lub Q-em
W przypadku (ii), na podstawie drugiej przestanki mamy:
Kazde P jest Q-em
a jest P-em

a jest Q-em
Zatem wnioskujac wedlug poprzednio podanego schematu:
a jest Q-em
a jest M 1/lub Q-em

W obu alternatywnych przypadkach otrzymujemy wniosek: a jest M i/lub Q-em. Zatem
wynika on z podanych przestanek.
Podobna sytuacja dotyczy wynikania:

Jezeli p, tor
Jezeli q, to s
pPVvVyq
rvs l
Ma ono opisywang wlasno$¢: wniosek wydobywa («wysuptuje») z przestanek maksymalng szcze-
gbétowa informacje dotyczaca tylko zdan r 1 s.

Zachodzenie powyzszego wynikanie mozna wykaza¢ nastepujaco. Zatézmy, ze trzy przestanki
sa prawdziwe. Na podstawie trzeciej z nich zachodzi co najmniej jeden z dwdch przypadkéw
(i) zdanie p jest prawdziwe; (ii) zdanie g jest prawdziwe.

W przypadku (i), na podstawie pierwszej przestanki mamy wynikanie:

Jezeli p, tor

P !

r

Zatem wnioskujac wedlug schematu:
r

rvs
W przypadku (ii), na podstawie drugiej przestanki mamy:
Jezeli g, to s
q
S
Zatem wnioskujac wedtug ponizszego schematu:
S

rvs
W obu alternatywnych przypadkach otrzymujemy wniosek: ‘r V s’. Zatem wynika on z
podanych przestanek.
W podanym dowodzie uzyliSmy jednak wynikan:
r S

rvs rvs
ktore nie spelniaja omawianej wlasnoSci (tj. «nie zachowujg informacji» z przestanki). Przy
wynikaniu nie zwracamy jednak uwagi na zachowywanie informacji. Interesuje nas tylko zacho-
wywanie prawdy (tj. prawdziwos$¢ przestanek ma gwarantowaé prawdziwos$¢ wniosku).
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Weryfikacja hipotez

Zalézmy, ze nasza wiedza zgromadzona jest w pewnej grupie zdan W (zaliczamy do nich
takze r6zne konwencje terminologiczne). Oczywiscie, zdania w grupie W muszg by¢ odpowiednio
uzasadnione. Zatem naturalne jest przyjecie, ze wszystkie one sa prawdziwe.

Przyjmijmy teraz, ze pewnego zdania / nie potrafimy uzasadni¢ (ani bezposrednio, ani po-
§rednio’). Oczywiscie, stad wynika, ze zdania & nie zaliczyliSmy do grupy W. Nie znaczy to
jednak, ze tylko na tej podstawie wolno nam uznaé zdanie & za fatszywe. W danym momencie
ani nie wiemy czy zdanie h jest prawdziwe®, ani nie wiemy czy h jest falszywe, gdyz w tej
kwestii jeszcze nic nie zrobiliSmy. Zatem traktujemy zdanie 4 jako hipoteze.

Sprawdzanie hipotezy polega na probie jej sfalsyfikowania (tj. pokazania, ze jest falszywa).
Jesli ta préba si¢ powiedzie, to oczywiscie przestaniemy uwazaé zdanie h za hipoteze.

Sprawdzanie (weryfikacje) hipotez czgsto sie myli z bezpoSrednim falsyfikowaniem zdan
og6lnych. Dlatego na poczatku zajmiemy si¢ tym drugim tematem.

Bezposrednie falsyfikowanie zdan ogéinych

Zal6zmy, ze zastanawiamy sie nad prawdziwoscig zdania ogélnego ‘Kazda kobieta jest matka’.’
WezZmy jednak pod uwage Panig Marte, jedng z obecnych na wykladzie studentek. Mamy uzasad-
nione dwa zdania: ‘Marta jest kobieta’ 1 ‘Marta nie jest matky’. Poniewaz zachodzi wynikanie:

Marta jest kobieta
Marta nie jest matka

Nie kazda kobieta jest matka

wiec wniosek jest uzasadniony dedukcyjnie, czyli bezposrednio sfalsyfikowaliSmy zdanie ogdélne
‘Kazda kobieta jest matka’.

W podanym przyktadzie podane zdanie ogdlne trudno w ogdle uznaé za hipotezg. Zadnie
og6lne mozna nazwac hipotezq, jesli falsyfikujacy przypadek, o ile w ogoéle istnieje, jest trudny
do znalezienia.

Ogdlnie, zastanawiamy si¢ nad prawdziwoscia zdania postaci ‘Kazde S jest M-em’. Znaj-
dujemy jednak pewien obiekt a, ktory jest S-em, lecz nie jest M-em. Przeprowadzamy wiec
uzasadnienie dedukcyjne oparte na nastepujagcym schemacie wynikania:

a jest S-em
a nie jest M-em
Nie kazdy S jest M-em

Skoro przestanki mamy uzasadnione oraz zachodzi wynikanie, wiec mamy do czynienia z uza-
sadnieniem dedukcyjnym. Falsyfikujemy wiec bezposrednio wyjsSciowe zdanie ‘Kazde S jest
M-em’.

Podobnie bezposrednio falsyfikujemy zdania ogélne postaci ‘Zadne S nie jest M-em’. Znaj-
dujemy jednak pewien obiekt a, ktory jest S-em i M-em. Przeprowadzamy wiec uzasadnienie
dedukcyjne oparte na nastepujagcym schemacie wynikania:

a jest S-em
a jest M-em

Nie jest tak, ze zaden S nie jest M-em

® Inaczej nie uznalibySmy ich za sktadniki naszej wiedzy. Mozna przy tym dopuscié, ze pézniej okaze sie,
iz wéroéd zdan w grupie W jest jakie$ falszywe (tj. wystgpilo jego btedne uzasadnienie). Dopdki jednak uznajemy
grupe W za naszg wiedze¢, to musimy uznawa¢ wszystkie zdania w tej grupie za prawdziwe.

7 Przypomnijmy, Ze uzasadnienie posrednie danego zdania polega na uzasadnieniu go na podstawie innych zdan
wczesniej uzasadnionych, czyli na podstawie jakich§ zdan z grupy W (tj. naszej wiedzy).

8 Przeciez nie potrafimy go uzasadnic.

 Oczywiscie, przykiad jest trywialny i stuzy jedynie za ilustracje rozwazan ogdlnych.
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Skoro przestanki mamy uzasadnione oraz zachodzi wynikanie, wigc mamy do czynienia z uza-
sadnieniem dedukcyjnym. Falsyfikujemy wigc wyjsciowe zdanie ‘Zadne S nie jest M-em’.

Przyktadowo, wskazujac na swoja matke sfalsyfikujesz zdanie ‘Zadna kobieta nie jest matka’.
Na poprzednim wyktadzie mieliSmy do czynienia z uzasadnieniem:

To jest kwawatek miedzi
To jest przwodnik pradu

Nie jest tak, ze zaden kawalek miedzi nie jest przewodnikiem pradu

Zatem omawiali$smy bezposrednie sfalsyfikowanie ‘Zaden kawalek miedzi nie jest przewodnikiem
pradu’.

Weryfikacja (sprawdzanie) hipotez

Powr6émy do naszego wyjSciowego zdania 4, ktore nie potrafimy uzasadni¢ na podstawie naszej
wiedzy W. Zaktadamy, ze nie potrafimy tez go bezposrednio sfalsyfikowac. Spréobujemy jednak
zbadaé, czy zdanie & musimy uznawac za hipoteze. Zbadamy, czy nie okaze si¢, ze zdanie & jest
jednak fatszywe. Wtedy je odrzucimy, a nasza wiedze poszerzymy o negacj¢ zdania h.

Rozszerzamy grupe W o nasza hipoteze h. Oznaczamy te grupg przez W + h (nie jest to juz
nasza wiedza, a jedynie wiedza plus hipoteza). Z grupy W + h wynikaja rézne wnioski.

Interesuja nas cztery przypadki wnioskéw, ktére ewentualnie moga wynikaé z grupy W + h.
Interesujgce nas przypadki przestawimy graficznie w nastepujacy sposob:

» R @ ®

f p 1nie-p nie-h q
(gdzie f jest zdaniem (gdzie p jest (gdzie nie-h jest (gdzie zdanie g
fatszywym, co poznajemy dowolnym zdaniem zaprzeczeniem jest sprzeczne
na podstawie wiedzy W) a nie-p jego zdania h) ze zdaniem h)
zaprzeczeniem)

1. W pierwszym przypadku napotkaliSmy jaki§ wniosek f, ktérego fatszywos¢ poznajemy na
podstawie wiedzy W. Np. do grupy W nalezy zdanie nie-f, tj. zaprzeczenie zdania f. Skoro w
grupie W sa same zdania prawdziwe, wiec nie-f jest prawdziwe, czyli f jest falszywe.!”

Skorzystamy z opisanej juz wczesniej zasady:

Jezeli 7 danej grupy zdan wynika jakis fatszywy wniosek, to co najmniej jedno zdanie
w tej grupie jest fatszywe.

Istotnie, gdyby wszystkie zdania w danej grupie byly prawdziwe, to wynikajacy z niej wniosek
tez bytby prawdziwy (gdyz przy wynikaniu prawdziwosS¢ przestanek gwarantuje prawdziwosé
wniosku).

Skoro z grupy W + h wynika falszywe zdanie f, wiec — na podstawie powyzszej przypomi-
nanej zasady — co najmniej jedno zdanie w grupie W + h musi by¢ fatszywe. Racjonalnym jest
przyjecie, ze to wlasnie zdanie h jest falszywe. Przeciez wszystkie zdania z grupy W uznaliSmy
za prawdziwe.

2. W drugim przypadku zdanie ‘p i nie-p’ jest falszywe, jako zadanie wewne¢trznie sprzeczne.
Postgpujemy wigc analogicznie, jak w przypadku pierwszy. Zatem co najmniej jedno zdanie w
grupie W + h musi by¢ fatszywe. Podobnie jak wyzej przyjmujemy, ze jest nim wlasnie zdanie h.

3. W trzecim przypadku takze musimy odrzuci¢ zdanie 4. Gdyby bylo ono prawdziwe, to
jego zaprzeczenie, tj. zdanie nie-h, byloby falszywe. Po wtére jednak, grupa W + h sktadataby
si¢ ze zdanh prawdziwych. Zatem ze zdan prawdziwych mialoby wynikac jakie$ zdanie falszywe,
a to przeczy definicji wynikania. Zatem zdanie 4 nie moze by¢ prawdziwe.

10 Moze sie takze zdarzy¢ przypadek, ze jedynie grupa W + f jest sprzeczna, czyli nie jest mozliwe, aby
wszystkie jej skladniki byly prawdziwe. Skoro w grupie W sg same zdania prawdziwe, wiec f nie jest prawdziwe.
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4. Czwarty przypadek jest podobny do trzeciego. Takze musimy odrzuci¢ zdanie h. Gdyby
bylo ono prawdziwe, to zdanie g, ktére jest sprzeczne z h, musiatoby by¢ nieprawdziwe.!! Z dru-
giej strony jednak, grupa W +h skladataby si¢ ze zdan prawdziwych. Zatem ze zdan prawdziwych
miatoby wynikac jakie§ zdanie nieprawdziwe, a to przeczy definicji wynikania. Zatem zdanie &
nie moze by¢ prawdziwe.

Przyklady odrzucania hipotez z zastosowaniem sposobdéw 3 i 4 zostang pokazane na nastep-
nym wyktadzie.

Uwaga 2. (a) Zauwazmy, ze nie mozna twierdzié, iz w trzeci i czwartym przypadku otrzymujemy
sprzeczno$¢ w sposob absolutny. Otrzymujemy sprzeczno$¢ jedynie przy zatozeniu, ze zdanie &
jest prawdziwe. Z tego tez powodu odrzucamy jego prawdziwosc.

(b) Analogiczna sytuacja byta w przypadku drugim. Nie otrzymujemy sprzecznosci na pod-
stawie samej naszej wiedzy W, lecz na podstawie wiedzy z dolaczona hipoteza, czyli W + h.
Z tego powodu odrzucamy t¢ hipoteze h.

(c) W trzecim przypadku uzyskany wniosek nie jest falszywy (tak, jak to bylo w dwdch
pierwszych przypadkach). To analiza calej sytuacji zmusza nas do odrzucenia zdania h, gdyz
inaczej otrzymamy sprzecznoS$¢ (wniosek nie-h jest wigc prawdziwy).

W czwartym przypadku o wartoSci wniosku nie mozna ogélnie nic powiedzie¢. Moze by¢
takze falszywy.'? To analiza calej sytuacji zmusza nas do odrzucenia zdania h, gdyz inaczej
otrzymamy sprzecznosc. O

Zatem we wszystkich opisanych czterech sytuacjach zdanie / przestaje by¢ hipotezg. Odrzu-
camy to zdanie.

Uwaga 3. Nie mozemy wykluczy¢, ze odrzucona przez nas—w wyniku weryfikacji — hipo-
teza h, w przyszloSci okaze si¢ prawdziwa. Nadal jednak bedzie ona sprzeczna z wiedza W.
Woéwczas musimy ,,zrewidowa¢” nasza wiedz¢ W 1 znalez¢ w niej falszywe ogniwo (por. przy-

pis 6).
Jesli W ma stanowi¢ wiedz¢ zgromadzong w jakiejS nauce, to ma to miejsce w przypadku
przetomowych odkry¢ naukowych (tzw. ,,rewolucji naukowych”). O

Zastanéwmy si¢ jednak, jak interpretowac przypadek, gdy pewna grupa ludzi (albo pojedyn-
czy cztowiek) nie potrafi w powyzej opisany sposéb obali¢ danego zdania na podstawie swojej
wiedzy. Czy ma to znaczy¢, ze zdanie to przestaje by¢ hipotezg i nalezy je uznaé za prawdziwe?
Oczywiscie, NIE!

Przeciez to, ze z grupy W + h wynikaja (do tej pory) same wnioski prawdziwe, nie znaczy,
ze w grupie W + h sg same prawdziwe przestanki. Sama definicja wynikania nie wyklucza, ze
przy falszywej przestance moze wynika¢ prawdziwy wniosek.

Zastanowmy si¢ réwniez z jakich powodéw mogliSmy nie obali¢ sprawdzanej hipotezy .
MoglisSmy nie obali¢ tego zdania z dwéch powodow:

* Zdanie h da si¢ potencjalnie obali¢ na gruncie naszej wiedzy W, tzn. z grupy W + h wynika
jaki$ wniosek z nig sprzeczny.!® Nie potrafiliSmy tego jednak dokonad.
* Z grupy W+h nie wynika zaden wniosek z nig sprzeczny. Woéwczas zdanie 4 jest niesprzeczne

z naszg wiedza. Tzn. istnieje mozliwos$¢, ze — obok naszej wiedzy — prawdziwe jest zdanie A.

W drugim przypadku, jesli ponadto zdanie # nie wynika z naszej wiedzy W, to bedzie
ono niezalezne od naszej wiedzy. Obok opisanej wyzej, bedziemy mieé takze druga mozliwos¢:
prawdziwa jest nasza wiedza oraz zdanie nie-h. Nie wiemy jednak, ktére z dwoch zdan £ 1 nie-h
jest prawdziwe.

1" Pamietamy, ze zdania wzajemnie sprzeczne tacznie nie mogg byé jednoczesnie prawdziwe.

12 Przypomnijmy, ze zdania sprzeczne nie moga by¢ Iacznie prawdziwe, lecz dopuszczalne jest, aby dwa zdania
sprzeczne facznie byly falszywe. Np. zdania w parze ‘Jan jest kawalerem’ i ‘Jan jest Zonaty’ moga tacznie by¢
fatszywe, a zdania w ‘Kazda kobieta jest matka’ i ‘Zadna kobieta nie jest matka’ sa falszywe.

13 Tzn. z grupy W + i wynika jaki§ wniosek poprzednio opisany (patrz czterech przypadki).
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Z reguly trudno odrézni¢ oba przypadki. Zdanie 4 staje si¢ hipotezg, gdyz ani nie potrafimy
go uzasadnié, ani nie potrafimy go obalic.

Przykilad 1. Przykladem takiej hipotezy jest tzw. hipoteza Goldbacha. Jest ona jednym z naj-
starszych nierozwigzanych probleméw w teorii liczb, liczy sobie ponad 250 lat. Problem dotyczy
liczb pierwszych'*:

Kazda liczba parzysta wieksza od 2 jest sumq dwoch
sktadnikow bedqcych liczbami pierwszych.

Oczywiscie, zadna ze sprawdzanych liczb parzystych wiekszych od 2 nie falsyfikuje tej hipotezy,
a sprawdzono komputerowo to zdanie dla wszystkich liczb parzystych od 4 do 2'°, tj. kazda z
nich przedstawiono jako sume dwoéch sktadnikéw bedacych liczbami pierwszymi.'> O

Reasumujac, weryfikujac (sprawdzajac) hipotez¢ 2 mozna co najwyzej jg odrzuci¢. Nie mozna
jej przyjaé za prawdziwa, czyli zmieni¢ w tezg.

Jak juz pisaliSmy sprawdzanie (weryfikacj¢) hipotez cz¢sto sie¢ myli z bezposrednim falsyfi-
kowaniem zdan ogélnych. Moze jednak kto$ podaé przyktad negatywnej weryfikacji hipotezy w
sytuacji, gdy mozna ja bezposrednio sfalsyfikowac.

Przyklad 2. Tak jak poprzednio wezmy jednak pod uwage Panig Marte, jedng z obecnych na
wyktadzie studentek. W sktad naszej wiedzy wchodza dwa zdania: ‘Marta jest kobieta’ 1 ‘Marta
nie jest matka’. Wiemy, ze falsyfikuja one bezposrednio zdanie ‘Kazda kobieta jest matka’.

Marta jest kobietg
Marta nie jest matkg

Nie kazda kobieta jest matka

Mimo to moze kto$ twierdzi¢, ze bedzie weryfikowacé jako hipoteze zdanie 4 = ‘Kazda kobieta
jest matka’.

Juz samo podane powyzej wynikanie da si¢ «podciggnaé» pod sprawdzanie hipotez. Z naszej
wiedzy wyciagneliSmy wniosek bedacy zaprzeczeniem hipotezy h. Problem w tym, ze przy
wycigganiu wniosku w ogdle nie byta nam potrzebna hipoteza h.

Mozna zatem przedstawi¢ inne rozumowanie, w ktérym uzyjemy hipotezy h. Z hipotezy i
naszej wiedzy wyciggamy wniosek:

Kazdy kobieta jest matka
Marta jest kobieta

Marta jest matka l

Whiosek ten zaprzecza naszej wiedzy, gdyz wiemy, ze Marta nie jest matka. Zatem odrzucamy
nasza hipotezg.

Widac jednak, ze jest to «sztuczne podescie» do problemu, gdyz podane zdanie ogdlne mozna
obali¢ bezposrednio. O

14 Przypomnijmy: liczba pierwsza to taka liczba naturalna, ktéra jest podzielna przez doktadnie dwie liczby.
Mamy: 1 nie jest liczbg pierwsza (gdyz jest podzielne tylko przez jedna liczbe); O nie jest liczba pierwsza
(gdyz jest podzielne przez nieskoniczenie wiele liczb); 2 jest jedyna parzysta liczba pierwszg. Zatem w hipotezie
Goldbacha pomijamy parzysta liczbe 2, gdyz mamy jedynie rozklady: 2 = 1 + 11 2 = 2 + 0, czyli 2 nie jest
sumg dwoch sktadnikéw pierwszych. Méwimy o dwéch sktadnikach sumy, a nie o dwéch liczbach pierwszych, gdyz
4 =2+421jest to jedyny sposéb przestawienia liczby 4 jako sumy dwdch skfadnikéw pierwszych.

OczywiScie, z podanej definicji wynika, ze skoro dowolna liczba pierwsza ma dokladnie dwa dzielniki, wigc
jest podzielna przez 1 i siebie sama. Jest to zgodne ze «starag» konwencja, stosowang za czaséw Goldbach: liczba
pierwsza to liczba naturalna podzielna jedynie przez 1 oraz przez samg siebie. Wedlug tej starej konwencji liczba 1
byta pierwsza. Zatem w starym sformutowaniu podana hipoteza wygladaly troch¢ inaczej: dotyczyta wszystkich liczb
parzystych dodatnich. Przy starej definicji liczb pierwszych mozna takze zada¢ pytanie: Czy kazda dodatnia liczba
parzysta jest sumq dwoch (réznych) liczb pierwszych? Teraz dopuszczamy sume: 4 = 1 + 3.

15" Autorem hipotezy Goldbacha nie jest Goldbach, lecz Euler. Ten pierwszy sformutowat inng hipoteze: Kazda
liczba naturalna wieksza od 5 jest sumq trzech sktadnikow bedqgcych liczbami pierwszymi. Euler upro$cil oryginalng
hipoteze Goldbacha do postaci dla liczb parzystych. Wersja Euler jest jednak znana jako hipoteza Goldbacha.
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Przyktad weryfikacji hipotezy:
Zbior wszystkich liczb pierwszych jest skoriczony

Poprzednio podaliSmy przyktad negatywnej weryfikacji hipotezy, ktérg mozna byto bezposrednio
sfalsyfikowa¢. Na pewno nie jest takg nastgpujgca hipoteza dotyczgca liczb pierwszych(chociazby
z tego powodu, ze nie jest ona zdaniem ogdélnym typu ‘Kazde S ...°):

Hipoteza (odrzucona). Zbior wszystkich liczb pierwszych jest skoriczony.

Wiedza. Zaliczamy do niej to, co wiemy o liczbach naturalnych, a m.in. nastgpujace zdanie:
Kazda liczba naturalna wieksza od 1 jest podzielna przez jakqs liczbe pierwszg.

Przeprowadzimy negatywng weryfikacje tej hipotezy w oparciu o nasza wiedz¢ o liczbach.
Przeprowadzimy te weryfikacje na dwa sposoby. Pierwszy przeprowadzimy najpierw nieformal-
nie, tj. bez uzywania pomocniczych symboli.

PIERWSZY SPOSOB (NIEFORMALNIE). Zat6zmy nasza hipoteze. Skoro zbidr wszystkich liczb pierw-
szych ma by¢ wedlug niej skoiczony, wiec mozemy pomnozyC przez siebie wszystkie liczby
pierwsze. Do otrzymanego iloczynu dodajemy liczbe 1. Otrzymana w ten sposéb liczba jest
wigksza od 1 (gdyz O nie jest liczbg pierwsza, wiec iloczyn wszystkich liczb pierwszych jest
wiekszy od 0). Skonstruowana liczba nie jest jednak podzielna przez zadng z liczb pierwszych.
Istotnie, przy dzieleniu tej liczby przez dowolng z liczb pierwszych zawsze otrzymamy reszte 1.

ZnalezliSmy zatem liczbe naturalng wigksza od 1, ktora nie jest podzielna przez zadng liczbe
pierwsza. Stad otrzymujemy: Nie kazda liczba naturalna jest podzielna przez jakaS liczbe pierw-
sza.'® A to jest zaprzeczeniem naszej wiedzy. Odrzucamy hipoteze, gdyz doprowadzita nas do
wniosku bedgcego zaprzeczeniem naszej wiedzy. O

Pierwszy sposOB (FORMALNIE). Z naszej hipotezy wynika, ze dla pewnej dodatniej liczby natural-
nej n wszystkie liczby pierwsze dadzg si¢ ponumerowaé od liczbami od 1 do n. Oznaczmy te
liczby pierwsze przez:

Pis---sPn-

Pomn6zmy przez siebie wszystkie liczby pierwsze, a do iloczynu dodajmy 1:

pro...-pnt1l.

FLatwo zauwazy¢, ze po pierwsze, p;-...-p,+1>1, gdyz p;-...- p, > 0. Po drugie, liczby p,,
..., pn nie dzielg liczby p; -...- p, + 1. Przeciez dzielenie liczby p; - ... p, + 1 odpowiednio
przez liczby pi, ..., p, zawsze daje reszte 1.

ZnalezliSmy zatem liczbe naturalng wigkszg od 1, ktdra nie jest podzielna przez zadng liczbe
pierwsza, gdyz liczby py, ..., p, sa wszystkimi liczbami pierwszymi. Stad otrzymujemy: Nie
kazda liczba naturalna jest podzielna przez jakas liczbe pierwsza. A to jest zaprzeczeniem naszej
wiedzy. Odrzucamy hipoteze, gdyz doprowadzita nas do wniosku bedacego zaprzeczeniem naszej
wiedzy. O

Bardziej znany jest drugi sposob obalenia podanej hipotezy (czgSciowo pokrywa on si¢ z
pierwszym, lecz zrobimy powtdrzenie, aby mie¢ cato$¢ wywodu):

Druar sposOB (FORMALNIE). Z naszej hipotezy wynika, ze dla pewnej dodatniej liczby naturalnej
n wszystkie liczby pierwsze dadza si¢ ponumerowac od liczbami od 1 do n. Oznaczmy te liczby
pierwsze przez:

Pts---sPn.

16 Zdanie ‘Nie kazda liczba naturalna jest podzielna przez jaka$ liczbe pierwsza’ méwi to samo, co zdanie
‘Jaka§ liczba naturalna nie jest podzielna przez zadng liczbe pierwszg .
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Pomn6zmy przez siebie wszystkie liczby pierwsze, a do iloczynu dodajmy 1:

pPrc-.. pat1.
Latwo zauwazy¢, ze po pierwsze, p;-...-p,+1>1, gdyz p;-...- p, > 0. Po drugie, liczby p,,
..., pn nie dzielg liczby p; - ... p, + 1. Przeciez dzielenie liczby p; - ... p, + 1 odpowiednio
przez liczby py, ..., p, zawsze daje reszte 1.
Korzystajac z naszej wiedzy otrzymujemy wniosek: liczba p; -...- p, + 1 musi by¢ podzielna
przez jakas liczbe pierwsza. Zatem oprocz liczb pierwszych py, ..., p, musi istnie¢ jeszcze inna

liczba pierwsza.
W trakcie wywodu otrzymali§my dwa wnioski:

liczby pi,..., p, sa wszystkimi liczbami pierwszymi,
liczby py,..., p, nie sa wszystkimi liczbami pierwszymi.
Do tej sprzecznosci doprowadzila nas przyjeta hipoteza. Zatem odrzucamy ja. O

Odrzucajac te¢ hipoteze dostajemy jej zaprzeczenie, czyli nastgpujacy teze:
Teza. Zbior wszystkich liczb pierwszych nie jest skoriczony.

Widzimy zatem, ze negatywne sprawdzanie hipotez mozemy wykorzysta¢ do tzw. dowodéw
nie wprost. Mamy udowodnic€ teze¢ ¢. Przyjmujemy hipoteze¢ & = nie-f. Negatywnie weryfikujemy
te hipoteze. Zatem jg odrzucamy, czyli przyjmujemy jako nasza teze zdanie t.

Mogtby nam ktoS§ zarzucié, ze dowodzac nie wprost naszej tezy wykonywaliSmy jakie§ «po-
dejrzane sztuczki». Mogtby nam zarzucié, ze postugiwaliSmy si¢ «liczbami, ktére nie istniejg»,
np.: iloczyn wszystkich liczb pierwszych, albo liczba oznaczona w dowodzie przez ‘n’. Te zarzuty
bylyby bezpodstawne. Przeciez pokazywaliSmy tylko, co by bylo, gdyby hipoteza byta prawdziwa.
Hipotetyczny charakter dowodu bylby bardziej widoczny, gdybySmy uzywali w nim sformutowan
w tzw. trybie warunkowym. Przyktadowo, zamiast zwrotéw ‘jest’ i ‘nie jest’ stosowali ‘bytaby’
1 ‘nie bylaby’.

Zauwazmy jednak, ze dyskusja nad poprawnos$cig dowodu nie wprost jest zupelnie zbedna.
Drugi sposob obalania hipotezy dotyczacej skoniczonoSci zbioru wszystkich liczb pierwszych
wskazuje, ze podang tez¢ mozna takze dowieS¢ wprost, opierajac si¢ na ponizszym twierdzeniu
pomocniczym:

Lemat 1. Dla kazdego skoriczonego zbioru liczb pierwszych istnieje taka liczba pierwsza, ktora
nie nalezy do tego zbioru.

Dowdd. Bierzemy dowolny skoriczony zbidr liczb pierwszych {pi,..., p,}. Z jego elementow
tworzymy liczbe:
pro...-pat+1.

Latwo zauwazy¢, ze po pierwsze, py-...-p,+1>1, gdyz p,-...- p, > 0. Po drugie, liczby p,,
..., pp nie dzielg liczby p; - ... p, + 1. Przeciez dzielenie liczby p; - ... p, + 1 odpowiednio
przez liczby py, ..., p, zawsze daje reszte 1.

Korzystajac z naszej wiedzy otrzymujemy wniosek: liczba p; -...- p, + 1 musi by¢ podzielna
przez jakas liczbe pierwsza. Zatem oprocz liczb pierwszych py, ..., p, musi istnie¢ jeszcze inna
liczba pierwsza. o

Z tego lematu (pomocniczego twierdzenia) wynika bezposrednio nast¢pujacy wniosek:
Whniosek 1. Zaden skoriczony zbidr liczb pierwszych nie jest zbiorem wszystkich liczb pierwszych.

Stad za$ dostajemy naszg Teze.



Filozofia. Konspekt do wyktadu z ,,Logiki 1” — 15 i 22.12.2006 oraz 5 i 12.01.2007 10

Przyktady weryfikacji hipotez: metoda przekatniowa

Zajmiemy si¢ pewnymi hipotezami dotyczacymi przeliczalnoSci pewnych zbioréw. Te hipotezy
takze negatywnie zweryfikujemy za pomoca tzw. metody przekgtniowej Cantora'’ (albo inaczej:
diagonalnej). To pokaze, ze istniejg co najmniej dwa rodzaje nieskoriczonos$ci: przeliczalna (taka
jak w przypadku liczb naturalnych) oraz nieprzeliczalna.

Poruszamy ten temat poniewaz sama metoda przekatniowa jest bardzo ciekawa, a ponadto
stosowana jest do badania bardzo interesujacych poje¢ dotyczacych nieskoficzonosci.

Rownolicznosé zbiorow

Zastandwmy si¢ na poczatek: Czy nie umiejqc liczy¢ mozna poréwnac liczebnos¢ dwdch pudetek
zapatek? Tak, wystarczy wyjmowaé po jednej zapalce z kazdego pudetka i ukfada¢ zapatki w
pary. Mamy trzy mozliwe sytuacje (pudetka oznaczmy prze ‘P;’ i ‘P, :

1. Z pudetka P; wyrwaliSmy ostatnig zapalke 1 potaczyliSmy ja w pare z ostatnig zapatkg z
pudetka P,. M6éwimy wowczas, ze w obu pudetkach zbiory zapatek sq rownoliczne. (Oczy-
wiscie, nie wiemy po ile zapatek liczg te pudetka.)

2. Z pudetka P, wyrwaliSmy ostatnig zapatke i potaczyliSmy ja w pare z zapatka pudetka P,,
lecz w tym drugim pudetku zastata jeszcze co najmniej jedna zapatka. Méwimy wdwczas,
ze w pudetku P, jest wiecej zapatek niz w pudetku P;. (OczywiScie, znowu nie wiemy ile
zapatek majg te pudetka.)

3. Tak jak wyzej, lecz zmieniajac ‘P’ na ‘P,’ 1 odwrotnie.

OczywiScie, gdy umiemy liczy¢é poréwnanie liczebnoSci pudetek zapatek mozna dokonad
innym sposobem. Liczymy zapatki w pudetlku P,. Otrzymujemy liczb¢ n; zapalek w pudet-
ku P,. Nastepnie liczymy zapatki w pudetku P,. Otrzymujemy liczbe n, zapatek w pudetku P,.
Poréwnujemy otrzymane liczby. Jesli n; = n,, to liczebnos$¢ obu pudetek jest identyczna.

Zauwazmy, ze i w tym drugim sposobie poréwnywania liczebnosci pudelek zapatek, w grun-
cie rzeczy, wykorzystaliSmy pojecie rownolicznosci. ZbadaliSmy réwnoliczno$¢ pudetka P, ze
zbiorem {1,...,n;} oraz réwnoliczno$¢ pudetka P, ze zbiorem {1,...,n,}. Pudetka P, i P, sg
rownoliczne, gdy sa rownoliczne z tym samy zbiorem liczbowym, tj. n; = n,.

Przestawiony dalej wniosek 2 formalnie wyrazi rownowazno$¢ obu sposobéw badania row-
nolicznos$ci zbioréw skoriczonych. Drugie podejscie nie jest jednak przydatne, gdy chcemy po-
réwnac liczebnos$¢ zbioréw nieskoniczonych. Nie znajdziemy przeciez takich liczb naturalnych,
ktére by wyrazatly liczebno$¢ zbioréw skoriczonych. W nastgpnym punkcie wprowadzimy pojecie
rownolicznosci przydatne rowniez dla zbioréw nieskoniczonych.

Pojecie rownolicznosci

Pojecie rownolicznosci zbiorow jest relacyjne, dotyczy dwoch zbioréw. Wzorujac si¢ na przykta-
dzie z pudetkami zapatek, zastandwmy si¢, co to znaczy, ze dwa zbiory sa réwnoliczne. Samo
ujecie zagadnienia pokazuje, ze pojecie réwnolicznosci dwéch zbioréw ma byé symetryczne.'®
Nie byloby sensu sformutowanie ‘zbiory A i B sg réwnoliczne’, gdyby zalezalo to od kolejnosci
wymienienia zbiorow A i B.

17 Niektérzy autorzy uwazaja, ze metoda ta jest bledna. Oczywiscie, jest tu pewne nieporozumienie. Obiekcje
tych autoréw powinny raczej dotyczy¢ poprawnosci pewnego typu dowodéw nie wprost, a nie samej metody dia-
gonalnej. Jest tu analogiczna sytuacja, jak przy obalaniu hipotezy gloszacej skorficzono$¢ zbioru wszystkich liczb
pierwszych. Moéglby kto§ tam zarzuci¢, ze w dowodzie nie wprost stwierdzamy istnienie liczb, ktérych w istocie nie
ma. PrzeksztatcaliSmy wiec dowdd nie wprost na dowdd wprost, w ktérym nie odwolujemy si¢ do takich «sztuczek».

Takze metode diagonalng mozemy zastosowaé do dowodéw wprost. Wéwcezas nie ma co zarzucié tej metodzie.

18 Przyktadowo, méwimy ‘Jan i Piotr sa braémi’ zamiast ‘Jan jest bratem Piotra’, gdyz z tego drugiego zdania
wynika zdanie ‘Piotr jest bratem Jana’, skoro relacyjne pojecie bycia bratem jest symetryczne w zakresie mezczyzn.
Podobnie méwimy ‘Jan, Piotr i Pawel sa braémi’ zamiast ‘Jan jest bratem Piotra, Jan jest bratem Pawtla i Piotr jest
bratem Pawta’. Mozna opusci¢ ‘Piotr jest bratem Jana, Pawel jest bratem Jana i Pawet jest bratem Piotra’. Zauwazmy,
ze nie wystarczy powiedzie¢ ‘Jan i Piotr sa bra¢émi Pawla’, gdyz pojecie bycia bratem nie jest przechodnie.

Inna sytuacja bedzie wystepowacé w przypadku pojecia réwnoliczno$ci, gdyz bedzie ono przechodnie.
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WeZzmy dwa niepuste zbiory A i B. Stwierdzenie ‘zbiér A jest réwnoliczny ze zbiorem B’
ma znaczyC: istnieje funkcja okreSlona na zbiorze A i o wartoSciach w zbiorze B, ktdra jest
réznowartosciowa i na zbiér B."

Podstawowe wiadomosci o funkcjach

Dla dowolnych niepustych zbioréw A i B funkcjg ze zbioru A w zbiér B jest dowolne przyporzad-
kowanie kazdemu elementowi zbioru A dokfadnie jednego elementu ze zbioru B. (Uwaga: nie
musimy «wykorzystaé» przy tym wszystkich elementéw zbioru B.) Méwimy wtedy, ze funkcja
jest okreslona na zbiorze A i przyjmuje wartosci w zbiorze B. W przyjetej definicji dopuszczamy
ten przypadek, gdy zbidr, na ktérym jest okreslona funkcja byt identyczny ze zbiorem, w ktérym
przyjmuje ona swoje wartosci, tj. jest dopuszczalne, ze A = B.

Jezeli F jest funkcjg okreslong na zbiorze A i przyjmujacg wartosci w zbiorze B (piszemy w
skrécie: F: A — B), to dla dowolnego elementu x zbioru A jedyny element ze zbioru B, ktéry zo-
stal przyporzadkowany x-owi, nazywamy wartosSciq funkcji F na x-ie 1 oznaczamy symbolicznie:
F(x). Funkcj¢ F mozna formalnie zapisa¢: A 3 x — F(x) € B (stownie: dowolnemu elementowi
x ze zbioru A przyporzadkowano warto$¢ F(x) ze zbioru B); albo prosciej: x — F(x).

Przyktadowo przyporzadkowanie podane ponizej jest funkcja okre§long na zbiorze A =
{a,b,c,d, e} 1 przyjmujaca wartoSci w zbiorze A:

Tutaj mamy: F(a) =b, F(b) =c, F(c)=c, F(d)=¢e1 F(e) =e.
Ponizsze przyporzadkowanie

nie jest funkcja, gdyz b przyporzadkowano dwa obiekty (F(b) nie jest jednoznaczne).
Takze ponizsze przyporzadkowanie

19" Oczywiscie, zbiory niepuste to takie ktére majg co najmniej jeden element. Zbiér pusty nie majacy zadnego
elementu. Jest doktadnie jeden taki zbidr; dlatego wolno go oznaczy¢ symbolem indywidualnym ‘@’.

Pojecie funkcji stosuje si¢ jedynie do zbioréw niepustych. Dla zbioru pustego @ sprawa jest prosta: jest on
réwnoliczny tylko z samym soba.
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nie jest funkcja, gdyz dla b nie przyporzadkowano zadnego obiektu (F(b) nie jest w ogodle
wyznaczone).

Dowolng funkcj¢ okreslong na zbiorze skoficzonym mozemy wyrazi¢ za pomocg odpowiedniej
tabelki. Przyktadowo, poprzednio podang funkcje okreslaja ponizsze tabelki:

argument: x a|b|c|d
warto$é: F(x) || b | c | c | e

Podana funkcja nie jest r6znowartoSciowa, gdyz F(b) = F(c) (oraz F(d) = F(e)).

To, ze funkcja F: A — B jest réznowartoSciowa ma znaczy¢: dla réznych elementéw z A
funkcja f przyjmuje rézne wartosci. Formalnie: dla dowolnych x,y € A takich, ze x # y mamy:
Jx) # f().

Przyktadowo przyporzadkowanie podane ponizej jest funkcjg réznowartosciowg F: A — B:

Funkcja ta nie jest funkcja ,,na”, gdyz do b nie dochodzi zadna strzatka. Podobnie jest z funkcjg
podana na poprzedniej stronie.
To, ze funkcja F: A — B jest na zbiér B, ma znaczy¢: zbior wartosci funkcji F jest réwny
(wyczerpuje) zbior B. Formalnie: dla dowolnego y z B istnieje takie x w A, ze y = f(x).
Przyktadowo przyporzadkowanie podane ponizej jest funkcjg F': A — B na zbiér B:

Nie jest to funkcja réznowartoSciowa, gdyz F(a,) = F(a3).
Obrazowo przedstawimy, co to znaczy, ze dana funkcje mozna odwréci¢. Chodzi o to, ze po
«odwrdceniu strzatek» znowu otrzymamy funkcje. Odwréémy strzatki na ostatnim diagramie:

W pierwszym przypadku dla b, nie przyporzagdkowano zadnego obiektu w A. W drugim przy-
padku, element b, przeszedl na dwa obiekty w A. Zatem w obu przypadkach nie otrzymamy
funkcji.
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Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, aby funkcje («strzatki») mozna bylo odwré-
cic€ jest to, aby funkcja byta F': A — B r6znowarto$ciowa i na zbiér B. Przyktad:

Widzimy wiec, ze istnienie funkcji f: A — B réznowartoSciowej i na zbiér B odpowiada
temu, co poprzednio nazywaliSmy ustawieniem elementéw A i B w pary. Ustawiamy elementy
zbiorow A i B w pary wedlug przepisu: x & F(x), dla x z A.

Wtasnosci pojecia rownolicznosci

Oczywiscie, zbidr pusty @ nie jest rownoliczny z zadnym zbiorem niepustym (i odwrotnie: zaden
zbidr niepusty nie jest rownoliczny ze zbiorem @). W nawigzaniu do przypisu 19 przyjmujemy,
ze zbidr pusty jest rownoliczny z sobg samg. Zatem dopuszczamy tez przypadek: A = @ = B.

Skoro funkcje réznowartoSciowe 1 ,,na” sg odwracalne, wiec pojecie réwnolicznosci jest sy-
metryczne. Jesli F: A — B jest réznowartosciowa i na zbiér B, to funkcja F: B — A tez jest
réznowartosciowa i na zbiér B. Mamy przyporzadkowanie: x <> F(x), dla x z A. Zatem mozemy
méwié, ze zbiory A i B sg réwnoliczne.

ZYozenie dwoch funkcji r6znowartoSciowych 1 ,,na” tez jest funkcja roznowartosciowg 1 ,,na’”.
Zatem pojecie rownolicznosci jest przechodnie: jesli zbidr A jest rownoliczny ze zbiorem B oraz
zbidr B jest rownoliczny ze zbiorem C, to zbidr A jest réwnoliczny ze zbiorem C. Istotnie, jesli
mamy przyporzadkowania x < f(x) =y iy < g(y) pomi¢dzy parami zbioréw A i B oraz B i C,
to stosujemy przyporzadkowanie x < g(f(x)) pomiedzy zbiorami A i C.

Na koniec, zauwazmy — co jest oczywiste — ze pojecie rownolicznosci jest zwrotne, tzn.
kazdy zbidr jest réwnoliczny z sobg samym. Istotnie, dla niepustego zbioru A bierzemy funkcje
identycznoSciowa f(x) = x, gdzie x € A.

Liczby naturalne i liczby catkowite

Liczbami naturalnymi nazywamy liczby: 0, 1, 2, 3, 4, .... Ich zbiér oznaczamy przez ‘IN’. Zatem
liczbe 0 zaliczamy do liczb naturalnych. Jest to jedyna liczba naturalna, ktéra nie jest dodatnia.
Dodatnimi liczbami naturalnymi nazywamy liczby: 1, 2, 3, .... Ich zbiér oznaczamy przez ‘IN*’.
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Jeszcze w latach szes$édziesiatych ubieglego stulecia liczba O nie bylo zaliczana do liczb
naturalnych.?® W niektérych przypadkach ta konwencja jest nawet wygodniejsza. W wspétczesnie
jednak przyjmuje si¢ te konwencje, wedtug ktérej O jest zaliczane do liczb naturalnych.?!

Bez wzgledu na przyjmowang konwencjg, liczby ze zbioru IN* sg dodatnimi liczbami catko-
witymi.

Te ostatnie liczby nazywamy takze dodatnimi liczbami catkowitymi. Ich zbiér oznaczamy
symbolem ‘IN’.

Ponizsze stwierdzenia sg oczywiste, lecz warto je sobie uSwiadomid, przy dalszych teoretycz-
nych rozwazaniach o zbiorach nieskoniczonych.

Fakt 1. Dla dowolnych liczb dodatnich liczb naturalnych n i m:
Jesli n # m, to zbiory {1,...,n} i {1,...,m} nie sq rownoliczne.

Fakt 2. Dla dowolnej dodatniej liczby n: zbiory {1,...,n} i {0,...,n— 1} sq rownoliczne. Mamy
przeciez nastepujqce przyporzqdkowanie:

1 ... n—-1
2 ...

n

—_ o O

«Dla wprawy» rozwigzemy ponizsze zadanie, ktére bedzie przydatne przy badaniu réwno-
licznosci réznych zbioréw.

Zadanie 1. Niech A, B i C beda zbiorami niepustymi, przy czym zbiory B i C sg réwnoliczne,
a ponadto sg roztaczne ze zbiorem A (tzn. A i B nie majg zadnego wspdlnego elementu ze
zbiorem A). Wéwczas rownoliczne sg zbiory AUB 1 AUC.

Rozwigzanie. Skoro zbiory B 1 C sa réwnoliczne, wigc mamy funkcje F: B — C réwnowaz-
nosciowa 1 na C. Na podstawie tej funkcji musimy okresli¢ funkcje G: AUB — AU C, ktéra
bedzie réznowartoSciowa i1 na zbiér A U C, czyli wyznacza réwnoliczno$¢ zbioréw. Funkcje G
okre§lamy ponizszym warunkiem:

A
Glx) = x gdy x €
F(x) gdyxeB

Po pierwsze, jest ona réznowartoSciowa. Istotnie, ze zbioru A U B bierzemy dowolne elementy x
1y takie, ze x # y. Rozwazamy cztery mozliwe przypadki.

1. Oba x,y nalezg do A: Wéwczas G(x) = x #y = G(y).

2. x nalezy do A iy nalezy do B. Wéwczas G(y) nalezy do C, gdyz G(x) = F(x) € C. Ponadto,
G(x) nalezy do A, skoro G(x) = x. Poniewaz zbiory A 1 C sg rozlaczne, wiec G(x) # G(y).

3. x nalezy do B 1y nalezy do A. Analogicznie jak w 2.

4. Oba x,y naleza do B: Woéwczas G(x) = F(x) # F(y) = G(y), gdyz funkcja F jest r6zno-
wartoSciowa.

W kazdym przypadku: jesli x # y, to G(x) # G(y). Zatem G jest rOznowartosciowa.

Po drugie, funkcja G jest na zbiér A U C. Istotnie, bierzemy dowolny element y z A U C.
Rozwazamy dwa przypadki.

1. y nalezy go A. Wéwczas mamy G(y) = y.

2. y nalezy go C. Wéwczas, skoro funkcja F jest na zbior C, wiec istnieje w B takie x, ze
F(x) =y. Ale G(x) = F(x).

W oby przypadkach dla elementu y znalezliSmy takie x w AU B, ze G(x) = y (w pierwszym
przypadku x = y). Zatem funkcja G jest na zbior AU C. O

20 por, np. znane ksiazki: H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspotczesnej, Warszawa 1968; K. Kuratowski,
Wstep do teorii mnogosci i topologii, Warszawa 1955.
21 Tak naprawde, to nie jest istotne, ktéra konwencje przyjmiemy.
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Zbiory skornczone

Korzystajac z pojecia rownolicznosci zbioréw mozemy zdefiniowaé pojecie bycia zbiorem skon-
czonym. Stwierdzenie ‘zbidr A jest skoriczony’ ma znaczyc¢:

albo A jest pusty,
albo dla jakiejS dodatniej liczby naturalnej n: zbiory A i {1,...,n} sg rownoliczne.

Innymi stowy, do zbioréw skonczonych zaliczamy: zbior @ oraz kazdy zbdr, ktdry jest rownolicz-
ny ze zbiorem {1,...,n}, dla jakiej$ dodatniej liczby naturalnej n. W drugim przypadku mozna
to zobrazowac¢ nastepujaco:

X1 X2 ... Xy
! T ... 7
1 2 ... n

To polaczenie w pary jest zarazem numeracjg elementéw zbioru A. Zatem elementy niepustego
zbioru skoniczonego mozna ponumerowaé od 1 do n, dla jakiej$ dodatniej liczby naturalnej n.
Powyzej zastosowaliSmy jaka$ wybrang numeracje elementéw zbioru A, aby w ogéle méwic
o elementach tego zbioru. Zastosowane przyporzadkowanie jest w sumie zbedne, gdyz i1 tak
odwotujemy sie do jakiej$S numeracji elementéw zbioru A tworzac zapis tego zbioru: {xi,...,x,}.
Wszystkich numeracji elementéw zbioru A jest n! (czytaj: ,.n silnia”, n! =1-...-n).
Uwaga 4. W ogole nie wykorzystaliSmy liczby 0. Nie mozna twierdzi¢, ze zbidr pusty @ jest
réownoliczny ze zbiorem {0}, gdyz ten ostatni ma jeden element (zbiory {0} i {1} sa réwnoliczne).
Ze wzgledu na fakt 2, jesli kto$ chce, to moze zaczaé numeracj¢ od 0 do n — 1, lecz nie jest
to naturalny sposéb. O

Liczba elementéw zbioru skoriczonego

To, ze zbidér {Torun, Bydgoszcz, Wioctawek} ma trzy elementy ma znaczy¢ tyle, ze elementy
tego zbioru mozna potaczyé w pary z elementami zbioru {1,2,3}, czyli ze te dwa zbiory sg
rownoliczne. Mozna to nast¢pujaco zobrazowac nastepujaco:

Torun Bydgoszcz Wloctawek

I 7 7
1 2 3

To pofaczenie w pary jest zarazem numeracjg elementéw (oczywiscie, mozna zastosowac inng
numeracj¢, np. alfabetyczng; wszystkich numeracji jest szes¢: 3! =1-2-3 = 6).

Ogdlnie, niech n bedzie dang (dowolna) dodatnig liczba naturalng. Zastanéwmy si¢ teraz:
Co to znaczy, ze dany zbior A ma n elementéow? Znaczy to tyle, ze elementy zbioru A mozna
potaczy¢ w pary z elementami zbioru {1,...,n}, czyli ze zbiory A i {l1,...,n} sa réwnoliczne.

OczywiScie, oba zbiory {1,...,n}1{0,...,n — 1} majg po n elementéw (por. uwage 4).

Mamy jeden przypadek szczegdlny — zbidr pusty @. Skoro zbdér @ nie ma elementéw (jest
pusty!), wiec zbiér @ ma zero elementéw. Kazdy zbiér niepusty ma co najmniej jeden element.

Zatem wszystkie liczby naturalne sa «skoficzone» w tym sensie, ze wskazuja na ilos¢ ele-
mentéw zbioréw skonczonych (0 jest liczbg elementéw zbioru pustego @).

Kazdemu zbiorowi skoficzonemu mozemy przyporzadkowac jaka$ liczbe naturalng: liczbe
jego elementéw. Ze wzgledu na fakt 1, liczba ta jest okre§lona w spos6b jednoznaczny.

Fakt 3. Wszystkie skoriczone zbiory rownoliczne majq te sama liczbe elementow.

Dowdd. Istotnie, zatézmy, ze skoniczone zbiory A i B s3 rownoliczne. JeS§li A = @ = B, A i
B maja po zero elementéw. Zalézmy wiec, ze A i B sa niepuste oraz ze A ma n elementow.
Zatem elementy zbioréw A i B mozna ustawi¢ w pary oraz istnieje numeracja elementéw zbioru
A liczbami od 1 do n. Te numeracj¢ mozna wiec przenieS¢ na numeracje¢ elementéw zbioru B
wedlug przepisu: y & x < i, dla elementdéw y z B, x z A oraz liczby i z {1,...,n}. O
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Fakt 4. Wszystkie zbiory skoriczone, ktore majq te sama liczbe elementow, sq rownoliczne.

Dowad. Istotnie, Niech A i B majg po n elementéw, dla pewnego n > 0. Jeslin =0,to Ai B sa
puste, czyli sg réwnoliczne. Zaté6zmy wigc, ze n > 0. Zatem elementy zbioru A mozna ustawié
w pary z elementami zbioru {1,...,n}. Podobnie jest dla zbioru B. Stosujemy polaczenie w pary
elementy zbiorow A1 B: x < i & y, dla elementéw x z A, y z B oraz liczby i z {1,...,n}.
A to znaczy, ze zbiory A i B sg rownoliczne. (Mozna bylo tez skorzysta¢ z przechodnioSci relacji
rownolicznosci). O

Otrzymujemy wigc wniosek:

Wnhiosek 2. Dla dowolnych zbiorow skoriczonych A i B:
Zbiory A i B sq rownoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy liczba elementow zbioru A jest rowna
liczbie elementow zbioru B.

Powyzszy wniosek sformutowaliSmy tylko dla zbioréw skoniczonych, gdyz tylko dla nich ma-
my (jak na razie) wprowadzone pojecie liczby elementow. Do tej pory przeciez do wskazywania
liczby elementéw zbioru postugiwaliSmy sie tylko liczbami naturalnymi. Po wprowadzeniu liczb
nieskoficzonych?? mozna bedzie méwi¢ o liczbie elementéw zbioréw nieskoficzonych. Wprowa-
dzajac liczby nieskoniczone postugujemy si¢ zasada bedaca odpowiednikiem wniosku 2.2

Zbiory potegowe

Dalej przydatne bedzie pewien znany fakt dotyczacy zbioréw skoriczonych.
Przez P(A) oznaczmy rodzing wszystkich podzbioréw zbioru A.2* Dla zbioréw skoriczonych
znany jest nastepujacy fakt:

Fakt 5. Jesli zbior A ma n elementow, to rodzina zbiorow P(A) ma 2" elementow.

Z tego wzgledu rodzine P(A) nazywamy zbiorem potegowym zbioru A 1 czgsto oznaczamy
przez 2%°. Sprawdzmy:

1. Zbior pusty @ ma O elementow. Mamy P(@) = {@}, czyli rodzina jest jednoelementowa
2°=1).

2. Zbiér {0} ma 1 elementy. Rodzina P({0}) sktada sie dwéch zbioréw: @ i {0} (2! = 2).

3. Zbidr {0,1} ma 2 elementy. Rodzina P ({0, 1}) sktada si¢ z czterech zbioréw: @, {0}, {1} i
0,1} 22 = 4).

4. 7Zbior {0, 1,2} ma 3 elementy. Rodzina ({0, 1,2}) sktada si¢ z oSmiu zbioréw: @, {0}, {1},
{2}, {0, 1}, {1,2}, {0,2}i {0, 1,2} (2° = 8).

Skoro n < 2", dla dowolnej liczby naturalnej n, wiec dowolny zbiér skoriczony A ma mniej
elementow niz rodzina jego podzbiorow P(A).

Zbiory nieskoriczone

Oczywiscie, dany zbidr A jest nieskoriczony, gdy nie jest skoficzony, tzn. nie jest pusty oraz nie
ma takiej dodatniej liczny naturalnej n, dla ktérej zbiory A 1 {1,...,n} bylyby rownoliczne.

22 Nie nazywa ich sie juz liczbami naturalnymi, lecz liczbami kardynalnymi. Wszystkie liczby naturalne zali-
czymy do liczb kardynalnych.

23 Jest to zgodne ze znaczeniem stowa ‘réwnoliczne’.

24 Zbiér ztozony z samych zbioréw nazywamy rodzing zbiorow.

Przypomnijmy: stwierdzenie ‘zbiér X jest podzbiorem zbioru A’ znaczy: kazdy element zbioru X jest elementem
zbioru A. Skoro truizmem jest stwierdzenie, ze kazdy element zbioru A jest elementem zbioru A, wigc zbidr A jest
swoim podzbiorem. Zatem A jest elementem rodziny P(A).

Podzbiory zbioru A rézne od niego nazywamy jego podzbiorami wlasciwymi.

Zbiér pusty @ nie ma zadnego elementu. Innymi slowy, nazwa ‘element zbioru @’ jest pusta. Zatem przy
matematycznej interpretacji stowa ‘kazdy’ otrzymujemy: kazdy element zbioru @ jest elementem zbioru A. A to
znaczy, ze zbiér @ nalezy do rodziny P(A).
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PodaliSmy juz dwa przyktady zbioréw nieskoiczonych: zbiér wszystkich dodatnich liczb
naturalnych N* = {1,2,3,4,...} oraz zbiér wszystkich liczb naturalnych N = {0, 1,2,3,4,...}.
Jest oczywiste, ze nie mozna ustawi¢ w pary wszystkich elementéw zbioru N* z elementami
zbioru {1,2,...,n}, dla jakiej$ liczby naturalnej n. W tym pierwszym zawsze pozostang bez pary
jakie$ elementy.?’> Podobnie jest dla zbioru IN.

Zauwazmy, ze€ mamy nastg¢pujgce ustawienie w pary:

n—1 n n+1

) 7 7

n n+1 n+2

—_— O
N & —
W & N

Zatem wyliczamy w kolejnosci wszystkie liczby naturalne. Moze wyda¢ si¢ to niespodziewane,
ze zbiory N* i IN sg réownoliczne (funkcja: czyli funkcje N > n — n+ 1 € IN*, ktdra jest
réznowartosciowa i ,,na”.). Dlatego moze wyda¢ si¢ to niespodziewane, gdyz zbiér IN* jest
podzbiorem wlasciwym zbioru IN. Zatem wydawaloby sie, ze pierwszy «ma mniej» elementéw
od drugiego (do zbioru IN* nie nalezy przeciez liczba 0).

Uwaga 5. Widzimy, ze zdefiniowane powyzej pojecie rownolicznosci tylko przy stosowaniu do
zbioréw skornczonych $ciSle odpowiada naszemu rozumieniu stowa ‘réwnoliczno$¢’.

Dopuszczalna jest sytuacja, ze kto$ nadal bedzie twierdzil, ze zbiér N* ma mniej elementéw
od zbioru N, gdyz wszystkie elementy pierwszego sa elementami drugiego oraz ponadto 0 nalezy
do drugiego, a nie nalezy do pierwszego.

Nie trzeba rozumie¢ dostownie wyrazu ‘réwnoliczno$¢’, gdy stosujemy go do zbioréw nie-
skoniczonych. ,,Réwnoliczno$¢” zbioréw nieskoniczonych wolno traktowac jako posiadanie przez
nie tego samego typu nieskoriczonosci.

W znanej ksiazce K. Kuratowskiego i A. Mostowskiego?® liczby kardynalne sa wprost trak-
towane jako typy relacyjne pewnych bardzo prostych systeméw relacyjnych. Chodzi tu o typy
relacyjne systeméw postaci (A, A X A), czyli majacych relacje pelng na uniwersum (tj. jest rowng
A X A). Poniewaz relacja petna «nic nie wnosi» do systemu?’, wiec system z relacja petna wolno
traktowaé jako sam zbiér A.?® Zatem typ relacyjny systemu (A, A x A) sprowadza sie

— do liczby elementéw zbioru A, jesli jest to zbidr skonczonys;

— do typu nieskoniczonos$ci odpowiadajagcemu zbiorowi A, jesli nie jest to zbidr skonczony.
Oczywiscie, nie wszystkie zbiory nieskoiiczone majg ten sam typ nieskoriczonosci, czyli—w
przejetej terminologii — nie wszystkie zbiory nieskoiczone sg ,,réwnoliczne”. O

Ale tych «niespodzianek» jest wigcej. Przyktadowo zbidr liczb parzystych {0,2,4,...} jest
réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb naturalnych IN.? Mamy przeciez przyporzadkowanie:

0 2 4 2n
1713 )
01 2 n

czyli funkcje IN > n — 2n. Mamy tez przyporzadkowanie:

25 QOczywiscie, bierzemy pod uwage wszystkie ustawienia w pary, a nie tylko nastepujace (toZsamos$ciowe):

1 2 ... n—-1 n n+1
1 2 n—-1 n

% Teoria mnogosci, wyd. 3, Warszawa 1978 (zob. s. 98 i 176).

27 W tym sensie, ze nie wyréznia zadnych zaleznosci pomiedzy elementami zbioru A.

28 Systemy (A, A x A) i (B, B X B) maja ten sam typ relacyjny wtedy i tylko wtedy, gdy sa izomorficzne, a to
si¢ sprowadza do tego, ze zbiory A i B sa ,,réwnoliczne”. Ibidem, s. 98 i 176.

2% Nie musimy traktowac tego faktu jako «niespodzianki», jesli ,,xéwnoliczno§¢” zbioréw nieskoriczonych spro-
wadzamy do posiadania przez nie tego samego typu nieskoriczonosci.
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0 2 4 2m—-1) 2n
1 2 3 ... n n+1

czyli funkcje¢ N* > n +— 2(n — 1). Tzn. wyliczamy w wszystkie kolejne liczby parzyste.
Latwo pokazad, ze analogiczna sytuacja zachodzi dla zbioru liczb nieparzystych {1, 3,5,...}:

35 2n+ 1
! 7T ... 17
1 2

n

O o =

Mam funkcje N> n +— 2n+ 1.

Widzimy zatem, ze zbiér wszystkich liczb naturalnych ma takie podzbiory wtasciwe, z ktérymi
jest rownoliczny. Oczywiscie, te podzbiory muszg tez by¢ nieskonczone.

Jest oczywiste, ze zaden zbiér skoficzony nie jest rownoliczny z zadnym ze swoich podzbioréw
wlasciwych.*

ZnajdZzmy teraz nadzbiory®' zbioru liczb naturalnych, ktére sa réwnoliczne ze zbiorem N
(czyli majg ten sam typ nieskonczonosci, co zbiér IN). Pierwszym bedzie zbiér wszystkich liczb
catkowitych Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,...}. Réwnolicznos¢ zbioréw Z i N wida¢ juz z samego
zapisu zbioru Z (wymieniamy jego elementy w pewnej ustalonej kolejnosci, czyli mamy jego
rownoliczno$¢ ze zbiorem IN*):

o1 -1 2 -2 3 -3 ... n -n
rT T2 7200 ... 7 )
01 2 3 4 5 6 2n—-1 2n

Mamy funkcje F: N — Z réznowartoSciowg i na Z, ktora jest okre§lona wzorem:

Fn) = % gdy n ]:est nieparzyste
—3 gdy n jest parzyste

Teraz pokazemy, ze zbiér wszystkich liczb wymiernych Q jest rownoliczny ze zbiorem liczb

naturalnych IN. Zaskakujace jest w tym to, ze zbidr liczb wymiernych jest gesty, w tym sensie,

ze pomigdzy dwie dowolne liczy wymierne mozna wstawi¢ trzecig. Ale to znaczy, ze pomigdzy

pierwsza i trzecig mozna wstawi¢ czwarta, a pomiedzy pierwsza i czwarta wstawié piata.>? Mimo

tej wlasnosci, okazuje si¢, ze mozna poda¢ sposdb na ponumerowanie elementéw zbioru Q.

Tworzymy nieskoficzong tablice utamkéw:

L t[-1[2[-2]3[-3]...[n|-n]
TITL LI _L[I]_L T[_1I
1 1 12 2 13 3 n n
oz =2]2]=212]=2 21 _2
1 1 2 2 13 3 n n
337832212 1=2 313
1 1 2 2 13 3 n n
qld1=2147_47147]_4 41 _4
1 112 2 13 3 n n
n n|n n n n n
M1l -112172(3]73 nl " n

30 To, ze zbiér wszystkich liczb naturalnych ma takie podzbiory wlasciwe, z ktérymi jest réwnoliczny, nie
Swiadczy jeszcze o tym, ze kazdy zbidr nieskoniczony jest réwnoliczny z jakim§ swoim podzbiorem wlasciwym. Po
przyjeciu w teorii zbioréw tzw. aksjomat wyboru da si¢ to udowodnic.

31 To, ze zbidr A jest nadzbiorem zbioru B znaczy: zbiér B jest podzbiorem zbioru A.

32 Zatem zaskakujace jest tutaj réwniez to, ze zbiory Q i N maja mieé ten sam typ nieskoriczonosci. Przeciez
zbidér IN nie jest gesty w opisanym sensie.

33 Réwnolicznosé zbioréw Q i N mozna udowodnié¢ na rézne sposoby. Wczesniej mozna udowodni¢ pewne
ogblne stwierdzenia dotyczace pojecia rownolicznosci, z ktérych bedzie wynikaé réwnoliczno$¢ zbioréw Q i IN.
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W tabeli tej mamy zapisane w postaci utamkéw wszystkie liczby wymierne oprocz 0 (wszystkie te
liczby sg zapisane wielokrotnie; skracanie utamkoéw). Ustawiamy liczby wymierne w nastepujacy
clag 13 1 3

0;1;-1,-2,2; 37 -3,3; ~5 75
Tworzymy go wedlug nastepujacej zasady: Wybieramy bez powtdrzen liczby z kolejnych kwa-
dratéw zaczynajac od (jedynego) rogu. Tzn. najpierw z kwadratu 1 X 1; potem 2 X 2; potem
3% 3 itd. w nieskoficzono$¢ (wybory z kolejnych kwadratow wyrdzniliSmy Srednikiem). Mozemy
réwniez numerowaé liczby «po przekatnych» tych kwadratéw («z prawa na lewo»):

1 1
0;1;-1,2;—=,-2,3; ——,-3,4; ...
2 2

Zatem czy wszystkie zbiory nieskoficzone sg rownoliczne ze zbiorem IN? Innymi stowy: czy
istnieje tylko jeden rodzaj nieskoriczonos$ci? W nastgpnym punkcie pokazemy, ze odpowiedZ na

to pytanie jest przeczaca.

-4,4;...

Przyktad zbioru nieskoriczonego i nieré6wnolicznego z N

Przykltadem tym bedzie zbiér wszystkich nieskoriczonych ciggéw zero-jedynkowych, czyli nie-
skoniczonych ciggéw, ktérych wyrazami sg liczby 0 1 1. WtaSnie uzyjemy do tego metody prze-
katniowej Cantora.>*

Ciggiem nieskoriczonym nazywamy dowolng funkcj¢ okreslona na zbiorze IN*. Innymi stowy,
ciggiem nieskoficzonym nazywamy co§, co da si¢ ponumerowaé dodatnimi liczbami naturalnymi.
Poszczegbdlne wyrazy w ciggu moge sie¢ powtarzaé¢ (pod réznymi numerami).

Nieskoriczonym ciggiem zero-jedynkowym nazywamy dowolna funkcje okreslona na zbiorze
IN* i przyjmujaca wartoSci w zbiorze {0, 1}. Oczywiscie mamy tylko dwa nieskoficzone ciagi stafe:
jeden ztozony z samych zer: 0 = (0,0,0,...), drugi ztozony z samych jedynek: I = (1,1,1,...).
Niech C*! bedzie zbiorem zlozonym ze wszystkich nieskoriczonych ciggéw zero-jedynkowych
(w tym dwoch ciggéw statych).

Zbiér C*!' jest nieskoriczony. Wystarczy wziaé pod uwage tylko te ciagi, ktére na n-tym
miejscu majg 1, a na pozostatych miejscach 0:

1,0,0,0,...
0,1,0,0,...
0,0,1,0,...
0,0,0,1,...

Zatem tym bardziej nieskoficzony jest caly zbiér C%!.
Udowodnimy, ze zbiory C*!' i N maja rézny typ nieskoficzonosci.

Fakt 6. Zbiér C*! nie jest réwnoliczny ze zbiorem IN*.
Potrzebny nam bedzie do tego nastepujacy lemat:

Lemat 2. Dia kazdego podzbioru zbioru C*', ktory jest réwnoliczny ze zbiorem IN*, istnieje taki
cigg ze zbioru C*', ktory nie nalezy do tego podzbioru.

3 Przykfad ten nie jest jedynie «ciekawostka» (chociaz nawet gdyby byl nig tylko i tak wart by byl analizy).
Nieskoriczone ciagi zero — jedynkowe majg duzg «sile wyrazu». Pokazemy, ze za pomoca takich ciggéw mozna
»zakodowac¢” wszystkie podzbiory liczb naturalnych. Zbidr tych ciggéw jest réwnoliczny ze zbiorem potegowym
P(N), czyli z rodzing wszystkich podzbioréw zbioru N. Jest tez réwnoliczny z P(IN*).

Mozna tez wspomnie¢ o zapisie liczb naturalnych w systemie dwdjkowym (czyli za pomoca cyfr ‘0’ i ‘1’).
Sa tez inne sposoby kodowania za pomocg ciggéw zero-jedynkowych. Np. 21, 412 i 100 zapiszemy jako 00101,
0000101001 i O111. Widzimy, ze ‘1’ stuzy jako «przerywnik» pomiedzy uktadami zer, ktérych ilos¢ wskazuje na

zakodowywang cyfre.
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Dowéd. Bierzemy dowolny podzbiér A zbioru C*!, ktéry jest réwnoliczny ze zbiorem INT.
Innymi stowy, zbiér A ponumerowac:

p—
(3}

4
2 o c?
3 o 0
n o "
n+l1l o !

Lecz w kazdym ciagu nalezacym do podzbioru A wyrazy sa juz ponumerowane:

T R A i
¢ =a,,a,,d;,...a

gdzie indeks gérny jest numerem danego ciggu, a indeks dolny to numer danego wyrazu w tym
ciggu (oczywiscie kazdy wyraz ciagu ¢’ jest réwny 0 albo 1).
Z poprzedniego przyporzadkowania otrzymujemy wiec nieskoficzong tablice zero-jedynkowa:

1 1 1 1
1 < a% a% a% - ag
2 o a a a5 ... a,
3 o a4 o a .. a
n e dad @ a ... a,
n+l1 o an+1 an+1 an+1 an+1
| 5 FAR

Tworzymy ciagg d stojacy na przekatnej tablicy (ciag diagonalny) o nastepujacych wyrazach:

1 2 3 n _n+l
a;,ay, dy,...,40,,0,, 15 ..

Teraz tworzymy «negatyw» d ciagu przekatniowego d, tzn. tam gdzie w ciagu d stalo 1 bierze-
my 0 oraz odwrotnie. Zatem cigg d ma nastgpujace wyrazy:

3

1—a},l—a%,l—a3,...,1—a:’l,1—a”+l

ST
Mozna tez je zapisac jako:
i - 0 gdy ajz =1
1 gdya; =0

Skoro cigg d nalezat do zbioru C*!, wiec takze ciag d («negatyw» ciagu d) nalezy do C*'. Jak
latwo zauwazyé, ciag d nie nalezy do podzbioru A.3> Gdyby nalezal, to miatby jaki§ numer w
przyjetej numeracji zbioru A. Oznaczmy ten numer przez ‘7’. Jego ri-tym wyrazem musiatoby
z Jedne] strony liczba a a z drugiej strony liczba 1 — a?, gdyz tak utworzylismy ciag d. Skoro

al =1-a", wiec a® = 1. Zatem ciag d nie nalezy do C01 Mamy wiec sprzeczno$¢.*® m|

Widzimy, ze w trakme przeprowadzania dowodu lematu 2 negatywnie zweryfikowaliSmy
nastepujaca hipoteze: «negatyw» d ciggu diagonalnego d nalezy do podzbioru A. (Gdyby d
nalezat do A, to otrzymujemy sprzeczno$é: d nalezy i nie nalezy do zbioru C*'; albo jeden z
jego wyrazéw jest jednoczes$nie réwny 01 1.)

Z powyzszego lematu wyciggamy ponizszy wniosek, z ktérego wynika juz fakt 6:

Whiosek 3. Kazidy podzbior zbioru C*', ktéry jest réwnoliczny ze zbiorem N*, jest rézny od
zbioru C*!.

35 Skoro nie wykluczylismy tego, ze ciag d jest ciagiem stalym (tj. ma albo same zera albo same jedynki),
wigc nie mozemy réwniez tego wykluczy¢ dla ciagu d.
3 Inna sprzeczno§é: 0 = a? = 1.
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Najczesciej fakt 6 dowodzi si¢ poprzez negatywng weryfikacje nastgpujacej hipotezy (bedacej
zaprzeczeniem faktu 6):

Hipoteza 1 (odrzucona). Zbiory C*' i N* sq réwnoliczne.
Aby byé w zgodzie z tematem punktu zweryfikujemy negatywnie powyzsza hipoteze.’’

(Negatywna) weryfikacja hipotezy. Zaktadamy, ze zbiory C*' i IN* sa réwnoliczne. Dla zbioru
C*! przeprowadzamy te same rozwazania, co dla zbioru A w dowodzie lematu 2. Na podstawie
przyjetej hipotezy otrzymujemy sprzeczno$é: znajdujemy taki ciag d, ktéry jednoczesnie nalezy
i nie nalezy do C*! (albo ma wyraz, ktéry jest jednoczesnie zerem i jedynka). O

Pewne problemy
Z dowodem lematu 2 zwiazane sq pewne ciekawe problemy.

Zadanie 2. Niech C%' bedzie zbiorem wszystkich nieskoriczonych ciagéw zero-jedynkowych z
wylaczeniem dwdch ciggéw statych ztozonych odpowiednio z samych zer i samych jedynek, czyli
bez ciggéow 0 = (0,0,0,0,...)1 1 =(1,1,1,1,...).

(a) Czy pozostanie poprawny dowéd lematu 2, gdy zmienimy zbiér C*' na C'? Innymi
stowy, czy w podany sposéb mozna udowodnié, ze:

Dla kazdego podzbioru zbioru C(i’l, ktory jest rownoliczny z C’?;l, istnieje taki ciqg ze zbioru
CY', ktéry nie nalezy do tego podzbioru.

(b) Czy pozostanie poprawna negatywna weryfikacja hipotezy, gdy zmienimy zbiér C*!' na
C%'? Innymi stowy, czy w podany sposéb mozna obali¢ hipoteze:

Zbiory CY' i N* sq réwnoliczne.

Rozwigzanie. (a) Nie! Wskazuje na to uwaga podana w przypisie 35 na str. 20. Istotnie, w poda-
nym dowodzie lematu 2 nie jest wykluczone, ze cigg diagonalny d jest ciagiem statym. Wéwczas
«negatyw» d tez bylby ciagiem statym. A wéwczas d nie nalezatby do zbioru C%'. Zatem w ten
sposob nie udowodnimy nowej wersji lematu 2.

(b) Nie! OdpowiedZ analogiczna jak w (a). O

Zadanie 3. W nawigzaniu do poprzedniego zadania, udowodnij ponizszy fakt:
Fakt 7. Zbiory C%' i N* nie sq réwnoliczne.

Dowdd faktu 7. Zaktadamy, ze zbiory C%' IN* i sa réwnoliczne. Pokazemy, ze wynika stad, iz
takze zbiory C%! i N* sg réwnoliczne (a to jest sprzeczne z faktem 6).
Gdyby zbiér C(i’l byt réwnoliczny z IN*, to jego elementy moglibySmy ponumerowac:

C1,C2,C3,...,Ch, ...
Woéwczas takze elementy zbioru C*! mogliby§my ponumerowaé nastgpujaco:
0,1,c1,¢2,¢3,...,Cy,...

Innymi stowy, ciagom stalym przydzielany numery 1 i 2, a ciagom ze zbioru C%' zwigkszamy
numery o 2. O

Zadanie 4. W nawiazaniu do faktéw 6 1 7, udowodnij ponizszy fakt:
Fakt 8. Zbiory C*' i CV' sq réwnoliczne.

Zauwazmy, ze nie wynika to z faktow 6 1 7. Réwnoliczno$¢ tych zbioréw nie powinna nas
zaskakiwac, gdyz zbiory te réznig si¢ jedynie dwoma elementami (ciggami statymi). Dowdd
faktu 8 jest jednak trudny, gdyz mamy do czynienia ze zbiorami, elementéw ktérych nie da
sa ponumerowaé. Przedstawiony dowdd pokazuje technike dowodu ogdlnego faktu, ze zbiory

37 Por. uwage o tego typu dowodach podana na str. 9 oraz w przypisie 17.



Filozofia. Konspekt do wyktadu z ,,Logiki I” — 15 i 22.12.2006 oraz 5 i 12.01.2007 22

nieskorficzone réznigce si¢ tylko skonczong liczba elementéw sg réwnoliczne. Technika dowodu
polega na wybieraniu jakiego$ podzbioru, ktory jest réwnoliczny ze zbiorem IN*.

Dowdd faktu 8. Na str. 19 zajmowaliSmy si¢ przeliczalnym i nieskoficzonym zbiorem ciagow:

2 2 2 2

0,1,0,0,...
0,0,1,0,...
0,0,0,1,...

Na n-tym miejscu maja 1, a na pozostalych miejscach 0. Oznaczmy zbiér tych ciagdéw przez X.
Zbior ten jest réwnoliczny ze zbiorem IN*. Ponadto, niech 8B bedzie poszerzeniem zbioru X o
dwa ciagi state: 0 = 0,0,0,0,... i1 =1,1,1,1,..., tzn. 8 = X U {0, 1}. Zbiér B jest réwniez
réwnoliczny ze zbiorem IN*: 0.0.0.0, ...

I,1,1,1,...
1,0,0,0,...
0,1,0,0,...
0,0,1,0,...
0,0,0,1,...

Numer 1 ma cigg 0, numer 2 — ciag I, a inne ciggi maja numer postaci n + 2, gdzie n to miejsce
wystepowania jedynki.
Stosujemy zadanie 1 ze str. 14 do zbioréw A = C>'\ X, B = Bi C = X. Oczywiscie, zbiory
A i C sa roztaczne. Ponadto, zbiory A i B sa rozlaczne, gdyz ciagi stale nie naleza do C%"'.
Mamy C*!' = %' u{0, 1} = (C*"\ X)uXU{0,1} = (C>'\X)UB = AUB. Na mocy zadania 1,
zbiér AU B jest réwnoliczny ze zbiorem AUC. Lecz AUB = C*', a AUC = (C’?;] \X)UKX = Cg’l.
Zatem zbiory C*' i C%' s3 réwnoliczne. O

zbiorze {0, 1...,9}. Stosujac metod¢ przekatniowg Cantora udowodnij ponizszy fakt analogiczny
do faktu 6.

Dowdd faktu 9 przebiega analogicznie do dowodu faktu 6. Fragment bedacy w istocie po-
wtorzeniem dowodu faktu 6 zapiszemy mniejsza czcionka.

Dowod faktu 9. Potrzebny nam bedzie do tego nastepujacy lemat:

ponumerowac:
1 c!

>

d L‘2
3 o
n o "

n+l o !

Lecz w kazdym ciagu nalezacym do podzbioru A wyrazy sa juz ponumerowane:

i

i o0
¢ =day,ay,a5...4q,...
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gdzie indeks gérny jest numerem danego ciggu, a indeks dolny to numer danego wyrazu w tym ciagu (oczywiscie
kazdy wyraz ciagu ¢’ jest réwny 0, 1, ..., albo 9).
Z poprzedniego przyporzadkowania otrzymujemy wiec nieskoriczong tablice zero-jedynkowa:

al

1 1 1
DI N B
© aé a% a% a,31
3 o a a, a a,
n o d a4 an
n+1l o an+1 an+1 an+1 an+1
| 5 3

Tworzymy ciag d stojacy na przekatnej tablicy (cigg diagonalny) o nastepujacych wyrazach:

1 2 3 n _n+l
Ay, 05,05, ..., 0y, Gy s

Teraz tworzymy zero-jedynkowy ciag d w ten sposéb, ze tam gdzie w ciagu d stalo zero
bierzemy jeden, a tam gdzie nie bylo zera bierzemy zero. Mozna tez je zapisac jako:

7= 0 gdya #0
"1 gdydi=0

nalezatl, to miatby jaki§ numer w przyjetej numeracji zbioru A. Oznaczmy ten numer przez ‘ii’.

Jego 7i-tym wyraz al, gdyby byl zerem, to bylby tez jedynka; a gdyby nie byt zerem, to bytby

zerem. A to daje sprzeczno$¢: ten wyraz ma by¢ jednocze$nie jest i nie zerem. O
Z powyzszego lematu wyciagamy ponizszy wniosek, z ktérego wynika juz fakt 9:

Whiosek 4. Kazdy podzbior zbioru C%°, ktéry jest réwnoliczny ze zbiorem IN*, jest réiny od zbioru C>°. O

Réwnoliczno$é zbioréow C*! i P(IN)

W przypisie 34 wspomnieli$my juz, ze za pomoca elementéw zbioru C*' mozna ,,zakodowa¢”
elementy rodziny P(IN¥).

Fakt 10. Zbiory C*' i P(N*) sq réwnoliczne.

Stad, skoro zbiér C%! nie jest réwnoliczny ze zbiorem IN* (fakt 6) oraz pojecie réwnolicznosci
jest przechodnie, wiec zbiory N* i P(IN™) tez nie sa réwnoliczne.

Dowad faktu 10. Niech A bedzie dowolnym podzbiorem zbioru IN*. Zbiorowi A przyporzad-
kowujemy nastepujacy nieskoficzony ciag ¢ nalezacy do zbioru C™!', ktéry ma nastepujace
poszczegdlne wyrazy dla n € N*:

A 1 gdyneA

"0 gdyngA
Stownie: na n-tym miejscu ciagu ¢ stoi liczba 1, jeSli n € A, w przeciwnym razie, na n-tym
miejscu tego ciagu mamy liczbe 0. Ciag ¢* nazywamy ciggiem charakterystycznym zbioru A.

OczywiScie, ciggiem charakterystycznym zbioru pustego @ jest cigg staty 0 = (0,0,0,0,...)

(gdyz zadna liczba nie nalezy do @); a ciggiem charakterystycznym zbioru IN* jest cigg staly

1=(,1,1,1,...) (gdyz kazda liczba dodatnia nalezy do IN*).
Zatem zbiory z rodziny P(N") i ciagi ze zbioru C*! mozna ustawi¢ w pary:

Aot
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Oczywiscie, to przyporzadkowanie jest réznowarto$ciowe i ,,na”, gdyz ciag ze zbioru C*' wy-
znacza jaki$ podzbiér zbioru IN* (jest ciagiem charakterystycznym jakiego$ podzbioru). Istotnie,
biorac ciag ¢ z C*! otrzymamy zbiér: A = {n € N* : ¢, = 1}, czyli do zbioru A naleza te i tylko
te dodatnie liczby naturalne, ktére sa numerami jedynek w ciagu c. O

Whiosek 5. Zbiory N* i P(IN*) nie sq rownoliczne.

Dowdd. Po pierwsze, zbiér IN jest réwnoliczny z IN*. (fakt 6). Po drugie, zbiér P(IN*) jest
réwnoliczny z C*! (fakt 10). Po trzecie, pojecie réwnolicznosci jest przechodnie. Zatem zbi6r
IN* nie jest réwnoliczny z P(IN*). O

Zadanie 7. Wykazaé, ze rodzina P(IN*) jest réwnoliczna z rodzing P(IN*) \ {@,N*}, czyli z
rodzing niepustych podzbioréw wiasciwych zbioru IN*.

Wskazowka. Dowdd faktu 10 pokazuje, ze rodzina P(IN*) \ {@, N*} jest réwnoliczna ze zbiorem
C’?;l. Ten ostatni za$ zbidr jest réwnoliczny ze zbiorem C®!' (zob. fakt 8). Teraz korzystamy z
faktu 10 1 z tego, ze réwnolicznos¢ jest przechodnia. O

Réwnolicznosé zbioréw potegowych zbioréw réwnolicznych

Pokazemy, ze rodziny P(IN) i P(IN") sa réwnoliczne. Moze wydawac si¢ to zaskakujace z tego
wzgledu, ze «zdaje sie», iz rodzin w pierwszej rodzinie jest «dwa razy wiecej» od zbioréw w
drugiej rodzinie.*®

Jak pamietamy funkcja F(n) = n + 1 wskazywala réwnolicznos¢ zbioréw IN i IN*:

o1 2 ... n
1 2 3 n+1

Zatem podzbiorowi X zbioru IN przyporzadkowujemy podzbiér X* = {n + 1 : n € X} zbioru IN*.
Przyktadowo @* = @, N* = N* i {1,6}" = {2,7}. Przyporzadkowanie to jest r6znowartosciowe i
,ha”. Zatem ustala réwnoliczno$¢ rodzin P(IN) i P(IN*).

Wnhiosek 6. Zbiory N i P(IN) nie sq rownoliczne.

Dowdd. Po pierwsze, zbiér N* jest réwnoliczny z IN. Po drugie, zbiér P(IN) jest réwnoliczny
z P(NT). Po trzecie, zbiér IN* nie jest réwnoliczny z P(IN) (wniosek 5). Po czwarte, pojecie
rownolicznosci jest przechodnie. Zatem zbioér IN nie jest réwnoliczny z P(IN). O

To nam pokazuje jak udowodni¢ nastepujacy ogdlny fakt:
Fakt 11. Jesli zbiory A i B sq rownoliczne, to rownoliczne sq rodziny P(A) i P(B).

Dla zbioréw skoriczonych powyzszy fakt wynika po prostu z wniosku 2 oraz faktu 5. Istotnie,
jesli skoficzone zbiory sg rownoliczne, to majg t¢ same liczbe elementéw, powiedzmy n. Woéwczas
ich zbiory potegowe maja po 2" elementéw. Zatem sg réwnoliczne.

Podany dowdd dotyczy zaréwno przypadku zbioru skoriczonych, jak i nieskoficzonych.

Dowdéd. Zatézmy, ze zbiory A 1 B sg réwnoliczne. Zatem istnieje funkcja F: A — B roz-
nowartosciowa 1 ,,na’. Tworzymy nowa funkcje F*: P(A) — P(B) nastepujacym warunkiem:
F*(X) = {F(x) : x € X}. Latwo pokaza¢, ze funkcja F jest r6znowartoSciowa i na P(B). Zatem
wyznacza réwnolicznos$¢ rodzin P(A) i P(B). |

38 Rodzina P(N) sktada si¢ ze zbioréw z rodziny P(N*) oraz z tych zbioréw z dodang liczba 0.
To jednak nie powinno nas dziwi¢, gdy przypomnimy sobie o réwnolicznosci zbioru wszystkich liczb naturalnych
i zbioru wszystkich liczb parzystych.
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Zbiory przeliczalne

Mamy wiec przynajmniej dwa rodzaje nieskoriczonosci. Jedng tworzag zbiory réwnoliczne ze
zbiorem IN* (i IN). Elementy zbioréw tego rodzaju mozna ponumerowac, albo inaczej méwiac
«przeliczaé». Jest tu sytuacja podobna ze zbiorami skonczonymi. Elementy tych ostatnich tez
mozna ponumerowac (z ostatnim numerem) albo policzy¢.

Zatem zbiory skoriczone oraz te, ktore sa rownoliczne ze zbiorem IN* podpadaja pod jedno
pojecie bycia zbiorem przeliczalnym. Elementy niepustych zbioréw przeliczalnych da si¢ po-
numerowa¢ liczbami naturalnymi, tj. mozna je liczy¢. Stad bierze si¢ zapewne nazwa ‘zbidr
przeliczalny’.

Moéwimy, ze dany zbidr jest przeliczalny, gdy albo jest skoficzony, albo jest rownoliczny ze
zbiorem wszystkich dodatnich liczb naturalnych, IN*.3

Jak widzieliSmy istnieja réwniez zbiory nieprzeliczalne. Méwigc obrazowo, w zbiorach nie-
przeliczalnych mamy tak duza liczbe elementéw, iz nie mozna ich ponumerowaé. Przyktadowo,
zbiorami nieprzeliczalnymi sa nastepujace zbiory réwnoliczne: C*!, C%' P(N) i P(N*). Dalej
pokazemy, ze réwnoliczny z nimi jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych R.

OczywiScie, w definicji pojecia przeliczalnosci mogliSmy uzy¢ zbioru wszystkich liczb natu-
ralnych, IN. Zbiory IN i IN* sg przeciez réwnoliczne, a relacja réwnolicznosci jest przechodnia.
Zatem dany zbidr jest przeliczalny, gdy albo jest skoriczony, albo jest réwnoliczny ze zbiorem
wszystkich liczb naturalnych, IN.

Udowodnimy przydatny dalej fakt:

Fakt 12. Kazdy podzbior danego zbioru przeliczalnego jest takze przeliczalny.

Powyzszy fakt jest oczywisty dla zbioréw skonczonych: Kazdy podzbior zbioru skoriczonego
Jest skoriczony. Istotny problem stanowig tylko nieskoriczone zbiory przeliczalne: Kazdy podzbior
nieskoriczonego zbioru przeliczalnego jest albo skoriczony albo rownoliczny ze zbiorem N* (czyli
Jest przeliczalny).

Dowdéd. Bierzemy dowolny nieskoniczony 1 przeliczalny zbior A oraz dowolny jego podzbior A.
Jesli A jest zbiorem skoficzonym, to jest on rowniez przeliczalny. Rozwazmy wiec przypadek,
gdy A jest zbiorem nieskoriczonym.

ZatozyliSmy, ze zbiér A jest réwnoliczny ze zbiorem IN*, tzn. mamy numeracje elementéw
zbioru A:

a, d ay ... 4,1 Qay
1 2 3 ... n=-1 n

Na tej podstawie skonstruujemy numeracje elementéw zbioru X. W powyzej podanej numeracji
szukamy pierwszego elementu zbioru A, ktéry jest zarazem elementem zbioru X. Temu ele-
mentowi nadajemy numer 1. Inaczej méwigc, szukamy najmniejszej liczby i takiej, ze a; € X.
Element a; przemianowujemy na x;. Nastepnie, szukamy kolejnego numeru j (j > i) takiego, ze
a; € X. Elementowi a; nadajemy numer 2, czyli x, = a;. Post¢gpowanie nasze kontynuujemy w
nieskoniczono$¢, gdyz z zalozenia zbidr X jest nieskoniczony (tj. nie moze by¢ réwnoliczny ze
zbiorem {1,...,n}, dla jakiej$ liczby naturalnej n).*° O

39 W literaturze anglojezycznej stosowane sa dwa nieréwnoznaczne przymiotniki: ‘denumerable’ i ‘countable’.
Pierwszy dotyczy tylko zbioréw réwnolicznych ze zbiorem IN*. Drogi przymiotnik odnosi si¢ zar6wno do nich oraz
do zbioréw skoriczonych. Obu anielskim przymiotnikom odpowiada jeden przymiotnik polski: ‘przeliczalny’. Moze
zatem powstaé nieporozumienie w stosowaniu tego przymiotnika. W naszym przypadku przymiotnik ‘przeliczalny’
odpowiada angielskiemu ‘countable’ (jest to standardowe rozwiazanie przyjmowane w literaturze polskie;j).

W literaturze polskiej nie wprowadza si¢ przymiotnika ‘numerowalny’, ktéry odpowiadatby angielskiemu przy-
miotnikowi ‘denumerable’.

40 Zauwazmy, ze gdyby sam zbiér A nie byt przeliczalny, tzn. nie byl ponumerowany liczbami 1, 2, ..., itd., to
nie mozna byloby zastosowaé podanego algorytmu szukania najmniejszego numeru.
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Liczby pozaskoriczone

Nie ma takiej liczby naturalnej, ktére okreslataby ilo$¢ elementéw zbioru wszystkich liczb natu-
ralnych. Wprowadzamy wiec takg liczbe. Jest nig Ny (czytaj: ,,alef zero”; ‘N’ jest pierwsza literg
alfabetu hebrajskiego). Innymi stowy, 8, jest liczbg elementéw zbioru IN. Jest to liczba poza-
skoriczona (albo inaczej: «nieskonczona»), gdyz wskazuje na ilo$¢ elementéw pewnego zbioru
nieskoficzonego.*!

Jak juz wspomnieliSmy po wniosku 2, wszystkim zbiorom chcemy przyporzadkowac liczbe
ich elementéw (dla zbioréw nieskoniczonych majg to by¢ liczby pozaskorniczone). Wszystkie liczby
naturalne (skoniczone) oraz wszystkie liczby pozaskoniczone nazywamy liczbami kardynalnymi.
Dla dowolnego zbioru A niech Card(A) bedzie liczba (kardynalna) jego elementéw.*? Zatem:

Card(IN) = N, .

Przyporzadkowanie zbiorom liczb kardynalnych ma spelnia¢ zasade, ktéra ma taka sama
postad, jak wniosek 2, lecz bez zatozenia o skoficzonosci zbioréw.

Zasada. Dla dowolnych zbiorow A i B:
Zbiory A i B sq rownoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy Card(A) = Card(B).

Wszystkie nieskoniczone zbiory przeliczalne sg réwnoliczne ze zbiorem IN. Zatem — wedlug
przyjetej zasady — wszystkim tym zbiorom przyporzadkowujemy liczbe Ny. Innymi stowy, N, to
liczba elementéw dowolnego nieskoriczonego zbioru przeliczalnego.

Zauwazmy, ze N, jest najmniejsza z pozaskoficzonych liczb. Wynika to z faktu 12.* Kazdy
podzbidr zbioru przeliczalnego ma albo skoriczona liczbe elementéw, albo ma N, elementéw.

Nieprzeliczalnej rodzinie P(IN) —1 wszystkim zbiorom z nig réwnolicznym — przyporzad-
kujemy liczbe kardynalng oznaczang przez ‘2™°. Oznaczamy tak ja przez analogie z liczba
elementéw zboréw potegowych dla zbioréw skoriczonych (por. fakt 5). Zatem

Card(P(N)) = 280,

Ogolnie, przyjmujemy nast¢pujace przyporzadkowanie liczb pozaskoniczonych zbiorom pote-
gowym zbioréw nieskoriczonych. Dla kazdego zbioru nieskoriczonego A:

Card(P(A)) = 262N

Dla zbioréw skoniczonych jest to po prostu fakt 5. Na mocy faktu 11, przyporzadkowanie to spelnia
podana powyzej zasade przyporzadkowania zbiorom ich liczb kardynalnych. Istotnie, jesli zbiory
A 1 B sa réwnoliczne, to takze réwnoliczne sg rodziny P(A) i P(B), czyli przyporzadkowujemy
im te same liczby pozaskoniczone.

Skoro zbiory N 1 P(IN) nie sa rownoliczne (wniosek 6), wiec — na mocy podanej powyzszej
zasady przyporzadkowania zbiorom ich liczb kardynalnych — mamy

No # 2%

Na mocy tego mamy:
N() < 2N0 ,

gdyz zbidr liczb naturalnych N jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem wlasciwym rodziny

41 Zamiast oznaczenia ‘No’ uzywa sie niekiedy matej gotyckiej litery ‘a’ (oznaczenia te maja inng geneze).

42 Przejmowane s takze oznaczenia A oraz |A|. To pierwsze wprowadzit sam twdrca pojecia liczby kardynalnej,
Cantor: ,,W swobodnym przektadzie definicja jego brzmi «liczba kardynalng zbioru M jest pojecie, ktére powstaje z
M, gdy abstrahujemy od natury jego elementéw oraz od ich uporzadkowania» [...]. Symbolika M miata oznaczaé 6w
akt podwdjnej abstrakcji, ktéra prowadzi od zbioru M do jego liczby kardynalnej M (K. Kuratowski i A. Mostowski,
Teoria mnogosci, wyd. 3, Warszawa 1978, s. 179).

43 TIstotnie, zalézmy ze istnieje nieskonczona liczba A taka, ze A < Ny. Zatem A bylaby liczba elementéw dla
pewnego zbioru nieskoriczonego A. Przenoszgc pojecie mniejszosci ze zbioru liczb naturalnych, mamy: A bylby
podzbiorem jakiego$ nieskoniczonego zbioru przeliczalnego (majacego Ny elementéw). Lecz na mocy faktu 12,
zbiér A musialby by¢ zbiorem przeliczalnym. A skoro jest nieskoniczony, wigc ma Ny elementéw. Zatem dostaliSmy
sprzeczno$¢.
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P(IN). Istotnie, zbidr {0, 1,2,3,...} jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich zbioréw jednoele-
mentowych (singletonéw) {{0}, {1}, {2}, {3},...}. Mamy przeciez przyporzadkowanie:

{1 {n}

7

n

{0} {2}
7 7
0O 1 2

czyli funkcje IN 3 n — {n} € P(N), ktora jest roznowartosciowa (nie jest oczywiscie na caly
zbidr potegowy P(IN)).

Dalej bedzie pokazane, ze dowolny zbiér A nie jest réwnoliczny z rodzing $(A). Zatem
Card(A) # 2¢@@_dla dowolnego zbioru A. Stad — rozumujac jak powyzej dla zbioru N —
otrzymamy Card(A) < 2@, Zatem mamy uogdlnienie na wszystkie liczby kardynalne warunku
zachodzacego dla liczb naturalnych (dla dowolnej liczby naturalnej » mamy: n < 2%).

Nowa liczba pozaskornczona. Kontinuum

Zadajmy pytanie: ile elementow ma rodzina wszystkich podzbioréw 33 elementowego zbioru?
Na podstawie faktu 5 wiemy, ze rodzina ta ma 23 elementéw. Ale ile ich jest? Mozna policzy¢!
Poszukam wigc mojego kalkulatora.

Zadajmy drugie pytanie: ile elementéw ma rodzina wszystkich podzbioréw zbioru, ktéry ma
No elementéw? Na podstawie przyjetej w poprzednim punkcie umowy wiemy, ze rodzina ta ma
2% elementéw. Ale ile ich jest? Czy mozna je policzyé. Nie. Zatem kalkulator mi si¢ teraz nie
przyda. Co gorsza, nie tylko ich nie policz¢ (czyli zakoricze liczenie), ale nawet nie przelicze.
Jak wiemy rodzina ta nie jest przeliczalna.

Kalkulator pokazal, ze zbiér 33 elementowy ma 8589934592 wszystkich podzbioréw. Czy
moégtbym jakos$ lepiej wyrazié, ile wszystkich podzbioréw ma zbiér N, elementowy? Tak, moge
powiedzie¢, ze tych podzbioréw ,,jest kontinuum”. Stowo ‘kontinuum’ wyraza ciggto$é.* Zatem
jest to ilos¢ elementéw takiego zbioru, w ktérym «pomiedzy elementami nie ma zadnych luk».
Taka ilo$¢ ma wlasnie wyrazaé liczba 2™,

Sformulowanie ‘pomiedzy elementami nie ma zadnych luk’ ujeliSmy w cudzystéw przenosny,
gdyz wydaje si¢, ze pomiedzy elementami zbioru liczb wymiernych Q takze nie ma luk. Jest to
przeciez zbidr gesty w tym sensie, ze pomiedzy dowolne dwie liczby wymierne da si¢ wstawié
trzecig (czyli rowniez pomiedzy pierwsza i trzecig wstawiamy czwarta, pomiedzy pierwsza i
czwartg wstawiamy piata itd.). Ale ten zbidr jest przeciez przeliczalny. Zatem ggsto$¢ zbioru nie
gwarantuje jego cigglosci.

Aby co$§ powiedzie¢ o pozaskonczonej liczbie kontinuum musimy wskaza¢ jaki§ intuicyjny
przyktad zbioru posiadajacego te liczbe kardynalng. Jest nim np. zbiér punktéw potozonych na
jednostkowym odcinku oraz — co na jedno wychodzi — zbi6r liczb rzeczywistych w przedziale
[0, 1].% Dalej pokazemy, Ze zbiory te tez maja mie¢ po 2% elementéw, czyli, ze liczba 2™ wyraza
liczebnos$¢ punktowego kontinuum (por. dalej wniosek 10).

Ponizej przedstawimy «jakoSciowg réznice» pomiedzy ciggtoscia punktowa (kontinuum) prze-
dziatu liczbowego [0, 1] a gestoScig zbioru liczb wymiernych znajdujacych sie w przedziale
[0, 1].46

4 Stownik jezyka polskiego wydany przez PWN pisze: kontinuum filoz. mat. «ciagly, uporzadkowany zbiér
nieskoriczonej liczby elementéw przechodzacych jeden w drugi».

4 Przedziatem domknietym [0, 1] jest zbi6r zlozony z liczb 0 i 1 oraz wszystkich liczb rzeczywistych znajdu-
jacych sie pomiedzy liczbami 01 1, tzn. [0,1] ={re R:0<7 < 1}.

46 Zbiorem liczb wymiernych w przedziale [0, 1] jest zbiér [0,1]12 = {w e Q: 0 < w < 1}.
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Pewien «paradoks» liczb wymiernych. Jakosciowa réznica pomiedzy
przeliczalnoscia a ciggtoscia punktowa (kontinuum)

Tytulowy paradoks jest tylko pozorny (dlatego uzyliSmy cudzystowu przenosnego).”’ Pokrétce go
przedstawmy. Moze on by¢ przestawiony dla samych liczb wymiernych, lecz bardziej «obrazowy»
bedzie jego geometryczny wariant.

Na dowolnej prostej (osi liczbowej) bierzemy domknigty odcinek jednostkowy J o dtugosci 1.
W odcinku J wybieramy punkty o wspéirzednych wymiernych, czyli oddalone o jaka$ liczbe
wymierng od poczatku tego odcinka. Punktéw tych jest tyle samo, co liczb w zbiorze [0, 1]9,
czyli liczb wymiernych w domknietym przedziale [0, 1].43

Zauwazmy, ze zbiér [0, 1]Q jest nieskoficzony i przeliczalny.** Zatem mozemy ustawié je
w ciag nieskoriczony wi, ws, ..., Wy, .... Mozna wiec to tez zrobi¢ ze zbiorem J? punktéw z
odcinka J odpowiadajgcych liczbom wymiernym. Uzyskamy ciag tych punktow: pY¥, p¥, ..., p),
... (mamy JQ = { Py Dys--sPys-..}). Kazdy z tych punktow «przykryjmy» jakims odcinkiem
domknietym Iy, I, ..., I,, .... Jaka jest suma dlugosci tych odcinkéw? Czy zawsze jest ona
nieskoniczona?

Jesli wszystkie z wybranych punktéw pokryliSmy odcinkami o tej samej dtugosci d, to otrzy-
mamy nieskoniczong przeliczalng sume dajaca w wyniku nieskoficzono$é

).47

d+d+d---+d+--- =00,

bez wzgledu na to jak mata jest liczba d.

Przypomnienie (wiadomosci ze szkoty $redniej). (a) Wyjasnimy co to jest nieskoriczona skfadni-
kéw liczbowych? Wiemy co to jest suma a;+a, +- - - +a, skoficzonej ilosci sktadnikéw liczbowych,
gdzie n jest dowolng liczbg naturalng wieksza od 1 oraz ay, as, ..., a, sa liczbami rzeczywistymi
(dla n = 2 mamy: a; + a,). Przyjmujemy zapis:

n
a+a+---+a, :Zai
i=1
Niech a, a,, ..., a,, ... bedzie nieskoiiczonym ciagiem liczbowym. Szeregiem liczhowym
opartym na tym ciggu jest cigg sum czg¢Sciowych, czyli ciag, ktéry ma ponizsze wyrazy:

a 2611

a + a Zai
=1

: o

a+a+ay+---+a, a;

Wszystkie te sumy czgSciowe mozna policzy¢é w standardowy sposéb, gdyz sga one skoficzone.
Liczymy granice tego ciggu sum czeSciowych. Ta granica (jesli istnieje) jest wlasnie Sumq nie-
skoriczonego ciqgu a,, a, ..., a,, .... Jesli ta granica nie istnieje, to méwimy, ze cigg nieskoficzony
ma sume nieskoniczong. Zatem:

a+ay+--+a,+---=lim(@ +a+---+a,),
n—oo

47 Tak tez to przestawiaja dwaj znani profesorowie matematyki, R. Jajte i W. Krysicki, w popularnonaukowej
ksiazce Z matematykq za pan brat, Gdansk 2000, s. 173-174.

4 Dlatego méwilismy, ze mozna przedstawié¢ to zagadnienie dla samych zbioréw liczbowych [0, 1] i [0, 119,
lecz tracimy przy tym jego obrazowy opis geometryczny.

49 Ppo pierwsze, zbior [0, 119 jest nieskoriczony, gdyz zawiera w sobie nieskoriczony zbidr {1, % % i, é .
czyli wszystkich liczb wymiernych o postaci % Po drugie, zbiér [0, 1]? jest przeliczalny, gdyz jest podzbiorem
przeliczalnego zbioru Q (fakt 12: kazdy podzbiér danego zbioru przeliczalnego jest takze przeliczalny).
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albo w innym zapisie:

Zai:lim(a1+a2+---+an):lim a; .
pary n—oo n—oo -1
(b) Jesli ay, a, ..., a,, ... jest ciagiem stalym i kazdy jego wyraz jest rowny liczbie d, to
ciag sum czesciowych ma posta¢: d, d +d, ..., n-d, .... Zatem
d+d+d---+d+---=limn-d=o00,
bez wzgledu na to jak mala jest liczba d, gdyz Ciqg sum cze¢Sciowych nie jest ograniczony.
(c) W przypadku nieskoiczonego ciagu 1, 1 35 wees % .., tzn. a, = % mamy
1 1 1 1 1
l+-+-+—-+---=lm|(l+<-+---+—]=1lim - =00,
2 n n—oo 2 n n—o00 P 1

gdyz cigg sum czeSciowych nie jest ograniczony

(d) W przypadku nieskoficzonego ciagu 9, 3, ..., 3, .-, tZ0. @, = 57, dla @ > 0, mamy
a a a 3 a 3 g
gty = lim (S s )= ,152,22 1o

An+1

C N

gdyz mamy do czynienia z ciggiem geometrycznym o pierwszy wyrazie 5 i 110ra21e q=

\II

An

Szereg geometryczny (tj. cigg sum czgSciowych) jest zbiezny do hczby , ktoéra jest wilasnie
sumg tego szeregu.

(e) W ogdle nie ma sensu sumowanie ), a, i ), a,, gdyz nie da si¢ tego sprawdzi¢ do
teR t€[0,1]
obliczania granicy sum czeSciowych. (Zamiast tego mamy pojecie calki, lecz to jest juz zupetnie

inne zagadnienie.) O
A co by byto gdybySmy zmniejszali dtugosci kolejnych odcinkéw 1y, I, ..., I,, ... pokrywa-

Jacych kolejne punkty pY, py, ..., p), ...7 Np. co bedzie jesli odcinek I, otaczajacy punkt p)

bedzie mial dlugos¢ d, réwna %? (Patrz wyzej przypomnienie wiadomosci ze szkoty Srednie;j.)

1 1 1
l+=+=-4+-+—-+---=00.
2 3 n
A co bedzie, gdy np. weZmiemy d, = 2—
1 1 1 1 :
— 4 -4+ -4t — 4= :1’
2 4 8 2n 1—%

B ., . o . 1 =« - o 1
gdyz sumowaliSmy wyrazy ciggu geometrycznego O pierwszy wyrazie 51 ilorazie 3 Jest to

wynik w pewnym sensie zaskakujacy. Przeciez w kazdym z odcinkéw 1y, I, ..., I, ... jest jaki$
rézny od pY punkt z J, a co wiecej, jest tam nieskoficzona ilo$¢ takich punktéw.”® Dlaczego
wigc wyszta nam tak mata suma? Lecz czy rzeczywiscie ta suma jest taka mata? Przeciez mogta

ona by¢ jeszcze mniejsza. Wystarczylo np. przyjacé, ze d, = 00001 . Otrzymaliby$Smy
1 1 1 1 00001
0,000 N 0,000 N 0,000 . 0,000 e — 0.0001.
2 4 8 2" 1- %

Ogolnie, dla dowolne;j liczby rzeczywistej dodatniej a ktadac d, = 5; otrzymamy

a a a a 3
_+_+_+...+_+...:
2 4 8 2" 1-

Zatem suma ta moze by¢ dowolnie mata liczba dodatnia, a wydawalo si¢, ze musi przekro-
czy¢ liczbe 1, tj. dlugos¢ odcinka jednostkowego J. Inaczej méwiac, mogloby sie wydawac,

30 W dowolnie matym odcinku pokrywajacym jaki$ punkt z J? jest nieskoficzona ilo$¢ punktéw z ciagu py
p”z”, I
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ze pokrywajac jakimi$§ odcinkami Iy, I, ..., I,, ... punkty lezace gesto na odcinku J, zawsze
musimy pokry¢ caly odcinek J. A okazato si¢, ze odpowiednio dobierajac odcinki Iy, I, ...,
I,, ... pokryjemy tylko drobny fragment odcinka J. Skoro ten fragment jest dowolnie maty,
wiec znaczy to, ze miara (dtugo$é) zbioru J@ jest réwna 0. Miara (dlugoscig) odcinka J jest
oczywiscie liczba 1.%!

Oczywiste jest, ze wszystkie punkty z odcinka J pokrywaja go, gdyz to one go tworzg. Zatem
takze wszystkie pokrycia punktéw na odcinku J musza pokry¢ ten odcinek. Jest tak bez wzgledu
na dtugosci odcinkéw pokrywajacych poszczegdlne punkty w J. Zatem w przypadku wszystkich
punktéw w J jest inaczej niz w przypadku, gdy bralismy tylko punkty z J<, czyli punkty w J
o wspotrzednych wymiernych. Stad wynika, ze zbior wszystkich punktéw na odcinku J jest
nieprzeliczalny.

Udowodnijmy to troch¢ inaczej. Zalézmy nie wprost, ze zbidér wszystkich punktéw w od-
cinku J jest przeliczalny, czyli punkty te mozna ustawi¢ w cigg nieskonczony: xi, Xa, ..., X,
.... MielibySmy przy tym J = {x1,x,...,X,,...}. Mozemy zatem powtérzy¢ nasze rozwazania
dotyczace zbioru punktow {pY,pY,...,py,,...} o wspOlrzednych wymiernych. Przeciez nie byt
istotny sam rodzaj punktéw. Wazne bylo tylko to, Zze mozna je bylo ustawi¢ w ciag nieskoiczony.
MoglibySmy zatem pokry¢ wszystkie punkty xi, x», ..., X, ... odcinkami X, X, ..., X,,, ... 0
facznej dtugosci T(l)oo' Zatem pewne punkty z odcinka J, ktory przeciez ma dtugos¢ 1, nie bytyby
pokryte przez pokrycie X, X», ..., X, .... Zatem musialyby by¢ poza zbiorem {xi, x5, ..., X, ...}.
A to jest sprzeczne z tym, ze jest on wlasnie réwny odcinkowi J, w zbiorze tym sg wszystkie
punkty z odcinka J. Przypuszczenie, ze zbior J jest przeliczalny doprowadzito do sprzecznosci:
J =1{x1,x2,...,%,,...} # J. Musimy zatem odrzuci¢ to przypuszczenie.>>

Zauwazmy, ze mamy jednoznaczne przyporzgadkowanie punktéw z odcinka J 1 liczb rze-
czywistych z przedziatu [0, 1]. Mianowicie, kazdemu punktowi z J odpowiada doktadnie jedna
liczba z [0, 1] i odwrotnie. Zatem zbiory J i [0, 1] s réwnoliczne.

Nieprzeliczalno$¢ przedziatu liczbowego [0, 1] mozna wykaza¢ innymi metodami. Wybrali-
Smy taka metode, ktdéra jednoczesnie wskazuje na jakoSciowa réznice pomigdzy przeliczalnoscia
a ciggloscig punktowa (kontinuum punktowym).

Liczba kardynalna odcinka jednostkowego: liczba ¢

Odcinek J i réwnoliczny z nim przedziat [0, 1] stanowig standard ciggtosci (punktowej). Zbiorom
tym przyporzadkowuje si¢ liczbe kardynalng nazywang kontinuum i oznaczang matg gotycka literg
‘¢’. Mamy wiec:

¢ = Card(J) = Card([0, 1]).

Nieprzeliczalnos¢ zbioru R

Przedstawiong w poprzednim punkcie metode mozemy takze wykorzysta¢ do wykazania nieprze-
liczalnosci zboru R wszystkich liczb rzeczywistych. Wystarczy zamiast o odcinku J méwié o
zbiorze R. Gdyby zbidr R byt przeliczalny, to wszystkie liczby rzeczywiste mozna by ustawi¢ w
ciag nieskoniczony ty, tp, ..., t,, ..., czyli mielibySmy R = {t,1,,...,t,,...}. A to doprowadzitoby
nas do sprzecznoSci R = {#,15,...,1,,...} # R. Musimy zatem odrzuci¢ to przypuszczenie.

31" Ogélnie, miara dowolnego odcinka na prostej pokrywa sie z jego dlugoscia.

Zilustrujmy to zadaniem z rachunku prawdopodobieristwa: Strzelasz w odcinek jednostkowy J. Trafites. Jakie
Jest prawdopodobieristwo, Ze:
(a) Trafites w jakis punkt z poczqtkowego odcinka o diugosci é?
(b) Trafites w jakis punkt o wspotrzednej wymiernej?
Odpowiedzi: (a) %; (b) 0. Prawdopodobieristwo ma by¢ miara (dlugoScig) zbioru punktéw, w ktéry masz trafic.
Zatem to drugie zdarzenie jest niemozliwe.

32 Przy okazji zauwazmy, ze nie wolno pisaé A = {x|,X,...,X,,...}, gdy zbiér A nie jest przeliczalny. Jest
to do$¢ czesto spotykany blad. (My tak napisaliSmy, gdyz naszym zalozeniem nie wprost bylo, ze odcinek J jest
zbiorem przeliczalnym i nieskoriczonym.)
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To, ze zbiér R nie jest przeliczalny jest uzasadnione réwniez przez przez fakt 12 (kazdy
podzbidr danego zbioru przeliczalnego jest takze przeliczalny) oraz przez to, ze — jak wczeSniej
pokazaliSmy — przedziat [0, 1] nie jest przeliczalny. Gdyby zbiér R byl przeliczalny, to réwniez
przeliczalny bytby odcinek [0, 1], a tak przeciez nie jest.

Fakt, iz oba zbiory [0, 1] i R sg nieprzeliczalne, nie daje odpowiedzi na pytanie czy sg to
zbiory réwnoliczne. OdpowiedzZ jest twierdzaca, lecz ten nowy fakt trzeba wykazac.

Wykazemy réwniez, ze zbiory R, [0,1], C*' i P(N) sa réwnoliczne. Zatem ¢ = 280, czyli
No < ¢ (por. dalej wniosek 10). Wéwczas istotnie pokazemy, ze rodzina podzbioréw zbioru o
No elementach ma ¢ elementéw. Wczesniej jednak zajmiemy si¢ zbiorem liczb rzeczywistych R
oraz przedzialami liczbowymi w tym zbiorze.

Réwnolicznosé¢ wszystkich przedziatéw liczbowych.
Réwnolicznosé zbioru R z przedziatami liczbowymi

Niech a i b bedg dwoma liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b. Przedzialem domknigtym,
otwartym, otwarto-domkni¢tym i domknig¢to-otwartym o koncach a i b nazywamy odpowiednio
zbiory:

[a,b] ={x e R :a < b},
la,b[ ={x e R : a<x<b},
la,b]={xeR:a<x<b},
[a,b[ ={xeR:a<x<b}.

Pokazemy, ze wszystkie przedzialy sg rownoliczne. Na poczatek wykazemy pomocniczy fakt:
Lemat 4. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, Ze a < b:

(a) Przedziaty [0,1] i [a,b] sq rownoliczne.
(b) Przedziaty 10, 1[ i la, b[ sq rownoliczne.
(¢) Przedziaty 10,1] i la, b] sq rownoliczne.
(d) Przedziaty [0, 1] i [a,b] sq rownoliczne.

Dowod. Wystarczy wzigé odwzorowanie liniowe okreS§lone nastepujaco: x — (b — a)x + a. Jest
ono réznowartoSciowe. Zauwazmy, ze 0 —» (b—a)0+a =ai l —» (b —a)+ a = b. Zatem
odwzorowanie to przeksztalca odpowiednio przedzialy [0, 1], ]0, 1[, 10, 1] i [0, 1[ na przedziaty
[a, b], 1a,bl, ]a,b] 1 [a, b].

Zilustrujemy to na, przydatnym dalej, przyktadzie, w ktérym a = -3 i b = 5. Mamy wowczas
odwzorowanie liniowe: x +— smx — 3. Powyzsze spostrzezenie o réwnolicznosci odpowiednich
przedzialéw ilustruje wykres tej funkcji:

Zatem przedzialy domknigte [0, 1]1 [-7, 5] sg réwnoliczne. Podobnie jest dla przedzialéw otwar-
tych 10, 1[ i ] — 7, 3, oraz dla pozostatych rodzajow przedziatéw. O

Teraz udowodnimy:

Fakt 13. Zbiory R i | - 3, 5[ sq rownoliczne.
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Dowdd. Funkcja x + tgx okreslona na odcinku otwartym ] — 7, 7[ przeksztalca go r6znowarto-
Sciowo na caly zbior R. Tlustruje to wykres tej funkcji:
y

T |
|
T |
A1 |
|
4+ |
1]
T [y=tgx
a1/
L 2 a1
LI T EI X
[ 4% )
|
| 4+
|
| 4
|
1"
|
M+
| 4
|
Zatem zbiory R i ] — 7, 7[ sg réwnoliczne. O
Whiosek 7. Zbiory R i 10, 1[ sq rownoliczne.
Dowdéd. Bezposrednio z lematu 4, faktu 13 oraz przechodnio$ci pojecia réwnolicznoSci. O

Roéwnoliczno$¢ zbioréw R i [0, 1] wynikaé bedzie z wniosku 7 oraz nastepujacego twierdzenia
Cantora-Bernsteina (przyjetego tutaj bez dowodu®?).

Twierdzenie CB. Dla dowolnych zbiorow A, B i C.
Jezeli AC B C C oraz Ai C sq rownoliczne, to A, B i C sq rownoliczne.

Whiosek 8. Zbiory 10, 1[, [0, 1] i R sq rownoliczne.

Dowod. Mamy 10, 1[ € [0,1] € R oraz zbiory ]0, I[ i R sg réwnoliczne, na mocy wniosku 7.
Zatem, na mocy twierdzenia CB, zbiory [0, 1] i R sg réwniez réwnoliczne. m]

Whiosek 9. (a) Wszystkie przedziaty liczbowe sq rownoliczne.
(b) Zbior R jest rownoliczny z dowolnym przedziatem liczbowym.

Dowod. Korzystamy z inkluzji 10, 1[ € [0,1[ € R 1 ]0,1[ € ]0,1] € R oraz z twierdzenia CB.
Otrzymujemy, ze przedziaty [0, 1], ]0, 1[, ]0,1] 1 [0, 1[ sg réwnoliczne pomiedzy sobg oraz ze
zbiorem R. O

Skoro — jak pokazano we wniosku 8 — zbiory [0, 1], ]0, 1[ 1 R sa réwnoliczne, wigc korzy-
stajac z definicji liczby pozaskoficzonej ¢ mamy:

Card(R) = ¢ = Card(]0, 1]) .

Zadanie 8. Bez korzystania z twierdzenia Cantora-Bernsteina wykaza¢, ze zachodzg wszystkie
fakty udowodnione w tym punkcie.

(a) Przedziaty [0, 1], ]0, 1[, [0, 1[ i ]O, 1] sg réwnoliczne.
(b) Wszystkie przedziaty liczbowe sg réwnoliczne.
(c) Zbidr R jest réwnoliczny z dowolnym przedziatem liczbowym.

33 Dowéd tego twierdzenia mozna np. znalezé w ksiazkach: H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspotczesnej,
Warszawa 1968; oraz K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, Warszawa 1955.

Z reguly twierdzenie Cantora-Bernsteina podawane jest w innej, réwnowaznej, formie dotyczacej antysyme-
trycznosci relacji mniejsze-réwne pomiedzy liczbami kardynalnymi: jesli n < mim<mn, fo n =m.

Posta¢ twierdzenia Cantora-Bernsteina dotyczaca zbioréw jest dogodna w zastosowaniach tego twierdzenia.
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Rozwiqgzanie. (a) Dowdd tego punktu bez uzycia twierdzenia Cantora-Bernsteina bedzie analo-
giczny do dowodu faktu 8 ze str. 21, ktéry méwi, ze zbiory ciagéw C*' i C%' sa réwnoliczne.
Jak juz pisaliSmy, dowody tego typu faktéw sg dos¢ skomplikowane, gdyz mamy do czynienia
ze zbiorami nieprzeliczalnymi, wigc nie da si¢ ponumerowac ich elementéw. Jesli dwa nieprze-
liczalne zbiory réznig si¢ tylko skoficzong iloScig elementéw, to «w tym mniejszym» wybieramy
pewien podzbidér przeliczalny. Do tego przeliczalnego podzbioru dodajemy te skoriczong ilos¢
elementéw. Dokonujemy «przenumerowania» («przesuni¢cia») elementéw zbioru przeliczalnego,
uzyskujac nowy zbor przeliczalny.

Bierzemy przeliczalny zbior C = {%, %, }P %, ...J. Jest on podzbiorem zbioru ]0, 1[. Do tego
przeliczalnego podzbioru dodajemy liczby 0 i 1 tworzac drugi przeliczalny zbiér B = CU{0, 1} =
{0,1,5,4,5.4,...1

Stosujemy zadanie 1 ze str. 14 do zbioréw B, C i A =]0, 1[\C. Oczywiscie, zbiory A i C sg
roztaczne. Ponadto, zbiory A 1 B sa rozlaczne, gdyz liczby 0 i 1 nie nalezg do ]0, 1[. Na mocy
zadania 1: zbiér A U B jest rownoliczny ze zbiorem AU C.

Mamy AU B = (]0,1[\C) U B = (JO, I[\C) U C U {0, 1} =]O, 1[U{0, 1} = [0,1] oraz AU C =
([0,1]1\ C) U C =]0, 1[. Zatem zbiory [0, 1] 1 ]O, 1[ sa réwnoliczne.

Mozemy réwniez nie korzysta¢ z zadania 1 ze str. 14, lecz— opierajac si¢ na ogdélnym
wzorze przedstawionym w tym zadaniu — podaé konkretng funkcje F': [0, 1] —]O0, 1[, ktora jest
roznowartosciowa i na przedziat ]0, 1[, czyli pokazuje réwnolicznos¢ przedziatéw [0, 1] 1 ]O, 1[.

gdy x =0

W= =

gdy x =1

1 1 11

F(x) =
) gdyxe{i,g,z,é,...
1
2’

ix=1 dla jakiego$ n >2
x gdy xe€]0,1[\ { %,i,%,...}

Zatem kazdej liczbie z [0, 1] przyporzadkowano jaka$S (lecz doktadnie jedng) liczbe z ]0, 1.
W obrebie wybranego zbioru przeliczalnego {%, % }‘, % ...} dokonaliSmy «przesuniecia» utamkow
o dwie pozycje, «robigc w ten sposob miejsce» dla liczb 0 i 1. Pozostate liczby z przedziatu
10, 1[ «pozostajg na swoich miejscach».

Analogicznie pokazujemy, ze przedzial [0, 1[ (odp. ]0, 1]) jest réwnoliczny z przedzialem
10, 1[. Po prostu, dodajemy tylko jedng liczbe O (odp. 1), a nie jak poprzednio dwie O i 1.

Stosujac przechodnio$¢ pojecia réwnolicznosci otrzymujemy, ze odcinki [0, 1], [0, 1[, ]0, 1] 1
10, 1[ sa réwnoliczne.

(b) Na podstawie punktu (a) i lematu 4.

(c) Na podstawie punktu (b) i faktu 13.

Ani w dowodzie lemacie 4, ani w dowodzie faktu 13 nie stosowaliSmy twierdzenia Cantora-
-Bernsteina. O

Réwnoliczno$é zbioru ciggéw C*! z przedziatem 10, 1[. ROwnosé: ¢ = 2%

Rozwigzanie zadania 8 pokazuje, ze fakty udowodnione w poprzednim punkcie dadza si¢ tez
dowies¢ bez korzystania z twierdzenia Cantora-Bernsteina. Jest to jednak twierdzenie bardzo
przydatne. Z reguty dowodzac w konkretnym przypadku réwnolicznoSci zbioréw nieprzeliczal-
nych i tak musielibySmy dowodzi¢ szczegdlnego przypadku tego twierdzenia. Tak wiasnie jest
gdy chcemy udowodnié, ze

Fakt 14. Zbior ciggow C*! jest réwnoliczny z przedziatem otwartym 10, 1.

Dowdd. Na zbiorze C*!' okreslamy funkcje przyjmujaca warto$ci w zbiorze R wszystkich liczb
rzeczywistych. Dla dowolnego nieskoriczonego ciggu zero-jedynkowego a;, a,, as, ...przypo-
rzadkowujemy liczbe
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jesli a, = 0 dla nieskoniczenie wielu n. Jesli zas a, = 0 dla skoriczenie wielu n (w tym dla
zadnego), to ciggowi przyporzadkowujemy liczbe

1+Z;—Z.

Wiadomo, ze powyzsza funkcja r6znym ciggom przyporzadkowuje rézne liczby rzeczywiste.
Zatem zbior ciggéw C®! jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, ktére
otrzymamy w wyniku dziatania tej funkcji. Oznaczmy ten zbidr przez ‘B’ (jest to obraz zbioru
C*! wyznaczony przez podana funkcje). Ponadto, dowodzi sie, ze 10, 1[ & B. Mamy wiec

10, 1[ € B ¢ R.

Stad, skoro zbiory ]0, 1[ i R sa réwnoliczne, wigc stosujgc twierdzenie Cantora-Bernsteina, mamy:
zbiory 10, 1[ i B sa réwnoliczne. Jednakze zbiér B jest rtéwnoliczny z C%!. Zatem réwniez zbiory
10, 1[ i C*! sg réwnoliczne. O

Whiosek 10. ¢ = 2%,
Dowéd. Réwno$é otrzymujemy z faktu 14 oraz z tego, ze Card(]0, 1[) = ¢ i Card(C*'") =2%. O

W dowodzie faktu 14 skorzystaliSmy z dwodch faktéw z teorii liczb (albo analizy matema-
tycznej). Dlatego dalej podamy jeszcze raz jego dowdd w sposéb bardziej elementarny (co nie
znaczy, ze bedzie to tatwiejszy dowdd faktu 14).

Na mocy wniosku 10 oraz tego, ze Ny < 2™ mamy:

No < ¢.

Hipoteza continuum

Cantor sadzit, ze w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych sg tylko dwa rodzaje nieskonczo-
nosSci: przeliczalno$¢ 1 kontinuum. Doktadniej, Cantor przyjal hipoteze, ze kazdy nieskoriczony
podzbiér zbioru R jest réwnoliczny albo ze zbiorem IN, albo ze zbiorem R. Innymi stowy:

Hipoteza continuum (pierwsze sformulowanie). Kazdy podzbior zbioru R jest albo przeliczalny
(w tym skoriczony), albo kontinuum.

Zauwazmy, ze zbidr, ktory mialby przeczy¢ hipotezie continuum musiatby mie¢ skompliko-
wang budowe. Nie mogiby zawiera np. zadnego przedziatu. Istotnie, dla dowolnego przedziatu
liczbowego P, jesli P C A C R, to zbiory A i R sg réwnoliczne, na mocy wniosku 9 i twierdzenia
Cantora-Bernsteina.

Mamy réwniez inne, réwnowazne, sformutowanie tej hipotezy:

Hipoteza continuum (drugie sformulowanie). Pomiedzy liczbami N, i ¢ nie ma Zadnej innej
liczby kardynalne;j.

Dowdéd rownowaznosci obu sformutowan. Z pierwszego sformutowania wynika drugie. Istotnie,
zal6zmy ze nie zachodzi drugie sformutowanie hipotezy continuum. Wéwczas pomigdzy liczbami
No 1 ¢ jest jaka$ inna liczba kardynalna 1, czyli taka, ze 8y < n < ¢. A to by znaczylo, ze istnieja
jakie$ trzy zbiory X, Y i Z takie, ze Card(X) = n, Card(Z) = ¢, Y C Z oraz zbiory X i Y s3
réwnoliczne. Na mocy przyjetej zasady, zbiory R i Z sa réwnoliczne. A to znaczy, ze istnieje
funkcja F': Z — R, ktora jest réznowartoSciowa i na zbiér R. Bierzemy zbidr wartoSci funkcji
F na podzbiorze Y, czyli zbiér F[Y] = {F(y) : y € Y}. Jest to oczywiScie podzbiér zbioru R.
Zbiory Y 1 F[Y] sa réwnoliczne, gdyz funkcja F réznowartoSciowo przeksztatca zbiér Y na
zbiér F[Y]. Zatem Card(F[Y]) = n. Zatem zbiér F[Y] jest podzbiorem zbioru R, ktéry nie jest
ani przeliczalny, ani kontinuum. Zatem nie zachodzi pierwsze sformulowanie hipotezy continuum.
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Z. drugiego sformulowania hipotezy continuum wynika pierwsze. Istotnie, zalézmy ze nie
zachodzi pierwsze sformulowanie hipotezy continuum. Wowczas istnieje jaki§ nieskoniczony
podzbidr zbioru R, ktéry nie jest rownoliczny ani ze zbiorem N, ani ze zbiorem R. Zatem
liczba kardynalna tego zbioru jest wicksza od N, i mniejsza od ¢. Zatem nie zachodzi drugie
sformutowanie hipotezy continuum. O

W roku 1940 K. Godel udowodnil, ze hipoteza ta jest niesprzeczna z aksjomatami teorii
zbioréw. Zatem moze byé prawdziwa facznie z wszystkimi aksjomatami. A stad mamy, ze z
aksjomatéw teorii zbioréw, nie da si¢ wyprowadzi¢ zaprzeczenia hipotezy continuum. W roku
1963 P.J. Cohen udowodnil, ze z aksjomatéw teorii zbioréw, nie da si¢ wyprowadzi¢ same;j
hipotezy continuum. Zatem hipoteza ta jest niezalezna od aksjomatéw teorii zbioréw.

Uwaga 6. Hipoteza continuum zwigzana jest z odkrytg przez Cantora liczbg kardynalng N;.
(a) O liczbie N, dowodzi sie, ze:>*

No < N; oraz pomigdzy liczbami N, i 8; nie ma zadnej innej liczby kardynalne;j.

Zatem drugie sformulowanie hipotezy continuum glosi to samo, co réwnosé: N; = ¢ (= 2™).
(b) Liczba N, jest liczba kardynalna pewnego zbioru Z;.>> Dowodzi sie, ze zbiér Z; nie

jest przeliczalny. Mozemy mu zatem przyporzadkowac jaka$ liczbe pozaskoriczong rézna od N,.

Oznaczamy t¢ nowg liczbe przez ‘N;’, tzn. przyjmujemy, ze Card(Z,) = N;. O

% Zob. np. H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspétczesnej, fakty 9.1-9.3, s. 168-169.
33 Zbiér Z; ztozony jest z pewnych liczb porzadkowych. Zob. np. ibidem, s. 168.



