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Przedmowa

Rachunek nazw jest dzialem logiki badajacym rozmaite postacie
nazw i funktoréw o argumentach nazwowych, oraz zwiazki logiczne
zachodzace pomiedzy zdaniami, w ktérych te nazwy i funktory
wystepuja. PowyZsze zwiazki mozemy wyrazaé m. in. za pomocg formut
zdaniowych (zdaff lub funkcji zdaniowych), w ktérych jako zmienne

wystepuja jedynie tzw. zmienne nazwowel. W badaniach przeprowadzo-

- nych w kwantyfikatorowym rachunku nazw mozemy réwniez uzywadé kwan-

tyfikatoréw wigzacych zmienne nazwowe. Jednak w tym przypadku wys-
tepuja znane trudnoéci z ich interpretacja (I8], [9], (10}, ([23D.
Trudnoéci tych unikamy w bezkwantyfikatorowym rachunku nazw, w
ktérym w ogéle nie rozpatrujemy takich kwantyf ikatoréw, wiec
réwniez nie korzystamy z nich przy analizie zwiazkéw logicznych.
Formuly zdaniowe stosowane w bezkwantyfikatorowym rachunku nazw sa,
po prostu schematami zdari jezyka naturalnego. Schematy te powstaja
wprost ze zdafi w oparciu o analize ich struktury powierzchniowej,
przy czym zmienne nazwowe wystepuja zamiast (w miejscu) nazw.

W ramach rachunku nazw (zaréwno kwantyfikatorowego jak i bez-
kwantyfikatorowego) badamy rézne zbiory formutl zdaniowych
domkniete ze wzgledu na jakie§ operacje konsekwencji, czyli tzw.

teorie logicznez. Oczywiécie w alfabetach teorii nalezacych do

1
T). zmienne za ktére moZemy podstawiaé nazwy (przy czym w prze-

Ciwlefistwie do rachunku predykatéw nle musza by¢ to Jjedynie nazwy
Jednostkowe). Stad, Jak réwnlez z wykonywanla pewnego rodzaju dra-
chunkéw€ na formutach zdaniowych, blerze si¢ zapewne termin ‘ra-
chunek nazw'.

2
Czasaml zblory te nazywa si¢ réwniez rachunkam! nazw. Powoduje

to dwuznacznofé terminu ’racunek nazw'. W drugim znaczenlu - Jjest to
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bezkwantyfikatorowego rachunku nazw, nie wystepuja kwantyfikatory
wiaZzace zmienne nazwowe.

Uzyty w powyZej przyjetym sensie termin rachunek nazw jest w
pewnym stopniu mylacy. W rzeczywistoéci chodzi przeciez o badanie
logiki pewnych wybranych nazw i funktoréw (o argumentach nazwo-
wych) zaliczanych do stalych logicznychs.

Praca podzielona jest na cztery cze$ci. Dwie pierwsze znich,
A i B, poéwiecone s3 metodologii bezkwantyfikatorowego rachunku
nazw, ze zwréceniem szczegllnej uwagi na zagadnienia syntaktyczne
i semantyczne. Analizowane pojecia z metodologii definiowane sa
w terminach teorii mnogo$ci.

W czeéci A poruszanych jest kilka probleméw nalezacych do fi-
lozofii logiki. W rozdziale I zajmuj¢ si¢ logiczng analiza pewnych
wybranych wyraZedi jezykowych badanych w bezkwantyfikatorowym ra-
chunku nazw. Przytaczam m. in. slaba i mocna interpretacje zdaf
kategorycznych. Przy mocnej interpretacji wymagana jest dla praw-
dziwoéci zdaf niepusto$€ podmiotu. Z powyZszymi interpretacjami
zwiazane sa, zaproponowane przez Kotarbiriskiego, stabe i mocne
zdania ogélno-twierdzace oraz, zaproponowane przez Lejewskiego,
stabe i mocne zdania ogélno-przeczace. Dodatkowo analizuje jeszcze
- pochodzacg od Strawsona - »super« mocng interpretacje zdaf
ogblno-przeczacych, zakladajaca niepusto§é podmiotu i orzecznika.
Dla interpretacji tej proponu je ssuper< mocne zdania

ogélno-przeczace. Z innych rodzajéw zdad przedstawiam zdania

nazwa ogélna oznaczajaca kazda teorle¢ loglczna nalezaca do rachun-
ku nazw - w poprzednio uzytym znaczeniu terminu.

Powy2sza uwaga stosowna Jest réwniez w sytuacjl, gdy ten dzial
logikli nazwiemy logika nazw ({17)). Podobnle w rachunku zdad (logi
ce zdaff) chodzi o badanie logikli pewnych spéjnikéw zdaniowych za-
liczanych do statych loglcznych.

dzace si¢ z ontologii Le$niewskiego 2zdania jednostkowe, identycz-
nofciowe i egzystencjalne. Dofaczam réwniet zdania postaci
doktadnie jedno S Jest P. Z funktoréw nazwotwdérczych =zajmuje sie
jedynie negacja przynazwowa oraz sumg i iloczynem nazw. Na zakor-
czenie rozdzialu pierwszego buduje zbiér formut zdaniowych bez-
kwantyfikatorowego rachunku nazw wykorzystujac, oprécz zmiennych
nazwowych i spéjnikéw zdaniowych, pietnaécie statych logicznych
reprezentujacych funktory zdaniotwércze od argumentéw nazwowych,
trzy stale reprezentujace funktory nazwotwdrcze oraz stala repre-
zentujaca nazwe uniweralna. Formuly zdaniowe bezkwantyfikatorowego
rachunku nazw sg schematami zdad jezyka naturalnego pozwalajacymi
przedstawié, poprzez swoja strukture graficzna, forme logiczna
zdan podpadajacych pod dany schemat.

Rozdzial drugi czeéci A poSwiecony jest semantyce bezkwanty-
fikatorowego rachunku nazw. Oprécz intuicyjnej semantyki podsta-
wierl leksykalnych przedstawiona jest semantyka teoriomnogo$ciowa
oraz podaje¢ warunek ich réwnowaznoéci. W intuicyjnej semantyce
podstawier leksykalnych dana formuta zdaniowa jest tautologia,
gdy przy kazdym podstawieniu nazw za zmienne zdaniowe przeksztatca
si¢ w zdanie prawdziwe. Semantyka teoriomnogo$ciowa polega na wy-
korzystaniu uktadéw zloZonych z dowolnie wybranego niepustego zbio
ru nazwanego uniwersum oraz funkcji przyporzadkowujacej dowolnej
zmiennej nazwowej jaki§ podzbiér uniwersum. Uktady takie nazywamy
modelami. Méwimy, Ze formuta zdaniowa jest spetniona w danym mode-
lu, gdy pomiedzy zbiorami przyporzadkowanymi zmiennym wystepujacym
w tej formule, zachodza relacje odpowiednie dla tej formuty. Dana
formula zdaniowa jest teoriomnogo$ciowa tautologia, gdy jest
spetniona w kazdym modelu. Widoczna réznica pomiedzy dwoma defini-
cjami tautologii polega na tym, Ze pierwsza méwi o wszystkich pod-

stawieniach nazw za zmienne, podczas gdy druga méwi o wszystkich
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stawieniach nazw za zmienne, podczas gdy druga méwi o wszystkich
przyporzadkowaniach zbioréw. katwo mozna zauwazyé, Ze kazda teo-
riomnogo$ciowa tautologia jest réwniez tautologia w ujeciu leksy-
kalnym, gdyz kaZzej nazwie mozemy przyporzadkowaé zbiér bedacy jej
zakresem. Z drugiej strony, gdyby kazdy zbiér byl wyznaczony przez
jaka§ nazwe jako jej zakres,to bez zadnych dodatkowch warunkéw
mozna byloby udowodnié, 2e jest réwniez odwrotnie, tzn. Z2e kazda
tautologia w ujeciu leksykalnym jest tautologia teoriomnogo$ciowa.
W rzeczywistoéci brakuje nam nazw; nie kazdemu zbiorowi mozZemy
przyporzadkowaé taka nazwe, ktdrej bytby on zakresem. Jezeli jed-
nak jezyk naturalny, ktérego nazwy podstawiamy za zmienne speinia
pewien warunek, to uda si¢ nam udowodni¢ réwnozakresowoéé obu de-
finicji tautologii. Warunek ten przedstawia sig nastepujaco: dla
kazdej formuly elementarnej teorii liczb z jedna zmienna wolna is-
tnieje w jezyku naturalnym taka nazwa generalna, ktérej zakres po-
krywa sie ze zbiorem liczb naturalnych speiniajacych te formute.

Warunek ten nie jest specjalnie wygérowany, gdyz elementarna teo-—

ria liczb obejmuje tylko to, co mozna powiedzie¢ o liczbach natu-
ralnych w terminach dodawania, mnoZenia, znaku réwnoéci, spéjnikéw
zdaniowych i kwantyfikatoréw, bez potrzeby uzywania zbioréw. W do-~
wodzie tego faktu wykorzystalem zwiazek bezkwantyfikatorowego ra-
chunku nazw z weZszym monadycznym rachunkiem predykatéw z identy-
cznoécia, przy okazji doktadnie analizujac éw zwiazek.

Poza powyzszym przypadkiem pozostate wyniki pracy uzysku jemy
bez korzystania z metateorii teorii pierwszego rzgdu.

Z semantyka teoriomogofciowa zwiazany jest problem
zaangazowania ontologicznego bezkwantyfikatorowego rachunku nazw.
Pokazujemy, Ze uZzytkownik jezyka naturalnego, ktéry stosuje rachu-
nek nazw wykorzystujac tautologie do stwierdzania zwigzkéw wynika-

nia, nie musi przyjmowaé teoriomnogoéciowej ontologii. Zbiorami
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chunku nazw.

W rozdziale Il czefci A badam fragmentaryczne teorie bez-
kwantyfikatorowego rachunku nazw, w ktérych wystepuja jednie nie-
ktére wybrane stale z podanej listy. Pokazuje, ze dla formul bez
negacji przynazwowej i nazwy uniweralnej, zakres definicji tauto-
logii nie ulegnie zmianie, gdy do klasy modeli z niepustym uniwer-
sum dolaczymy model z pustym uniwersum.

Po powyZszym rozszerzeniu klasy modeli przechodze do badania
réznych zawezonych klas modeli. Zwiazane jest to z pewnymi proble-
mami logiki tradycyjnej, ktéra nie dopuszczala podstawiefi nazw
pustych. Pokazuje, Ze w logice tej bez negacji przynazwowej ogra-
niczenie podstawied do nazw niepustych jest réwnowazne ogranicze-
niu podstawiefi do tzw. nazw ogélnych, ma jacych co najmniej dwa de-
sygnaty. Podobnie jest w logice tradycyjnej z negacja przynazwows
z tym, Ze zamiast o nazwach niepustych méwimy o tzw. nazwach limi-
towanych (tj. niepustych i o niepustych negac jach), zamiast zag o
pazwach ogélnych méwimy o tzw. nazwach ogélno-limitowanych (tj.
ogblnych i o negacjach ogélnych). Powy2sze wyniki sa szczegblnymi
wnioskami wyprowadzonymi z ogélnej analizy spelniania w zaweZonych
klasach modeli dla teorii fragmentarycznych. W analizie tej wyko-
rzystano, wprowadzone w tej pracy, pojecie zgodnoéci zbioru termi-
néw z dang klasa modeli.

Pozostate czeéci pracy po$wiecone sa aksjomatycznym systemom
dedukcyjnym bezkwantyfikatorowego rachunku nazw nadbudowanym nad
klasycznym rachunkiem zdafd. W czeéci B badamy metateorie takich
systeméw. Wprowadzony jest w niej aparat po jeciowy wykorzystywany
pézniej w czesciach C i D.

W czeéciach C i D przeprowadzono aksjomatyzac je kilkudziesie-
ciu konkretnych teorii. MoZzna byto zbadaé tak duzg iloéé systeméw

dzieki zastosowaniu jednolitej metateorii dostosowanej do kazdego
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dzieki zastosowaniu jednolitej metateorii dostosowanej do kaZdego
z nich. Ogromna wigkszo§¢ z przedstawionych systeméw nie byta
jeszcze badana. Te ktére byly znane wczeéniej badam 2z dwéch
powodéw. Po pierwsze, aby zachowaé systematyczno$é, co umozliwia
dokonywanie poréwnarf poszczegélnych aksjomatyk. Drugim powodem
bylo to, Ze wczesniej ich pelnoé€ byla zbadana innymi metodami.
Przyktadowo, Shepherdson w [30] i Takano w [33] korzystali z meta-
teorii teorii pierwszego rzedu, za§ Boczarow w [1], chociaz - po-
dobnie jak w niniejszej pracy - nie korzystal z tej metateorii,
stosowa! jednak rozszerzenie jezyka systemu $ciéle zwigzane z ba-
danym przez niego systemem. Ponadto, dla systeméw znanych
wczeéniej podatem nowe réwnowazne aksjomatyki.

W czeéci C badane sa systemy sylogistyczne oraz bezkwantyfi-
katorowe fragmenty ontologii Le$niewskiego, sformutowane bez funk-
toréw nazwotwdrczych. Analogiczne systemy z funktorami nazwotwdr-
czymi badane sa w czeSci D. Te dwie czeéci pracy nawiazujg do pe-
wnego, znaczacego dla logiki polskiej, programu badawczego zaini-
cjowanego przez kukasiewicza i kontynuowanego przez Stupeckiego.

Niniejsza praca jest zmieniong wersja mojej rozprawy doktor-
skiej obronionej na Wydziale Humanistycznym Uniwerytetu Mikotaja
Kopernika w Toruniu w roku 1990. Pragne w tym miejscu goraco po-
dzigkowa¢ za kierownictwo naukowe i okazang Zyczliwoéé promotorowi
rozprawy Profesorowi Leonowi Gumarskiemu. Pragne réwniez serdecz-
nie podziekowaé recenzentom rozprawy - Profesorowi Grzegorzowi Ma-
linowskiemu oraz Profesorowi Wojciechowi Suchoniowi, za cenne i
wnikliwe uwagi, ktére staratem sie uwzgledni¢ przygotowujac prace

do publikacji.
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CZESC A
WPROWADZENIE W ZAGADNIENIA BEZKWANTYFIKATOROWEGO

RACHUNKU NAZW

Rozdzial I

Logiczna analiza niektérych wyrazZen jezykowych
badanych w bezkwantyfikatorowym rachunku nazw.

Formuty bezkwantyfikatorowego rachunku nazw

§1. Zdania kategoryczne

1.l.Interpretacja naturalna. Tradycyjnie, do zdafi kategorycznych
zaliczamy te, ktére powstaja z polaczenia odpowiednich nazw, nada-
jacych sie na podmiot i orzecznik, za pomoca jednego z nastepuja-
cych funktoréw: kazde...jest... (zdania ogélno-twierdzace), pewne
...jest... (zdania szczegélowo-twierdzace), Z2adne...nie jest...
(zdania ogélno-przeczace) oraz pewne..nie jest.. (zdania szcze-
g6towo-przeczace). Powszechnie przyjmowana jest taka interpretacja
tych funktoréw, przy ktérej:

- zdanie ogdlno-twierdzace jest prawdziwe wtw' zakres podmio-

tu zawarty jest w zakresie orzecznika,

- zdanie szczegStowo-twierdzace jest prawdziwe wtw podmiot i

orzecznik maja wspélny desygnat,

- zdanie ogélno-przeczace jest prawdziwe wtw zakresy podmio-

‘wtw’ Jest skrétem zwrotu ’wtedy 1 tylko wtedy, gdy’
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tu i orzecznika sa roziaczne,

- zdanie szczeg8towo-przeczace jest prawdziwe wtw podmiot ma

desygnat nie bedacy desygnatem orzecznika.
Interpretacje te¢ uznajemy za naturalne rozumienie powyzszych funk-
toréw. Oprécz naturalnej stosowane byty rdéwniez inne interpreta-
cje. Zwiazane to bylo z tzw. problemem nazw pustych (tj. nie po-
siadajacych 2adnego desygnatu) w logice tradycyjnej ([32], I[3],
[20])). Dalej wymienimy tylko te interpretacje, ktére sa stosowane
w naszej pracy. Pozostale sa doktadnie oméwione w rozprawach {3]
oraz [32].
1.2.Slaba i mocna interpretacja zdarn ogélnych. Na to, aby w og6l-
nym przypadku, gdy nie odrzucamy nazw pustych, ze zdania ¢ schema-
cie kazde S jest P wynikalo zdanie o schemacie pewne S jest P, wy-
starczy (przy zachowaniu naturalnej interpretacji funktora pewne
...jest...) rozumieé funktor kazde...jest.. w tzw. sensie mocnym,
przy ktérym:

- zdanie ogélno-twierdzace jest prawdziwe wtw podmiot Jjest

nazwa niepustg majaca zakres zawarty w zakresie orzecznika.
Poprzednio przedstawiona naturalng ([32], s.72) interpretacje tego
funktora nazywa sie stabg. Tak réwniez nazywa sie naturalnag ([32],
s.72) interpretacje funktora 2Zadne..nie jest.., a oprécz niej
wprowadzono dodatkowo dwie inne:

- mocna, przy ktérej zdanie ogélno-przeczace jest prawdziwe

wtw podmiot jest nazwg niepusta o zakresie rozlacznym z za-

kresem orzecznika,

- »super¢ mocna, przy ktérej zdanie ogélno-przeczace jest

prawdziwe wtw podmiot i orzecznik sa nazwami niepustymi o

roztacznych zakresach.

Oczywiécie te nowe interpretacje pokrywaja sie z naturalnymi

(tj. stabymi) na zbiorze nazw niepustych, lecz dysusyjne jest to,
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czy odpowiadajg one naszym intuicjom zwigzanym ze znaczeniem zwro-
téw kazde...jest... oraz Zadne...nle jest....

1.3.Stabe i mocne zdania ogélne. Aby w ogdle nie pode jmowad takich
dyskusji, mozna ' - wzorujac sie na Tadeuszu Kotarbifskim i
Czestawie Lejewskim - wprowadzié do jezyka potocznego inne rodzaje
zdafi kategorycznych zbudowanych za pomoca zwrotéw, ktérych natu-
ralne rozumienie pokrywa sie¢ z odpowiednimi interpretacjami przed-
stawionymi w 1.2.

Funktor kazde...jest... w znaczeniu mocnym zawiera implicite
warunek niepustoéci podmiotu ([32], s. 73). Tadeusz Kotarbiriski
zaproponowat w [7], aby "w jezyku potocznym mozna bylo odréznié...
dwa sposoby uzycia zdania ogélnego, zachowujac np. forme KaZde A
jest B dla zdania ogélnego w znaczeniu mocnym, Wszelkie A jest B -
dla zdania ogélnego w znaczeniu stabym" (s. 227). Skoro dokona! On
takiego wyboru, to uwazal, Zze W potocznym znaczeniu funktora
wszelkie... jest... nie zawarte jest, nawet implicite,
zastrzeZenie o niepusto$ci podmiotu. Je$li tak jest w istocie, to
zastrzeZenie to musi byé zwiazane implicite ze zwrotem kaZde. Za-
miast pojecia mocnego i slabego rozumienia, Tadeusz Kotarbiriski
wprowadzit dwa rodzaje zdad ogélno-twierdzacych: mocne - z funkto-
rem gléwnym kazde...jest... (s. 233), oraz stabe - z funktorem
gtéwnym wszelkie...jest... (s. 234). Oczywiécie kazdy z tych fun-
ktoréw ma - po przyjeciu tej konwencji - tylko jedno znaczenie.
ZauwaZmy, Ze przy ograniczeniu terminéw do niepustych, omawiane
funktory maja ten sam sens, gdyZz to co ma byé zawarte implicite w
znaczeniu zwrotu ka2de jest juz zawarte explicite w zaloZeniu
natozonym na terminy.

Podobnie moZna wprowadzi¢ do jezyka potocznego trzy rodzaje
zdai ogélno-przeczacych: stabe, mocne i »super« mocne. Zdania

stabe budowaé mozemy za pomoca zwrotu Zadne...nie jest... przy i
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mujac dla niego jego staba interpretacje. Dla dwdch dalszych typéw
nalezy znaleZé w jezyku potocznym zwroty, ktérych naturalne rozu-
mienie pokrywa sie odpowiednio z mocnym i »super<« mocnym rozumie-
niem funktora Zadne...nie jest... . Dla zdai mocnych zwrotem tym
moze byé przyktadowo - kazZde...nie jest..., za§ dla zdaf »super<
mocnych - zwrot kaZde...nie jest... i odwrotnie (wzorowany na
funktorze wszelkie...jest... i odwrotnie, uzZywanym przez Tadeusza
Kotarbiriskiego; p. 2.1). Wynika to 2z naszych poprzednich uwag
dotyczacych zwrotu kaZde. Zauwazmy, Ze przy ograniczeniu terminéw
do niepustych, interpretacja nowych funktoréw pokrywa sie z inter-
pretacja funktora 2Zadne...nie jest..., gdyz to co ma byé implici-
te zawarte w znaczeniu zwrotu kazde jest juz zawarte explicite w
zaloZeniu natozonym na terminy, oraz to co jest zawarte explicite
w znaczeniu zwrotu { odwrotnie, jest juz zawarte implicite w (na-
turalnym) znaczeniu fuktora 2adne...nie jest....

Te ostatnie rozwiazania mozemy poréwnaé¢ z rozwiazaniem przy-
jetym przez Czestawa Lejewskiego w [l1]. Przypomnijmy, Ze przyjal
On od Tadeusza Kotarbiarskiego dwa rodzaje zdafi og6lno-twierdza-
cych: stabe - zbudowane za pomoca funktora all...is... (the func-
tor of weak inclusion), oraz mocne - zbudowane za pomoca funktora
every...is... (the functor of strong inclusion). Czestaw Lejewski
wprowadzil réwniez dwa rodzaje zdafd ogélno-przeczacych: stabe -
zbudowane za pomoca fuktora no...is... (the functor of weak exclu-
sion), oraz moce - zbudowane za pomoca zwrotu every...is-not...
(the functor of strong exclusion; [I1] s. 129 i 130). Te ostatnie
dwa zwroty maja u Czestawa Lejewskiego odpowiednio te¢ sama inter-
pretacje co funktory stabego i mocnego zdania ogélno-przeczacego,
wprowadzone przez nas w poprzednim akapicie.

Dodajmy, Ze Tadeusz Kotarbifiski postugiwal sie w [7] tylko

Jednym rodzajem zdar ogélno-przeczacych. Jako funktor gléwny mialy
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one jednak - zamiast zwrotu 3adne...nie jest...- Wwyrazenie
kazde...nie Jjest... (s. 213). Moglo ono byé rozumiane w sposéb
staby badZ mocny (s. 226), analogicznie do stabego badZ mocnego
rozumienia zwrotu kaZde... jest....

PoniewaZ logika tradycyjna ograniczala stosowanie swoich praw
do nazw niepustych, wiec z jej punktu widzenia nie sa odréznialne
znaczeniowo funktory, ktérych interpretac je pokrywaja sie na zbio-
rze nazw niepustych, i réwnie dobrze kazdy =z nich méglby

wystepowaé w schematach logiki tradycyjnej.

§2. Inne rodzaje zdah

2.1.Zdania réwnoéci zakresowej]. Zdania/te powstaja z polaczenia
odpowiednich nazw funktorem wszelkie... jest... i odwrotnie. Funk-
tor ten byl uzywany przez Tadeusza Kotarbifiskiego ([7],s. 235) w
zdaniu stwierdzajacym réwnoéé zakreséw podmiotu i orzecznika. Sy-
nonimem tego funktora jest zwrot jedynie wszelkie... Jjest... ([9]).

2.2.Zdania jednostkowe w sensie Lesniewskiego. Rozrézniamy zdania
jednostkowe twierdzace i zdania jednostkowe przeczace. Pierwsze
powstaja z polaczenia odpowiednich nazw spéjka ...jest..., drugie
zaé - spbjka ..nie jest.. . W interpretacji  Stanistawa Les$niew-
skiego zdanie jednostkowe twierdzace (odp. przeczace) jest praw-
dziwe wtw podmiot jest nazwa jednostkowa i jego desygnat jest (odp.
nie jest) desygnatem orzecznika ([7], s. 230, {111, s. 129 i 130).
.2.3.Zdania identycznoéciowe w sensie Leéniewskiego. Funktorem
gtéwnym tych zdad bedzie zwrot ...jest tym samym przedmiotem co...
wzorowany na zwrocie wystgpujacym w (11): ...is the same object
as... (the functor of singular identity; s. 130). W interpretacji
Stanistawa Leéniewskiego zdanie identycznoéciowe jest prawdziwe

wtw oba jego argumenty sa nazwami jednostkowymi majacymi ten sam
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desygnat. Zdania identyczno$ciowe mozna budowaé réwniez przy uzyciu

zwrotu ... jest identyczne z ... ([2], s.278).

2.4.Zdania egzystencjalne. W badaniach systeméw rachunku nazw
zwiazanych z ontologia Leéniewskiego, interesujace bedzie roz-
patrywanie nastepujacych funktoréw uzywanych w ontologii: istnie je
co najmniej jedno..., istnieje doktadnie jedno... oraz co na Jwyzej
istnieje Jjedno... Zdania zbudowane za pomocg tych f unktoréw sa
prawdziwe odpowiednio wtw argument posiada co najmniej jeden de-
sygnat (tzn. jest nazwa niepusta), dokladnie jeden desygnat (tzn.
jest nazwa jednostkowa), co najwyzej jeden desygnat (tzn. nie jest
nazwg ogélna).

Ponadto mazemy analizowaé zdania, ktérych funktorami gtéwnymi
sa zwroty doktladnie jedno...jest... oraz co najwyZej jedno...
jest..., i doktadnie jedno...nie jest.. oraz co najwyzej jedno...
nie jest.. ([17], s. 148 i 149). Uzupelniaja one niejako zdania
szczegStowo-twierdzace i szczegétowo-przeczace, ktére moglyby by¢
przeciez zbudowane odpowiednio za pomoca, funkoréw: co najmniej je-
dno...jest... oraz co najmniej jedno..nie jest... W przysztoéci
bedziemy zajmowaé sie jedynie pierwszym z wymienionych w tym aka-
picie funktoréw. Zdania zbudowane z jego pomoca s3 prawdziwe wtw
podmiot i orzecznik maja dokladnie jeden wspélny desygnat. Inter-

pretacja pozostalych z przedstawionych tu funktoréw jest réwniez

oczywista.
§3. Funktory nazwotwdrcze

W pracy tej bedziemy zajmowaé sie jedynie trzema funktorami

nazwotwdrczymi od argumentéw bedacych nazwami generalnymiz. Beda

Uzywamy terminu ‘’nazwa generalna’ zgodnie 2z [16). Zatem nazwa

16

nimi: jednoargumentowy funktor negacji przynazwowej nie..., i dwu-
argumentowe funktory ...i... oraz ..lub....

Zauwazmy, ze klasa nazw generalnych jest domknieta ze wzgledu
na dziatanie powyZej wymienionych funktoréw. Jednak klasa nazw
niepustych nie jest domknieta ani na dziatanie f unktora nie...,
ani na dziatanie funktora ..i... Podobnie jest z klasa nazw
ogélnych (tj. majacych co najmniej dwa desygnaty). Klasy te sa

domkniete jedynie ze wzgledu na dziatanie funktora ...lub....
§4. Formuly bezkwantyfikatorowego rachunku nazw

Zbiér formul bezkwantyfikatorowego rachunku nazw tworzymy za
pomoca metody schematéw logicznych. Metode tg omawia sie szerzej
miedzy innymi w [26], [27], {28] oraz [17). Mozemy przyjaé, 2e
schematy (formuly) zdaniowe i nazwowe powstaja wprost ze zdafi i
nazw jezyka naturalnego w oparciu o analize ich struktury
sktadniowej (powierzchniowej). OkreSlone w ten sposéb schematy
przydatne sa w definiowaniu relacji wynikania pomiedzy zdaniami, w

ktérych sktadowymi zdaniami atomowymi sa zdania omawiane w 81 i

3
2.
4.1.Zmienne nazwowe. Przyjmijmy, ze litery S, P, M, Q, Sl, Pl, M1’
Q1' Sz’ Pz"" itd., sa zmiennymi reprezentujacymi (W sensie
generalna to taka "nazwa, ktéra w zdaniu atomowym [ budowle
podmlotowo-orzecznikowe] nadaje si¢ na orzecznik. Nazwa generalna

moZe byé ogélna [t). mieé wlgce) niz Jjeden desygnat (AP},
Jednostkowa (tu nalezaca deskrypcje...} (t]. mieé dokladnie Jjeden
desygnat (A.P)]  lub pusta {tJ. nle mieé desygnatu (A.P)]" (s.
183).

Oczywlécle, mozna réwnlez dodaé Inne zdania, np. te, ktére wy-

milenila A. Morawiec w [17].




wystepowania zamiast) dowolne nazwy generalne jezyka naturalnego4.
Zbiér tych zmiennych (nieskoriczony i przeliczalny) oznaczamy przez
M.

4.2.Symbole reprezentujace stale logiki nazw. Aby uwolni¢ si¢ od
przypadloéci jezyka naturalnego (takich jak szyk wyrazéw czy flek-
sja) postuzmy sie symbolami reprezentujacymi odpowiednie funktory
omawiane w §§1, 2 i 3. Pozwala to przede wszyskim na przedstawie-
nie w prosty sposéb logicznej struktury zdad, przez wyodrebnienie
w nich réznego rodzaju sktadnikéw i zaznaczanie sposobu w jaki
tworza one cato$é zdaniowa.

Przy stosowaniu tej metody powstaje do$é skomplikowana sytua-
cja, gdy mamy do czynienia z wyrazeniami, ktére chcemy zaliczyé do
statych logicznych (i dlatego chcemy zastapi€ je symbolem, tzw.
stata), lecz dla ktérych dopuszczalnych jest kilka sposobéw inter-—
pretacji. Powstaly wtedy problem mozemy rozwigzaé na réZne sposo-
by. Po pierwsze, moZzemy przyjaé dla tego wyrazenia tylko jeden re-

prezentujacy go symbol. W tym przypadku, w zaleZznoéci od przyjetej

Zgodnie =z [16] nazwy generalne nadaja sl¢e na podmiot 1 orzecznlk

w zdanlach kategorycznych. Za Le$nlewskim przyjmujemy, Ze nazwy
generalne nadaja sl¢ réwnlez na podmiot w zdaniu "atomowym o budo-
wile podmiotowo-orzecznikowe]" (co nle Jest sprzeczne z okregleniem
nazw generalnych z [16]). Zatem nazwy generalne moga by¢ argumen-
taml funktoréw omawlanych w §§ 1, 2 1 3.

Leénlewski nle stosowal podzialu nazw na generalne | indywi-
dualne (tj. wedlug [16]: “"nazwy, ktére w zdaniu atomowym o budowie
podmiotowo-orzecznikowe}j nadaja sle Jedynie na podmiot™; s. 183).

Postugiwatl sle¢ On Jedna kategoria nazw obejmujaca oba rodzaje.
Dopuszczat zatem, aby nazwy indywldualne wystepowaty w podmiotach
i orzecznikach

wszystkich rozwazanych przez nas zdani.

Kwestia dopuszczalnoécl podstawiania nazw indywidualnych za
zmienne ni ma wplywu na =zagadnienia formalne zwlazane 2z rachunkiem

nazw, zwiazana Jest tylko ze stosowaniem Jego tautologil. JeZell -

tak  jak Leéniewskli - przyjmiemy Jjedna niepodzielna  kategori¢ nazw,
to w zastosowanlach mozemy uznaé,ze zmienne reprezentuja dowolne
nazwy.
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interpretacji tego symbolu, otrzymujemy srézne logiki reprezento-
wanego wyraZenia¢«, Po drugie, moZemy tych kilka interpretacji
»objaé jedna logikae, przyjmujac, Ze przy kazdej z nich wyrazZenie
jest reprezentowane przez inny symbol (ktéremu oczywisécie nadajemy
odpowiednie rozumienie). To drugie podejicie jest szczegblnie cie-
kawe wtedy, gdy wyrazenie w jednym ze swoich znaczerd jest
przekladalne na inne wyrazenia wéréd ktdérych jest ono samo w innym
znaczeniu. PowyZzsze uwagi najlatwiej zilustrowaé na przykladzie
spéjnika jezeli.. , to.. . JeSli zastapimy go jednym symbolem,
to w zaleZznoéci od zastosowanej interpretacji otrzymamy réZne lo-
giki tego funktora (np. klasyczna, intuicjonistyczna, rézne logiki
implikacji $écistej). Mozemy réwniez zastapi¢ ten funktor kilkoma
symbolami réznie interpretowanymi, np = mozemy rozumieé jak impli-
kacje materialng, za§ < - jak implikacje $§cisla (tu jednak istnie-
je znowu wiele sposobéw interpretacji tego funktora). Wiemy, ze
wtedy p<q jest definiowane przez o(p=q), gdzie o jest symbolem
funktora konieczne jest, Ze... (funktor ten jest rozumiany na wie-
le sposobéw, i to powoduje rézne interpretacje symbolu <). Podob-
nie jest ze spéjnikiem lub. W jezyku potocznym ma przynajmniej dwa
znaczenia. Mianowicie moZe byé rozumiany np. jako alternatywa
zwykla i jako alternatywa roztaczna ([4]). Jezeli przy pierwszym
znaczeniu zastapimy go symbolem v, za$§ przy drugim - symbolem v,
to formuta pvq moze byé zdefiniowana przez formutle (pvq)Aa-(pAaq),
gdzie - oraz A sa odpowiednio symbolami, rozumianych w sposéb kla-
syczny, funktoréw zdaniotwérczych nieprawda, Ze... oraz ...i....

W naszych rozwazaniach réwniez mamy do czynienia z powyzej
opisang sytuacja. Jak =zaznaczyliSmy w 81, dla funktora
kaZde...jest... przyjmowano dwie interpretacje: staba badZ mocna.
Zatem w przypadku, gdy funktor ten reprezentowany jest przez jeden

symbol (np. a), musimy wyraZnie zaznaczyé, jaka interpretacje wy-
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bieramy (ustalamy). Przy kazdym z wyboréw otrzymujemy inna logike
tego funktora. Logiki te mozZemy poréwnywaé, np. badajac, ktdre
formuly sa prawami obu, a ktére tylko jednej z nich. My péjdziemy
inna droga i przyjmiemy, Zze symbol a bedzie reprezentowal funktor
kazde... jest... rozumiany w sensie slabym, zaé symbol a’ bedzie
reprezentowal ten funktor, gdy rozumiemy go w sensie mocnym. Zatem
bedziemy mieé mozliwo§é analizowania obu interpretacji w obrebie
jednej teorii. Przy tym nie tracimy nic z zalet pierwszego
podejécia. Aby bada¢ zagadnienia z pierwszego pode jécia, mozemy po
prostu »ignorowaé kropke« (oczywiécie, nie bedziemy mieé wtedy
formul »mieszanych« z a oraz a ). Ponadto, gdy przyjmiemy propozy-
cje Tadeusza Kotarbirskiego (punkt 1.3}, mozemy odczytywaé symbol
a jako wszelkie...jest..., za§ symbol a° jako kazde...jest... .

Podobne rozwiazanie zastosujemy dla funktora 2adne...nie
jest..., ktéry moze byé rozumiany na trzy sposoby (p.1.2.). Przyj-

mujemy, Ze symbol e bedzie reprezentowal ten funktor przy stabym

rozumieniu, symbol e’ - przy mocnym, za§ symbol e - przy »super<
mocnym. Ponadto - przyjmujac propozycj¢ z punktu 1.3. - mozemy
odczytywaé symbol e jako 2adne..nie jest.., symbol e’ jako

kazde...nie jest.., zaé e’ jako kaZde...nie jest... i odwrotnie.
Pozostale funktory wymienione w § 1-3, bedziemy analizowaé
tylko przy jednej interpretacji, zatem kazdemu z nich wystarczy

przyporzadkowaé jaki§ pojedydczy symbol. Przyjmijmy, Zze funktor

pewne...jest... bedzie reprezentowany przez symbol i , funktor
pewne... nie jest.. - przez symbol o, funktor wszelkie...jest...
i odwrotnie - przez .symbol = , funktor .. jest.. - przez symbol ¢,
funktor  ..nie jest.. - przez symbol € , funktor ..jest tym
samym przedmiotem co... — przez = , funktor istnieje co najmniej
jedno... - przez ex , funktor istnieje dokladnie jedno... - przez
ex! , funktor co najwyzej istnieje jedno... - przez sol oraz funk-
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tor doktadnie jedno...jest.. - przez symbol il Funktory
nazwotwércze nie..., ..lub.. oraz ..i.. beda reprezentowane

’

odpowiednio przez symbole ’ , + oraz * .Wsréd nezw generalnych do
statych logicznych =zaliczamy jedynie nazwe przedmiot (inaczej:
obiekt)s. Bedzie ona reprezentowana przez symbol V . Poza symbola-
mi = oraz i! , wszystkie inne sa tradycyjnie uzywane w sylogistyce
i ontologii Leéniewskiego. Symbol i! ma si¢ tak do i jak ex! do ex.
Oznaczmy przez FZ' zbiér. ztoZzony z wymienionych powyzZej sym-
boli reprezentujacych jednoargumentowe funktory zdaniotwdércze o

argumencie nazwowym, tj. zbiér {ex , ex!, sol}. Podobnie niech

lFZZ:=(a, a’, i, e, €, €', o, = €, € = iY®. Ponadto niech
FN:=(’}, FN%:=(+, <} oraz FZ:=FZ'UFZ°, SN:={(V)UFN'UFN® i
S:=SNUFZ.
4.3.Termy. Zbiorem formut nazwowych (inaczej: terméw lub schematéw
nazwowych) jest najmniejszy zbiér T zawierajacy zbiér ZMu{V} i
spetniajacy poniZzsze warunki:

- jezeli SeT,to S’eT

- jezeli SSPeT,to (S+P)eT oraz (S*PleT

Litery S, P, M oraz Q (z indeksami badZ bez) beda uzywane ja-
ko zmienne syntaktyczne (metajezykowe) przebiegajace zbiér T.
4.4.Formuty zdaniowe. Zbiorem formut zdaniowych (inaczej:
schematéw zdaniowych) jest najmniejszy zbiér Y} spelniajacy
ponizsze warunki:

-jezeli SeT i §eFl' ,to §Se¥

- jezeli SPeT i §eFZ*,to S§P e T

- jezeli o €Y, to -0 €}

5
Réwniez w [17] wsréd nazw prostych Jako stala logiczna wyrdznia

sl¢ Jedynlie nazwe 'oblekt’ (’przedmiot’).

6
*:=' to symbol réwnoéci na mocy definicji.




- jezeli 0.0, e i §eda v, = o to (0‘1§ o-z) ey

Litera o (z indeksem badZ bez) jest zmienna syntaktyczna
przebiegajaca zbiér ), zaé symbole -, A, Vv, = oraz e reprezentuja
odpowiednio funktory zdaniotwércze o argumentach zdaniowych: nega-
cji, koniunkcji, alternatywy, implikacji materialnej i
réwnowaznoéci materialnej. Funktory te bedziemy interpretowaé w
sposéb klasyczny. W formule zdaniowej S§P (gdzie § € Fz%) term S
reprezentuje podmiot, zaé term P reprezentuje orzecznik zdania.
Formuly zdaniowe z ¥ pozwalaja przedstawié, poprzez swojg struktu-

re graficzna, forme logiczna zdard podpada jacych pod dany schemat.
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Rozdziat 11

Semantyka bezkwantyfikatorowego rachunku nazw

W paragrafie pierwszym podamy okreslenie tautologii uzywajac
podstawieri leksykalnych (tj. podstawied nazw za zmienne nazwowe).
Uzywajac zaé teorii mnogoéci - W paragrafie drugim - podamy inng
definicje tego pojecia. Te druga definicje moZzemy traktowad jako
teoriomnogoéciowa eksplikacje okre§lenia z paragrafu pierwszego,
gdyz zakladajac, ze jezyk naturalny ma pewna dostateczng iloéé
nazw generalnych, moZna pokaza¢, Ze oba sposoby definiowania sg
zakresowo réwnowazne. Zalozenie to nie bedzie zbyt wygdrowane,
i mozemy je raczej uwazaé za oczywiste. Okreélenie z paragrafu dru-
giego spetnia wymogi wspélczesnego podejécia do metateorii logi-
cznej (metalogiki). Méwi o tym Adam Nowaczyk w [19]: "Kluczem do
rozwiazania problemu formalnego charakteru logiki moze byé spos-
trzezenie, ze w »oficjalnyche (tj. nie majacych charakteru intui-
cyjnych komentarzy i dydaktycznych uproszczeri) wywodach logicznych
korzysta sie wylacznie z pojeé definiowanych w terminach teorii
mnogoéci badZ innych teorii matematycznych redukowalnych do teorii
mnogoéci” (s. 24).

Bez przyjecia zaloZenia o dostatecznym bogactwie nazw gene-
ralnych, moZna tatwo wykazaé, Ze spelnienie warunkéw podanych w
teoriomnogo$ciowej definicji leksykalnej wystarczy do spelnienia
warunkéw podanych w jej leksykalnym odpowiedniku. Ponadto, dla po-

kazania, ze nie sa speinione warunki w def inicji leksykalnej wys-
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tarczy znaleZ¢ cho€ jeden kontrprzyklad podstawienia.

§l. Ujecie w terminach podstawienn leksykalnych
L.1.Substytuty konkretne. Niech bedzie dowolnym bodstawieniem
konkretnym nazw generalnych za zmienne z ZM. Z podstawieniem
zwigzana jest w oczywisty sposéb funkcja sub’ okreélona na zbiorze
Y , ktéra dowolnej formule ¢ przyporzadkowuje zdanie sub’(c) pows—
tajace po podstawieniu w miejsce wszystkich zmiennych §1,...,§k
wystepujacych w ¢ nazw §:,...,§:, oraz w miejsce symboli z $ rep~
rezentowanych przez nie wyrazed jezykowych.

Substytutem konkretnym formuly ¢ jest kazde zdanie otrzymane
z ¢ przy jakimé podstawieniu konkretnym za zmienne z ZM ([4]). Za-
tem, gdy ° Jjest podstawieniem konkretnym, to sub’(c) jest substy-
tutem konkretnym formuly ¢.
1.2.Tautologie. Dana formuta z ¥ jest tautologia wtw kazdy jej
substytut konkretny jest zdaniem prawdziwym ([4], s. 58). Inacze j
méwigc: formula o z Y jest tautologia wtw przy kazdym podstawie-
niu konkretnym ° , zdanie sub’(c) Jest prawdziwe,
1.3.Wynikanie logiczne, réwnowazno$§é logiczna. Niech Z bedzie
zbiorem zdaf jezyka naturalnego, ktére mozemy otrzymaé z formut
nalezacych do ¥ za pomoca jakiegoé podstawienia konkretnego. For-
° Jest podstawieniem konkretnym}.

(kz1) nalezg do Z.

malnie, Z:={sub'(c) : o € y i

Przyjmijmy, Ze zdania 21202, Méwimy, zZe

ze zdan 252, wynika zdanie z, ze wzgledu na interpretacje

statych reprezentowanych przez symbole z § wtw istnieje nalezaca

taka, Ze dla pewnego podstawie-

do ¥ tautologia (01A...A a‘k)=> o,
2

nia konkretnego ° mamy zl=sub°(¢rl), przy i=0,1,...,k

W powyisze] deflnicji niezbedna byla relatywizacja pojecla  wyni-
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Méwimy, Ze zdanie z, jest réwnowazne logicznie zdaniu z,
(zl.zzeZ) ze wzgledu na interpretacje statych reprezentowanych
przez symbole z $ wtw istnieje nalezgca do ¥ tautologia a‘le 0-2

taka, Ze dla pewnego podstawienia konkretnego ° przy i=1,2 mamy

(-]
zl-sub (o-l).
§2. Semantyka teoriomnogosciowa

2.1.Wyjasdnienia wstepne. W 1.1. wprowadziliémy funkc j& podstawia-
nia nazw generalnych za zmienne z ZM. Gdy dla danej nazwy n przyj-
miemy, Ze D(n) jest jej denotacja (zakresem), to mozZemy zlozyé dwa
odwzorowania S » § *in= D(n) otrzymujac odwzorowanie $ » D(S 9.
PoniewaZ wszystkie funktory reprezentowane przez symbole z $ sg
ekstensjonalne, wigc w definicji tautologii w 1.2., istotna role
odgrywaja nie same nazwy, lecz ich zakresy. MoZzemy zatem poszukaé
teoriomnogo$ciowej eksplikacji tej definicji. W nowe j definicji

zrezygnujemy z podstawieri konkretnych nazw za zmienne nazwowe i be-
bedziemy postugiwaé sie funkcjami przyporzadkowu jacymi bezpoéred-

nio kazdej zmiennej nazwowej jaki§ zbiér. Méwiac obrazowo: przej-
dziemy od zmiennych nazwowych do zbioréw z pominieciem powyzZej

przedstawionych odwzorowar.

kanla do zbloru S. Swiadezy o tym ponliszy przyklad wnloskowanla,
pochodzacy od De Morgana (przeksztatcony dla potrzeb te) pracy):

Kazdy kor jest ssakiem.

Kazda giowa jJaklegof konla Jest glowa Jaklego$ ssaka.

Wnlosek wynika 2z przestanki. Jednak wplyw na te wynlkanle ma wew-~
netrzna budowa nazw zloZonych za pomoca innych funktoréw niz ‘nie’,
I’ oraz ‘’lub’. Czylli wynlkania tego nie wykazemy w ramach rozwi-
Jane] przez nas teorii.
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Oczywiécie powyZsze uwagi nie znacza, Ze od tej pory zmienne
nazwowe reprezentuja zbiorys.
2.2.Modele dla zmiennych. Wprowadzone w tym punkéie pojecie modelu
wzorowane jest na podobnym, podanym w pracy [17] (przedstawiona
tam koncepcje logiki nazw wysunal Roman Suszko).

Modelem dla zmiennych z ZM jest dowolna para uporzadkowana
u=(U,d), w ktérej U jest niepustym zbiorem (nazywanym uniwersum
modelu), za§ d jest funkcja (nazywana dla obrazowosci funkcjg de~
notacji) przyporzadkowujaca kazdej zmiennej z ZM jakié podzbidr
zbioru U.
2.3.Spelnianie. Kazde wyraZenie jezykowe reprezentowane badZ przez
jaki§ symbol nalezacy do zbioru S, badZ przez ktéryé z symboli -,
A, V, 3, & traktujemy jako stalg logiczna o ustalonej interpreta-
cji zwiazanej z przyjeta logika.

Interpretacja stalych ze zbioru SN polega na jednolitym (dla
wszystkich modeli) i jednoznacznym sposobie przedtuzania funkcji d
Zz modelu u=(U,d) do funkcji DU okreflonej na catym zbiorze terméw
T i przyjmujacej jako wartoéci podzbiory zbioru U. PrzedluzZenie to
Jest jednoznaczne i spelnia nastepujace warunki rekurencyjne:

dlaSPzT

D" (V)=U

Y=g

p’ts-m=pY@n’(p)
pYs+p)=pY(s)up(p)

Interpretacja stalych ze zbioru FZ oraz symboli =, A, v, =,

<

S o«

¢ polega na jednolitym (dla wszystkich modeli) przyporzadkowaniu w

sposéb jednoznaczny dowolnemu modelowi p=(U,d) pewnego podzbioru

W przyjetym przez nas sensie pojecia reprezentowania, nawet
Jest to niewykonalne, gdyz za zmienne naleZaloby podstawiaé Zbiory.
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SAT(y,Y) zbioru ¥. Przyporzadkowania tego dokonujemy za pomoca
funkcji DU w nastepujacy sposéb indukcyjny (dalej w sytuacjach,
gdy nie bedzie to powodowaé niejednoznacznoéci, bedziemy pisaé po
prostu D zamijast DU): dla S,P z T oraz 0‘,0-1,0'2 zy

exS € SAT(y,Y) wtw D(S)#2

ex!S € SAT(w,}) wtw Card D(S)=I

solS € SAT(p,)) wtw Card D(S)=]

SaP € SAT(u,Y) wtw D(S)cD(P)

Sa’P € SAT(w,Y) wtw D(S)#*¢ i D(S)<D(P)

SiP € SAT(y,Y) wtw D(S)nD(P)*e

SeP € SAT(n,Y) wtw D(S)nD(P)=2

Se’P € SAT(w,}) wtw D(S)*¢ i D(S)nD(P)=o
Se”’P € SAT(y,Y) wtw D(S)2e=D(R) i D(S)InD(P)=o
SoP € SAT(u,}Y) wtw D(SN\D(P)*a

S=P e SAT(i,Y) wtw D(S)=D(P)

SeP e SAT(p,Y) wtw Card D(S8)=1 i D(S8)<D(P)

Itn

P € SAT(n,}) wtw Card D(S)=1 i D(SI\D(P)*o
S=P € SAT(u,}Y) wtw Card D(S)=l i D(S)=D(P)

Si'P e SAT(u,}) wtw Card D(S)nD(P)=1
-0 € SAT(n,Y) wtw o ¢ SAT(p,})

oAC € SAT(p,Y) wtw o, € SAT(p,Y) i c, € SAT(u,))
SO SAT(,Y) wtw o € SAT(p,)) lub o, € SAT(u,})
o= 0, € SAT(w,Y) wtw o € SAT(w,}) lub o, e SAT(n,Y)

oo, € SAT(wL) wtw 0,0, € SAT(L]) lub o0, ¢ SAT(u,Y)

Card D(S) to ilo§é elementéw (moc) zbioru D(S). Zbiér SAT(w,}) na-
zywamy zbiorem formul z } speinionych w modelu p.

2.4.Tautologie 'w ujeciu teoriomnogo$ciowym. Podamy teraz
okre§lenie tautologii w terminach teorii mnogosci (dokladniej:
uzywajac modeli dla zmiennych z ZM):

formuta ¢ z ¥ jest tautologia wtw kazdy model speinia formulg o.
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Tautologie w ujeciu teoriomnogo$ciowym nazwaé moZemy tautologiami
modelowymi. Przyjmijmy oznaczenie TAUT(}) dla zbioru wszystkich
tautologii modelowych z ¥. W §4. poréwnamy ten zbiér ze zbiorem
tautologii w ujeciu leksykalnym, za§ w §3. - ze zbiorem tautologii

monadycznego rachunku predykatéw z identycznoécia.

§3. Poréwnanie zbioru TAUT(}) ze zbiorem tautologii

monadycznego rachunku predykatéw z identycznoécia

Poréwnanie to bedzie przydatne do pokazania zakresowe j réwno-
waznoéci obu przedstawionych powyzej definicji tautologii.

Na poczatek zbudujemy zbiér QI zlozony z formut zdaniowych, w
ktérych beda wystepowaé nastepujace symbole: kwantyfikator ogdlny
vV , kwantyfikator szczegbtowy 3 , zmienne indywiduowe z przeli-

czalnego zbioru VAR:=(x, y, Xp Y X,

termach z T (tj. zmienne z ZM, symbole z SN i nawiasy) oraz predy-

»..-}, symbole wystepujace w

kat identyczno§ci = (uzywanie tego samego symbolu dla predykatu
identycznoéci oraz dla funktora omawianego w 2.3. rozdz. I, nie
spowoduje komplikacji, gdyz symbol = w pierwszym przypadku taczony
bedzie jedynie ze zmiennymi z VAR, za$§ w drugim przypadku - jedy-
nie ze zmiennymi z ZM). Za pomoca kwantyfikatoréw, predykatu iden-
tycznoéci oraz zmiennych indywiduowych moZemy wyeliminowad symbole
nalezace do zbioru S. Jako zmiennych syntaktycznych przebiegaja-
cych zbiér @I uzywaé bedziemy liter ¢ oraz ¥ (z indeksem bad#
bez), za$ dla elementéw zbioru VAR ~ liter X oraz y. Zbiér <I>E jest
najmniejszym zbiorem speiniajacym ponizsze warunki: B

- jezeli x e VAR i S e T, to xestS € @E

- jezeli X,y € VAR, to x=y € @I )

- jezeli x e VAR i ¢ € <I>I, to Vx¢ i 3x¢ nalez do qa‘i’
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- jezeli ¢ € QI, to ~p € ¢1

- jezeli o,¥ € 01 i §eda vV, 3 o), to (p8Y¥) € d>1
Fragment estS w formule atomowej xestS (dla x € VAR i S € T) re-
prezentuje jednoargumentowe predykaty zbudowane ze spéjki Jjest
polaczonej z pewna nazwa generalna reprezentowana przez term S.

Zbiér 1?3"4 zdefiniujemy podobnie jak zbiér @I zamieniajac je-
dynie w pier—wszym warunku definicji zbiér T na zbiér ZM. Mamy
oczywiécie Q%M < QE. Dla obu zbioréw mozemy zdefiniowaé kwantyfi-
kator jednos-t-kowy _3! - po prostu traktujemy formute 3I'xe(x) jako
skrét formuty Ixe(x) A VxVy((p(x) A o(y)) » x=y ), gdzie x#Y i nie
wystepuje dodatkowe wiazanie tych zmiennych przez kwantyfikatory.

Zbiér d%_m moZemy utozsamié ze zbiorem MRP_ formut monadyczne-
go rachunku— predykatéw z identoczno$ciowa. Oczywiscie, ksztalt
zmiennych reprezentujacych jednoargumentowe predykaty jest nie-
istotny. Zatem moZemy przyjaé, ze ZM jest zbiorem zmiennych repre-
zentujacych wszystkie jednoargumentowe predykaty. Zbiér MRP_ zde~
finiujemy podobnie jak zbidr <I>1 (odp. QZM) zmieniajac jedynie
pierwszy warunek definicji na:

- jezeli x € VAR i S € ZM, to Sx € MRP_
Oczywiécie w pozostalych warunkach zmienjamy & Ena MRP _. Formulg ¢
z 4>1_r utoZzsamiamy z taka formuig z MRP_, ktéra powstaje z ¢ po zas-
tapi—eniu kazdego egzemplarza xestS egzemplarzem f ormuly Sx.
3.1.Ttumaczenie formut z } na formuty z ¢ I Na zbiorze } okre§lamy
w sposéb rekurencyjny funkcje t1 przyjmujaca wartoSci w zbiorze ¢1
(funkcja ttumaczenia z } na @I):

tl(ex_S_) = 3Ix xestS

tl(ex!_S_) = 3J!x xestS

tl(sol§) = VxVy((xestS A yestS) » x=y)

tl(§a_P_) = V¥x(xestS » xestP)

t (Sa’P) = 3x xestS A Vx(xestS » xestP)
(sak




tl(§iE) = Ax(xestS A xestP)
tl(§e_E) = =3x(xestS A xestP)
tl(§e'_E) = 3x XestS A -3x(xestS A xestP)

t1(§e"E) = 3x xestS A 3x xestP A -3x(xestS A xestP)

t1(§o_E) = 3x(xestS A -xestP)
tl(§'='f_) = Vx(xestS & xestP)
tl(_S_z:B) = 3A!x xestS A 3x(xestS A XestP)
t1(§eg) = 3x xestS A ~3Ix(xestS A xestP)
tl(§=B) = 3lx XestS A Vx(xestS ¢ xestP)

t1(§i!E) = 3!x (xestS A xestP)

tl(-ur) = -ntl(cr)

t1(0'1§ 0‘2) = (tl(o*l) § tl(crz)) dla § € {A, v, 3, &

Niech u=(U,d) bedzie dowolnym modelem dla liter z ZM.
Wartoéciowaniem zmiennych z VAR w zbiorze U jest dowolna funkcja
okre§lona na zbiorze VAR i przyjmujaca wartoéci w zbiorze U. W
sposéb indukcyjny definiujemy zbidr sat(u,w,«’bI) formut =z <I>E
spetnjonych w modelu p przez wartoéciowanie w:VAR - U: -

XestS € sat(u.w,d’I) wtw w(x)eD(S), dlax e VAR i SeT

X=y € sat(u,w,éz) wtw w(x)=w(y), dla x,y € VAR

dla pozostatych formul - uzywajac klasycznej interpretacji

spéjnikéw zdaniowych i kwantyfikatoréw.

Zbiér SAT(M,QI) formut spetnionych w modelu u sktada sie z
tych i tylko tych formu! nalezacych do ¢I, ktére sa spelnione
przez kazde wartoéciowanie zmiennych z VAR w modelu pu. Ponadto,
niech TAUT(@I) bedzie zbiorem zloZonym z tych i tylko tych formut
nalezacych do @I, ktére sa spetnione w kazdym modelu dla zmiennych
z ZM. Zachodzi oczywiste
STWIERDZENIE 1. Dla dowolnego ¢ z ¥:

(i) dla kazdego modelu y: ¢ € SAT(p,}) wtw tl(tr) € SAT(u.dJ:r)
(i) o & TAUT() wtw t (c) € TAUT(®)).
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Oczywiécie, moZzemy zdefiniowa¢ inne funkcje ttumaczenia, dla
ktérych prawdziwy bylby odpowiednik powyZzszego sztﬂjlvier‘dzenia. .
3.2.Tlumaczenie formut z QI na formuly z ¢ _. Na zbiorze ¢ _
okreélamy w sposéb rekurencyjny funtcj¢ t przyjmujaca wartosci w

. T
zbiorze Q%M (funkcje ttumaczenia 2z <b= na <I>=%:

t_(xestS) = xest$ dlaSeZM i x € VAR
tz(zestV) = X=X dla x € VAR

tZ(gest(§+E)) = (tz(gest_s_)vtz(;gestg)) dlaSPeT
tz(g_est(g'l_’_)) = (t2(5e5t§)/\t2(_75estl_’_)) dla S,P e T
tz(gestg’) = -atz(_)gest_s_) dlaxe VAR i SeT
tz(kgtp) = k;tz(q)) dla x € VAR i k e {v, 3}

tz(-\q)) = 'lt2(¢)

t (p8y) = (t,(p)§t (V)
Przyjmijmy, ze

T M .

SAT(p,QZM):=SAT(11,¢E)ND€M oraz TAUT(".’?_ZL_M):=TAUT(<I>=)r\<l>= . Zachodzi

dla § € (A, v, 3, &}

oczywiste stwierdzenie:
STWIERDZENIE 2. Dla dowolnego ¢ z 8. : "
(i) dla kazdego u: ¢ € SAT(u,{) wtw tz(w) € SAT(p,d_)
(i) ¢ € TAUT@D wtw t(p) e TAUT(&Z").
3.3.Tlumaczenie formut z §’ na formuly z MRP . W standardowy sposdéb
okreélamy zbiér SAT(p,MRP=) formut z MRP _ spetnionych w modelu p
oraz zbiér TAUT(MRP_) tautologii monadycznego rachunku predykatéw
z identycznoécia, tj. _formut Z MRP _ spetnionych w kaidyr;mmodelu.
Oczywiste jest, 2e dana formula nalezy do SAT(u,®_") (odp.
TAUT(Q?M)) wtw utoZzsamiana z nia formuta z MRP_ nalezy do
SAT(u,MRP_) (odp. TAUT(MRP_)). -
Zlozenie tot Y- @ZM jest funkcja ttumaczenia z } na & _.
Dla dowolnego ¢ z ¥ niech t(¢) bedzie formuta nalezaca do MRP_, z
ktéra utoZzsamiamy formutle tz(tl(cr)). Ze stwierdzeri 1, 2 oraz uwagi

poprzedniego akapitu wynika:

31




(SlP) 3x(xestS A xestP)
tl(§e2) = w3x(xestS A xestP)
tl(§e'£) = 3x xestS A a3x(xestS A xestP)
t1(§e"f_) = 3x xestS A 3x xestP A =3x(xestS A xestP)

tl(§oE) = 3x(xestS A -xestP)
tl(§52) = Vx(xestS « xestP)
tl(_S_cE) = 3!x xestS A 3Ix(xestS A xestP)
tl(.S_CE) = 3!x xestS A -3x(xestS A xestP)
tl(_S_=E) = 3!X XestS A Vx(xestS & xestP)

tl(§i!E) = 3'x {xestS A xestP)

tl(-ur) = 1t1(0')

tl(o‘1§ )= (tl(crl) § tl(o‘z)) dla § € (A, v, 3, o}

Niech u=(U,d) bedzie dowolnym modelem dla liter z ZM.
Warto$ciowaniem zmiennych z VAR w zbiorze U Jjest dowolna funkcja
okreslona na zbiorze VAR i przyjmujgca warto$ci w zbiorze U. W
sposéb indukcyjny definiujemy zbidr sat(u.w,QI) formut =z ¢I
spelnionych w modelu u przez wartoéciowanie w:WlA;? - U: B

XestS € sat(u,w,tbz) wiw w(x)eD(S), dlax e VAR i Se T

X=y € sat(p.,w,@l) wtw w(x)=w(y), dla x,y € VAR

dla pozostalych formut - uzywajac klasycznej interpretacji

spéjnikéw zdaniowych i kwantyfikatoréw.

Zbiér SAT(u,@E) formut spetnionych w modelu p sktada sie z
tych i tylko tych formu! nalezgcych do QF ktére sa spelnione
przez kazde war‘toécxowame zmiennych z VAR w modelu u. Ponadto,
niech TAUT((’ ) bedzie zbiorem ztoZonym z tych i tylko tych formut

nalezacych do @I, ktére sa spelnione w kazdym modelu dla zmiennych
z ZM. Zachodzi oczywiste

STWIERDZENIE 1. Dla dowolnego ¢ z ¥ :

(i) dla kazdego modelu u: ¢ € SAT(y, Z) Wtw t () € SAT(u,@ )
(ii) o e TAUT(Y) wtw tlo) e TAUT(<I> ).
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Oczywiécie, mozemy zdefiniowaé inne funkcje ttumaczenia, dla
ktérych prawdziwy byiby odpowiednik powyZszego stwierdzenia. s
3.2.Ttumaczenie formul z QI na formuly z ¢ Z[M Na zbiorze ¢ _
okreélamy w sposéb rekurencyjny funtcje t_ przyjmujaca wartoSci w
zbiorze <I> (funkc je tlumaczenia z Qv na ¢ %

t_(xestS) = xestS dlaSe€ZM i x € VAR
t:(zestv) = X=X dla x € VAR
tz(zest(§+l_’_)) = (tz(_)gest_s_)vtz(gc_estz)) dlaSPeT
tz(gest(_S_gP_)) = (t2(5e5t§)/\t2(§est£)) dla SSP e T
tz(gest§’) = -utz(zest§) dlaxe VAR i SeT
tz(k_)ggo) = kgtz(w) dla x € VAR i k e {v, 3}
t (o) = At (¢}

t (p89) = (t (p)§t (¥))

Pr‘zyjmijmy. 2e

dla § € {A, v, 3, &}
ST, 0% :=saT(,00)ne™ oraz TAUT(Z™:=TAUT(@ )neZ". Zachodzi
oczyw1ste stwierdzenie:
STWIERDZENIE 2. Dla dowolnego v o) : "
(i) dla kazdego u: ¢ € SAT(;J,¢=) wtw tz(so) € SAT(p,2_")
(i) ¢ e TAUT@D) wtw t (o) e TAUT(6Z™).
3.3.Ttumaczenie formut z § na formuty z MRP . W standardowy sposéb
okre$lamy zbiér SAT(u,MRP___) formu! z MRP _ spetnionych w modelu u
oraz zbiér TAUT(MRP_) tautologii monadycznego rachunku predykatéw
z identyczno$cia, tj. formul z MRP _ spetnionych w kaidymmmodelu.
Oczywiste jest, 2e dana f ormula nalezy do SAT(u,9”) (odp.
TAUT(<1>ZM )) wtw utoZsamiana 2z nig formuta z MRP_ naleiy do
SAT(u,MRP_) (odp. TAUT(MRP_ ). IM
Zlozenie tzotl : Y- @ZM jest funkcja ttumaczenia z } na & _
Dla dowolnego ¢ z ¥ niech t(¢) bedzie formulg nalezaca do MRP=, z

ktéra utozsamiamy formutle tz(tl(o)). Ze stwierdzedd 1, 2 oraz uwagi

poprzedniego akapitu wynika:
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STWIERDZENIE 3. Dla dowolnego ¢ z ¥ :

(i) dla kazdego u: ¢ € SAT(1,Y) wtw t(o) € SAT(u,MRP=)
(i)’ o e TAUT() wtw t(o) e TAUT(MRP_).

§4. Poréwnanie obu sposobéw definiowania tautologii

Widoczna réznica pomigdzy definicja tautologii z 1.2. a defi-
nicja tautologii z 2.4. polega na tym, Ze ta pierwsza méwila o
wszystkich podstawieniach nazw generalnych, podcias gdy druga mdw;
0 wszystkich przyporzadkowaniach zbioréw. W paragrafie tvim sprébu-
Jjemy oszacowad te réznice.

Pewnga, marginesowa réZnice stanowi zmienno$é U : pierwsza de-
finicja zaktadata, ze Jezyk, ktérego nazwy sg podstawiane za
zmienne, jest calkowicie zinterpretowany i nie pozostawia Zadnej
mozliwodei wyboru zakresu przedmiotéw. Jezeli chodzi o postulat
niepustoéci U, to Jest to czysto techniczne udogodnienie, a nje
zaden filozoficzny dogmat koniecznoéci istnienia (analogiczna sy-
tuacja wystepuje w rachunku predykatéw). Odrzucamy puste uniwer-
sum, aby nie odrzucié wielu formut, ktére sg przy niepustym uni-
wersum tautologiami (np. exS v exS’, exV, ViV, -(S=s’), sVav’).

Rozwazmy teraz podstawowa  réznice: réZznice  pomiedy ,
pPrzyporzadkowaniem zbioréw i podstawianiem nazw generalnych. Z .

dnej strony zauwazmy, 3ze kazdej nazwie generalnej mozem

Poniewaz  zbiér TAUT(MPR=) Jest rozstrzygalny i funkcja tlumacze-
nia t podana Jest w  sposéb efektywny, wiec na mocy tego stwierdze-
nia  réwniez rozstrzygalny jest zbidr TAUT(Z). W rozprawlie doktor-~
skiej rozstrzygalnog¢ tego  zbioru udowodnlono takze w
bez korzystania z rozstrzygalnodci zbloru TAUT(MPR=), Mianowicie.
rozstrzygalnoé¢ TAUT(Z) wynika z udowodnlonego lematu, w ktérym

podano  skoficzone  oszacowanie gérne mocy  modeli weryfikujacych
formule.

Inny  sposéb,

dana
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- {agam
porzadkowad jakié zbiér bedacy jej zakresem. Stgd wyciagamy

rz . N .
= kazda formula bedaca  tautologia W  nyjeciu

wniosek, Ze . og! .
jomnogoéciowym jest réwniez tautologia w ujeciu leksykalnym
teor

Istotnie, majac konkretne podstawienie °, mozemy kazdej zmiennej §
przyporza,dkowaé w sposéb jednoznai:zny zbidr bedacy zoakreserfx naz:pn):
g°. Zatem podstawienie konkretne wyznacza model p no tomlwirs i
l—]°:= U {zakres nazwy S° : S € ZM} i funkcji denotaCJ'l ‘d (_S_):—- za
kres nazwy §°, dla SeZM. Na mocy warunkéw prawdziwosc‘l zdani ; o(::;
finicji spetniania otrzymujemy, 2°e dla ¢ z ¥ : .zdame. ?:2(3“ '
jest prawdziwe wtw o € SAT(un ,}). Stad otr;zmeJce.my, ze; J L
e TAUT(}), to dla dowolnego podstawienia zdanie sub (o) jes
praWdew:liugiej strony, gdyby kazdy =zbiér byl wyznaczony .przez
jaka§ nazwe generalna (jako jej zakres), to mozZna by udowodmé. po-
dobnie jak wyZej, 2e réwniez kazda formuta beda.ca taut?lc:')gla, w
ujeciu leksykalnym jest tautologia w ujeciu teoriomnogosciowym.
Zatem  podstawowa réznica  bytaby  nieistotna. J.ednak w
rzeczywistoéci brakuje nam nazw; nie kazdemu zbiorowi mozZemy przy-
porzadkowaé taka nazwe generalna, ktérej byiby on ’z:';\kr‘es.err; Sp:::l;
dowane jest to tym, iz przy nieprzehcza:loneJ iloéci zbioréw
jedynie przeliczalng ilo§é nazw generalnych . )
Ostatnio oméwiona rozbiezno§éé miedzy zbiorami a nazwami gene

. . N tes
ralnymi moZe sklonié do przypuszczenia, ze istnieje

rozbieznoé¢ pomiedzy dwiema definicjami tautologii. Jednak tak nie

10

sle bowiem na proste 1 zloZzone. Na-

1
Nazwy kazdego Jezyka dzlela e o

zw prostych Jest zawsze skorficzona liczba, nazwy

zZw  mozli~
nym} kombinacjeml nazw prostych, wobec tego wszystkich na

imierza Ajdu-
wych jest liczba przeliczalna" - jest to poglad Kazlm e
kiewicza przedstawlony w "Sprawozdaniu z dzlatalno$c g o
ewic > i
Pracownl Logikli Polskle] Akademli Nauk za IV kwartat
mieszczonym w Studia Logica V, rok 1957, s. 138.
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jest, brak nazw generalnych nie ma Zadnego wplywu na definicje
tautologii, jezeli tylko jezyk, ktérego nazwy podstawiamy za
zmienne, jest dostatecznie bogaty dla elementarne j teorii liczb. W
takim jezyku dowolna formuta, ktérej kazdy substytut jest prawdzi-
wy, bedzie réwniez spetniona przez dowolny model.

Zadanie aby Jjezyk naturalny byl dostatecznie bogaty dla ele-
mentarnej teorii liczb nie jest wygérowane. Elementarna teoria
liczb obejmuje tylko to, co moZna powiedzie€ o liczbach natural-
nych w terminach dodawania, mnoZenia, identycznodci, spéjnikéw
zdaniowych, kwantyfikatoréw ze zmiennymi przebiegajacymi zbiér
liczb naturalnych i z uZyciem nazw indywidualnych poszczegélnych
liczb; bez Zadnych zbioréw. Zadanie to przedstawia  sie
nastepujaco: dla kazdej formuty elementarnej teorii liczb z Jjedna
zmienna wolng istnieje w jezyku naturalnym taka nazwa generalna,
ktérej zakres pokrywa si¢ ze zbiorem liczb naturalnych
spetniajacych te formute 1

W dowodzie tego, iZ przedstawione Zadanie jest wystarczajace
dla wykazania zakresowej réwnowaznoéci obu def inicji, korzystaé
bedziemy ze znanego wyniku Hilberta i Bernaysa z metateorii ra-
chunku predykatéw. Wykazali oni, Ze kaZzda formuta rachunku predy-
katéw (z identycznoscia), ktéra Jest spelniona w jakimé modelu,
jest tez spelniona w takim modelu, w ktérym uniwersum jest zbiorem
liczb naturalnych, za$ relacje (zbiory to relacje unarne) przypo-
rzadkowane zmiennym predykatowym sa wyznaczone przez zdania otwar-
te elementarnej teorii liczb.

Niech ¢ bedzie dowolna formuta z ¥ spetniona w pewnym modelu

dla zmiennych z ZM. Na mocy stwierdzenia 3 domknieta formula t(¢)

1
Oczywiscle, zblér formut elementarnej teorti llczb  jest przeli-
czalny.
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nalezaca do MRP_, jest réwniez spetniona w tym modelu. St.a,d. na
mocy wyniku Hilberta i Bernaysa istnieje model (N,d) .spetmaJa,cy
formule t(o), w ktérym d(S)={neN : a_s_(n)) dla jakiej$ fornfuty‘
«.(n) elementarnej teorii liczb (SeZM). Jezeli teraz w domkm.ete_]
fc%rmule t(c) podstawimy za kazdy egzemplarz formuty atomowej Sx
egzemplarz ormuty aslg), to otrzymamy prawdziwe zdanie elementar-
nej teorii liczb (dok_kadnie j: prawdziwe w jej modelu st.andardo-
wym)lz. Jednak nic sie nie popsuje, jezeli warto$ciami zmxemlxgch z
VAR beda, oprécz liczb naturalnych, jakie$ inne przedmioty ™. Na
mocy przyjetego >dostatecznego bogactwa jezyka naturalnegos¢, dla
dowolnej zmiennej S istnieje taka nazwa generalna, ktérej zakresem
jest zbiér {neN : as(n)). Podstawienie tych nazw w formule o da
zdanie prawdziwe. Bi-EJra_c pod uwage powyZzsze rozumowanie na mocy
transpozycji otrzymujemy: jezeli o ma kazdy substytut konkretny
falszywy, to ¢ nie jest speilniona w Z2adnym modelu. Lecz - skoro
ostatnie stwierdzenie byto prawdziwe dla wszystkich formut z Y,
wiec méwiac o danej formule moZzemy wykorzystaé go réwniez do nega-
cji tej formuly. Otrzymamy wtedy: dla o € r

jezeli kazdy substytut konkretny formuly o jest prawdziwy, to

o jest spelniona w kazdym modelu.
§5. ZaangaZzowanie ontologiczne logiki nazw

W paragrafie tym chcialbym oméwié kwestie »zaangazowania on-
tologicznegoc bezkwantyfikatorowego rachunku nazw, zwigzanego z

wprowadzong semantyka teoriomnogoéciowa,.

12 Zakladamy, 2e podstawienie zmlenne] X byloby dopuszczalne, gdyz

tatwo mozna dokonaé odpowledniej zmiany zmlennych zwiazanych.

13 Mozna to pokazaé wzorujac sl¢ na rozwazaniach z [29] s. 196.
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Przyjmijmy, ze J jest Jjezykiem naturalnym, ktérego nazwy ge-
neralne maja byé podstawiane za zmienne z ZM. Uniwersum danego
modelu ma reprezentowaé zbiér przedmiotéw, ktére mogg by¢ desygna-
tami nazw generalnych jezyka J (inacze j: wéréd ktérych maja
wystgpowal wszystkie desygnaty nazw podstawianych za zmienne z
ZM). Przypomnijmy, 2Ze wartodciami funkcji denotacji maja byé
podzbiory uniwersum modelu. Jednak nie znaczy to, iz zaktadamy, Ze
do tego uniwersum maja naleze& w ogéle jakieé zbiory. Propozycja
zwiazana z uZyciem teoriomnogo$ciowych modeli idzie w tym kierun-
ku, Zzeby zbiorami (w tym réwniez parami uporzadkowanymi) operowad
wylacznie w metajezyku - zwyklym, niesformalizowanym Jezyku, w
ktérym opisujemy i rozwazamy jezyk J jak réwniez zbidr termdéw i
formul zdaniowych bezkwantyf ikator‘owego. rachunku nazw, oraz ich
semantyke. Przyktadowo, kiedy méwimy, e funkcja denotacji przypo-
rzadkowuje zmiennej S zbiér liczb naturalnych, nie musimy bynaj-
mniej zaktadaé, Ze do uniwersum modelu (utoZzsamianego z dziedzina
Jezyka J) nalezy zbiér liczb naturalnych. Wystarczy przyjaé, ze
naleza do niego poszczegblne liczby naturalne. Zbiory naleza do
aparatury naszych badarf nad jezykiem J oraz nad zbiorem formut ra-
chunku nazw, i to nam wystarcza. Uzytkownik jezyka J jak réwnie
ten, ktéry stosuje rachunek nazw do Jezyka J (tj. wykorzystuje
Jjego tautologie do stwierdzania zwigzkéw wynikania Zzachodzacych
pomigdzy zdaniami jezyka J) nie musi przyjmowaé teoriomnogoéciowe j
ontologii. Przytoczmy tutaj stowa W.V.0.Quine’a z [27}:
"Przywiazuje duZe znaczenie do tradycyjnego rozréznienia pomiedzy
terminami ogélnymi {w polskiej literaturze: nazwami generalnymi; u
Quine’a wystepuja puste terminy ogélne, A.P.] i abstrakcy jnymi
terminami indywiduowymi,... ma ono bowiem konsekwencje dla ontolo-
gii: postugiwanie sie terminem ogblnym nie 2obowigzuje nas jeszcze

do wprowadzenia odpowiedniego przedmiotu abstrakcyjnego do nasze J
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109). W jezyku J =zakladamy jedynie istnienie

ontologii..." (s. !
nazw generalnych (w terminologii Quine’a - terminéw ogélnych).
"Istnienie termiéw ogélnych jest - niezaleznie od okolicznoéci ich

wprowadzenia - faktem wielce pomy$élnym. Bez tych terminéw jezyk

bylby niemozliwy, a my$lenie bardzo prymitywne." ([27], s. 111).

37




Rozdziat III

Fragmentaryczne teorie bezkwantyf ikatorowego rachunku nazw

§1. Formuly fragmentarycznych teorii bezkwantyfikatorowego

rachunku nazw

1.1.Termy. Przyjmujemy oznaczenia zbioréw symboli podane w 4.2.
rozdz.l. Niech sn <« SN. Wtedy zbiorem formut nazwowych (inaczej:
terméw) wyznaczonym przez zbiér sn Jest najmniejszy zbiér 5" 2a-
wierajacy zbiér ZMu(snn{V}) i spelniajacy ponizsze warunki:
—jeieli_S_eTsn i ' esn, tog’ eT"
- jezeli SP € T°" i § e snnFIY, to (S§P) € T
Zauwazmy, Zze gdy sn=@, to Tgn=ZIM; gdy sn={V}, to Tsn=ZMu{V); za$
gdy sn=SN mamy T'=T. W ogblnym przypadku T°" sktada sie z tych i
tylko tych terméw nalezacych do T, w ktérych nie wystepuja symbole
ze zbioru SN\sn.
1.2.Formuty zdaniowe. Niech T°" bedzie zbiorem terméw wyznaczonym
przez zbiér sncSN, za$ fzcFZ, przy czym fzanZz#z. Wtedy zbiorem
formut zdaniowych wyznaczonym przez zbiér s =snufz jest najmnie jszy
zbiér =° spetniajacy ponizsze warunki:
—jeieli§eTm i § efzanZ‘, to §§ei.s
jezeli SP e T°" i § e fznFZ%, to S§P € 5°
- jezeli o € Zs, R
~ jezeli 0,0, € i § €A, Vv, 3 e}, to (0'1§o'2) es®

=° sktada si¢ z tych i tylko tych formut naleZzacych do . w kté-
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rych nie wystepu ja symbole ze zbioru S\s.

1.3.0znaczenia. Przyjmijmy umowe, Ze litera T (odp. ¥) razem. A ‘od—
powiednimi symbolami ze zbioru SN (odp. $) wystepujacymi jako
indeksy gérne, bedzie nazwa zbioru terméw (odp. formut zda.niowych)
Wyznaczonego przez zbiér ztoZzony z wymienionych symboli. Zatem
nazwa T§1""’§n (odp. 2§1""’§") oznacza zbiér termdéw (odp. for-
mut zdaniowych) wyznaczony przez zbiér {§1,...,8n}, gdzie nzl oraz
§1,...,8n € SN (odp. S). Zgodnie z powyzsza umowa kc\;/le jnosé i.ndek—
séw gérnych jest obojetna oraz mamy przyktadowo: T = jest zbior.em
terméw wyznaczonym przez zbiér (V}, tj. zbiorem ZIM:(V); T ' jest
zbiorem terméw wyznaczonym przez zpiér {v, +}; ¥ Jjest zbiorem
formul wyznaczonym przez zbiér {(ak; Zl'v’+ jest zbiorem formul wy-

znaczonym przez zbiér {i, V, +h
§2. Fragmentaryczne teorie bezkwantyfikatorowego rachunku nazw

Logika dysponuje bardzo ogblnym pojeciem teorii. Mianem tym
okreéla sie dowolny zbiér formul zdaniowych X zawarty w pewnym
i j eracje kon-
zbiorze formul Y oraz domknigty ze wzgledu na J:aka,é op " J?ZY*ZY
sekwencji w sensie Tarskiego, tzn. dla pewnej operacji C:
speiniajacej warunki: dla Z,ZI,Z2 cY

a) Zc (2

b) jezeli Z1 c Zz, to C(Zl) < C(Zz)

c) cc(2))=c(2) ‘
mamy C(X)=X. Elementy zbioru X, to tezy (twierdzenia) teorii X;
zatem w tym ujeciu teorie utoZzsamia si¢ ze zbiorem jej tez. Mozna
podaé rézne sposoby wyznaczania tez teorii X. Jednym z nich jest

14
j i m wskaza-
podanie Jjakiego$ systemu dedukcy jnego .‘l’x teorii X , inny

14 Wzorujac sl¢ na Carnaple odrézniamy teori¢ od Jej systemu deduk-
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nie odpowiednie j klasy modeli charakterystycznych teorii X.

Niech T°" i =° bede zbiorami okreflonymi w 81. W niniejszej

pracy jako teorie logiczne interesowaé nas bedg te podzbiory zbio-
ru Z ktére sg domkniete ze wzgledu na podstaw1emowo-odrywamowa,
operacje konsekwenc ji cn® » ktéra okre§lamy ponizZej.
2.1. Podstawxemowo-odrywamowa operacja konsekwenc,ji Cn Regula
nad zbiorem £° Jest dowolna relacj Ja zawarta w iloczynie kartezjaf-
skim (=° ) przy dowolnie wybranym n>l. W pracy tej bedziemy czesto
korzystaé z dwéch regut nad £° ; reguty odrywania r ie (= i 3zde-
finiowanej warunkiem

(01,0'2,03) € r‘: wtw o =(o-2=>o- )
oraz reguly rf e (£9° podstawienia terméw z T°" za zmienne, ktérg
zdefiniujemy ponizZej.

Jednoczesnym podstawieniem terméw z T°" Za Zmienne z ZIM Jest
dowolna f unkc ja okreSlona na ZM i przyjmujaca wartofci w T Fun-

kcje e: ™" mozna rozszerzyé do endomorfizmu A€ Tsn sn

ktéry
Jest Jednoznacznym  homomorf icznym  rozszerzeniem f unkcji e
spemhiajacym nastepUJace warunki rekurencyjne: h (V) V, za§ dla
pozostatych SP z T » &8y ‘ € sn, to h (S )=h (S)’ gdy § e
snr\IFlN to h (S§P)—(h (S)§he(P)) Nastepnie rozszerzamy W sposéb
Jednoznaczny funkcj je R na zbiér Z przy czym h (}: )cZ » Za pomocs,
warunkéw rekurency jnych: gdy 8&esnFz' , to h (§§)= §he(§), gdy
§eSOFZ”, to h(SERI=h®(S)ShO(R), h®(~0)=hS (o), gdy §eln, v, =,
o) to h%0 g0 )=(h%(e )50 )).

Mozemy teraz zdef‘ xmowaé regute r E(Z 52 warunkiem:

(0' o, )er wtw dla pewnego e:ZM-T>" o =h (0‘)

M6w1my, 2e zbiér Ycz© Jest domkmety Ze wzgledu na regute r

cyjnego. Dana teoria moze mleé wlele systeméw dedukcy jnych (4],
[sh.
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S . . .
3G .00 €T ezeli
nad T°, symbolicznie r(Y), wtw dla dowolnych o,o L " J

,o €Y pociaga ce€Y. PoléZmy
k
g : S . LS
Cn®(2):=  {¥es® : Zey i (V) i r(Y)

tzn Cns(Z) jest najmniejszym zbiorem zawierajacym zbiér Z i domk-

(o‘l,...,o' ,O)Er, to warunek O e

nietym ze wzgledu na reguly rfi rf. Oczywsi§cie Cnsjest operacja
konsekwencji w sensie Tarskiego na zbiorze Z°.
2.2.Fragmentaryczne teorie. Teorig logicznas bedaca podzbiorem
zbioru =° domknietym ze wzgledu na operacje¢ Cn~ nazywamy fragmen-
tarycznym bezkwantyfikatorowym rachunkiem nazw. Oczywiécie,
Cn (X)—X wtw ro (X) ir (X) Rachunek X jest sprzeczny wtw X=5.
Latwo zauwaiyé Ze r (TAUT(})) i r (TAUT(})), oraz TAUT(})=Y.
2.3.Teoria KRZ(Z®). Przmex jmy, iz zbiorem formu! klasycznego ra-
chunku zdafi jest najmniejszy zbiér zawierajacy zbiér zmiennych
zdaniowych oraz domkniety na poprzedzanie formu! symbolem - i
Iaczenie za pomoca stalych A, v, 3, & oraz nawiaséw. Niech KRZ(ZS
bedzie zbiorem formut z Zs, ktére sa podstawieniami iakichko;Wiek.
tautologii klasycznego rachunku zdaf. Oczywiécie r‘o(KRZ(Z N i
ry(KRZ(z®)) oraz KRZ(Z®)==°.

§3. Teoria TAUT(Z®)

Niech Tsn oraz poud beda zbiorami okreélonymi w §l.
3.1.Zbiér SAT(u,Zs). Dla dowolnego modelu u przyjmijmy:
SAT(,=°):=SAT(,T)nE’ |
Zbiér ten mozna réwniez okre$li€é w sposéb réwnowazny rekurency j-
nie, odrzucajac z indukcyjnej definicji zbiorusSAT(u,Z) warunki
dotyczace formut atomowych nie nalezacych do Z°. L;ioina przy tym
ograniczyé przedhuzenie funkcji denotacji do zbioru T
3.2.Zbiér TAUT(Z®). Przyjmijmy TAUT(Z®):=TAUT(DAZ®. Oczywikcie
ceTAUT(E®) wtw dla kazdego modelu g mamy a'eSAT(y,ZS). Zauwazmy, Ze
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rP(TAUT(E)) i ri(TAUT(Z®)), oraz TAUT(E®)#2®, czyli TAUT(ES) jest

. 18
teorig .

§4. Puste uniwersum

Z teoretycznego punktu widzenia interesu jace moze byé rozsze-
rzenie klasy modeli dla zmiennych z ZM o jeszcze jeden model
(z pustym uniwersum) oraz zbadanie dla jakich sc$ zbiér TAUT(E®)
pokrywa sie¢ ze zbiorem formut z Esspetnionych w kazdym modelu z
rozszerzonej klasy.
4.1.Model z pustym uniwersum. PoniewazZ 26=(0}, wiec istnieje
dokfadnie jedna funkcja okreflona na zbiorze ZM i przyjmujaca war-
toSci w zbiorze {@}). Te funkcje stala oznaczymy przez dé
Dopuécimy jeszcze jeden model dla zmiennych z ZM. Polézmy
pz:=(z,dz). Przedluzenie D: funkcji dg w modelu M, na zbiér T,
jest réwniez funkcja stals o wartodci @ '°
4.2.Spelnianie w modelu My Zbidér SAT(u 2,,):) definiujemy w sposéb
rekurencyjny tak samo jak dla modeli o niepustym uniwersum (p.2.3.
rozdz.Il). Ponadto, dla odpowiedniego zbioru symboli sc$ poléZzmy
SAT(uz,ZS):=SAT(uz,Z)nZS. Zbiér ten mozna réwniez okre§lié (w
réwnowazny sposéb) rekurency jnie.

Zauwazmy, Ze nastepujace formuty exV, ViV, exSvexS’, -(S=S’),
Va'V oraz -=VaV’ nie naleza do SAT(uZ,E) cho¢ naleza do TAUT(Y).
4.3.Zbiér TAUT’(z%). Niech T i £° beda zbiorami okre§lonymi w
§1. Pot6zmy TAUT(E%):=TAUT(})nSAT(u #=). Zatem TAUT?(=®) sktada

15 8
Ponlewaz TAUT(Z )=TAUT(ZINE® oraz zbiory TAUT(X) 1 X° 83 roz-

strzygalne, wiec réwniez rozstrzygalna Jest teoria TAUT(Z s w
rozprawle doktorskie] dla réznych s podano oszacowanie gérne  mocy
uniwersum  modell weryflkujacych  formulty  teorii TAUT(Z i mniejsze
niz oszacowanlie dla TAUT(Z) (przypis 9).

16 Zauwazmy, ze dla kazdego U#@ : ng)=(U,0)*(z)-
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sie z formul nalezacych do £° ktére spelnione sa w kazdym modelu
dla zmiennych z ZM. . . e
Oczywiécie  TAUTZ(E)CTAUT(E®)  oraz  r(TAUT'(Z%) .
r>(TAUT (ZS)) . Ponadto, bezpoérednio z okre§leri zbioréw TAUT(Z")
L 3
i TAUT?(£®) wynika:
LEMAT 1. Jezeli istnieje model ';_o o niepusstym uniwersum taki, Ze
SAT(u ,Ss)=SAT(uz,ZS), to TAUT(Z®)=TAUT?(z").0
o . .
Z powyzszego lematu otrzymujemy stwierdzenie:
STWIERDZENIE 4. JeZeli snc{+, +}, to TAUT(ZS)=TAUT°(ZS). y
DOWOD: Niech U bedzie dowolnym zbiorem niepustym. PrzedluZenie D%
funkcji d_ w modelu (U,dz) na zbiér T, przyjmuje na zbiorze TS
"]

U _n@
jedynie warto$é o, gdyz sue=eo=sn@. Stad Dngsn =D sn - Zatem

o|
SAT((U,d )Zs)=SAT(uz,Zs) i z lematu 1 otrzymujemy dowodzona réw-
t] z »
no$é.o
Powyzszego stwierdzenia nie moZna odwréci€, gdyZz nie zachodzi
2..S .
nawet (stabsza) implikacja: jezeli TAUT(ES)=TAUTZ(=®), to niepraw-
da, 2e zaréwno Vesn i ‘esn. Swiadczy o tym réwnosé
v,+ ‘e ’Vl+o’). H 1 ma—
TAUT(ZC’ ' P )=TAUT (Ze ), ktéra otrzymujemy z le
tu 1 biorac p =({1,2},d ).
o 2 s S @, .S
Z definicji spelniania wynika, i2 KRZ(Z")cTAUT (Z7). Ponadto
2 s
dzieki zaloZeniu snFZ %o mamy KRZ(Z 5)#TAUT (Es), gdyz przyktadowo
formuty SaS, S=S, SaPsSa’S, SiP e PiS, SeP & PeS, -SeS, =Se’S,
~S0S, SeP+SeS, =~SeS, S=P=P=S oraz Si!P & Pi!S nalezace do TAUT(}),

nie sa podstawieniami Zadnej tautologii klasycznego rachunku zdarn.
§5. Pewne problemy logiki tradycyjnej
5.1.Sylogistyka Arystotelesa. Wedlug Jana Lukasiewicza sylogistyka

Arystotelesa (dotyczaca zdaf asertorycznych) byla teoria zwiazkéw

logicznych zachodzacych pomigdzy zdaniami kategorycznymi wymienio—
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nymi w §l. rozdz.l. ([12), [13], [14]). Zatem mozemy bada¢ ja - w
tym ujeciu - w zbiorze Za,i,o,e' Jak wiadomo nje wszystkie  prawa
wyréZnione przez sylogistyke naleza do TAUT(f’i'O'e). Niektére =z
nich przeksztatcaja sie w zdania fatszywe przy pewnych podstawie-
niach nazw pustych (np. SaP=2SiP oraz SeP»SoP). Zatem sylogistyka
ha pewno nie dopuszczata podstawieri nazw pustych za zmienne. Ale
nie jest wyraznie powiedziane, czy sylogistyka dopuszczata podsta-
wienia wszystkich niepustych nazw generalnych (w tym Jednostko-
wych), czy tylko nazw ogélnych. kukasiewicz twierdzit, Ze "Arysto-
teles nie okreéla nigdzie, co wolno za te zmienne podstawiad. Z
przyktadéw wynika, ze nalezy za nie podstawié tylko nazwy ogélne,
Jjak cztowiek, biaty, tabed?. Sylogistyka Arystotelesa Jest to wiec
pewien fr‘agmentar'yczny system logiki nazw, w ktérym nie sg
uwzgledniane anij nazwy jednostkowe ani hazwy puste” ([13], s.22I;
podobne poglady wyraza bukasiewicz w [12] i [14]). Jednak Z seman-
tycznego punktu widzenia, wybér ktéregos =z powyZszych rozwiazar
Jest sprawa zupemie obojetna, gdyz - jak pokazemy w nastepnym pa-
ragrafie - dla dowolne j formuly ¢ z Za,i,o,e mamy:

¢ jest prawdziwa przy kazdym podstawieniu nazw niepustych wtw

o jest prawdziwa przy kazdym podstawieniu nazw ogélnych.
Prawami sylogistyki Arystotelesa zdan asertorycznych (w ujeciu
Lukasiewicza) sa wlagnije formuly z za,i,o,e spetniajace jedna ze
stron powyzszej réwnowaznoéci.
5.2.Negacja Przynazwowa w logice tradycyjnej. Jan Lukasiewicz
uwazal, Ze Arystoteles wykluczyt z sylogistyki tzw. "terminy prze-
czace". Nie wchodzac w szczegbty historyczne, mozemy przyjaé, ze
Juz w drugiej polowie XIX w. byla opracowana pewna teoria
dotyczaca zwigzkéw logicznych zachodzacych pomiedzy zdaniami kate-

gorycznymi uwzgledniajaca logiczne wtaéciwosci nagacji przynazwo-
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j j ii zliwa jest juz w zbiorze
wej”. Rekonstrukcja tej teorii moz J

Za,i,o,e,'. W postaci systemu dedukcyjnego rachunku nazw dokonatl
jej A.Wedberg w [34]. Zbiér tez tego systemu pokrywa si¢ ze zbio-

rem formul z Ea,i,o,e,’ prawdziwych przy kazdym podstawieniu tzw.

nazw limitowanych, . N
[30], [3]). Jednak do nazw limitowanych naleza wszystkie nazwy je

tj. nieuniwersalnych nazw niepustych ([34],

dnostkowe (o ile uniwersum wszystkich przedmiotéw nie jest zbiorem
j j L

jednoelementowym). Zatem i tutaj - z podobnych powodéw jak w S

- moZemy zastanowié si¢ nad dopuszczalno$cig podstawien jednostko-
wych nazw generalnych za zmienne. Jednak - podobnie jak w 5.1 -
odrzucenie podstawiedi nazw jednostkowych niczego nie zmienia (z
unktu widzenia zasobu praw), gdyz - jak' pokaliemy w nastepnym pa-
P . a,i,o,e, mamy:

ragrafie - dla dowolnej formuty ¢ z ¥

o jest prawdziwa przy kazdym podstawieniu nazw limitowanych
wtw ¢ jest prawdziwa przy kazdym podstawieniu nazw ogélnych,
ktére nie oznaczajs przynajmniej dwéch przedmiotéw.

Oczywiécie, negacja nazwy limitowanej jest réwniez .nazwa,
limitowana. Podobnie negacja nazwy ogdélnej nie oznaczajacej przy'-
najmniej dwéch przedmiotéw jest réwniez nazwa ogblng nie
oznaczajaca przynajmniej dwéch przedmiotéw. Dla nazw tego typu wy-

bratem krétki termin nazwa ogdlno-limitowana.

§6. Spelnianie w zawezonych klasach modeli.

Tautologicznoéé w sensie tradycyjnym

i i i rzez
Niech T°" i =° beda zbiorami okre$lonymi w §l. Oznaczmy p

n, W poczatkach XIX wleku ... oprécz 24 poprawnych trybdv:sjlsylc;i:sz—
tycznych obejmowala ona formuly obwersjl, opozycli, konwew ores
kontrapozycji .. Inwersja .. wyréZniona zostala doplero
glej polowie XIX wieku" - [3], s. 13
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K klase wszystkich modeli o niepustym uniwersum oraz przyjmijmy
—Ku(u 3
6.1.0gramczenia przy podstawianiu nazw. Zawezenia klas wszystkich
modeli. Podstawienie konkretne ° nazw za Zmienne nazwowe nazywamy
podstawieniem nazw niepustych (odp. ogélnych, limitowanych,
ogblno-limitowanych) wtw dla dowolnej zmiennej S z ZM nazwa _S_°
Jest niepusta (odp. ogélna, limitowana, ogélno-limitowana). Z kla-
s3 podstawieri nazw niepustych za zmienne zwiaZzemy pewna podklase
K"p klasy K, okres$lona ponizej:
Po={u=(U,d)ek : oed(ZM)}.
Podobnie, klasie podstawief nazw ogélnych za zmienne odpowiadaé
bedzie podklasa K° klasy K okreslona ponizej:
K:={u=(U,d)ek : dla kazdego SeZM, Card d(S)=2}.
W punkcie 5.2. analizowaliémy prawa logiki tradycyjnej z negacja
przynazwowa. Jak wiadomo, przy stosowaniu tych praw musimy ograni-
czyé sie¢ do nazw limitowanych. Stabsze ograniczenie, do nazw nie-
pustych, byloby niewystarczajace, gdyz przyktadowo z formuly =S’aS
(prawdziwej przy kazdym podstawieniu nazw limitowanych) otrzymamy
zdanie fatszywe, gdy za S podstawimy nazwe, ktdrej zakresem Jest
niepuste uniwersum. Klasie podstawieri nazw limitowanych za zmienne
odpowiadaé bedzie podklasa Kl klasy K okre§lona ponizej:
K:=(u=U,d)ex : damc2\w o).
OczywiScie, uniwersum modelu z Kl Jest co najmniej dwuelementowe.
Ograniczajac w prawach logiki tradycyjnej z negac ja przynazwowa
podstawienia nazw za zmienne do nazw ogélno-limitowanych, wprowa-
dzimy podklase K°l klasy k:
K™:=(U,d)ek : dla kaidego SeZM, Card d(S)>2 i Card UN\d(S)=2)
Uniwersum modelu z KOI Jjest co najmniej czteroelementowe.
6.2.Zgodnoé¢ terméw z klasami modeli. Z dowolnie wybranego modelu

u=(U,d) i z dowolnego podstawienia e:ZM+T>" utwérzmy model
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(U d), w ktérym d_ (8): —D (e(3)) dla S =z ZlM Stosujac indukcje

o termach tatwo dow1e§é, i2 dla kazdego S z T°" mamy

D (S)—D (r® (8)) N
gdzie h jest funkcja z " w T°"'. Teraz, indukcyjnie po

P

podformutach mozna pokazaé, iz dla dowolnego ¢ z s° zachodzi

(+) o*eSAT(u 2 ) wtw h (o‘)eSAT(u,Z )

gdzie h jest unkc_]a, z ZS }Zs {punkt 2.1).

Niech KcK . Méwimy, Ze zbiér terméw " jest zgodny z klasa,sf
wtw dla dowolnego modelu peK i dowolnego podstawienia e:ZM-T
réwniez ueeK. tatwo udowodnié:

STWIERDZENIE S. ‘

(i) Dowolne z rozpatrywanych zbioréw terméw sa zgodne z klasami
o .

iK.

{ii) ;iechKK bedzie jedna z klas K"p,K°,Kl badZz k°. Wtedy zbidr
yudh jest zgodny z klasa K wiw dla kazdego modelu (U,d)eK
zachodzi odpowiednio
a) eeD (T°™)

b) dla dowolnego S z ", Card DU(§)=2

e) bV ™2’ \w,e}

d) dla kazdego S z T°", Card D (8)z2 i Card U\D (S)>2 1‘:1/+

Teraz latwo zauwazyé, iz jedynie zbiory ZM, T , T iT sg
zgodne z klasg Knp. Identycznie jest dla klasy K°. lPonadto jedynie
zbiory ZM i T’ sa zgodne z klasg Kl. Podobnie dla K° .

Dla Ko:K0 przyjmijmy:

SAT(K,E%):= () {SAT(,E) : peK) .

Oczywiécie, SAT(K,E9)=TAUT(=S) i SAT(KZz%)=TAUT?(Z). Warunek

zgodno$ci zbioru " 2 klasa K jest wazny, gdyz gwarantuje nam t:,

iz podstawienia terméw z 7" w formutach nalezacych do SAT(K,X”)

nie wyprowadza poza zbiér SAT(K,£°): .

STWIERDZENIE 6. Jezeli T°" jest zgodny z K, to r; (SAT(K,E")).
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DOWOD: Trzeba pokazaé, ze jezeli CESAT(K, ) i e:ZlM-'Tsn, to
he(cr)eSAT(K,Zs). Biorac dowolne peK, ze zgodnoéci zbioru TS 2
klasa K otrzymujemy, iz ueeK. Zatem O‘GSAT([J.e,Zs). Stad na mocy wa-
runku (+) mamy he(c)eSAT(u,Zs). o

Oczywiécie,dla dowolnego KCKZ zbiér SAT(K,ZS) Jjest domkniety
ze wzgledu na regute odrywania r‘f .
6.3.Poréwnywanie zawartoéci klas modeli. Dla KCKZ zbiér SAT(K,ZS)
moZemy nazwaé "zawartoécia klasy K". Wprost z definicji mamy:

SAT(K®,£%)cSAT(K, £ )cSAT(K™, 2%)cSAT (K, £5)cSAT (K, =°)

SAT(k™,2%)csAT(K , =%)csATK ", =5)

Zbadajmy teraz sytuacje, w ktérych pewne z tych inkluzji
mozna zastapi€é réwnoéciami. Wczeéniej przyjmijmy pewns umowe
zwiazang z sylogistyka, wykorzystywana réwniez dalej.

Z sylogistyka zwiazane sg funktory reprezentowane odpowiednio
przez symbole a, i, o oraz e. Od nich pochodne sa symbole a’, e,
e, = oraz ex. Oznaczmy przez FSYL zbiér zlozony z symboli wymie-
nionych w tym akapicie. Biorac pod uwage takze inne oznaczenia po-
dane w 4.2. rozdz. I, otrzymujemy:

STWIERDZENIE 7.
a) Jezeli s < SNUFSYL, to SAT(K™,=°)=SAT(K°.5%) oraz

SAT(k"z%)=sAT(k*,=5).

b) Jezeli s ¢ FNUFZ, to SAT(K™,5%)=SAT(K',=°) oraz

SAT(K®,=%)=SAT(k*,=%).
¢)  Jezeli s < FNUFSYL, to SAT(K™,=")=SAT(k®,=)=SAT(K},s")=

=SAT(k*,=%).

DOWOD:

a) Zawieranie SAT(K®,Z°)cSAT(K™,2°). We#my dowolny model
p=(U,d)ek™. Polézmy A:={SeZM : Card d(S)=1}. W przypadku gdy A=o,
wybieramy dowolng funkcje réznowartoéciowa f:AW, gdzie W jest do-

wolnym zbiorem przeliczalnym rozlacznym z U. Z modelu K tworzymy
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model p°=(U°,d°) w nastepujacy sposéb. lJezeli A4=o, to M°==u-
Jeseli zaé A#e, to U:=Uuf(A) i d°(§):=d(§)u(f(M_)° . Me4 1
d(M)cd(S)} dla SeZM. Oczywiscie u’ex®. Przedtuzenie D funkcji d

na zbiorze T, spelniajace odpowiednie warunki rekurencyjne, ma
nastepujaca wiasnoéé: dla dowolnego S z T

(x) D°(S)=D(S)Af(M) : MeA i d(M)eD(S)}. ]

Istotnie, dla zmiennych jest to okreélenie funkcji d , zas§ dla V
mamy D° (V)=U°=Uuf(A)=D(V)U{f(M) : MeA i d(M)cU}. Ponadto zatézmy
idukcy jnie, ze (x) zachodzi dla terméw S,P. Wtedy
D°(S+P)=D°(S)uD’ (P)=D(S)AF(M) : MeA i dM)cD(SHUDERIAS(M) : Med
i —d(M_)cD(_E))=D(§+E)u(f(M) : MeA i d(M)cD(S+P)}, gdy2
D(S+P)=D(S)uD(P) oraz dla MeA zbiory d(M) sa jednoelementowe. Po-
dobnie D°(S+P)=D"(S)nD° (P)=(D(S)u{f(M) : Med i d(M}cD(SHn
ADEPFM) : Med i dMcDPN=(DSNDEIVHSIM) : Med i
dM)cD(SNA{f(M) : MeA i d(M)<D(P)), gdy:‘z U i f(A) sa roztaczne.
Zatem D°(S*P)=D(S*P)AF(M) : MeA i d(M)cD(S-P)}. Na koniec
D°(s")=U°\D° (S)=(Uuf(AIND(SIV{f(M) : MeA i dM)cD(SN=(U\D(S)v
V(FLAN{F(M) : MeA i d(M)cD(S)N=D(S')Af(M) : Med i d(M)<D(S')}
gdyz U i f(A) s rozlaczne, dla MeA zbiory d(M) sa jednoelementowe
oraz D(S’)=U\D(S).

Wykorzystujac (x), indukcyjnie po podformufach mozna pokazaé:
(xx)  SAT(u,=5)=SAT(u",2%).

Gdy A=@, jest to tozsamo$€. Zalézmy zatem, Zze A®2.

Warunek (xx) wystarczy sprawdzié¢ dla formut atomowych, gdyz
dalszy indukcyjny dowéd dla formul ztozonych jest oczywisty. Dla
formul atomowych warunek (xx) wynika z dwéch réwnowaznos$ci:
D(S)cD(P) wtw -D°(S)cD°(P) oraz D(SAD(R)=z wtw D°(S)nD’(P)=o.
Pierwsza réwnowaznoéé wynika z roztacznosci U i f(4). W drugiej, w
oczywisty sposdb D°(8)nD°(P)=o pociaga D(S)nD(P)=g. Ponadto odw-
rotnie, gdy D°(§)nD°(E)==z, to skoro U i f(A) sa roziaczne, wiec
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D(SInD(S)#& lub {f(M) : Med | dM)cD(SHIN{F(M) MeAd i
d(M)c<D(P)}#2. W drugim przypadku poniewaZz f jest réznowartoéciowa,
wiec dla pewnego MOEZIM, atd(Mo)cD(_S_)r\D(E).

Z dowolnoéci modelu p dostajemy dowodzong wyjsciows inkluzje.

Zawieranie SAT(Kol,Zs)cSAT(Kl,ZS): dowodzimy podobnie jak

wyzej z tym, Ze przyjmujemy teraz A:={SeT’ : Card D(8)=1} i
d’(8):=d(S)Iu(F(M) Med i D(M)cd(S)). Musimy pokazaé, e jeli
ueKl, to uoeK°l. Istotnie, poniewaz T’ jest zgodny z klasg Kl,
wigc dla kaZzdego SeT’, e=D(S)*U. Jezeli A=p (u° =u), to dla kaZzdego
SeZM, Cardd(S)1 i CardU’\d(SP1. JeSli zaé 4#a, to dla kazdego
SEZM : Cardd”(SH1 i ponadto UNA°(S)=(UNA(SHU(f(M) : MeAd i
D(M)cUNd(S)}, CardU\d(S)=1 badZ Card UNd(SP>1. W pierwszym przy-
padku S’e4, wiec F(S')eU°\d"(S), czyli Card U\d"(S)>l. Reszte do-
wodu przeprowadzamy podobnie jak poprzednio.
b) Zawieranie SAT(KI.ZIS)CSAT(Knp >0 PR dowolnego modelu
p=(U,d)eg"™® tworzymy model p°=(U°,d°) biorac U°:=Uu(x), gdzie x
Jjest dowolnym przedmiotem nienalezacym do U, za§ d =d. Zatem dla
SeT™", D°(8)=D(§). Oczywicie p’ex’ i SAT(1,=%)=SAT(1°,=5). Z do-
wolnoéci p otrzymujemy dowodzong inkluzje.

Zawieranie SAT(K°1,ZS)CSAT(K°,ZS) :  z dowolnego modelu
u=(U,d)ek’ tworzymy model u’=(’,d°) biorac U°:=Uu(x,y), gdzie x,y
sg dowolnymi réZnymi przedmiotami nienaleZzacymi do U, za$ d’ =d.
Oczywiscie pex® i SAT(,ES)=SAT(1",5). ) Wniosek 2 ) i b). o

W a) istotne bylo zaloZenie, Ze zbiér formuf zostat wyznaczo-
ny bez uzycia symboli: ex!, sol, ¢, g, =, il Przyktadowo, formuty
-ex!S, -solS, =SeS, -vSt-:S, aS=S, -Si!S sa spelnione w kazdym modelu
z g° (odp. |(°l), lecz nie naleza do SAT(Knp,Z) (odp. SAT(KI,Z)).
Podobnie w b) zalozenie o zbiorze s bylo istotne, gdyz przyktadowo
formuly S’iS’ oraz =Va$ sg spetnione w kazdym modelu z Kl, lecz

niektérych modelach z g™ (odp. k°) nie sa spetnione. Na koniec
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zauwazmy, ze dla sc{V, i, e, €, €}, identycznie jak w b) mozna
udowodnié, Ze SAT(KI.ZS)=SAT(K"",ZS). Stad i z a) dla s wyciagamy
wniosek odpowiedni jak w c). .
Z ostatniej uwagi wynika, iz stwierdzenia 6 nie mozna
1 -
odwrécié, gdyz przyktadowo TV nie jest zgodny z K, lecz zbiér
SAT(Kl Zi'v) domkniety jest ze wzgledu na regute podstawiania.
’ i,V . .
Istotnie, ze stwierdzenia 6 zbiér SAT(K™,T"") jest domkniety,
i i,V
zaé SAT(.T" V)= SAT(™.I" ).

Udowodnimy jeszcze

STWIERDZENIE 8. Jezeli sc{ex!, e, €, = i} lub sc{V, -, a, o, =},
s

to TAUTZ(=%)=TAUT(z®)=SAT(K",£°). )

DOWOD: Zawieranie SAT(Knp,}'.S)cTAUTZ(Zs) dla sci{ex!, €, g, =, ilh

z dowolnie wybranego modelu p=(U,d) tworzymy model u =(U ,d ) bio-
rac U’:=U'WU° UIMU{{S} : SeZM), gdzie U::=(d(§)nd(_l?,): S,PeM i
. 1 2 ° —o —o °o ° e .
d(S)nd(P)#@} i U2:=((u Yruel i Card u >1}, oraz definiujac na
ZM funkcje d® w sposéb:
{d(8)} , gdy Card d(8)=1
a’(s):={
- ° o o o . d(S)
{ wWel’: u’cd(S)Huiu eUz T u <2 (s yi{S,{S}, gdy
' jest inaczej
Oczywiscie p.oeK“p.
Niech Card d(S)nd(P)=1. Rozwazmy dwa przypadki:
1° $=P : wtedy Card d(§)=1, wiec d’(S)nd’ (R)={d(S)}.
2° S#P : wtedy d’(s)nd’ (P)=(d(8)nd(P)}. Istotnie, oczywiste jest,
Ze d(§)nd(2)ed° (S)nd’(P). Ponadto przypusémy, ze xed (S)nd (B).
Gdyby er;, to dla pewnego yeU . mielibyémy ycd(S)nd(P) l'Card );:’
co jest niemozliwe. Ponadto, skoro {8,{Shn{P,{P}}=8, wiec xe€ .
Stad @#xcd(S)nd(P), czyli x=d(S)nd(P).
Odwrotnie, niech Card d°(§)nd°(g)=1. Mamy dwa przypadki:
1° S=P : wtedy z okreflenia funkciji d’ mamy Card d(8)=l.




2° S$#P : wtedy dla pewnego xOGU:UU;. (xo)=d°(§)f\d°(2).2atem badZ
z:xocd(§)nd(£) badZ z:yocd(§)nd(2) i xo=(yo). Stad d(S)nd(P)#o,
czyli nalezy do U:. Zatem z definicji funkcji d’ mamy
xo=d(§)nd(g). Zbiér x, musi byé jednoelementowy, gdyz w przeciwnym
przypadku (xo) réwniez nalezatoby do d°(§)nd°(E), co jest sprzecz-
ne z zaloZeniem.

Teraz, indukcyjnie po podformutach, mozZna tatwo pokazaé, zZe
SAT(M,ZS)=SAT(;1°,ZS). Formuta atomowa Si'P (odp. ex!'S, SeP, SeP,
S=P) jest spelniona w u wtw Card d(S)nd(P)=l (odp. Card d(S)=I,
Card d(S)=1 i Card d(8)nd(P)=1, Card d(S)=1 i Card d(S)nd(P)#l,
Cardd(S)=1=Cardd(P) i Cardd(S)nd(P)=1). Zatem odpowiednie formutly
sg spelnione w uo, i odwrotnie.

Z dowolnoéci p otrzymujemy dowodzona inkluzje.

Zawieranie SAT(KnP,Zs)cTAUTz(Zs) dla sc{v, -, a, o, =} : z
dowolnie wybranego modelu u=(U,d)eKz tworzymy model u°=(U°,d°)
biorac U°:=T""" i d°(S):=(MeU° : D(M)cd(S)). Model p°ex™, gdys
Sed’(S). Ponadto, dla wszystkich S =z T+’., D°(§)=(MGU°
D(M)cD(8)}. Stad D(S)cD(P) wtw D°(S)cD°(P). Zatem latwo pokazaé,
ze SAT(1,2%)=SAT(u",2°). o

Zalozenie o zbiorze s bylo istotne, gdyz przyktadowo f ormuly
SiS, (SaP A PeP)sPaS, ex!Vsex!S, ex!V=SaP, solSeex!S, (SaP A
solP)sPaS, (solS A -SeP)»SeP’ i -~SaS’ sa spelnione w kazdym modelu
z K'?, lecz nie naleza do TAUT(}).
6.4.Tautologiczno§¢ w sensie tradycyjnym. W przypadku, gdy zbiér
terméw T jest zgodny 2z klasa modeli Knp (odp. Kl), tj. gdy
snc{V,+} (odp. snc{’}), wprowadzamy dla formut z £° pojecie tauto-
logii w sensie tradycyjnym:

TAUTY(E"):=SAT(K™,Z%)  (odp. TAUTHES):=sAT(¢' 25))
Zauwazmy, Zze w przypadku, gdy zbidr ™" jest zgodny zaréwno z kla-

sa K™ jak i z klasa k', tj. gdy sn=e (T°"=zM), na mocy stwierdze-
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nia 7b mamy SAT(K“",ZS)=SAT(K',ZS). Zatem w tej sytuacji oba
pojecia tautologii w sensie tradycyjnym sa réwnozakresowe.

W zwiazku z powyzszym mozemy oba pojecia potaczyé w jedno, gdyz
gdy dotycza tych samych formul, to pokrywaja sie.

Na terenie sylogistyki tradycyjnej, gdy scia, i, o, e, =}
(symbole a’, e, e” oraz ex sa w tym przypadku zbedne), na mocy
stwierdzenia 7alc) mamy TAUTt(Zs)= SAT(Kl,ZS) (czyli w tym przy-
padku mozna byto dopuszczaé podstawienia samych nazw ogélnych).

W przypadku za$§, gdy sc{’, a, i, o, e, =}, na mocy stwierdzenia 7a
mamy TAUTt(Zs)=SAT(K°l,ZS) {(czyli w tym przypadku mozna bylo dopu-

szczal podstawienia tylko nazw ogélno-limitowanych).




Rozdzial IV

Pewne zagadnienia semantyczne

W rozdziale tym zbiory ™" i beda okreélone jak w §l.
rozdz. III

§1. Operacje konsekwencji semantycznej

Niech K bedzie dowolng klasa modeli zawarta w Kra' Na zbiorze wszy-

stkich podzbioréw zbioru £° okre§lamy funkcje C; 0 wartosciach

nalezacych do dziedziny, w nastepujacy sposéb: dla dowolnych ces®
oraz Xcs°

s

o-eCK(X) wtw dla kazdego ueK o ile XcSAT(u,ZS), to réwniez

CeSAT(u,=%).

. .S
Funkcje C x Nazywamy operac ja konsekwencji semantycznej w s° wyzna-
czona przez klas¢ K. Jest to operacja konsekwencji w sensie Tars-—
kiego, gdyZ spelnia warunki a), b), oraz c¢) wymienione w §2
rozdz.IIl. Ponadto zauwaZzmy, Ze

s

Cy(@)=SAT(K,E")=C} (SAT(K,E®))

s

o-eCK((ol,...,ck)):vtw (o A...Aak)w)eSAT(K,Zs)

jezeli zbiér T jest zgodny z klasg K i a‘eCIS((X), to dla

kazdego podstawienia e:ZM-T"" mamy he(a)ecls((he(x)).

§2. Definiowalno$é

Przyjmijmy nastepujace umowy, ktdére beda obowiazywaé zawsze gdy

méwimy o jednoczesnym podstawianiu za zmienne:
1° dla zaznaczenia faktu, 2e k (kz1) réznych zmiennych §1,...,§k
wystepuje w formule o z £° (odp. w termie P z T°™), oraz Ze sa to
wszystkie zmienne wystepujace w o (odp. w P), bedziemy pisaé :
¢(_S_1,...,§k) (odp. E_(S_l,...,_S_k)).
2° dla danych k réznych zmiennych §1""'§k' formuly o-(_S_l,....§k),
termu E(§1....,_S_k) i dowolnych terméw Ml,...,_M_k z Tsn’ na ZIM
okreélamy jednoczesne podstawianie terméw nastepujacym warunkiem :
dla i=l,....k e(_S_l)=M_l. zaé dla pozostatych zmiennych e(8)=S.
Przyjmijmy oznaczenia:
c(§l/Ml,...,%/Mk):=he(o(§l,...,§k))
E(§1/M1'""%/Mk):=he(£(§l"”'§k))
2.1.Definiowalnoéé funktoréw zdaniotwérczych. Zalézmy, ze
§1,...,§kes (k>0) naleza do zbioru s, ktéry wyznacza 2biér .
Ponadto nieclh §e[FZl\(§l,...,§k) (odp. §eIFZz\(§1,...,§k)). Przyj-
mijmy, 2Ze £ jest zbiorem formut zdaniowych wyznaczonym przez
2biér s':=(§)us (55 =£° wtw §es). Wtedy dla dowolnej klasy modeli
K, z ktéra zgodny jest zbidr T°" méwimy, ze
stata § jest definiowalna w zbiorze £ wzgledem klasy K przez
stale §1,...,§k wtw dla pewnej formuty o(S) (odp. o(S,P)), w
ktérej wystepuja §1,...,§k, lecz nie wystepuje zZaden inny
symbol z S, jest tak, iz §Sec(S) (odp. S§Pec(S,P)) naleza do
SAT(K,Z).
Formule §Sec(S) (odp. S§P«c(S,P)) z ZSI wystepujaca W pOwWyZszym
okreéleniu nazywamy definicja stalej § wzgledem K.
Podamy teraz przyktadowo konkretne definicje wzgledem Kklasy
Ka (beda one réwniez definicjami wzgledem innych rozwazanych klas
modeli). Pokazuja one, 2e dana stala jest definiowalna przez odpo-
wiednie stale:
(def1 ex) exS & Sa’'S
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(def2 ex)
(def3 ex)
(def ex)
a
(def'5 ex)
(def ex)
6
(defl ex!)
(def_ ex!)
2
(def3 ex!)
(def4 ex!)
(def5 ex!)
(def‘1 sol)
(def_ sol)
2
(def‘:3 sol)
(def4 sol)
(defs sol)
(def6 sol)
(def7 sol)
(def1 a)
(def2 a)
(def_ a)
3
(def a)
4
(def5 a)
(def1 a’)
(def_ a’)
2
(def_ a’)
3
(def a’)
4
(def a’)
5
(def‘1 )
(def )
2
(def1 o)

exS e SiS

exS o (ex!S v =solS)

exS & -=SaS’

exS & -S=(S+S')’

exS « =S=(S+S’)

ex!S « (exS A solS)

ex!S « (Sa's A solS)

ex!S & (SiS A solS)

ex!S e SeS

ex!S ¢ SilS

s0lS & (=exS v ex!S)

solS ¢ (~Sa’S v ex!S)

solS & (=SiS v ex!S)

solS & (-exS v SeS)

solS « (~Sa’S v SeS)

solS & (-SiS v SeS)

solS & (S=(S+S’)’ v SeS)
SaP & (=Sa’S v Sa’P)

SaP « (-exS v Sa'P)

SaP & -SiP’

SaP « (S+P)=P

SaP « (S*P)=S

Sa’P ¢ (exS A SaP)

Sa’P & (SiS A SaP)

Sa’P & ((ex!S v =solS) A SaP)
Sa’P & (SeP v (SaP A =solS))
Sa'P e (1S=(S+S’)’ A (S+P)=P)
S=P « (SaP A PaS)

S=P & ((<Sa’S A ~Pa’P) v (Sa’P A Pa’s))
SoP & -SaP

(def2 o)
(def3 o)
(def1 i)
(def2 i)
(def1 e)
(def2 e)
(def1 e’)
(def2 e’)
(def1 e”’)
(def_ e™)
2
(def1 €)
(def‘2 €)
(def_ €)
3
(def4 €)
(def_ €)
5
(def €)
6
(def_ €)
7 —
(defl €)
(def2 %)
(def3 f)
(def4 €)
(def5 g)
(def6 f)
(def7 f)
(def8 €)
(def1 =)
(def2 =)
(def3 =)
(def4 =)
(def5 =)

SoP e (Sa’S A =5a’P)

SoP & ~(S+P)=P

SiP & -SaP’

SiP @ =S’ +P’/=S+S’

SeP & =SiP

SeP « S+P’=P’

Se’P o (SiS A -SiP)

Se'P e (~S+S’=S’A S+P'=P’)
Se'P « (SiS A PiP A -SiP)

Se"'P & (~S+S'=S’ A -P+P’'=P’ A S+P'=P’)

SeP o (ex!S A SaP)

SeP « (exS A solS A SaP)
SeP o (ex!S A Sa’'P)

SeP o (ex!S A SiP)

SeP « (solS A Sa’'P)

SeP o (solS A SiP)

SeP o (Si!'S A SitP)

SeP e (SeS A -SeP)

SeP o (ex!S A =SaP)

SeP & (exS A solS A -SaP)
SeP o (ex!S A =Sa’P)

SeP & (ex!S A =SiP)

SEP & (solS A Sa’S A =Sa’P)
SeP o (solS A SiS A =SiP)
SEP @ (SilS A =SitP)

S=P e (SeP A PeS)

S=P e (ex!S A ex!P A SaP)
S=P o (exS A SaP A solP)
S=P o (Sa’P A ex!P)

S=P & (Sa’P A solP)
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(def6 =) S=P & (ex!S A ex!P A SiP)

(def_, =) S=P e (solS A solP A SiP)

PrzejdZmy teraz do konkretnych definicji wzgledem klasy K"p
(beda one réwniez definicjami wzgledem klas g°, Kl i |(°l). Ponje-
waz dla kazdego S z Yk formuly exS, SiS oraz Sa’S s spetnione w
dowolnym modelu z K"p, wiec z odpowiednich formul przedstawionych
powyzej otrzymamy formuly réwniez spelnione w kazdym modelu z K"p
(indeks gérny 't’ w oznaczeniach formul! bedzie méwil o tym, Ze sa

to definicje mozliwe do przyjecia w tzw. logice tradycyjnej):

(deft ex!) ex!S e solS

(def® sol) solS e SeS

(def® a") Sa'P & SaP

(def® €) Se’P o SeP

(deft e’’) Se"P e SeP

(deft €) SeP « (solS A SaP)

(def® 2) SEP @ (solS A -SaP)
(def® =) S=P ® (SaP A solP)

Z powyzszych uwag wynika, 2e w modelach nalezacych do Knp na-
turalne interpretacje stalych a oraz a” (odp. e, e’ oraz e') sg
nieodréZnialne. Symbole te w logice tradycyjnej dublujs sie i
réwnie dobrze kazdy z nich méglby wystepowaé w jej formutach. Z
punktu widzenia tej logiki bezprzedmiotowy jest problem : staba
czy mocna interpretacja zdari ogélnych? Podobne uwagi o dublowaniu
dotycza statych ex! oraz sol.
2.2.Definiowalno§¢ funktoréw nazwotwérczych i nazwy uniwersalnej.
W pracy tej nie bedziemy sie zajmowaé w ogéle definiowalno$cia
statej ’, gdyz nie mozZna jej zdefiniowaé w ramach rozwazanego sys-
temu. W ramach rozwaZanego rachunku nazw mozZna jednak zdefiniowad
stale + oraz + przy uzyciu statej = Zauwazmy mianowicie, zZe

ponizsze formuty sa spetnione w kazdym modelu z klasy ng
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(def +) (S+P)=(S’ «P" )’

(def *) (S-P)=(S’+P’)’

Zauwazmy, iz dla kazdego modelu (U,d) i kazdego termu S jest
tak, 2ze DU(_$_+§’ )=DU((§'_S_')’)=U. Zatem ponizsze formuly sa
spetnione w kazdym modelu z Kz :

(defl V) V=(S+S’)

(def2 V) V=(S+S’') ‘

Syntaktycznymi zagadnieniami definiowalnoéci zajmiemy sig¢ W

§2. rozdz. II czeéci B.




CZESC B
METATEORIA AKSJOMATYCZNYCH SYSTEMOW DEDUKCYJNYCH

BEZKWANTYFIKATOROWEGO RACHUNKU NAZW NADBUDOW
ANYCH
NAD KLASYCZNYM RACHUNKIEM ZDAN

Rozdzial I

Aksjomatyczne systemy dedukcyjne bezkwantyf ikatorowego

rachunku nazw nadbudowane nad klasycznym rachunkiem zdat

§l. Aksjomatyczne systemy dedukcy jne

Jak juz napisaliémy wczeéniej, w niniejszej pracy bedziemy
odrézniaé pojecie systemu dedukcyjnego od pojecia teorii logicznej
(rachunku logicznego) - rozumianej jako pewien zbiér formut domk-
niety ze wzgledu na jakaé operacje konsekwencjil. Bedziemy zajmo-
waé sig¢ jedynie aksjomatycznymi systemami dedukcy jnymi bezkwanty-
fikatorowego rachunku nazw.

Niech T°" oraz =° beda odpowiednio zbiorami terméw i formut
zdaniowych, wyznaczonymi przez zbiory symboli sncscS. Ponize J
okreélimy sposéb wyprowadzania tez w danym systemiez.

1.1.Reguly strukturalne. Dana reguta r nad i Jjest strukturalna

1

' ’W niektérych pracach w mlejscu uZywanego przez nas terminu
teoria uzywa sl¢ terminu ' system dedukcy)ny’ {np.[15], [2]
322) za$ w miejscu terminu *aksjomatyczny system dedukcy jny*
termin ’system aksjomatyczny’ (np. [2] s. 322).

Wprowadzone w te] czescl pojecia wzorowane sa na pojeciach
chodzacych z metateoril aksjomatycznych systemdéw dedukcyjnych ra-
chunku zdar, przedstawionej w [24] 1 [25].

po-
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wtw dla dowolnych a-l,...,o-kezs i e:ZM-T" jezeli (o‘l....,ok)er, to
réwniez (he(cl)....,he(ok))er.

Regula odrywania r‘f nad £° jest strukturalna na mocy
okreélenia funkeji h€. Regula podstawiania ri nad £° nie jest
strukturalna. Istotnie, do zbioru s nalezy jaki§ symbol § z Fz°.
Mamy (S§P, M§Q)€rf, lecz dla podstawienia e takiego, i2
e(S)=e(P)=S, e(M)=M i e(Q)=Q mamy (h(s§P), h°(M§Q)ery, gdyz
(S§S, M§Qery.
1.2.Wyprowadzanie. Sposéb budowy dowodu. Wybierzmy dowolny zbidér R
ztozony z regut nad 5 Méwimy, Ze

formula ces® jest wyprowadzalna ze zbioru Xcz® za pomoca

regu! ze zbioru R wtw istnieje skoriczony ciag O peens®
formut z £° taki, Ze o=c_oraz dla kazdego i=n : o-leX lub dla
jakiejs reguly reR istnieja i f...,i k<i takie, Ze

(crl v ,crl)er.
1 x
Ciag o ktérym jest mowa w powyZszym okre§leniu nazywamy dowodem

formuty ¢ w oparciu o zbiér formut X i zbiér regut R.
1.3.Aksjomatyczne systemy dedukcyjne. Przy ustalonym zbiorze s°
(wyznaczonym w sposéb jednoznaczny przez zbiér s zawarty w S) i
ustalonym powyzej sposobie wyprowadzania ormut z danego podzbioru
zbioru £° za pomoca, pewnego zbioru regutl nad ZS, aksjomatyczny
system dedukcyjny ¥ jest jednoznacznie wyznaczony przez wybér
zbioru regut R (tzw. regut pierwotnych systemu ¥) oraz wybdér zbio-
ru formut Acs® (tzw. zbioru aksjomatéw systemu ¥). Dalej bedziemy
méwié, Ze system ¥ jest wyznaczony przez pare (R,A).
1.4.Tezy systemu aksjomatycznego. Teza systemu ¥ wyznaczonego
przez pare (R,A) jest kazda formuta nalezaca do p>ul| wyprowadzalna
ze zbioru A za pomoca regul z R. Zbiér tez systemu ¥ oznaczymy
przez TEZY(¥).

Mozna wykazaé, wzorujac sie na [24] (s. 80-82) i [25] (s. 36,
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37), i2 jeZeli R sklada sie¢ wylacznie z regul strukturalnych, to:
1. systemy wyznaczone przez pary (RU(rf).A) i (R,SB"(4)) maja ten
sam zbiér tez, gdzle sg*" Jest operacja konsekwencji okreflons wa-
runkiem SB*'(X):=(h®(c) : ceX i e:TT".
2. jJezell o jest teza systemu ¥ wyznaczonego przez pare (R,4), to
dla dowolnego e:ZWT" réwniez h(o) Jest teza.systemu wyznaczone-
g0 przez pare (R,h%(4)).
3. Jjezeli system ¥ wyznaczony jest przez pare (R,4), to zbiér
SBsn(TEZY(.‘f)). zawarty jest w 2zbiorze tez systemu wyznaczonegb
przez pare (R,SB°™(4)).
1.5.0peracja konsekwencji w systemie aksjomatycznym. Nijech ¢
bedzie systemem wyznaczonym przez pare (R,4). Dla dowolnego xcz®
przyjmijmy, 2e Cy(X) Jjest zbiorem formu! naleZzacych do i wypro-
wadzalnych ze zbioru AuX za pomoca regut ze zbioru R. Funkcja C P
Jest finitystyczna operacja konsekwencji w sensie Tarskiego. Oczy-
wiécie, Cy(z)=TEZY(.9’).
1.6.Systemy inwariantne. System ¥ wyznaczony przez pare (R,A) jest
inwariantny wtw kazda reguta z R jest strukturalna oraz A=SBsn(A),
tj. r3(A). Wtedy zachodzi: ’
L Jezell 0€Cy(X), to dla dowolnego e:ZWT™", h(e)eC,(h(X)),
tzn. he(Cy(X))cCy(he(X)). Wynika to z uwagi 2 z 1.4., zastosowanej
do systeméw wyznaczonych przez (R,AuX) i (Rh%(4uX)), oraz
z réwnotci h®(4uX)=auh®(X).
2. dla dowolnego XcZ® mamy sas"(cy(x))ccy(sas"(x)). Wynika to z
réwnoéci SB%"'(4uX)=4uSBS'(X) oraz z uwagi 3 z 1.4. zastosowanej do
systeméw wyznaczonych przez (R,AuX) i (R,SB°(4uX)). Zatem
SBsn(Cy( SBsn(X)))=Cy( sB*X)) 1w szczegéblnoSci
SB*(TEZY(#))=TEZY(¥), tj. r3(TEZY(#)).

Jezeli system ¢ jest wyznaczony przez pare (R,SBsn(Al)). w
ktérej R sktada sie¢ z regul strukturalnych, to system ¥ jest in—

wariantny i zbiér TEZY(¥) pokrywa si¢ ze zbiorem tez systemu wyz-

naczonego przez pare (RU(rf),Al).

1.7.Systemy sprzeczne. Zbiory formul! sprzecznych w systemie.

Méwimy, Ze system ¥ jest sprzeczny wiw TEZY(#)=%". Zbiér Xcz° Jest

sprzeczny w systemie ¥ wtw Cy(X)=Es.

1.8.Zbiér formut maksymalny w systemie. Méwimy, Ze zbiér xcs® Jest

maksymalny w systemie ¥ wtw X jest niesprzeczny w ¥ oraz dla kaz-
dego ceE>\X zbiér Xuic} jest sprzeczny w .

Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru X maksymalnego w ¥ zachodzi
cy(x )=X. Istotnie, z istnienia a'eCy,(X)\X wynika sprzeczno$é
E7=C ((XUHTNCCHCHXIATH=CH(X)cE® i Cy(X)2E°. Zatem kazdy zbiér

maksymalny w systemie ¥ zawiera TEZY(Y). !
1.9.Adekwatno$é i silna adekwatno$§é klasy modeli. Méwimy, Ze klasa
modeli KCKQ jest adekwatna {odp. silnie adekwatna) wzgledem sys-
temu ¥ wtw TEZY($)=SAT(K,E°) (odp. C,=C)-
1.10.Reguly niezawodne w klasie modeli. Regula r nad Z sjest nie~
zawodna w klasie modeli K wtw dla dowolnych c,o‘l....,c'kezs Jjezeli
(trl,...,o'k,o)er oraz (a‘l,...,o-k)cSAT(K,Zs). to o‘eSAT(K,Zs).

Jezeli zbiér terméw T jest zgodny =z klasg K, to
rf(SAT(K,ZS)), wiec reguta r'f jest niezawodna w klasie K.
1.11.Reguty normalne w klasie modeli. Reguta r nad £ s jest normél—
na w Kklasie modeli K wtw dla dowolnych 0',0‘1,...,0'ke§:s jezeli
(o~1,...,0k,0')er. to o-eC;((ol....,o-k)).

W dowolnej klasie K#@, regula rf nie jest normalna. Reguta rf

Jjest normalna (czyli réwniez niezawodna) w kazdej klasie modeli.

§2. Inwariantne systemy odrywaniowe nadbudowane

nad klasycznym rachunkiem zdan

O zbiorach Tsn i poud zaté6zmy to samo co w §l.




2.1.Zagadnienia syntaktyczne. Aksjomatyczny system ¥ wyznaczony
przez (R,A) nazywamy odrywaniowym wtw R=(rf). System ¥ nazywamy
inwariantnym systemem odrywaniowym nadbudowanym nad klasycznym ra-
chunkiem zdafd wtw ¥ jest odrywaniowy i ma zbiér aksjomatéw réwny
KRZ(£%)usB"(4x), dla pewnego zbioru Ax rozlacznego ze zbiorem
KRZ(Z®). Zauwazmy, ze SB™(KRZ()USB™(4x))=KRZ(Z JusE™ (4x),
czyli istotnie, ¥ jest inwariantny. W tym przypadku zbiér Ax nazy-
wamy zbiorem aksjomatéw specyficznych systemu ¥. Kazdy inwariantny
system odrywaniowy nadbudowany nad klas. rach. zdarf jest wyznaczo-
ny w sposéb jednoznaczny przez swéj zbiér aksjomatéw specyficz-
nych.
UWAGA! Zamiast zbioru KRZ(E") mogli$my wziaé zbiér podstawieri do-
wolnej aksjomatyki klas. rach. zdaf formutami z 5

Poniewaz do zbioru KRZ(ZS) naleza wszystkie podstawienia aks-
Jjomatéw lmplikacyjnégo rachunku zdari Hilberta, wiec dla inwariant-
nego systemu odrywaniowego ¥ nadbudowanego nad klasycznym rachun-
kiem zdarf zachodzi twierdzenie o dedukcji, tzn. crleCy( XU(a*z}) wtw
crz-xrlecy(x ). Ponadto latwo zauwayé, Ze zbiér X jest sprzeczny w &
wtw istnieje taka formula oezs, 2e {o,~0}cC y(X). Réwniez latwo po-
kaza¢, Ze zbi6r Yu{c} (odp. Yu{-¢}) jest sprzeczny w ¥ wtw
0€C,(Y) (odp. ¢éCy(Y)).
TWIERDZENIE 1. Dowolny zbiér X, ktéry jest maksymalny w inwariant-
nym systemie odrywaniowym nadbudowanym nad klasycznym rachunkiem
zdafi, speinia poniZsze warunki:

(N “weX wtw ogX

(I a'le'zex wtw a-lex i o'zeX

(n o-lvezex wtw alex lub czex

(Iv) o‘l-wzex wtw 0'1¢X lub czeX

\'/

V) o'leo‘zex wtw o'l,o*zex badZ o‘l,o'zex

DOWGD (1) implikacja prosta wynika z niesprzecznodci X w ¥. Odwro-

tnie, jezeli o¢X, to Cy,(XU(O‘))=Zs, wiec ﬂa‘eCy(X)=X.(IV) implikacja
.. .S . v . a1
prosta wynika z tego, iz ro(X), gdyz X—Cy,(X). Odwrotnie, jezeli
i i i eX, to

o'lcEX, to wlex i wlsb(cfwz)ex, wiec O‘lzxrzex. Je§li za$ o

skoro o (¢ »a'z)ex. wiec réwniez clwzex.(ll), (I1), (V) dowodzi-
2 1

* my podobnie jak (IV) wykorzystujac nastepujace tautologie:

(pAQ)»p, (pAQ)eq, p{g=(pAq)), p=(pva), q=(pvq), (pvq)=(-~p=q),
(peq)s((p=q)Algsp)). o
Korzystajac z tego, iz zbiér 2 jest przeliczalny oraz z fak-
tu, ze dla inwariantnego systemu odrywaniowego ¥ nadbudowanego nad
klasycznym rachunkiem zdafd dla dowolnej formuly ¢ z i mamy
Cy,((o-/\-no-})=zs. mozna udowodnié w standardowy sposéb odpowiednik
tw. Lindenbauma o maksymalizacji:
kazdy zbiér formut niesprzeczny w ¥ jest podzbiorem jakiego$
zbioru maksymalnego w ¥.
2.2.Zagadnienia semantyczne. Niech ¥ bedzie inwariantnym systemem
odrywaniowym nadbudowanym nad klasycznym rachunkiem zdain o zbiorze
aksjomatéw specyficznych Ax, tj. ¥ wyznaczony jest przez parg
((rs),KRZ(Zs)uSBsn(Ax)). Ponizej podamy warunki wystarczajace do
nie;przecznoéci systemu ¥ oraz dla silnej adekwatosci jakie jé kla-
sy modeli z systemem ¢. )
STWIERDZENIE 1. Niech K bedzie klasa modeli zawarta w K, 2 ktéra
zgodny jest zbiér terméw ™", Wtedy:
a) jezeli AxcSAT(K,E"), to Cy(X)cCy(X) dla kazdego Xc®,
b) jezeli AchAT(K.Zs) i K#@, to ¥ jest niesprzeczny.
DOWOD a) PoniewaZ y jest zgodny z K, wiec na mocy stwierdzenia 6
z cz. A (5.46) mamy SB(SAT(K,£%))=SAT(K,z°). Stad
sB™(Ax)c SAT(K,=°). Ponadto, reguta r: jest normalna w klasie K
i KRZ(£%)cSAT(K,=).
b) TEZY($)=C,(@)cCy(@)=SAT(K,E)#2°. o
STWIERDZENIE 2. Niech z#(q(z oraz ¥ speinia warunek:




dla kaZzdego zbioru X maksymalnego w ¥ isnieje taki model p

w K, ze X=SAT(1,=°).
Wtedy C;(Y)ccy(Y) dla dowolnego vezs.
DOWOD Jezeli oeC’Is( (Y), to nie istnieje w K taki model pu, Ze
YcSAT(u,Zs) i ¢¢SAT(u,Zs). Zatem na mocy tw. Lindenbauma z 2.1.
oraz zalozonej wlasnoéci systemu ¥ wynika, Ze zbiér Yu{~c} musi
byé sprzeczny w ¥, tj. crecy(Y). Istotnie, gdyby Yu{-c} nie byt
sprzeczny w ¥, to istniatby zbidér Ym maksymalny w ¥ taki, 2e
Yu(-nr)cYm=SAT(uo,Zs) dla pewnego modelu H, 2 K, co jest sprzeczne
z zaloZzeniem. O

Ze stwierdzerd 1 i 2 jako wniosek wyprowadzimy:
TWIERDZENIE 2. Niech z:#chchKz oraz zbiér T° Jjest zgodny z klasa
K2 (czyli réwniez z Kl). Jezeli AchAT(Kz,Zs) oraz system ¥ spel-
nia wzgledem klasy Kl warunek podany w stwierdzeniu 2, to

S
a) y K CK2
b) TEZY(.‘}’)—SAT(K 5 )=SAT(K, =)

DOWOD a) dla dowolnego Xcg . Cy (X)cCs (X)cCs (X)eCy(X). @
2
Jezeli klasa K jest jedng z klas K1 badZ K2 z twierdzenia 2,

to bezpoérednio z a (odp. b) wynika, Ze regula r nad =5 jest wy-
prowadzalna (odp. dopuszczalna) w systemie ¥ wtw r jest normalna
(odp. niezawodna) wzgledem klasy K. Stad za§ wynika, Ze reguta
podstawiania rf jest dopuszczalna w ¥ (tj. nie wyprowadza poza

zbiér tez), lecz nie jest wyprowadzalna w .

§3. Systemy odrywaniowo-podstawieniowe nadbudowane

nad klasycznym rachunkiem zdah

Ustalmy zbiér terméw T i 2biér formut £° (sncscS).

3.1.Zagadnienia syntaktyczne. System ¥ wyznaczony przez pare (R,A4)

nazywamy odrywaniowo-podstawieniowym witw R=(r':,ri). Odrywaniowo
-podstawieniowy system ¥ jest nadbudowany nad klasycznym rachun-
kiem zdad wtw ¥ ma zbiér aksjomatéw réwny KRZ(£%)udx, dla pewnego
zbioru Ax rozlacznego z KRZ(Z s) W tym przypadku zbiér Ax nazywamy
zbiorem aksjomatéw specyficznych systemu ¥ (Ax wyznacza w sposéb
jednoznaczny system #).

Nie bedziemy wchodzié szczegétowo w zagadnienia syntaktyczne

systeméw odrywaniowo-podstawieniowych. Zauwazmy jedynie, iZ mamy:

TWIERDZENIE 3. Systemy wyznaczone odpowiednio przez pare¢

«r® ,r,) KRZ(z%)udx) i pare ur, 5} KRZ(=)usB*(4x)) maja ten sam
zb16r tez.

DOWOD Wynika to z uwagi 1 podanej w 1.4, oraz faktu, iz
SBS(KRZ(z)uax)=KRZ(z%)usB*(4x). D

3.2.Zagadnienia semantyczne. Niech Ax bedzie zbiorem aksjomatéw
specyficznych odrywaniowo-podstawieniowego systemu ¥ nadbudowanego
nad klasycznym rachunkiem zdad. Ponizej podamy warunki
wystarczajace odpowiednio dla niesprzeczno$ci systemu ¥ oraz dla
adekwatnoéci jakiejé klasy modeli z systemem ¥.

STWIERDZENIE 3. Niech K bedzie klasa modeli zawarta w Kz, Z ktéra
zgodny jest zbiér ™", Wtedy:

a) jezeli AxcSAT(K,E”), to TEZY(¥)cSAT(K,Z%),

b) jezeli AchAT(K,ZZs) i K@, to ¥ jest niesprzeczny.

DOWOD Poniewaz Y jest zgodny z K, wiec reguta rf Jjest niezawodna
w klasie K (1.10.). Ponadto regula r jako normalna jest réwmez

niezawodna w klasie K. o

Bezpoérednio z twierdzed 3 i 2b otrzymujemy twierdzenie:
TWIERDZENIE 4. Niech aaﬁK cK q(‘a oraz zbiér T° jest zgodny z klasa
Kz' Jezeli AchAT(K Z’s) oraz system ¥ spelnia wzgledem Kklasy K
warunek podany w stw1erdzemu 2, to TEZY(¥)= SAT(K %)= SAT(K Zs)




egzemplarzy zmiennej S na egzemplarz zmiennej P: S=PaM=M €TEZY(¥).

4. Systemy z ré ' ini {
s Y Y Whoseia W drugim etapie dowodzimy warunek 2 indukcyjnie po podformutach. o

Bedziemy rozwazaé tylko takie systemy z réwnoécia, ktére sa
i nwariantnymi systemami odrywaniowyymi {odp. systemami odrywanio-
wo-podstawieniowymi) nadbudowanymi nad klasycznym rachunkiem zdar
oraz ktére zbudowane sa w zbiorze s° takim, 2e = es. Ponadto o
zbiorach T°" i £° czynimy to zaltoZenie co poprzednio.

Zaktadamy, Ze jeZeli = es, to system ¥ posiada takie aksjoma-
ty specyficzne, Zze dla dowolnych S,PeZM i cez’:
1. S=P e TEZY(¥)
2. dla kazdej formuly o' powstajacej z o po zamianie dowolnie

wybranych egzemplarzy zmiennej S na egzemplarz zmienne j P,
formuta $=P=(0=¢ ) nalety do TEZY(Y).
UWAGA! Formula ¢ " nie jest wyznaczona W .sposéb jednoznaczny przez
o, S oraz P, gdyZ zalezy od wyboru egzemplarzy zmiennej S (dlatego

piszemy dla kaZdej...). Jeeli zmienna S nie wystepuje w o lub nie

wybraliémy jej Zadnego egzemplarza, to ¢'=c.
Oczywiécie w rozwaZanych tu systemach tezami sa, formuly:
S=P » P=S
(S=MAM=P) 3 S=P
W standardowy sposéb, za pomoca indukcji, moZna wykazaé:
TWIERDZENIE 5. Jezeli dla dowolnych S,P,MeZM zachodzi 1. oraz
Jeéli ‘esn, to (S=P=S’=P’)eTEZY(Y),
JeSli §esnnFN® to (S=P»(SEM=PSM A MSS=MSP))€TEZY(Y),
Jesli §esnFZ', to (S=P(§5+§P))eTEZY(S),
JeSli §esnFZ’, to (S=Pa((SEM-PSM) A (M§SwMSP)))ETEZY(S),
to ¥ jest systemem z réwnoécia.

DOWOD Mozna przeprowadzi¢ go w dwdéch etapach. W pierwszym, za

pomoca indukcji, pokazujemy, 2e dla dowolnego termu M oraz

dowolnego termu M' powstalego z M po zamianie dowolnie wybranych
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§4. Systemy z réwnoscia

Bedziemy rozwaZaé tylko takie systemy z réwnoécia, ktére sa

i nwariantnymi systemami odrywaniowyymi {odp. systemami odrywanio-

wo-podstawieniowymi) nadbudowanymi nad klasycznym rachunkiem zdanf

oraz ktére zbudowane sa w zbiorze )l takim, 2e = es. Ponadto o

zbiorach T°° i £° czynimy to zaloZenie co poprzednio.

Zakladamy, Ze jeZeli = es, to system ¢ posiada takie aks joma-
ty specyficzne, ze dla dowolnych S,PeZM i cex’:

1. S=P e TEZY(¥)

2. dla kazdej formuly ¢° powstajacej z o po zamianie dowolnie
wybranych egzemplarzy zmiennej S na egzemplarz zmiennej P,
formuta $=P=(o=¢ ) nalezy do TEZY(Y).

UWAGA! Formuta o’ nie jest wyznaczona w sposéb Jednoznaczny przez

o, S oraz P, gdyz zalezy od wyboru egzemplarzy zmiennej S (dlatego

piszemy dla kazdej...). Jezeli zmienna S nie wystepuje w o lub nie

wybraliémy jej Zadnego egzemplarza, to ¢ =c.
Oczywiécie w rozwazZanych tu systemach tezami sa f ormutly:
S=P » P=S
(S=MAM=P) » S=P
W standardowy sposéb, za pomoca indukcji, mozna wykazaé:

TWIERDZENIE 5. Jezeli dla dowolnych S,P,MeZM zachodzi 1. oraz
Jedli ‘esn, to (S=P=5’=P’)eTEZY(¥),

JeSli §esnnFIN®, to (S=P»(SSM=PSM A M5S=MSP))ETEZY(Y),
Jesli §esnFZ', to (S=P=(§5+§P))eTEZY(),
Jesli §esanZz. to (S=P=((S§M=PSM) A (M§S=MSP)))eTEZY(¥),

to ¥ jest systemem z réwnoécia.

DOWGD Mozna przeprowadzi¢ go w dwéch etapach. W pierwszym, za

pomoca indukcji, pokazujemy, 2e dla dowolnego termu M oraz

dowolnego termu M’ powstalego z M po zamianie dowolnie wybranych
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egzemplarzy zmiennej S na egzemplarz zmienne j P: S=P=M=M e€TEZY(¥).

W drugim etapie dowodzimy warunek 2 indukcyjnie po podformufach. o
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Rozdziat II

Poréwnywanie systeméw aksjomatycznych

Zatézmy, ze zbiory b > (odp. 5" %) wyznaczone sa
odpowiednio przez zbiory symboli sncscS (odp. sn+cs+cS). Niech &
(odp. #°) bedzie systemem aksjomatycznym zbudowanym w =5 (odp.
Zs') i wyznaczonym przez pare¢ (R,A) (odp. (R',A')). Zatem ¥ (odp.
#°) dany jest przez (s,R,A) (odp. (s*,R,A)).

§1. Rozszerzenia systeméw

Méwimy, ze system ¥ jest rozszerzeniem systemu ¥ wtw scse,
ACTEZY(¥ ) oraz R zawarty jest w zbiorze regul wyprowadzalnych ze
zbioréw A i R . Wtedy dla dowolnego Xcz® zachodzi Cy(X)cCy-(X).
Méwimy, Ze systemy ¥ i ¥ s3 réwnowazne wtw ¥ jest rozszerzeniem
# i odwrotnie. Wtedy C (X)= C (X), czyli TEZY(¥ )=TEZY(S).

Rozszerzenie ¢ systemu .9 jest konserwatywne wtw TEZY(¥)=
=TEZY(? )n=® oraz wszystkie obciecia regut z R na zbiorze £° s

wyprowadzalne ze zbioréw A i R. Wéwczas dla dowolnego Xcz® mamy
Cy-(X)=Cy,(X).

§2. Definicyjne rozszerzenia systeméw nadbudowanych

nad klasycznym rachunkiem zdan

Zalézmy teraz, 2e £ i ¥ s3 inwariantnymi systemami odrywa-
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niowymi (odp. odrywaniowo-podstawieniowymi) nadbudowanymi nad kla-
sycznym rachunkiem zdari oraz wyznaczonymi odpowiednio przez zbiory
aksjomatéw specyf icznych Ax i Ax+. Zatem, zgodnie z okreéleniami z
2.1. i 3.1. rozdz. I, mamy R—(r } =KRZ(z%)usB*M(4x), —(ro
oraz A" =KRZ(z® )usB>(4x+) (odp. R= (r rS), A=KrRZ(=)Ax, R =7,
r,. °y oraz A "=KRZ(=® Julxe ).
2.1.Rozszerzenia za pomoca defi inicji symbolu z FZ\s. Niech §elFZ \s
{odp. FZ 2\s) oraz s*=sul{§}. Przyjmijmy (def§) = (8§Sec(S)) dla pew-
nych SeZM i o(§)€2s (odp. (def§) = (S§Pec(S,P)) dla pewnych réz-
nych S,PeZM i pewnej 0(§,§’_)e£s). Niech Ax+=Axu{(def§)}. Formule
(def§) nazywamy definicja symbolu § w systemie ¥ . Oczywifcie,
system $" jest rozszerzeniem systemu ¥. PokaZemy, Ze jest ono kon-
serwatywne. PoniewaZ regutly r':' i rf' obciete do o pokrywaja si¢
odpowiednio z regufami rf i ri wiec wystarczy udowodnié, iz
TEZY($)=TEZY($ nz®.

Zdefiniujemy funkcje ttumaczenia t formut z Z S"na f ormuly z
£ w nastepujacy sposéb rekurencyjny: dla o, %2 z

Jesli o jest formuta atomowa w 2 to t(o‘ )—0' p

jesli cr—§M (odp. M§Q) dla pewnego MeT (odp. M _O_eT to

t(o-l)—c(_S_/M) (odp. t(ol)-¢(§/_M_ P/Q)),

t(-crl)=-1t(0'1),

t(0'17.o‘2)=(t(c'l)7.t(0'z)) dla %elA, v, 2, @}
Funkcja t ma nastepujace wlaéciwoéci syntaktyczne:
LEMAT 1. Dla dowolnych Xcz®  oraz cez®
a)  (cet(c))eTEZY(# ),
b) dla systemu inwariantnego : oecy-(X) wtw t(o)eCy(t(X)),

dla podstawieniowego : ceTEZY(¥ ) wtw t(c)eTEZY(S).
Stad wynika, ze ¥ jest konserwatywnym rozszerzeniem .
DOWOGD a) latwo otrzymamy stosujac regule ekstens jonalnoéci dla & w

klasycznym rachunku zdaf.




b) lJezeli ciag T loeensO jest wyprowadzeniem formuly ¢ w systemie
¥ =z domknieta aksjomatyka (odp. podstawieniowym) ze zbioru X
(odp. @), to ciag t(o-l),...,t(a'n) jest wyprowadzeniem formuty t(c)
ze zbioru t(X) (odp. @) w systemie ¥.
Odwrotnie, budujemy odpowiedni ciag dowodowy z wykorzystaniem a).o

Z twierdzenia 5 i z lematu 1 otrzymujemy:
WNIOSEK 1. Jezeli ¥ jest systemem z réwnofcia, to réwniez ¥ jest
systemem z réwnoscia,.
DOWOD Zauwazmy,ze t(S=P=(§52§P)) = (S=P=(c(S)=c(P))e)TEZY(¥) (odp.
podobnie dla §€FZ%), wiec (S=P=(§S+§P))eTEZY(# ). D

Funkcja t ma nastepujace wtasciwoéci semantyczne:
LEMAT 2. Niech zbiér terméw ™" bedzie zgodny z klasa modeli K za-
warta w Kz oraz (def §)eSAT(K,ZS.). Wtedy dla ces®  zachodzi:
~a) dla dowolnego pekK : o-eSAT(u,Zs') wtw t(o-)eSAT(p,Es),
b) dla dowolnego X<Z® : oeCy (X) wtw t(0)eC(H(X)),
Stad oeSAT(K,=° ) wtw t(c)eSAT(K,=°).
DOWOD Dzieki zgodnoéci zbioru Tsn z klasa K mamy

SUSAT(K, 2 )=SAT(K,Z°"). o

2.2.Rozszerzenia za pomoca definicji symbolu z FN*\sn. Zalézmy, ze
¥ jest systemem z réwnoScia. Niech §elF[N2\sn, sne=snu{§} i
se=su{§}. Przyjmijmy (def§) = (S§P=M(S,P)) dla pewnych réznych
S,PeZM i pewnego _M_(§,f‘_)eTsn. Niech Ax-<=Axu{(def§)}. Oczywiscie,
system 2 jest rozszerzeniem systemu ¥. Pokazemy, Ze jest ono kon-
serwatywne (podobnie jak w 2.1. wystarczy wykazaé, iz
TEZY($)=TEZY($ )nz®).

Zdefiniujmy rekurencyjnie funkcje¢ tlumaczenia z T na 7w
nastepujacy sposéb: dla Q,_S_l,g1 z "

jezeli QeZMu{V}, to t(Q)=Q,

jezeli Q=§1’, to t(_Q)=t(§l)'

Jezeli Q=(_S_17._1?1) dla %esn, to t(Q)=(t(§l)Zt(E_l)),
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jezeli Q—(S §P ), to t(Q)—M(S/S B/P ).

Tak okreélona na ™ funkcje t przedtuzamy na zbiér £°5° nas-
tepujacymi warunkami rekurencyjnymi:

dla formuty atomowej o&(Q : ,Q Yez®' i terméw Q I,...Qne'l'sn

t(@(Q. .Q ))—o(t(Q) t(Q ))

dla symboli 4, A, Vv, ® oraz ¢ przy jmujemy warunki rekurencyj-

ne takie jak w 2.1

Wykorzystujac wtasno$ci systeméw z réwnoscia, tatwo udowod-
ni¢, podobnie jak lemat l:
LEMAT 3. Funkcja t ma te same wlaéciwoéci syntaktyczne, ktére
sformutowaliémy w lemacie 1. o

Z twierdzenia 5 oraz z lematu 3 otrzymu jemy wniosek:
WNIOSEK 2. System (2 jest systemem z réwnoécia.
DOWOD Zauwazmy, 2e t(§EE=>(§§Q'='_E§Q))=§EE=>(M(§,Q)'=‘M(E.Q))eTEZY(“f’),
gdyz ¥ jest systemem 2z réwnoécia. Podobnie z inna kolejnoécia
zmiennych. o
LEMAT 4. Funkcja t ma te same wlaéciwoéci semantyczne, ktére sfor-
mulowaliémy w lemacie 2. o

W pracy tej nie bedziemy definiowaé statej ’
2.3.Rozszerzenia za pomoca definicji statej V. Ponownie zalézmy,
ze system ¥ jest z réwnoécia. Méwimy, ze term M(_Sl,...._s_n ) z "
jest niezmienniczy w systemie ¥ wtw dla dowolnych zmiennych
_El,...,gn formuta M(-S-x""’S'n)EM(-Sl/-Ef“"gn/En) nalezy do zbioru
TEZY(Y). Zatézmy réwniez, Ze Vés, se=sulV} oraz Ax-=Axu{(defV}},
gdzie (defV) = V=M dla pewnego termu niezmienniczego M_eTs n
PokaZemy, Ze ¥ jest konserwatywnym rozszerzeniem ¥.

Niech t(¢) nalezace do 5 powstaje z ¢ naleZacej do > po
zamianie kazdego egzemplarza statej V na egzemplarz termu M. Funk-
cja t ma wszystkie wladciwoécei syntaktyczne sformutowane w lemacie

1 (3) i wniosku 2. Ponadto ma waSciwoéci semantyczne sformufowane
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w lemacie 2 (4) - tutaj wymagamy aby dla kazdego modelu p=(U,d) z
klasy K, DU(_M)=U.
2.4.Rozszerzenia definicyjne. Méwimy, Ze system #" jest definicyj-
nym rozszerzeniem systemu ¥ wtw A otrzymaliémy z ¥ za pomoca
skoniczonej iloéci rozszerzefi opisanych w punktach 2.1.-2.3. W tym
przypadku istnieje funkcja ttumaczenia t okreélona na £ 1 o war-
toéciach w Zs, spetniajaca wtasnoéci opisane w lematach 1-4. Zatem
2 jest konserwatywnym rozszerzeniem .
STWIERDZENIE 4. Jezeli zbiér terméw T° jest zgodny z klasg mode-
li K zawarta w KG, to
klasa K jest silnie adekwatna (odp. adekwatna) z $ wtw klasa
K jest silnie adekwatna (odp. adekwatna) z ¥ oraz wszystkie
definicje uzyte do rozszerzer naleza do SAT(K,ZS. ). o
2.5.Ré6wnowazno$é definicyjna. Dwa systemy .9’1 oraz .9’2 tego samego z
rozpatrywanych tutaj typéw (tj. oba inwariantne z regula odrywania
badZ oba z regulami podstawiania i odrywania) sa definicyjnie
réwnowazne wtw istniejs ich definicyjne rozszerzenia .9’; i 3’;,
ktére sa réwnowazne.
STWIERDZENIE 5. Zalézmy, 2e zbiory terméw " i T s3, zgodne z
klasa modeli K zawarta w Kz' Jezeli systemy .7’; i .9’; sa réwnowazne
(tzn. systemy .9’1 i .‘/’2 sa definicyjnie réwnowazne) oraz wszystkie
definicje uZyte do rozszerzenia naleza odpowiednio do zbioréw
SAT(K,Z°1) i SAT(K,Z°2), to
klasa K jest silnie adekwatna (odp. adekwatna) wzgledem sys-
temu yl wtw klasa K jest silnie adekwatna (odp. adekwatna)

wzgledem systemu .9’2. o
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CZESC C
SYSTEMY BEZ FUNKTOROW NAZWOTWORCZYCH

Komentarz do konstrukcji czeéci C i D

oraz do uzyskanych tam wynikéw

1. Dowolny zbiér symboli s zawarty w S i taki, ze sanZz#z, wy-
znacza w sposéb jednoznaczny zbiér f ormut zdaniowych ZS, zaé zbiér
sn zawarty w snSN - wyznacza zbiér terméw T°". Teraz przyjmujac
podzbiér Ax zbioru £° (rozlaczny z KRZ(ES)), wyznaczamy pewien
aksjomatyczny system dedukcyjny ¥ w poniZszy sposéb jednoznaczny:
- jedna reguta pierwotna systemu ¥ jest reguta odrywania rj
- aksjomatami systemu ¥ s3 wszystkie formuly nalezace do zbioru
KRZ(ZS)usB ™ (Ax) i tylko one, tj. wszystkie podstawienia tautolo—
gii klasycznego rachunku zdal formutami 2z ZS oraz wszystkie pods-
tawienia formul z Ax termami z TN

Zatem & jest inwariantnym systemem odrywaniowym nadbudowanym
w £° nad klasycznym rachunkiem zdad, przy czym Ax jest zbiorem
aksjomatéw specyficznych tego systemu. System ¥ jest w ten sposéb
wyznaczony jednoznacznie przez przy jete zbiory s oraz Ax.

Zbiér Ax bedzie zawsze skoriczony i jego elementy beda
bezpoérednio wymienione. Bedzie przy tym oczywiste, ze dla pewnej
klasy modeli K (niepustej i zawartej w Ka), z ktéra zgodny jest

zbiér Tsn’ zachodzi zawieranie AchAT(K,Zs). Stad na mocy stwier-
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dzenia 1 z cz. B (s. 63), TEZY($)cSAT(K,E%)=z".

UWAGA! Zbiér s nie bedzie w ogdle wyrézniany w sytuacji, gdy ma
sie skladaé dokiadnie z tych symboli, ktére wystepuja jako state

w formutach naleZzacych do Ax.

2. Zatézmy, z2e dla pewnej klasy modeli K2 (niepustej i zawar-
tej w Kz), z ktéra zgodny jest zbiér Tsn, AchAT(Kz,Zs). Ponadto
zalézmy, 2e dla pewnej niepustej i zawartej w K2 klasy Kl, dla
systemu ¥ wyznaczonego w sposéb podany w ! przez zbiory s oraz Ax
zachodzi warunek:

dla dowolnego zbioru maxcs’® maksymalnego w systemie ¥
(x)
istnieje taki model p W K, Ze max=SAT(u,Z°).

Wtedy na mocy twierdzenia 2 z cz. B (s.64), klasy K1 i K2 sa sil-
nie adekwatne wzgledem systemu ¥.

W punktach zatytutowanych silna adekwatno$¢ klasy K . dla Ax,
bedziemy udowadniaé warunek (x) dla klasy Kl i systemu ¥ wyznaczo-
nego jak wyzZej. Przez max oznaczymy dowolnie wybrany zbiér maksy-
malny w systemie ¥. Dla zbioru tego bedzie utworzony model, ozna-
czony przez u, ktéry ma nalezeé do K1 oraz dla ktérego ma zacho-
dzié réwnoéé : max=SAT(u,ZS). Warunek cemax wtw 0ESAT(u,ZS),
bedziemy dowodzié jedynie dla formut atomowych z =5 Korzystaé
bedziemy przy tym z faktu, iz TEZY(f)cmax (s. 6l), oraz z
domkniecia zbioru max wzgledem reguly odrywania. Dla pozostalych
formu! powyzszy warunek atwo udowodnié indukcyjnie, korzystajac =z
wlasno$ci zbioru max podanych w twierdzeniu 1 w cz. B (s. 62) oraz
z podobnych wtasnoéci zbioru SAT(u,Zs) zwigzanych z jego rekuren-
cyjnym okreéleniem.

UWAGA! W kazdym konkretnym przypadku w czeéci C model u bedzie
miat uniwersum przeliczaine (odp. co najwyzej przeliczalne). Be-
dzie to widoczne w sposéb oczywisty, wiec nie bedziemy tego spe-

cjalnie podkre$laé. Zatem silnie adekwatne wzgledem systemu ¥ be-
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da nie tylko klasy K i K, lecz réwniez ich przecigcia z klasa
wszystkich modeli o uniwersum przeliczalnym (odp. co najwyzej
przeliczalnym). PoniewaZ przeciecia takie zachowuja inkluzje, wigc
wszystkie zaloZenia twierdzenia 2 z cz. B beda spelnione.

3. Zalézmy, Ze systemy .9’1 i .9’2 sa wyznaczone tak jak w 1 od-
powiednio przez sl,Ax1 oraz sz,sz, przy czym scs, (odp. sl=sz).
Jezeli pewna klasa modeli K jest silnie adekwatna wzgledem tych
systeméw, to system .‘I’z jest konserwatywnym rozszerzeniem systemu
.9’1 (odp. systemy .‘I’l i .9’2 sa réwnowazne). Istotnie,
TEZY(.‘/I)=SAT(K,251) =SAT(K,Zsz)n}:s2=TEZY(.‘I’2)n251 (odp. gdy s =5,
to £1=E%2, wiec TEZY(# )=TEZY(¥ ).

4., W punktach =zatytulowanych rozszerzenia definicyjne
bedziemy dolaczaé do zbioru Ax pewna skoriczong ilo§¢ def inicji
oraz do zbioru s - pewna skoficzona iloéé symboli zdefiniowanych.
Zbiér s+ powstaly przez rozszerzenie zbioru s o symbole zdefinio-
wane oraz zbiér Ax'czs. powstaly przez rozszerzenie zbioru Ax o
przyjete definicje, beda wyznaczaly - tak jak w 1 - system '
bedacy definicyjnym rozszerzeniem systemu ¥. Zakladamy przy tym,
Ze jezeli AchAT(K,Zg) dla pewnej klasy modeli K, z ktéra zgodny
jest zbiér T°", to réwniez zbiér ™" (wyznaczony jednoznacznie
przez s+*) zgodny jest z klasa K oraz wszystkie dolaczone definicje
naleza do SAT(K,ZS' ).

Wnioski dotyczace silnej adekwatno$ci dla tak otrzymanego sy-
stemu ¥, wyptywaé beda ze stwierdzenia 4 w cz. B (s.71). Konkret-
ne definicje wymienione sa w §2. rozdz. IV cz. A.

5. Zalézmy, Ze systemy .9’; i .9’; sa odpowiednio definicyjnymi
rozszerzeniami (jak w 4) systeméw 3’1 i .9’2 wyznaczonych jak w L.
Jezeli pewna klasa modeli jest silnie adekwatna wzgledem systeméw
¥ i .‘f’z, to zgodnie ze stwierdzeniem 4 z cz. B (s. ??), Kklasa ta

1 . .
jest réwniez silnie adekwatna wzgledem systeméw .‘fl oraz .9’2. Zatem
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dzenia 1 z cz. B (s. 63), TEZY(¥)cSAT(K,2%)=5%,

UWAGA! Zbiér s nie bedzie w ogéle wyrdzniany w sytuacji, gdy ma
sie skladaé dokladnie z tych symboli, ktére wystepuja jako stale

w formufach naleZzacych do Ax.

2. Zalézmy, ze dla pewnej klasy modeli I(2 (niepustej i zawar-
tej w Kz), z ktéra zgodny jest zbidr ", AchAT(Kz,Zs). Ponadto
zalézmy, 2e dla pewnej niepustej i zawartej w K2 klasy Kl, dla
systemu ¥ wyznaczonego W sposéb podany w 1 przez zbiory s oraz Ax
zachodzi warunek:

dla dowolnego zbioru maxcs® maksymalnego w systemie ¥
(x)
istnieje taki model u w Kl, Ze max=SAT(u,Z5 ).

Wtedy na mocy twierdzenia 2 z cz. B (s.64), klasy Kl i K2 sg sil-
nie adekwatne wzgledem systemu %.

W punktach zatytulowanych silna adekwatno$é klasy K . dla Ax,
bedziemy udowadniaé warunek (x) dla klasy Kl i systemu ¥ wyznaczo-
nego jak wyzej. Przez max oznaczymy dowolnie wybrany zbiér maksy-
malny w systemie ¥. Dla zbioru tego bedzie utworzony model, ozna-
czony przez M, ktéry ma nalezeé do K1 oraz dla ktérego ma zacho-
dzi€ réwnoéé : max=SAT(u,Zs). Warunek cemax wtw oeSAT(u,Zs),
bedziemy dowodzié jedynie dla formu! atomowych z Pl Korzystaé
bedziemy przy tym =z faktu, iz TEZY(¥)cmax (s. 6l), oraz z
domkniecia zbioru max wzgledem reguty odrywania. Dla pozostatych
formutl powyzszy warunek fatwo udowodnié indukcyjnie, korzystajac z
wtasnoéci zbioru max podanych w twierdzeniu 1 w cz. B (s. 62) oraz
z podobnych wtlasnoéci zbioru SAT(u,Zs) zwigzanych z jego rekuren-
cyjnym okrefleniem.

UWAGA! W kazdym konkretnym przypadku w czesci C model pu bedzie
miat uniwersum przeliczalne (odp. co najwyzej przeliczalne). Be-
dzie to widoczne w sposéb oczywisty, wiec nie bedziemy tego spe-

cjalnie podkreflaé. Zatem silnie adekwatne wzgledem systemu ¥ be-
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da nie tylko klasy Kl i Kz' lecz réwniez ich przeciecia z klasa
wszystkich modeli o uniwersum przeliczalnym (odp. co na jwyzej
przeliczalnym). Poniewaz przecigcia takie zachowuja inkluzjg, wiec
wszystkie zaloZenia twierdzenia 2 z cz. B beda spelnione.

3. Zalézmy, e systemy .‘/’l i .9’2 sa wyznaczone tak jak w 1 od-
powiednio przez sl,Ax1 oraz sz.sz, przy czym scs, (odp. sl=sz).
Jeseli pewna klasa modeli K jest silnie adekwatna wzgledem tych
systeméw, to system .9’2 jest konserwatywnym rozszerzeniem systemu
.9’1 (odp. systemy .‘/‘1 i ¥ sa réwnowazne). Istotnie,
TEZY(91)=SAT(K,>:51) =SAT(K,Zsz)n):s2=TEZY(.9’2)r\Zsl (odp. gdy s=s,,
to £°1=5"2, wiec TEZY(# )=TEZY(¥ ).

4. W punktach zatytulowanych rozszerzenia definicy jne
bedziemy dotaczaé do zbioru Ax pewng skoriczona ilo$é definicji
oraz do zbioru s - pewna skoficzona ilo§é symboli zdef iniowanych.
Zbiér s+ powstaly przez rozszerzenie zbioru s o symbole zdefinio-
wane oraz zbiér Ax-ch. powstaly przez rozszerzenie zbioru Ax o
przyjete definicje, beda wyznaczaly - tak jak w 1 - system A
bedacy definicyjnym rozszerzeniem systemu ¥. Zaktadamy przy tym,
2e jezeli AchAT(K,ZS) dla pewnej klasy modeli K, z ktéra zgodny
jest zbiér Tsn. to réwniez zbiér T (wyznaczony jednoznacznie
przez s+) zgodny jest z klasa K oraz wszystkie dotaczone definicje
naleza do SAT(K,ZS'. ).

Wnioski dotyczace silnej adekwatnoéci dla tak otrzymanego sy-
stemu .9’., wyptywaé beda ze stwierdzenia 4 w cz. B (s.71). Konkret-
ne definicje wymienione sa w §2. rozdz. IV cz. A.

5. Zalézmy, Ze systemy .‘I’; i 9’; sa odpowiednio definicyjnymi
rozszerzeniami (jak w 4) systeméw .9’1 i .‘I’z wyznaczonych jak w 1.
Jezeli pewna klasa modeli jest silnie adekwatna wzgledem systeméw
.9’1 i .9’2, to zgodnie ze stwierdzeniem 4 z cz. B (s. ?7), klasa ta

jest réwniez silnie adekwatna wzgledem systeméw .9’; oraz 6"2. Zatem
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w sytuacji, gdy systemy .9’; i .‘I’; sa zbudowane w jednym zbiorze, sa
one, na mocy uwagi z 3, réwnowazne. Zatem w sytuacji tej, systemy
.9’1 oraz .‘1’2 sa definicyjnie réwnowazne.

6. Badajac silng adekwatno$€ pewnej klasy modeli K wzgledem
pewnego systemu ¥, bedziemy réwniez korzystaé ze stwierdzenia S
z cz. B (s. 71). Znajdziemy inny system wzgledem ktérego silnie
adekwatna jest klasa K oraz ktéry jest definicyjnie réwnowazny z ¥
(te definicyjna réwnowaznoéé pokazujemy poprzez odpowiednie bezpo-

érednie wyprowadzenia).

11

Dla systemu ¥ wyznaczonego przez zbiory s i Ax jak w I, na
mocy twierdzenia 3 z cz. B (s. 65) mamy TEZY(¥)=Cn"(AxUKRZ(=®)),
gdzie cn® jest podstawieniowo-odrywaniowa operacja konsekwenc jiw
zbiorze T° (s. 39).

W przypadku gdy zbiér " zgodny jest z klasa modeli K, to
zbidér SAT(K,ZS) jest teoria wzgledem operaciji cn® (ss. 40 i 46).
Aksjomatyka tej teorii nazywamy taki zbiér 4, Ze SAT(K,ZS)=Cns(A).
Zatem w sytuacji gdy TEZY(#)=SAT(K,=°), zbiér AxUKRZ(Z®) jest aks-
jomatyka teorii SAT(K,Z°).

I

MoZna réwniez uwazaé, 2Ze zbiory s oraz AxcE wyznaczaja pe-—
wien system ¥’ odrywaniowo-podstawieniowy nadbudowany nad klasycz-
nym rachunkiem zdad. Jego pierwotnymi regulami beda r¥i ri za$

o

aksjomatami - formuty nalezace do KRZ(Zs)qu. Na mocy twierdzenia
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3 z cz. B (s. 66) mamy TEZY(Y’ }=TEZY(Y), gdzie ¥ jest inwariantnym
systemem WYZNaczonym przez s oraz Ax Jjak w 1. Ponadto, korzystajac
z odpowlednich wiaéciwofici systemu ¥, uzyskamy odpowiednie wtadci-
woéci systemu ¢', zmieniajac tylko termin silna adekwatnoé¢ na
termin adekwatno$é.

v

Formuty uzywane jako aksjomaty w czesci C (odp. D) beda miaty
oznaczenia podpadajace pod schemat (Cx.y.z) (odp. (Dx.y.z)), gdzie
x stoi w miejscu numeru rozdzialu, y - w miejscu paragrafu, w
ktérym wymieniamy dana formule, zaé z stoi w miejscu biezacego

numeru w danym paragrafie.
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Rozdziat 1

Wspélczesne systemy sylogistyczne

Termin system sylogistyczny bedziemy stosowaé do tych syste-
méw, ktérych zbiér formul zdaniowych wyznaczony jest przez jakié
zbiér symboli zawarty w zbiorze FSYLU{V} (s .47). Do wspéiczesnych
zaliczamy te systemy, w zastosowaniach ktérych dopuszczalne jest
podstawianie nazw pustych. Zatem w badaniach semantycznych tych
systeméw musimy braé pod uwage réwniez te modele, w ktérych zbiér
pusty nalezy do zbioru wartoéci funkcji denotacji.

Jeseli scFSYL (tzn. Vgs), to na mocy stwierdzenia 4 cz. A (s.
42) TAUT?(z%)=TAUT(£®). Réwnoéci te, w badanych przypadkach, wyni-
kaé beda réwniez z udowadnianych silnych adekwatnoéci klas Kz ik
wzgledem odpowiednicl: systeméw sylogistycznych bez symbolu V

(patrz I 2 w komentarzu do czeéci C i D).
§1. Aksjomatyzacja teorii TAU’IE(ZE) i TAUTZ(ZE’V)

Ze stwierdzenia 8 w cz. A (s. 50) wynika, Ze

TAUT?(F)=TAUT(F)=TAUTY (™) i TAUT2(F™ V)=TAUT(E™ V)=TAUT (™).

Réwnoéci te beda wynikatly réwniez z udowodnionej ponizej silnej
adekwatnoéci klas KZ,K i Knp wzgledem pewnego systemu.
1.1.Aksjomaty specyficzne. Niech AxEcTAUTz(ZE) bedzie zbiorem zto-
Zonym 2z ponizszych formut:

(CL.1.1) S=S

80

(CL.1.2) S=P=P=S
(C1.1.3) {S=EMAM=P)=S=P
Zbiér ten wyznacza dwa systemy: w zbiorze ):E i zbiorze ZE'V.
1.2.Silna adekwatno$é klasy Knp dla Ax . Dla dowolnego machE’V
bierzemy model u=(U.d)eK"p, w ktérym U:=ZMu{V} oraz dla SeZM
d(S):={MeU : M=Semax}. Funkcje¢ d przedtuzamy na TV do funkcji D
warunkiem D(V)=U. Oczywiécie, V=V, jako podstawienie formuty
(Cl.1.1), nale2y do max. Stad latwo pokazaé, Ze dla dowolnych S,P
2 TV . S=Pemax wtw S=PeSAT(LY "').

Podobnie dla systemu w ZE : dla maxa:ZE bierzemy model
u=(U,d)eKnp, w ktérym U:=IM, za$§ d okreé§lamy tym samym wzorem co

poprzednio.
. ,V
§2. Aksjomatyzacja teorii TAUTZ(Za) i TAUT‘Z’(Xa )

Ze stwierdzenia 8 w cz. A wynika, Ze
\Y t.-a,V
TAUT?(F3)=TAUT(FA)=TAUT (£ i TAUT2(?> )=TAUT(Z> )=TAUT (£ )
(oraz jak w §l).

. . : a T2 . .
2.1.Aksjomaty specyficzne. Niech Ax cTAU (Za) bedzie zbiorem zlo-
Zonym z ponizszych formul:

(CL.2.1) SaS
{ClL.2.2) (SaMAMaP)=SaP

a,Vv ?.-a,V . . - a
za§ Ax ' <TAUT (Y ') bedzie rozszerzeniem zbioru Ax~ o formute
(C1.2.3) SaVv

Vo
2.2.Silna adekwatnoéé klasy k= dla Axa'v. Dla maxc):a bierzemy
model p=(U,d)ek™, w ktérym U:=T' oraz dla SezM, d(8):=(M
MaSemax}. katwo pokazaé, ze dla dowolnych S,P z TV : SaPemax wtw
§ageSAT(u,Za’V), tj. D(S)cD(P).
2.3.Silna adekwatnoé¢ klasy k' dla Ax®. Dla maxc):a bierzemy model

u=(U,d)eKnP, w ktérym U:=ZM i d okre$lona jest tym wzorem co W
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2.2.

2.4.Rozszerzenia definicyjne. Dotaczajac do zbioru Ax? (odp.
Axa’v) definicje (deflo) lub (def‘lE) otrzymamy odpowiednio defini-
cyjne rozszerzenia, dla ktérych silnie adekwatne sa klasy modeli
KG,K i K"p. Latwo zauwazyé, ze w tym przypadku systemy z symbolem
= sg systemami z réwnoécia.

§3. Aksjomatyzacja TAUTG(Za %)

TAUT? (52 %%Y) oraz TAUT(F>®® V

a,ex

3.1.Aks jomaty specyficzne. Niech Axa’echAUTz(Z ) bedzie zbio-

rem z{ozonym z formul: (Cl.2.1), (Cl.2.2) oraz

(C1.3.1) (exSASaP)sexP

(CL.3.2) -~exS=SaP

Niech Axa'ex‘v:=Axa’exu((C1.2.3)), za$ Axa,ex,V jest rozszerzeniem
Zbioru Ax‘aa,ex,v o ponizsza formule nalezaca do TAUT(}):

(C1.3.3) exV

3.2.Silna adekwatno$€ klasy K dla Axa e V Dla macha ex,V bie-

rzemy model u—(U,d)eK , W ktérym U.—{METV : exMemax} (moze byé to
zbiér pusty) oraz dla kazdego SeZM, d(S):=({MeU : MaSemax}. Latwo
pokazaé, Ze dla dowolnych §,EETV: exSemax Wtw ex§eSAT(u,Zex’v)

oraz SaPemax wtw SaPeSAT(u, Za,ex,v).

a,ex,V a,ex,V

3.3.Silna adekwatno$é klasy g dla Ax ", Dla maxcy, ’ bie-

rzemy model p=(U,d), w ktérym U:=T oraz dla SezM, d(S):={(MeU :
exMASaPemax}.

Mozemy réwniez przyjaé model z 3.2, gdyz ze wzgledu na
(C1.3.3) jego uniwersum jest niepuste.

a,ex

3.4.Silna adekwatnoéé klasy g dla Ax . Dla maxc):a'ex bierzemy

model p=(U,d)ek, w ktérym U:=ZM i d okre$lamy jak w 3.3.

a,ex

3.5.Rozszerzenia definicyjne. Dolaczajac do zbioru Ax (odp.
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a,ex,V
Ax, »Ax

a.ex,Vy definicje (deflo). (defl“=') lub (defla') otrzy-
@ .
mamy rozszerzenia, dla ktérych silnie adekwatne s3 kiasy K 1 K

(odp. KZ; K). Systemy z symbolem = sa systemami 2z réwnoécia,.

§4. AkSJomatyzac_]a teorii TAUTQ(Za )y
TaUT?5""Y) oraz TAUT( Y

4.1.Aksjomaty specyficzne. Niech Axa.cTAUTg():a') bedzie zbiorem

zlozonym z ponizszych formut:

(Cl.4.1) Sa’P=Sa’S
(Cl.4.2) Sa'PsPa’P
(C1.4.3) (Sa’MAMa'P)=Sa’P

Niech Axa.'vbedzie rozszerzeniem zbioru Ax? o ponizsza, formutlg
nalezaca do TAU’IE(Za.'V

(C1.4.4) Sa'SsSa’'V

za$ Axa.'v bedzie rozszerzeniem zbioru Ax:" o poniZzsza formule
nalezaca do TAUTQ,&.'v

(C1.4.5) va'v

4.2.Silna adekwatno$¢ klasy Kta dla Ax:"v. Dla max::{ja.’V bierzemy
model u=(U, d)eKz w ktérym U :=(MeTV : Ma'Memax} (moze by¢ to zbidr
pusty), za§ dla SeZM, d(S):=(MeU : Ma’Semax}. Y_atwo pokazaé, zZe
dla dowolnych §,E€Tv Sa'Pemax wtw Sa’PeSAT(u, Za v ), tj. D(S)#@ i
D(S)<D(P).

4.3.Silna adekwatnoéé klasy  dla Axa"v. Dla max bierzemy model
pu=W,d)eg, w ktérym U:=TV i dla SezZM, d(8):=(MeU : Ma’'Semax}.
Mozna réwniez przyjaé model okreélony jak w 4.2., gdyz ze wzgledu
na (Cl.4.5), jego uniwersum jest niepuste.

4.4.Silna adekwatnoéé klasy K dla Ax?". Dla maxeza. bierzemy model
p=(U,d)ek, w ktérym U:=ZM i d okreélamy tym wzorem co w 4.3.

a- as,V
4.5.Rozszerzenia definicyjne. Dolaczajac do Ax2" (odp. Ax ;
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Axa"v) definicje (defla). (defzo), (defZE) lub (deflex) otrzymamy
odpowiednie rozszerzenia definicyjne, dla ktérych silnie adekwatne
sa klasy Kra i k (odp. klasa Kz-klasa K).

4.6.R6wnowaznoéé definicyjna. Zauwazmy, ze systemy wyznaczone

przez Ax?’ (odp. Axa V, Ax®" v) oraz Ax> ex,V (odp. Ax ar,ex, V,

Axa,ex,V) sa, deflmchnie réwnowazne. Istotnie, klasa K (odp K ;
k) Jest silnie adekwatna wzgledem definicyjnych rozszerzen
powyzszych systeméw odpowiednio za pomoca definicji (defla),
(defzex) oraz (defla'). Zatem zgodnie z uwaga I 5 w komentarzu,

rozszerzenia te sa réwnowazne (parami).
§5. Aksjomatyzacja TAUTZ(D)), TAUTZ(Z"Y) oraz TAUT(E" V)

5.1.Aksjomaty specyficzne. Niech AxicTAUT‘a(Zi) bedzie zbiorem
zloZzonym z ponizszych formutl:

(C1.5.1) SiP»SiS

(C1.5.2) SiP=PiS

Niech Ax;’chAUTE(Zl’V) powstaje z Axi przez dodanie formuty:
(C1.5.3) SiS=SiV

za$ Axi'v powstaje z Ax‘zi,’V po dodaniu formuly z TAUT(Zi’V):
(C1.5.4) Viv

5.2.Silna adekwatno$é klasy Kra dla Axi’v

. Dla maxczi’v bierzemy
model u=(U,d)eKz, w ktérym U:={({M,P}<T" : MiPemax} (mozZe by¢ to
zbiér pusty) i dla SeZM, d(S):={{M,P}eU : Se{M,P}}.
Latwo pokazaé, ze dla dowolnych §,EETV: SiPemax

wtw SiPeSAT(u, Zi’v) tj. D(S)nD(P)*a.

5.3.Silna adekwatnoéé klasy g dla Ax1 V. Dla max bierzemy model
u=(U,d)eg, w ktérym U:=({M,P} : M,f_eTv) oraz dla SezZM,
d(8):=({M,P}eU : MiPemax i Se{M,P}.

5.4.Silna adekwatno$§é klasy K dla Ax'. Dla maxexi bierzemy model
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p=(U,d)ex, w ktérym U: =({M,P} : M,PeZM} i d okre§lamy tym samym
wzorem co w 5.3. Mogliémy wziaé réwniez model B= (U d )EK , W
ktérym U :={{M,P}cZM : MiPemax} i d jak w 5.2.

5.5. Rozszerzema definicyjne. Doda jac do zbioru Ax (odp. Axl V,

Ax lV) definicje (def, e), (defe) (def‘e ) lub (def ex) otrzy-
mamy systemy dla ktdrych klasy K i K (odp klasa K ; K) sa silnie

adekwatne.

§6. Aksjomatyzacja TAUT‘Z,(Z:a ), 'I'AUTG({:aL LY) oraz TAUT(™ LY,

System Shepherdsona

6.1.Aks jomaty specyficzne.System J.C.Shepherdsona ([301), zbudowa—
ny - przy przyjetej przez nas symbolice - w zbiorze Z , bedzie
wyznaczony przez zbiér aksjomatéw specyf 1cznych Ax Sh zlozony z
nastepujacych formut nalezacych do TAUT (2
(C1.2.1), (C1.2.2), (CL.5.1) oraz
-(C1.6.1) (MiSAMaP)=SiP
(CL.6.2) -SiS=SaP

Zauwazmy, 2e (C1.5.2) wyprowadzimy z odpowiednich podstawien
formut (Cl.2.1) i (C1.6.1), oraz z tej ostatniej mamy teze:
(1) (MiQAMaSAQaP)=SiP

J. C. Shepherdson utoZzsamil ten system z odpowiednig teoria
pierwszego rzedu z dwoma dwuargumentowymi predykatami specyficzny-
mi (A oraz I). Dla tej teorii dowiédt twierdzenie o reprezentacji
(beda~ ce odpowiednikiem twierdzenia Stone’a dla elementarne j teo-
rii algebr Boole’a; uzyt przy tym podobnej aparatury matematycz-
nej, mianowicie - ultrafiltréw w pewnego typu algebrach). Z twier-
dzenia o reprezentacji i z twierdzenia Gédla o petnoéci dla teorii
pierwszego rzedu wynika wniosek, ktéry przy przyjetym utoZzsamieniu

odpowiada stwierdzeniu, %e zbiér tez réwny jest  zbiorowi
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Axa"v) definicje (defla). (defzo), (defZE) lub (def ex) otrzymamy
odpowiednie rozszerzenia definicyjne, dla ktérych silnie adekwatne
sa klasy Kz i g (odp. klasa Ka~klasa K)

4.6.R6wnowazno$é defi 1mchna Zauwazmy, Ze systemy wyznaczone
przez Ax>" (odp. Ax‘a ; Ax ) oraz Ax" ex,V (odp. sz * % V’
Axa,ex,V) sa definicyjnie réwnowazne. Istotnie, klasa K (odp. Kg;
k) Jest silnie adekwatna wzgledem definicyjnych rozszerzen
powyzszych systeméw odpowiednio za pomoca definicji (defla),
(defzex) oraz (def 1a'). Zatem zgodnie z uwaga I 5 w komentarzu,
rozszerzenia te sa réwnowazne (parami).

§5. Aksjomatyzacja TAUTZ(D), a2V oraz TAUTEMY)
5.1.Aksjomaty specyficzne. Niech AxicTAUTe(Zi) bedzie zbiorem
zloZzonym z ponizszych formut:

(C1.5.1) SiP=SiS

(CL.5.2) SiP=PiS

Niech Ax;’chAUTG(Zi’V) powstaje z Axi przez dodanie formuty:
(C1.5.3) SiS=SiV

za$ Axi’v powstaje z Ax;’v po dodaniu formuly z TAUT():i'V):
(C1.5.4) Viv

5.2.Silna adekwatno$¢ klasy Kz dla Ax
model u=(U,d)eKz, w ktérym U:={({M,P}cT" : MiPemax} (moze by¢ to
zbiér pusty) i dla SezM, d(S):={{M,P}eU : Se{M,P}}.

Latwo pokazaé, e dla dowolnych _S_,EeTv: SiPemax
wtw SiPeSAT(LE"Y), ti. DIS)ND(R)#e.
5.3.Silna adekwatno$é klasy K dla Axi'v. Dla max bierzemy model
p=(U,d)ex, w ktérym U:=({M,P} : M,EeTv) oraz dla SeZM,
d(8):={{M,P}eU : MiPemax i Se{M,P}}.
5.4.Silna adekwatno$§é klasy K dla Axi. Dla mawcezi bierzemy model

i,

. Dla maxc):l’v bierzemy
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p=(U,d)eg, w ktérym U: =({M,P} : M,PeZM} i d okreS$lamy tym samym
wzorem co W 5.3. Mogliémy wziaé réwniez model = (U d )eK , W
ktérym U, :={{M,P}c<ZM : MiPemax} i a jak w 5.2.

55Rozszerzema definicyjne. DodaJa.c do zbioru Ax (odp. Ax;’v;
Axl’ ) definicje (def e), (def e) (def e’”) lub (def ex) otrzy-
mamy systemy dla ktérych klasy |( ik (odp klasa K ; K) sa silnie

adekwatne.

§6. Aksjomatyzacja TAUTG(Za ), TAU”I'E(ZaL 1Y) oraz TAUT(E" BY),

System Shepherdsona

6.1.Aksjomaty specyficzne.System J.C.Shepherdsona ([30]), zbudowa-
ny - przy przyjetej przez nas symbolice - w zbjorze Za’i, bedzie
wyznaczony przez zbiér aksjomatéw specyf 1cznych Ax Sh zloZzony =z
nastepujacych formut nalezacych do TAUT (Z
(CL.2.1), (C1.2.2), (C1.5.1) oraz
-(Cl.6.1) (MiSAMaP)=»SiP
{C1.6.2) -SiSsSaP

Zauwazmy, Ze (C1.5.2) wyprowadzimy z odpowiednich podstawien
formut (Cl1.2.1) i {Cl.6.1), oraz z tej ostatniej mamy tezg:
9} (MiQAMaSAQaP)=sSiP

J. C. Shepherdson utoZzsamil ten system z odpowiednia teoria
pierwszego rzedu z dwoma dwuargumentowymi predykatami specyficzny~
mi (A oraz I). Dla tej teorii dowiéd! twierdzenie o reprezentacji
(beda- ce odpowiednikiem twierdzenia Stone’a dla elementarnej teo—
rii algebr Boole’a; uzyt przy tym podobnej aparatury matematycz-
nej, mianowicie - ultrafiltréw w pewnego typu algebrach). Z twier—
dzenia o reprezentacji i z twierdzenia Gddla o peinoéci dla teorii
pierwszego rzedu wynika wniosek, ktéry przy przyjetym utoZzsamieniu

odpowiada stwierdzeniu, Zze zbiér tez réwny jest zbiorowi
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TAUTZ(F2)),

Niech Ax;h’ v

Sh S

=achu@za) i A= VueLs 4.
Z (Cl1.2.3) i (Cl.6.1) wyprowadzimy jako teze: (C1.5.3).

6.2.Silna adekwatnos$é klasy Kz dla szh’v
model u=(U,d)eKz, w ktérym U:=({M,Q)ETV : MiQemax} oraz dla SeZM,

d(S):={{M,Q}eU : MaSvQaSemax). Funkcje d przediuzamy na T" do fun-

. Dla m.axcza’l’V bierzemy

keji D, przyjmujac D(V)=U.

Niech S,PeT’ i SaPemax. Jezeli P=V, to D(P)=UsD(S). Jezeli
za§ PeZM, to dla dowolnego {M,Q}eD(S) albo z okreSlenia funkcji d
albo z aksjomatu (Cl.2.3) mamy MaSvQaSemax. Zatem na mocy (Cl.2.2)
mamy {M,Q}eD(P). Odwrotnie, zalézmy, 2e D(S)cD(P). W przypadku
gdy SiSeémax, na mocy (Cl.6.2) mamy SaPemax. W przypadku zas gdy
SiSemax, na mocy (Cl.2.1) mamy {S)eD(S), wiec réwniez {SYeD(P).
Zatem albo z okreélenia funkcji d albo z (C1.2.3) mamy SaPemax.

Niech _S_,EeTV i SiPemax. Wtedy na mocy (Cl.2.1)
{8,P}eD(S)nD(P), a stad _S_iBeSAT(u,Za'i’V). Odwrotnie, niech
D(S)nD(P)#@. Rozwazmy cztery przypadki: 1° S=V=P, wtedy U=@, wiec
istnieja takie M,Q, Ze MiQemax. Zatem z (1) i (Cl.2.3) otrzymujemy
ViVemax; 2° SeZM i P=V, wtedy d(S)#e, wiec istniejg takie M,Q, ze
MiQA(MaSvQaS)emax. Stad na mocy (Cl.6.1), (Cl1.5.1) i (Cl1.5.2) mamy
SiSemax. Teraz z tezy (Cl.5.3) otrzymujemy SiVemax; 3° S=V i PeZM,
podobnie jak 2°; 4° §S,PeZM, wtedy istnieja M,Q takie, ze
MiQa(MaSvQaS)a(MaPvQaP)emax. Wykorzystujac odpowiednie tautologie
klasycznego rachunku zdar, aksjomat (Cl.5.1) i tezy (Cl.5.2) oraz

(1), otrzymujemy SiPemax. Zatem we wszystkich przypadkach 1°-4°

mamy SiPemax.

6.3.Silna adekwatno$é klasy k dla AxSh’v. Dla max bierzemy model
u=(U,d)ek, w ktérym U:={{M,0Q} : M,QETV) i dla SeZM, d(S):={{M,Q}elU
: MiQA(MaSvQaS)emax}. Reszta dowodu przebiega podobnie jak w 6.2.

Mozemy réwniez przyjaé model okreélony jak w 6.2., gdyz ze wzgledu
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na (C1.5.4), U#a (jest co najwyzej przelic;alne). o
6.4.Silna adekwatnofé klasy K dla Ax"~ . Jak w 6.3., zamienliajac
zbiér TV na zbiér ZM (inny model w [22]). .
6.5.Rozszerzenia def inicyjne. Dodajac do zbioru Ax (odp.
szh'V;AxS“'V) odpowlednio definicje (def o), (defie), (def e,
(defle"), (def za'), (def lIII) lub (gefzex) otrzymjam.y systemy, dla
ktérych klasy Kz i K (odp. klasa K ;.klasa K) s3 silnie adekwatne.

. i i,V
§7. Aksjomatyzacja 'I'AUT‘D(Z:a ', TAUTG(Z:al )
oraz TAUT(}:a"i’V). System Stupeckiego

o 1 ',i R .
7.1.Aks jomaty specyficzne. Niech Ax? 'lc'l”AUTe’(Za ) bedzie zbio

rem zloonym z nastepujacych f ormut: (C1.4.3) oraz

(C1.7.1) (MiSAMa'P)=SiP
(C1.7.2) Sa’P=#SiP
(CL.7.3) SiP=»Sa’s

Oczywiécie z (CL7.2) i {C1.7.3) wyprowadzimy tezy (C1.4.1) i
(c1.5.1), z (cL7.1) i (CL7.3) wyprowadzimy (CL.5.2), oraz z
(CL5.2), (CL7.2) i (CL7.3) wyprowadzimy (C1.4.2). Ponadto
2z (C1.7.1) wyprowadzimy jako teze¢:

(2) (MiQAM:"S;\(‘),a'P)o:i.Pi . AV andy

Niech Ax Y2 Ax” TU((CL.4.4)) i Ax 1=AX v

w{(C1.4.5)}.
Zauwazmy, 2e 2 (C1.7.3),(C1.4.4) i (CL.7.2) otrzymamy jako teze

(C1.5.3). Ponadto zauwazmy, e systemy wyznaczone odpowiednio

i a-,i,V )
przez zbiéry AX® LY oraz sz v{(C1.5.4)) sa réwnowazne

Istotnie, z (CL7.2) i (CL4.5) wyprowadzimy (C1.5.4), zaé§ z

(C1.7.3) i (C1.5.4) wyprowadzimy (C1.4.5).
2t bV pie-

-] a-,i,V
7.2.Silna adekwatnoéé klasy K dla Ax, . Dla maxc},

rzemy model u=(U,d)E|(z, w ktérym U okreSlamy jak w 6.2., za$ dla

87




SeZM, d(8):={({M,Q}eU : Ma'SvQa’'Semax}.

Niech dla §,EeTv, SiPemax. Wtedy na mocy (Cl.7.3) oraz
(C1.5.2), {S,P}eD(S)nD(P). Odwrotnie zalézmy, Ze D(SIND(P)#@. Roz-
wazmy cztery przypadki: 1° S=V=P, wtedy U#@, wiec istnieja M,Q ta-
kie, 2e MiQemax. Na mocy (Cl.7.3) i (Cl.5.2), Ma’MaQa'Qemax. Stad
dzieki (Cl.4.4) mamy Ma'VAQa'Vemax. Dalej korzystajac z tezy (2)
mamy ViVemax; 2° SeZM i P=V, wtedy d(S)=@, wigc istnieja M,Q ta-
kie, ze MiQA(Ma'SvQa'S)emax. Stad na mocy (CL7.1), (CLS.1) i
(C1.5.2) mamy SiSemax. Z kolei na mocy tezy (C1.5.3), SiVemax; 3°
S=V i PeZM - podobnie jak w 2°; 4° §,PeZM, wtedy istnieja takie
M,Q, Zze MiQa(Ma SvQa S)A(Ma PvQa P)emax. Wykorzystujac odpowiednie
tautologie klasycznego rachunku zdad oraz tezy (CLS5.1), (Cl.5.2)
i (2) otrzymujemy SiPemax.

Niech dla §,_EETV, Sa'’Pemax. Wtedy na mocy (Cl.7.2) i (C1.7.3)
{SYeD(8), czyli D(S)#@. Ponadto jezeli {M,Q}eD(S), to albo =z
okreSlenia funkcji d albo z (CL.7.3), (CL5.2) i (Cl.4.4), otrzy-
mujemy Ma'SvQa'Semax. Z kolei na mocy (Cl.4.3) lub z faktu, iz
D(V)=U, mamy {M,Q}eD(P). Odwrotnie, niech D(S)#¢ i D(S)cD(P), tj.
§a'geSAT(u,Za.’v). Z D(S)*z wynika, e SiSemax. Stad na mocy
(C1.7.3), ({S)eD(S), «czyli réwniez {S)eD(P). Zatem albo =z
okreélenia funkcji d albo z (Cl.4.4) dostajemy Sa'Pemax.
7.3.Silna adekwatnoéé klasy g dla Axa"i'v. Dla max bierzemy model
u=(U,d)eg, w ktérym U okre§lamy jak w 6.3., za$§ dla SeZM,
d(S):={{M,Q}eU : MiQa(Ma'SvQa’S)emax}. Reszta dowodu przebiega po-
dobnie jak w 7.2., z wykorzystaniem (Cl.4.5). MoZemy réwniez przy-
ja¢ model jak w 7.2, gdyz ze wzgledu na teze (C1.5.4), U=a.
7.4.Silna adekwatnoéé klasy g dla Axa"i. Jak w 7.3., zmieniajac

. A : . . |
2zbiér T na ZM i z oczywistymi uproszczeniami'.

Uniwersa modell, ktére konstruowaliémy w §1—7. skladaly sle wy-
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71.5.Ré6wnowazne aksjomatyki. Zauwazmy, Ze system wyznaczony przez
Axa.’i réwnowazny jest systemowi wyznaczonemu przez aksjomaty:
(C1.4.3), (CL.7.1)), (C1.7.3) oraz
(C1.7.4) Sa’P=2SiS
Istotnie, z (CL7.1) i (CL7.4) wyprowadzimy (Cl.7.2), za§ z
(C1.7.2) i (C1.7.3) wyprowadzimy (C1.7.4).

Ponadto, réwnowazny system otrzymamy z aksjomatyki: (Cl.4.3),
(C1.7.1), (Cl.5.1), (C1.7.2) oraz
(C1.7.5) SiS=Sa’s
gdyz z (CL5.1) i (CL7.5) wyprowadzimy (C1.7.3). Inny réwnowazny
system to system oparty na aksjomatach: (Cl.4.1), (Cl1.4.3),
{C1.5.1), (C1.7.1), (C1.7.5) oraz
(CL.7.6) Sa’S=SiS
Istotnie, =z (Cl.4.1), (CL.7.6) i (CL7.1) wyprowadzimy (Cl.7.2),
zaé z (CL5.1) i (ClL.7.5) wyprowadzimy (ClL.7.3). Odwrotnie, jak
juz zauwazyliSémy wczeéniej, (Cl.4.1) i (C1.5.1) sa wyprowadzalne z
{C1.7.2) i (CL7.3), za§ (CL7.5) i (CL7.6) to podstawienia po-
przednich formut. .
7.6.Rozszerzenia definicy jne. Dodajac do zbioru Ax2!

(odp.Ax:"i’V; Axa"l’v) definicje (defzo), (defle), (defle'),

lacznie z termdéw (§l-4) badZ 2z nieuporzadkowanych par termdéw (§5—
7) badanych systeméw. W zwlazku z tym dowodzac silnej adekwatno-
éci, nle muslieliSmy rozszerzaé zbloru formut badanego systemu. Nle
bedziemy tego czyni¢ rdéwnlez w dalsze] czescl pracy,co pozwoll nam

na zastosowanie Jednolite] metateorli. Inna metode konstrukejl mo-
delu zastosowat W. A. Boczarow w [1] s. 97-105. W. A. Boczarow nie
korzystat przy tym - podobnie jak w niniejsze] pracy - 2 metate-
orli teoril pierwszego rze¢du. Nle bedzlemy szczegdiowo opisywaé
metody W. A. Boczarowa. Jest ona sécléle dopasowana do badanegoa_ w
[1] systemu (réwnowaznego 2z systemem wyznaczonym przez Ax" ).
MoZna réwnieZ dodaé, i2  wystepuja pewne  trudnosgcl w dnaturalne)
interpretacji< dotaczonychw 1] formut  zdaniowych  (choé, oczywis-

cie nle ma to znaczenia dla techniczne] wartofci stosowane] metody).
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(def e’), (def a), (def =) lub (deflex) otrzymamy odpowiednie
systemy, dla ktérych klasy K i k (odp. Kz; K) sa silnie adekwatne

7.7.R6wnowaznoéé definicyjna. System wyznaczony przez Ax2! (odp.

AxZ.'l’v; Axa"l'v) jest definicyjnie réwnowaZny systemowi wyzna-
czonemu przez Ax (odp. Ax ShV AXSh’V). Istotnie, klasa K (odp.

Kz; K) Jjest silnie adekwatna wzgledem definicyjnych rozszerzed po-
wyzszych systeméw odpowiednio za pomoca definicji (defla) oraz
(defza'). wiec zgodnie z uwaga I 5 w komentarzu, rozszerzenia te
sa réwnowazne (parami).
7.8.System Slupeckiego. W systemie Jerzego Stupeckiego, przedsta-
wionym w [31], zadania ogélno-twierdzace sa rozumiane w sensie
mocnym. System ten zrekonstruujemy w zbiorze Za.’i. Bedzie on wyz-
naczony przez zbiér aksjomatéw specyficznych Axst zawarty w
TAUT?(F? ") i ztozony z: (C1.4.3), (C15.2), (CL7.2) oraz
(CL.7.7) (SiMAMaP)=SiP

W [20] pokazatem, ze z AxSt nie wyprowadzimy formut (Cl1.4.1),
(Cl.4.2), (Cl1.5.1), (CL7.3), (CL.7.4) (chociaz  wyprowadzimy
Sa’P>PiP) oraz (Cl.7.5). Zatem zbiér tez wyprowadzalnych z Axst
jest podzbiorem wlaéciwym zbioru TAUT E(Za.’i).

State reprezentujace funktory zdal przeczacych otrzymuja w
systemie J. Slupeckiego definicje odpowiadajace formutom: (def 1e)
i So°Pe-Sa’P (funktor zdania szczegélowego przyjmuje przy tej de-
finicji inng interpretacje niz przyjeta w tej pracy, dlatego
uzyliémy symbolu o°). Z Axst i powyzszych definicji "mozna udowo-
dnié kazda teze sylogistyki Arystotelsa" ([31], s. 188). Rézne
rozszerzenia definicyjne zbioru AxSl analizowatem w [20].

Zauwazmy,. 2e systemy wyznaczone odpowiednio przez
Axsru((C1.7.3)) oraz Axa"i s3 réwnowazne. Istotnie, z (CL.7.7) i
(C1.5.2) wyprowadzimy (Cl.7.1), zaé z (CL7.1) i (Cl.7.3) wyprowa-

as,i

dzimy (C1.5.2) i (Cl.7.7). Inna réwnowazna 2z AX aks jomatyka,
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jest rozszerzenie Axs* o (CL5.1) i (CL.7.5).

§8. Sylogistyka wsp6iczesna

W  zaleznofci od tego jak rozumiany jest funktor
kazde... jest..., wsp6tczesna sylogistyke (bez negacji przynazwo-
,i,e,0 ,i,e,o
wej) mozemy budowaé badZ w zbiorze Za badZ w Za

to byé zatem defi inicyjne rozszerzenie systemu Shepherdsona za po-
.’l

. Moze

moca, (def e) i (def o) bad? systemu wyznaczonego przez AX za
pomoca def1mc31 (defle) i (defzo) Réwniez mozna przyjaé mocng

interpretacje funktora 2adne...nie jest....




Rozdziat II
Tradycy jne systemy sylogistyczne.

Do tradycyjnych systeméw zaliczymy te, w zastosowaniach kté-
rych dopuszczalne jest tylko podstawianie nazw niepustych. W bada-
niach semantycznych tych systeméw, ograniczenie to odpowiada
zawezeniu dopuszczalnych modeli do klasy g™ (tj. tych modeli, w
ktérych zbiér pusty nie jest wartoScia funkcji denotacji). Jak wy-
nika ze stwierdzenia 7 z cz. A (s. 47), w badaniach semantycznych
tradycyjnych systeméw sylogistycznych, klase K"P mozna zastapié w
sposéb réwnowazny klasa K° (tj. tych modeli, w ktérych do wartosci
denotacji naleza jedynie zbiory co najmniej dwuelementowe).

Zauwazmy, ze dla dowolnego u z K"p oraz S,P z Tv mamy:

SaPeSAT(u,}) wtw Sa’PeSAT(u,Y),

SePeSAT(u,Y) wtw Se’PeSAT(n,Y) wtw Se "PeSAT(u,}).

Zatem w modelach nalezacych do Knp interpretacje statych a oraz a’
(odp. e, €’, €7) sa nieodréZnialne i symbole te w logice trady-
cyjnej dublujag sie.

W rozdziale tym stosujemy identyczne rozszerzenia definicyjne

jak w rozdziale I (z pominieciem definicji a’, e’, e™’).

§1. Aksjomatyzacja teorii TAUT'(F>®) i TAUT E>*Y)

X TAUTH(E™ ) bedzie zbio-

rem ztoZonym z formut: (Cl.2.1), (Cl.2.2) oraz

l1.1.Aksjomaty specyficzne. Niech Ax:'

(C2.1.1) exs
Oczywiécie formuly (C1.3.1) i (Cl.3.2) sa wyprowadzalne z Ax a,ex
Ponadto, niech Axa '€, V =Ax> exU((Cl 2.3))
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1.2.Silna adekwatno§é klasy K "P dla Axa ex,V i Ax:'ex

nego manxcza ex,V (odp. Za **X) buduj jemy model p tak jak w 3.2 (odp.
3.4) rozdz. 1. Na mocy (C2.1.1) i (CL2.1), pek™

. Dla dowol-

§2. Aksjomatyzacja teorii TAUTt(Zl) i TAUTt(Zi'v

2.1.Aksjomaty specyficzne. Niech AxicTAUTt(Zi) bedzie zbiorem zto-
Zzonym z formuly (Cl.5.2) oraz formuty

(C2.2.1) Sis

za$ Ax,i(’v bedzie rozszerzeniem Axi o formute z TAUT tIZi'V)

(C2.2.2) Siv

2.2.Silna adekwatno$é klasy k™ dla Ax i Axi. Dla maxc):i’V
(odp. El) budujemy model p, tak jak w 52 (odp. 5.4.) rozdz. I.
Na mocy (C2.2.1), pek"?

§3. Aksjomatyzacja teorii TAUTt(Za'l) i TAUTt(Za’l'v).

System Lukasiewicza

3.1.Aksjomaty specyficzne. Niech Axk';=((c1,2,1), (CL.2.2), (Cl.6.
1), (C2.2.1)) (aksjomaty Jana Lukasiewicza; [12], [13], [14]}) oraz
I/‘V—Ax U{(CL.2.3)}. Z (C1.2.3) i (Cl.6.1) wyprowadzimy (CL.5.
3), zaé z (CL.5.3) i (C2.2.1) wyprowadzimy (C2.2.2) i (Cl.5.4).
3.2.Silna adekwotnoéé klasy g dla axEV i axE Dla maxcy & LV
(odp. Xa’i) budujemy model p, tak jak w 6.2. (odp 6.4.) rozdz. L
Na mocy (C2.2.1) i (CL.2.1), pek™
3.3.System Lukasiewicza. Oryginalny system Jana Lukasiewicza
(121), 131, [14]) jest odrywaniowo-podstawieniowy, wyznaczony
przez AxEul(def &) (def o)} Zgodnie z uwaga III w komentarzu,
klasa K" jest adekwatna wzgledem tego systemu. Zatem otrzymujemy

znany wynik, i2 zbiér jego tez réwny jast TAUTt(Za’l’e’o).




Rozdzial III

Bezkwantyfikatorowe fragmenty ontologii Les§niewskiego

W ontologii Leéniewskiego bedacej systemem kwantyfikatorowego
rachunku nazw z jedna specyficzna stala pierwotna €, i opartej na
aksjomacie specyficznym:

(0) SeP o (3IM MeS A YMYQ((MeSAQeS)sMeQ) A YM(MeS=MeP))
mozna zdefiniowaé wszystkie pozostate state z FZ. Przyktadowo
exS ¢ IM MeS
ex!S & SeS
solS & YMVYQ((MeSAQeS)sMeQ)
SaP e YM(MeS=MeP)
SiP & 3IM(MeSAMeP)

Réwniez ponizsze bezkwantyfikatorowe formuly nalezace do TAUTG(E):

(def c,V) MeV o MeM

(defo') MeS’ & (MeMA-MeS)
(defo+) Me(S+P) « (MeSvMeP)
(defo-) Me(Q+P) & (MeSAMeP)

pozwalajg wyeliminowaé - dzieki aksjomatowi (o) - stale V, *, +
oraz * we wszystkich kontekstach. Bez uZycia kwantyfikatoréw nie
mozemy jednak zdefiniowaé wszystkich pozostatych statych z FZ za
pomoca €, jak réwniez formutly (def oV)-(def °°) nie pozwalaja na wy-
eliminowanie we wszystkich kontekstach symboli z SN (np. nie wy-
eliminujemy ich z VeP, S'¢P itp.).

W ontologii Leéniewskiego nie korzysta si¢ z zaloZenia o ist-

nieniu jakich§ przedmiotéw, zatem formuta exV (ani tym bardziej
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formuta exVa-ex!V) nie jest teza tego systemu. Kazda bezkwantyfi-
katorowa teza ontologii Leéniewskiego (w przedstawionej tu posta-
ci) wyprowadzalna z (o), (defov)—(defo-) i odpowiednich definicji
symboli z FZ nalezy do TAUTZ(Z), oraz odwrotnie.

PowyZsze stwierdzenia wynika z twierdzenia prof. Bogustawa
Iwanusia z [6] (twierdzenie 3.II.). Doktadniej: traktujac ontolo-
gie Leéniewskiego jako teorie elementarna EO (bez identycznosci )
oparta na aksjomacie (o) i zbiorze aksjomatéw {3PVS(SeP«(SeSay)) :
Y jest formula, w ktérej P nie wystepuje jako zmienna wolna} (oraz
ewentualnych definicjach statych z SNUFZ) twierdzenie prof. B.
Iwanusia glosi:

¢ jest teza teorii EO wtw ¢ jest prawdziwe w dowolnej struk-

turze dla jezyka teorii EO, w ktérej uniwersum jest zbiorem

potegowym jakiego§ zbiér U (mozliwe, iZ pustego), statej V

odpowiada w tej strukturze zbiér U, zaé symbolom z FN (odp.

FZ) odpowiadaja operacje (odp. relacje) teoriomnogo$ciowe

uzyte przy definiowaniu zbioru formut speinionych w danym mo-

modelu.
Korzystajac z wtasnoéci formut bezkwantyfikatorowych, wnioskujemy
z powyzszego, iz: dana formufa bezkwantyfikatorowa jest teza EO
wtw nalezy do TAU'Iz(Z).

Mozna réwniez latwo bezpoérednio wyprowadzié z (o) i odpo-
wiednich definicji, wszystkie wystepujace dalej aksjomaty nalezace
do TAUTZ(Y).

Zgodnie z tytutem cze§ci C w niniejszym rozdziale bedziemy
badaé jedynie takie systemy, ktérych zbiér formut zdaniowych wyz-
naczony jest przez jaki§ zbiér symboli zawarty w zbiorze FZu{V}.
W kazdym z rozpatrywanych systeméw bedzie wystepowal jako stala
pierwotna przynajmniej jeden z symboli: &, ex!, sol, =. Przy czym,

jezeli € nie bedzie stala pierwotna, to - poza dwoma przypadkami -
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bedzie definiowalna.

Na mocy stwierdzenia 4 z cz. A (s. 42), jezeli scFZ (wtedy
Vés), to TAUT?(z%)=TAUT(Z®). Réwnoéci te, w badanych dalej przy-
padkach, wynikaé beda réwniez z udowadnianych silnych adekwatno$ci

.
klas ¢ i g wzgledem odpowiednich systeméw bez symbolu V.
§1. Aksjomatyzacja teorii TAUTz(XC’v). TAUTE(ZC) i TAUTZ(Z=)

Ze stwierdzenia 8 w cz. A (s. 50) wynika, Ze

TAUTZ(Z®)=TAUT(Z")=TAUT (F®) i TAUTZ(Z")=TAUT(S )=TAUT (T ).

Ponizej udowodnimy, Ze TAU1E(Z£’V)=TAUT(ZS’V) (patrz I 2 w komen-
tarzu do cz. C i D).
1.1.Aks jomaty specyficzne. Niech AxecTAUTG(Ze) sktada sie z:
(C3.1.1) SeP=SeS
(C3.1.2) (SePAPeP)sPeS
(C3.1.3) (SeMAMEeP)=SeP

M. Takano, utoZsamiajac system wyznaczony przez AX® z odpo-
wiednia teorig elementarna, udowodni! dla tej teorii twierdzenie o
reprezentacji ([33]). Z tego twierdzenia i z twierdzenia G#dla o
petno$ci wynika wniosek, ktéry, przy przyjetym utoZsamieniu,
stwierdza réwno$ci zbioru tez tego systemu ze zbiorm TAUT(}:E).

Niech Axe’chAUTG(ZE’V) bedzie rozszerzeniem Ax® o f ormuty:
(C3.1.4) SeS=SeV
(C3.1.5) VeP=»PeP
Oczywiécie SeVeSeS jest teza, lecz nie jest to definicja statej V
w tym systemie.
1.2.Silna adekwatno§é klasy g dla Ax®V. Dla dowolnego maxcze’v
rozwazmy dwa przypadki:
1° gdy VeVemax: bierzemy model p=(U,d)e g, w ktérym U:={V} oraz
dla SeZM d(S)=2 wtw SecS¢max; d(S)=U wtw SeSemax.
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Niech dla §_,geTv, SePemax. Wtedy 2z (C3.1.1) mamy SeSemax. Po-
nadto otrzymujemy SeVemax, VeSemax i VePemax, wiec réwniez
PePemax. Zatem D(S)=U=D(P). Odwrotnie, gdy §eEeSAT(u.E€’V), to
D(S)=U=D(P). Zatem SeSAPePemax. Stad 1 z zaloZenia, oraz z
(C3.1.4), (€3.1.2), (C3.1.3) otrzymujemy SePemax.
2° gdy VeVegmax: wtedy bierzemy model p.=(U,d)eKnp, w ktérym U i d
okredlamy w nastepujacy sposéb:

W zbiorze TVxTV okreélamy relacje: S~P wtw SePAPeSemax lub
S=P. Z aksjomatéw wynika, Ze jest to relacja réwnowaznoéci, zacho-
wujaca naleZzenie formul atomowych do max. Niech |_S_| bedzie (nie-
S wzgledem relacji ~, za$ |Tv|:=(|§|

: _S_ETV). Przy jmijmy U:=|TV|U((0),0). Ponadto, dla SeZM

pusta) klasa abstrakcji termu

{Is)» , gdy SeSemax
d(s):={
\ {|M] : MeSemaxiulig}),o} , gdy SeS¢max
Niech dia S,PeT , ScPemax. Wtedy SeSemax. Zatem SeZM oraz
d(s)={|S|}. Ponadto jezeli PePemax, to na mocy (C3.1.2) réwniez
PeSemax, czyli |S|=|P|. W przypadku za§ gdy PePemax, oczywiste
jest, iz |S|eD(P). Odwrotnie, gdy D(S)={u}cD(P) dla pewnego ueU,
to SeZM, SeSemax i u=|S|. Zatem |S|eD(P), czyli albo 2 okreélenia
funkcji d albe z (C1.3.4) mamy SePemax.
1.3.Silna adekwatnoéé klasy Knp dla Ax®. Dla maxc):e budu jemy model
peK"P jak w przypadku 2° w 1.2. zmieniajac TV na ZM.
1.4.Rozszerzenia definicyjne. Dodajac do zbioru Ax® (odp.Axs’v)
definicje (def 1(-:), (def 1=) lub (def4ex!), otrzymamy odpowiednie
systemy, dla ktérych K" (odp. k) jest silnie adekwatna.
1.5.Aksjomatyzacja teorii TAUTﬂQ::). Podamy aksjomatyke teorii
TAUTE(Z=), aby poréwnaé ja z aksjomatyka teorii symboli =, a, a’,
i oraz e:
(C3.1.6) S=P=2S=S




(C3.1.7) S=P=P=S
(C3.1.8) (S=MAM=P)=2S=P

Podobna metoda jak w 1.3. moZzna udowodnié adekwatnoéé.

§2. Aksjomatyzacja TAUTP(F2SY), TAUT?(E®®), TAUT?(F ),

TAUT? (7>, TAUT? (2> 5°MY) TAUT? (72 %%)

W paragrafie tym (podobnie jak w §1) nie moZzemy w ogéle sfor-
mutowaé zaloZenia o niepustoéci uniwersum (tzn. w badanych syste-
mach nie wystepuje Zadna z formuh exV, ViV, Va'V, ex!V v LasolV).
Jednak wykazemy, 2e Jjezeli X jest jednym ze zbioréw La,e,V,
72 exhY b 7250V o TAUTP(X)=TAUT(X) (patrz I 2 w komenta-

]
Za.ex. i )'_:a'SOl jest to ogdlna

rzu). Oczywiécie, dla zbioréw Za,e,
prawidtowos$é.
2.1.Aksjomaty specyficzne. Niech Axa'ecTAUTz(Za’c) sklada sie z:

(C1.2.1), (Cl1.2.2), (C3.1.1), (C3.1.2) oraz

(C3.2.1) SeP=SaP

(C3.2.2) (SeSASaP)=»ScP

(C3.2.3) (SePAPaS)=sPcP

(C3.2.4) {(~SeSASaMAMeM)=SaP
a,t:,V:=

Niech Ax Ax>'®U{(C1.2.3)}. Widzimy, 2Ze (C3.1.3) wypro-
wadzimy z (Cl.2.2), (C3.1.1), (C3.2.1) i (C3.2.2). Ponadto, (C3.L
4) wyprowadzimy z (Cl.2.3) i (C3.2.2), za§ (C3.1.5) z (CL.2.3) i
(C3.2.3). Zauwazmy, Ze system oparty na A€ réwnowazny jest sys-
temowi opartemu na aksjomatach:

(Cl.2.1), (C1.2.2), (C3.2.4) oraz
(1) (SeSASaP)«SeP
(2) SeP>(PaS«PeP)
Niech Axa’eX!cTAUTe(Ea’eX!) bedzie zlozony z formut:
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(Cl.2.1), (Cl.2.2) oraz

(C3.2.5) (ex!SASaP)=>{PaSeex!P)
(C3.2.6) (~ex!SASaMAex!M)=SaP

2,exL V. ax® ¥ ((cL.2.3)).

Jest oczywiste, Ze aksjomaty nalezace do AE (def4ex!) sg,
a,ex!

Ponadto niech Ax

wyprowadzalne z Ax i definicji (def ls), oraz odwrotnie. Zatem

]
systemy wyznaczone odpowiednio przez Ax®E i AT (odp. Axa'e'v

]
i Axa,ex.,v) sa definicyjnie réwnowazne.
Niech Axa’SOICTAU”IE(Za’SOI) sktada sie z nastepujacych formut:

(C1.2.1), (Cl.2.2) oraz

(C3.2.7) (SaPAsolP)=solS
(C3.2.8) (SaMAsolMA-MaS)=»SaP
Ponadto, niech Axa’s°1’V:=Axa'SOIU((Cl.2.3)). Symbol sol nie jest

definiowalny ani za pomoca a oraz € ani za pomoca a oraz ex!. Po-
nadto, za pomoca sol oraz a nie zdefiniujemy ani € ani ex!.

a,ex!,V a,ex!,V
T, Dla maxcy T T

2.2.Silna adekwatno$é¢ klasy K dla Ax 0z~
wazmy dwa przypadki:

1° gdy ex!Vemax : Zauwazmy, ze z (C1.2.3) i (C3.2.5) wyprowadzimy
(3) (ex!VAex!S)»VaS

zaé z (3), (Cl1.2.2), (Cl.2.3) i (C3.2.5) otrzymamy teze:

(4) (ex!VAex!S)s(SaP«ex!P)
Ponadto, z (Cl1.2.3) i (C3.2.6) wyprowadzimy teze:
(5) (ex!'VA=ex!S)=SaP

Dla max zbudujemy model p=(U,d)egk, w ktérym U:={V}oraz dla
SeZM : d(8)=@ wtw SeSgmax; d(S)=U wtw SeSemax.

Korzystajac z tez (3) - (5), latwo pokazaé, Ze: SaPemax wtw
D(S)cD(P); ex!Semax wtw Card D(8)=l, tj. D(S)=U.
2° gdy ex!'Vgmax: Z (C1.2.3) i (C3.2.5) wyprowadzimy teze:
(6) (ex!SA-ex!V)aaVaS &

W zbiorze ’l'vxTV okreflimy relacje ~ wzorem: S-~P wtw
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SaPAPaSemax. Jest to relacja réwnowaznoéci, zachowujaca naleZzenie
formut atomowych do max. Niech |S| bedzie klasa abstrakcji termu $
wzgledem relacji ~, za$ |TV| zbiorem klas abstrakcji (ilorazowym).
Dia zbioru max bierzemy model p=(U,d)ek, w ktérym U:=|Tv|u(z) w
ma co najmniej dwa elementy oraz jest co najwyzej przeliczalny),
zaé dla Se€ZM przyjmijmy
{|S]), gdy ex!Semax
d(s):={ @ , gdy dla pewnego M: ex!MASaMa-ex!Semax
{|M|} : MaSemax}uie}, w pozostatych przypadkach

Funkcje d przedtuzamy do D warunkiem: D(V)=U, na ZM d=D.

Zalézmy, Ze dla _S_eTv, ex!Semax. Zatem S#V i d(S)={|S|}. Odw-
rotnie, niech D(S)={u} dla pewnego ueU. Z okreélefi zbioru U i fun-
kcji D wynika, Ze SeZM, za§ z (CL.2.1) i okreélenia funkcji d ot-
rzymujemy, iz ex!Semax.

Zalézmy teraz, iz dla §,_P_ETV, SaPemax. Gdy P=V, to
D(S)cU=D(P); za$ dla P€ZM rozpatrzymy trzy mozliwosci:
a) ex'Pemax: Na mocy obu zaloZeri i tezy (6), SeZM. Teraz jezeli
ex!S¢max, to nex!SASaPaex!Pemax, wigc z okreélenia funkcji d,
d(S)=@. Jezeli zaé ex!Semax, to z (C3.2.5) i zaloZenia mamy
|S|=|B|, tj- d(S)=d(P). Zatem D(S)cD(P).
b) ex!P¢max i dla pewnego M mamy ex!MAPaMemax: Wtedy na mocy
(C3.2.6), PaSemax. Stad i tezy (6), SeZM, za§ z okreflenia funkcji
d mamy d(S)=e, gdyz -exSASaM € max na mocy (C3.2.5) i (Cl1.2.2).
Zatem d(S)=e=d(P).
¢) W pozostatym przypadku d(P)={|M| : MaPemax }ui{@}, wiec inkluzja
D(S)cD(P) wynika z zalozefi, z (Cl.2.2), (C1.2.3) oraz z okreélenia
relacji ~.
Odwrotnie, zalézmy ze D(S)cD(P). Rozwazmy dwa przypadki:
a) D(S)=o : Wtedy SeZM, wiec z okreflenia funkcji d dla pewnego M

mamy -ex!SASaMAex!Memax. Stad na mocy (C1.2.6) mamy SaPemax.
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b) D(S)*@ : Wtedy na mocy (Cl.2.1) i okreélenia funkcji D,

|_S_|eD(§). Stad réwniez |S|eD(B). Zatem, albo z okreflenia funkcji
d albo z (C1.2.3), SaPemax.

a,ex! a,ex! .
2.3.Silna adekwatnoé¢ klasy K dla Ax"'""". Dla maxcy ' budu jemy
model pek tak jak w 2.2 przypadek 2°, zmieniajac TV na ZM.

a,sol,V a,sol,V

2.4.Silna adekwatno$é klasy g dla Ax . Dla maxc} roz-

wazmy dwa przypadki:
1° gdy solVemax: budujemy model p=(U,d)eg, w ktérym U:={V} oraz
dla SeZM : d(S)=@ wtw VaS¢max; d(8)=U wtw VaSemax.
ZauwaZmy, Ze na mocy (C1.2.3), (C3.2.7) i zalozenia, dla kazdego
§eTv zachodzi solSemax, oraz jest to formuta spelniona w .
Zaté6zmy zatem, ze dla §,_EeTv, SaPemax. Jezeli D(S)*@, to VaSemax,
wiec na mocy (Cl.2.2) réwniez VaPemax, czyli D(8)=U=D(P). Odwrot-
nie, niech D(S)cD(P). Wtedy, gdy D(S)=a, to na mocy (C1.2.3),
(C3.2.8) i zaloZenia, SaPemax. Gdy zaé D(S)#@, to VaPemax, wiec z
(C1.2.2) i (Cl.2.3), SaPemax.
2° gdy solVgmax: Wtedy dla max okreélamy |S]| i |TV| jak w 2.2
przypadek 2°. Budujemy model p=(U,d)ek, w ktérym U:=|T |ule), za$
funkcje d okreSlamy na ZM warunkiem
{|M] : MaSemax)uie}, gdy solS¢max

ds)={ o , gdy dla pewnego M: solMaSaMa-MaSemax

\ {|8|}, w pozostatych przypadkach

Na mocy (C1.2.1) i (C3.2.7): solSemax Wtw solSeSAT(w,}).

Dla §,E€Tv zalézmy, ze SaPemax. Jezeli D(S)=o, to D(S)<D(P).
Jezeli zaé D(S)#@, to albo solSgmax albo solSemax 1 nie istnieje
takie M, Ze SaMasolMA-MaSemax. Stad na mocy (C3.2.7) i zaltozenia,
albo solPgmax albo solPemax i Is|=[B|- Z okreélenia funkcji D i
(Cl.2.3) mamy zatem SaPemax. Odwrotnie, niech D(S)cD(P). Wtedy,
gdy D(S)=s, to SeZM, i z okreélenia d oraz (C3.2.8) wynika, ze

SaPemax. Jezeli za§ D(S)*a, to |s|eD(S), wiec réwniez |S|eD(P).
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Zatem z okreélenia funkcji d lub z (Cl.2.3) mamy SaPemax.

a,sol a,so

2.5.Silna adekwatno$éé klasy g dla Ax . Dla maxc}™’ 1 budu jemy

model p tak jak w 2.4. przypadek 2°, zmieniajac Tv na ZM.
2.6.Rozszerzenia definicyjne. Dodajac do Ax>E g Axa,e,V definicje
(deflo), (defIE), (deflE), (def1=) lub (def4ex!) otrzymamy syste-
my, dla ktérych klasy Kz i Kk sa silnie adekwatne. Podobnie, do
. a,ex! a,ex!,V
zbioréw Ax’ Ax7TTTT

(def =), (def €), (def_€) lub (def _=).
1 1 2 2

mozemy doltaczyé definicje (deflo),

« ~ Y
§3. Aksjomatyzacja teorii TAUTZ(F™S%Y), TAUT? (2% Y),

TAU.lJa(za,ex,ex!,V)’ TAUT@(}:a"eX!’V), TAUTZ():a'ex’SOY"V)
TAUT2(52 " 5°MY), TAUT? (52 2% Y) oraz bez symo.iu A

3.1.Aksjomaty specyficzne. Niech Axa,ex,scTAUTz(za.ex,e) bedzie
X . a,ex

rozszerzeniem zbioru Ax

(C3.1.1), (C3.1.2), (C3.2.1), (C3.2.2) oraz

(C3.3.1) (exSASaPAPeP)3SeS

(C3.3.2) SeS=exS

Zauwazmy, ze z (CL.3.2), (C3.2.1), (C3.3.1), (C3.3.2) i (CL3.1}

wyprowadzimy (C3.2.3), za§ (C3.2.4) wyprowadzimy z (C3.3.1) i
a,ex,e

o aksjomaty:

(C1.3.2). Zatem system wyznaczony przez Ax jest rozszeric-

niem systemu wyznaczonego przez Ax>€ (ten jest z kolei rozszeirze-
niem konserwatywnym - wyznaczonego przez Ax5). z dalsze] czeéci
bedzie wynikaé, Ze rozszerzenie to jest konserwatywne.

Niech Axa"ecTAUTz(Za.'c) bedzie rozszerzeniem zbioru Ax?" o

aksjomaty (C3.1.1), (C3.1.2) oraz:

(C3.3.3) SeP=Sa’P
(C3.3.4) (SeSASa’P)=SeP
(C3.3.5) (Sa"PAPeP)=SeS

Oczywiscie z (C3.3.3), (C3.3.4), (C3.1.1) i (Cl.2.2) wyprowadzimy
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as,e . .
(C3.1.3), wiec system wyznaczony przez AX jest rozszerzeniem

€
(konserwatywnym) systemu wyznaczonego przez Ax .

1 []
Niech Axa,ex,ex.cTAUTz(Za,ex,ex.) bedzie rozszerzeniem zbioru

Ax®® o aks jomaty:
(C3.3.6) (exSASaPAex!P)s(ex!SAPaS)
(C3.3.7) ex!SsexS

Zauwazmy, ze z (CL.3.1), (C3.3.6) i (C3.3.7)
5), zaé (C3.2.6) wyprowadzimy z (C3.3.7) i (Cl.3.2). Zatem badany

wyprowadzimy (C3.2.

system jest rozszerzeniem (konserwatywnym) systemu wyznaczonego
. a,ex!
przez zbiér Ax .
. ex! . ex!
Niech Ax® ’ex'cTAUT@():a €%y bedzie rozszerzeniem zbioru

Ax® o aksjomaty:

(C3.3.8) (Sa"PAex!P)=ex!S
(C3.3.9) (Sa"PAex!P)sPa’sS
(C3.3.10) ex!S=8a’S

Niech Axa’ex'SOICTAUI (Za'ex’SOI) bedzie rozszerzemiem zbioru
a,ex

AX o aksjomaty : (C3.2.7) oraz
(C3.3.11) (exSASaPAsolP)=PaS
(C3.3.12} -exSssolS

Oczywiscie, z (C3.3.11) i (C1.3.2) wyprowadzimy (C3.2.8), wiec ba~

dany system jest rozszerzeniem (konserwatywnym) systemu wyznaczo-
a,sol

nego przez Ax .

. a+,sol U’Iz +,s50] . . .

Niech Ax cTA (Ea ) bedzie rozszerzeniem zbioru

Ax®" o aks jomaty:

(C3.3.13) (Sa’PAsolP)=solS
(C3.3.14) (Sa’PAsolP)=2Pa’s
(C3.3.15) —solS=»Sa’S

rozszerzeniem

! ]
Niech  Ax®SXHSOTAUTZ(F2 ¥ 5)  bedzie
zbioru Ax® o nastepujace aksjomaty : (C3.2.7) oraz

(C3.3.16) ex!S3s0lS




(C3.3.17) (ex!SASaPAsolP)=(ex!PAPaS)
(C3.3.18)
Zauwazmy, 2e z (C3.3.16), (C3.3.17) i (C3.2.7) wyprowadzimy
(C3.2.5), z (C3.3.16), (C3.2.7) i (C3.3.18) wyprowadzimy (C3.2.6),

zaé (C3.2.8) wyprowadzimy z (C3.2.7), (C3.3.17) i (C3.3.18). Zatem

(~ex!SAsolS)=»SaP

badany system jest rozszerzeniem (konserwatywnym) systeméw wyzna-
,ex! i AXa,sol

Zauwazmy, ze wszystkie systemy wyznaczone przez zdefiniowane

czonych przez zbiory Ax?

wyzej zbiory aksjomatéw specyficznych, sa definicyjnie réwnowazrc.
Doktadniej: réwnowazne sg systemy wyznaczone odpowiedniny przez
niZzsze zbiory:

Axa’ex’eu((defla'), (def4ex!), (def4sol))

Axa.’eu{(defla), (def4ex!), (deflex), (defssol))

[}

Axa’ex’ex'u((defla'), (defle), (deflsol))

Ax u((defla), (deflex), (defsc), (defzsol))

Axa'ex'SOlu((defla'), (def‘ze), (deflex!))

Ax v{(def a), (def ex), (def _€), (def ex!)}

1 1 5 2
a,ex!,sol .
Ax u((def‘la ), (defaex), (defle))

Na koniec, dodajmy do aksjomatyk z symbolem a aksjomat

a-*,ex!

a-,sol

(C1.2.3), zaé do aksjomatyk z symbolem a° - aksjomat (Cl.4.4).
Nazwa nowej aksjomatyki powstaje z nazwy aksjomatyki wyjsciowej
przez dodanie gérnego indeksu V i dolnego @. Dla systeméw wyuna-
czonych przez rozszerzone aksjomatyki réwniez zachodzi definicyjr

réwnowaznoéé, analogiczna do wyzej oméwionej.
a,ex,ex!,V
@
rozpatrzmy trzy przypadki:

3.2.Silna adekwatno$é klasy KZ dla Ax . Dla max zawartego

w ):a,ex,ex!,v
1° gdy exVgmax: wtedy dla max bierzemy model My 2z pustym uniwer-
sum. W tym przypadku z (CL.2.3), (CL.3.1) i (CL.3.2} otrzymujemy.
Z2e dla dowolnych S,P z Tv, SaPemax oraz exS¢max. Zatem z (C3.1.7)

réwniez ex!Sgmax.
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2° gdy ex!Vemax: wtedy dla max budujemy model identyczny jak w
2.2. przypadek 1°. Poniewa2 badany system jest rozszerzeniem sys-

|
a,ex.,V’ wiec formuly (3}, (4) i (S) z

temu wyznaczonego przez AX
2.2., sa jego tezami. Ponadto, z (C3.3.6) i (Cl.2.3) wyprowadzimy
(N (ex!VAexS)=»(ex!SAVaS)
Korzystajac z powyZszych tez i zaloZenia, latwo sprawdzié, Ze do-
wolna formula atomowa nalezy do max wtw jest spelniona w podanym
wyZej modelu.
3° gdy exVa-ex!Vemax: Niech X:=(METV : exMemax} (jest to zbiér
niepusty). W zbiorze XxX okre§lamy relacje ~ za pomoca wzoru poda-
nego w 2.2. Niech |S| bedzie (niepusta) klasa abstrakcji termu S
nalezacego do X, za§ |X| zbiorem ilorazowym wzgledem relacji -~.
Dla max budujemy model p=(U,d)ek, w ktérym U:=|X|uX (U jest co
najmniej dwuelementowe), za$§ d okre§lamy na ZM wzorem:
(|S]}, gdy ex!Semax
d(8):={
\ {|M]e|X]| : MaSemax}u{MeX : MaSemax}, gdy ex!S¢max

Zatézmy, ze dla §eTV, exSemax. Na mocy (Cl1.2.1) lub niepusto-
éci zbioru U mamy D(S)#*@. Odwrotnie, gdy D(S)*@, to na mocy
(C1.3.1) lub zalozenia o V, mamy exSemax.

Warunek ex!Semax wtw ex!SeSAT(y,}), sprawdzamy jak w 2.2.

Zalézmy, Ze dla §,_EETV, SaPemax. Gdy P=V, to D(S)cU=D(P). Dla
PeZM rozpatrzymy dwa przypadki:
a) ex!Pemax: wtedy na mocy (C3.3.6), albo exS¢max albo ex!Semax.
Zatem Se€ZM, oraz w pierwszym przypadku d(S)=o, za§ w drugim na
mocy (C3.3.6), d(S)={|S|}=(|R|}=d(P).
b) ex!Pg¢max: Zawieranie D(S)cD(P) wynika z (ClL.2.2) i (Cl.2.3).
Odwrotnie zal6zZmy, Ze D(S)cD(P). Mozliwe sa wtedy dwa przypadki:
a) D(S)=@ : wtedy exS¢max, wiec na mocy (Cl.3.2), SaPemax.

b) D(S)#e : wtedy |S|eD(S), wiec réwniez |S|eD(P). Zatem albo z
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okreélenia funkcji d albo z (Cl.2.3) mamy SaPemax.
3.3.Silna adekwatno$é klas Kz ikgdla Ax® X! pla max zawarte-
go w Za,ex.ex! budujemy model ueKz jak w 3.2. przypadek 3°, zmie-
niajac jedynie zbiér TV na ZM (w tym przypadku U moZe by¢ zbiorem
pustym). Reszta dowodu jak w 3.2. z oczywistymi uproszczeniami.
Dla max moZzemy réwniez podaé model o niepustym uniwersum.
Mianowicie, w 3.2. przypadek 3° zamiast zbioru X bierzemy ZM, za$
funkcje d okreélamy dla § warunkiem: d(S):={|M| : exMAMaSemax}u{M
exMAMaSemax), gdy ex!Sgmax; gdy ex!Semax, d(S):={]|S|}. Reszta
dowodu jak w 3.2. z uproszczeniami (inne modele w [22]).
3.4.Rozszerzenia definicyjne. MoZna stosowaé odpowiednie definicje
wymienione w 3.1. oraz na str. 54-56.
3.5.Rozszerzenia konserwatywne. Z silnej adekwatnoéci klasy Ka
(odp. k) wzgledem systeméw omawianych w 1.1, 2.1. i 3.1., wynika,

2e omawiane w punkcie 3.1. rozszerzenia, sg konserwatywne.

§4. Aksjomatyzacja teorii TAUTO(Za.i.c.V), TAUTG(Za"i'e'V),
i ' - .
TAI)TG(Za,l.ex..V)' TAUTD(Za .i.ex!,V)’ TAUTZ(Za’l’SOI’V),
TAUTz(Za.’l'SOl’V) oraz bez symbolu V

4.1.Aksjomaty specyficzne. Niech AxSh’ecTAUTO(Za’i’e

o ) bedzie roz-
szerzeniem zbioru Ax~ o formuty : (C3.1.1), (C3.2.1) oraz

(C3.4.1) SeS=SiS

(C3.4.2) (SaMAMeMASiP)=SeP

h»

Latwo wykazaé, Ze system wyznaczony przez Axs € jest réwno-
wazny systemom wyznaczonym odpowiednio przez zbiory:

- AXSDU{(C3.1.1), (C3.2.1), (C3.2.2), (C3.4.1), (8), (9)}, gdzie

(8) (SiSASaPAPeP)=SeS

(9) (SeSASiP)»SaP

Sh
- AX”U{(C3.1.1), (C3.2.1), (C3.4.1), (8), (10)}, gdzie
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(10) (SeSASIP)»SeP
- axShu((ca LD, (C3.2.1), (C3.4.1), (10), (C3.2.3)).
1 i 1
Niech AxSh’ex'cTAUTo(Za’l'ex') bedzie rozszerzeniem zbjoru

AxSh o ponizsze aksjomaty:

(C3.4.3) ex!S3SiS
(C3.4.4) (ex!SASiP)sSaP
(C3.4.5) (SiSASaPAex!P)=ex!S

Niech AXSh’SOICTAU'I'Z(Za’i’SOI) bedzie rozszerzeniem zbioru
Axsh o nastepujace formuty : (C3.2.7) oraz
(C3.4.6) -SiS=solS
(C3.4.7) (solSASiP)=»SaP

Niech Axa.’i‘ecTAUTc(Za.’i’e) bedzie rozszerzeniem zbioru
Axa.'i o nastepujace formuty : (C3.1.1), (C3.3.3) oraz
(C3.4.8) (Sa"MAMeMASiP)=SeP

Niech Axa.'i’eX!cTAU‘lﬂ(Za.’i'eX!) bedzie rozszerzeniem zbioru

Ax>"'! o aksjomaty : (C3.3.8), (C3.3.10) oraz

- (C3.4.9) (ex!SASiP)»Sa’P

Niech Axa.’i’SOlcTAUTg(Za.’i'SOI) bedzie rozszerzeniem zbioru
Axa.'i o nastepujace formuty : (C3.3.13), (C3.4.6) oraz
{C3.4.10) {solSASiP)»Sa’P

Mozna latwo wykazaé,2e wszystkie formuly z AX &€ (odp.
Axa,ex!, Axa’SOI, Axa.’e Axa"eX!, Axa"S°1) sa wyprowadzalne z

' o i . iex!
xSh,t: xSh,ex.’ AxSh,sol' Axa ,1,8' Axa i,ex!

A
Ax

{(odp. A
a-,i,sol
).

Ponadto latwo pokazaé, Ze wszystkie systemy wyznaczone przez
wyZej wymienione zbiory aksjomatéw specyficznych sa definicyjnie
réwnowazne. Dokladniej: réwnowazne sa systemy wyznaczone przez te
zbiory z odpowiednio dodanymi definicjami wymienionymi w 3.1.

Na koniec, dodajmy do aksjomatyk z symbolem a aksjomat (cLz2.

3), zaé do aksjomatyk z symbolem a’ - aksjomat (Cl.4.4). Nazwg no-
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wej aksjomatyki otrzymamy z nazwy aksjomatyki wyjéciowe j, dodajac
gérny indeks V i dolny @. Dla systeméw wyznaczonych przez rozsze—
rzone aksjomatyki réwniez zachodzi definicyjna réwnowazZnoéé, ana-

logiczna do wyzej oméwionej.
Sh,ex!,V
]

4.2.Silna adekwatno$é klasy Kg dla Ax a,1,extV

. Dla maxc}
moga, zachodzié trzy przypadki:
1° gdy ViVgmax: wtedy z (ClL6.2), (C1.2.2) i (Cl.2.3) otrzymujemy,
iz dla dowolnych S,P z Tv, SaPemax. Ponadto z (Cl1.3.2), (Cl1.5.1) i
(Cl.6.1) otrzymujemy, 2e SiPgmax dla dowolnych S,P z TV. Stad na
mocy (C3.4.3), réwnie2 ex!S¢max dla dowolnego S z Tv. Zatem mozZemy
wziaé model o
2° gdy ex!Vemax: wtedy dla max budujemy identyczny model jak w
2.2. przypadek 1°.
3° gdy ViVA-ex!Vemax: Niech X:=(METV : MiMemax}. Niech ~ bedzie
relacja réwnowaznoéci okreflona na zbiorze XxX wzorem podanym w
2.2. przypadek 2°. Niech |S| bedzie klasa abstrakcji termu § z X,
za$§ |X| zbiorem ilorazowym zbioru X. Przyjmijmy Y:={{M,Q} : M,QETV
oraz MiQemax}. Budujemy model p=(U,d)ek, w ktérym U:=|X |uYUX (jest
to zbiér co najmniej dwuelementowy) oraz dla S z ZM
{|S|} gdy ex!Semax
d(8):={ {|M|e|X] : MaSemax}u{{M,Q}eY : MaSvQaSemax}u
\ v {MeX : MaSemax)}, gdy jest inaczej
Dodaliémy trzeci zbiér, gdyz mozliwy jest przypadek, Ze dla pewne-
go S mamy ex!Sgmax, |S|=(S} oraz dla kazdego M#S, MaSgmax.
Dla §,E€Tv zalézmy, Ze SiPemax. Wtedy réwniez
SiSAPiPAPiSemax. Rozwaimy cztery przypadki:
a) ex!SAex!Pemax : wtedy na mocy (C3.4.4) d(S)={|S|}={|B|}=d(P)=o
b) ex!Sa-ex!Pemax wtedy d(8)={|S|} oraz na mocy (C3.4.4),
|S|eD(P) (gdy P=V, to D(P)=U).

c) -ex!Saex!Pemax : podobnie jak w b).
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d) nex!Sa-ex!Pemax : wtedy na mocy (Cl.2.1}, {S,P}eD(S)nD(P).

Zatem w przypadkach a) - d) mamy D(S)nD(P)#@. Odwrotnie, niech
D(S)nD(P)#@. Moga zachodzié trzy przypadki:

a) |M]eD(SIND(P) : wtedy na mocy (Cl.6.1) i (C1.2.3) mamy SiPemax.
b) {M,Q}eD(S)ND(P) : identycznie jak w 6.2. w rozdz. I dla AxSh’V
pokazujemy, ze SiPemax.

c) _MeD(§)nD(E) : podobnie jak w a), mamy SiPemax.

Niech dla § z TV, ex!Semax. Wtedy SeZM oraz d(S)={|S|}. Odw-
rotnie, gdy ex!S¢max, to w przypadku gdy SiS¢max, Se€ZM oraz
d(S)=2, za§ w przypadku gdy SiSemax mamy (I_S_|,§)CD(§).

Dla §,geTv zalézZmy, 2ze SaPemax. W przypadku, gdy P=V,
D(S)cU=D(P). Dla PeZM rozwazmy dwa przypadki:

a) ex!Pemax : wtedy, gdy SiS¢max, to d(S)=ecd(P). Gdy za$ SiSemax,
to na mocy (C3.4.5), réwniez ex!Semax. Teraz z AxSh i (C3.4.3) ma-
my SiPAPiSemax. Zatem na mocy (C3.4.4), d(8)={|S|}=(|P|}=d(P).

b) ex!Pe¢max : wtedy z zatozenia i (Cl1.2.1) mamy D{S)cD(P).
©Odwrotnie, niech D(S)cD(P). W przypadku, gdy D(S)=@, to SiSgmax,
wiec na mocy (Cl.6.2), SaPemax. W przypadku, gdy D(S)#®, to SeX,
wiec na mocy (CL.2.1), |8|eD(S). Zatem réwniez |§|ED(_E), wiec albo
z okreélenia funkcji d albo z (Cl.2.3) mamy SaPemax.

4.3.Silna adekwatno$é klas |('z ii g dla AxSh’eX!
w Za,i,ex! budujemy model ueKZ jak w 4.2. przypadek 3°, zmieniajac

. Dla max zawartego

jedynie zbiér Tv na ZM (w tym przypadku U moZe byé puste). Reszta
dowodu jak w 4.2. z oczywistymi uproszczeniami. Dla max mozZemy
réwniez podaé model o niepustym uniwersum U:=|ZM|u{{M,Q}
M,QeZMWUZM i d okreflonym jak poprzednio, zachowujac zbiory |X|, X
i Y (inny model w [22]).

4.4 .Rozszerzenia definicyjne. Stosujemy odpowiednie definicje wy-

mienione w 2.6. i 3.4., oraz (defle), (defle') i (def‘le").




§5. Bezkwantyfikatorowe fragmenty ontologii

Leéniewskiego z aksjomatami istnienia

5.1.ZaloZzenie niepusto$éci uniwersum. Niech
a,eX,8,V,_yx®e% 8V (c1.3.1))

Ax =Ax
:=sz W{{Cl1.4.5)}

,C,V ae ,C,V
\ 1
a,ex,ex.,V:=Axa.ex»ex-»vu((c1_3,1))

2
.,ex! . ext
asextV,_, a%exhV el 4.5)

[~]
a.ex.sol.V a,eX.Sol'vu((Cl.&l))

A
A

A

Ax™ T :=sz

Ax oLV _yasisoLV i 4 5))
A
Ax

X
| |
xa,ex.,sol,V: =Axa’ex"SOI’Vu((ex!Vv-solV))

Sh,&, V. _ax Sh":"Z,Vu((c1.5.4))

%]
Sh,ex! V =AxX Sh’eX!'v((Cl.SA))

Sh,sol, V gh’SOI’Vu((Cl.SA))
as1LeV (cL5.4))
a-,i,ex,V

v{(Cl1.5.4)}
:=Ax:'"'S°1'Vu((c1.s.4))

tzn. dodajemy odpowiedni aksjomat jednej z postaci : exV, Va'V,

Ax

,1eV —AX

=AXx

x>
x
x
Ax
Ax
Ax a-,i,ex! V
Ax

a+,i,sol,V

ex!VvasolV lub ViV. Oczywiécie, zachodza odpowiednie réwnowaZno$ci
definicyjne do omawianych w 3.1. oraz 4.1.

Biorac pod uwage punkty 3.2. i 4.2., widiimy, 2e otrzymamy
wzgledem Kklasy K silna adekwatno$é systeméw wyznaczonych przez
powyzej zdefiniowane zbiory aksjomatéw. Istotnie, odpada przypadek
1°, zaé tylko w tym przypadku konstruowany model miat puste uni-

wersum. Zatem powyzZsze zbiory stanowia odpowiednio aksjomatyzacje

teorii TAUT(Za'ex’e'v), TAUT(Za &, V TAUT(Za’ex’CX!’V)
TAUT(Za ,ex!, V TAUT(Za'eX ,s0l, V)’ TAUT(Za ,s0l, V
TAUT(E™ %! s°l V), TAUT(R> e ), TAUT(E™ S V
TauT(g> XYy, tautg®hsobVy, TAUT(? +1E V
TAUT(E® " ¥*Y) oraz TaUTER " sOLY),
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5.2.Zalozenie o uniwersum co najmniej dwuelenentowym. W systemach,
w ktérych jako pierwotny wystepuje symbol ex, i lub a’, plus jeden
z symboli ex!, sol lub € (ewentualnie ex! oraz sol), mozemy dola-
czyé jako aksjomat formule, dzieki ktérej w punktach 3.2. i 4.2
pozostanie jedynie przypadek 3°. W takiej sytuacji otrzymamy sys-—
tem, wzgledem ktérego silnie adekwatna jest klasa modeli o uniwer-
sum co najmniej dwuelementowym.

Podobna jest sytuacja, gdy Zaden z symboli ex, i ani a  nie
wystepuje w systemie, lecz wystepuje w nim jeden z symboli €, ex!
badZ sol oraz dolaczymy jako aksjomat odpowiednia z formul -VeV,
-ex!V badZ -solV. Wtedy odpowiednie wyniki uzyskamy rozpatrujac
przypadek 2° w punktach 1.2., 2.2. oraz 2.4.




CZESC D
SYSTEMY Z FUNKTORAMI NAZWOTWORCZYMI

Rozdziatl I

Boole’owski system sylogistyczny

Boole’owski system sylogistyczny bezkwantyfikatorowego ra-
chunku nazw zbudujemy w zbiorze formu! zdaniowych wyznaczonym
przez SNUFSYL, tj. zbiér (V, ’, +, =+, a, o, i, e ¢, €7, a’, 5

ex}). System ten bedzie definicyjnym rozszerzeniem systemu przeds-

tawionego w §l.

§1. Aksjomatyzacja teorii TAU’I’G(ZE’+") i TAUT()::E'+',)

=+,

1.1.Aks jomaty specyficzne. Niech Axg’ ’ cTAUTG(ZE’+’1) bedzie roz-

szerzeniem zbioru Ax o ponizsze formuly:

(D1.1.1) S=P » S’=P’

(D1.1.2) =P » ((S+M)=(P+M)A(M+S)=(M+P))
(D1.1.3) S=S8//

(D1.1.4) S=(S+(P+P‘)’)

(D1.1.5) (S+(M+P)’ )=((M’ +S)’ +(P’ +S)" )’

’

MoZna udowodnié, iz tezami systemu wyznaczonego przez Ax = s3
o

ponizsze f ormuty :

Patrz punkty 1 1 2 dodatku do czeécl D.
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(1 (s+S)=S
(2) (S+P)=(P+S)
(3) ((S+P)+M)=(S+(P+M))
(4) (s+8’ )=(P+P’)
(5) S=S’ = P=P’
(6) S=S’ » M=P
(7) (S+57)=S’ » (S+58')'=S
(8) S=P & ((S+P)=PA(S+P)=S)
(9) S=P & S'=P’
(10) ((P’ +S)’ +P)=P
(11) (P +S)' +S)=S = (P+S)=S
(12) (P+(S+S’))=(S+S")
(13) (S*+P)‘ =(S+S’)’ & (S+P)=P
(14) S=(S+8’ )’ = (S+P)=P
(15) ((S+P)=PA(S+P’)=P’) = S—(S+S')'
Ponadto przyjmijmy, 2Ze Ax =’ jest rozszerzeniem zbioru
Ax§’+’ o poniZzsza formule nalezaca do TAUT(Z a0 )
(DL.1.6) -S=S’

Stosujac metode algebraiczna (tj. uzywajac twierdzenia Sto-
ne'a o reprezentacji dla elementarne j teorii algebr Boole’a) poka-
zano w [21], Ze zbi6r tez pewnego systemu réwnowaznego z systemem
wyznaczonym przez AX =+ , pokrywa sie z TAUT(): 0,
1.2.Silna adekwatnoé¢ klasy K dla Ax =+ . Dla dowolnego max za-
wartego w Z s okreéhmy pojecie max—f iltru. Niepusty podzbiér V
zbioru terméw T ! jest max-fxltrem (dalej krétko - filtrem) wtw
spelnia dla dowolnych S,P z T +' ponizsze warunki
(i) jezeli SeV i (S+P)=Pemax, to PeV,

(ii) jezeli SeV i PeV, to (S'+P’)"eV
Zauwazmy, 2e jezeli SeV, to skoro (S+(S+P))=(S+P)emax, wigC

na mocy (i), réwniez (S+P)eV. Ponadto, jezeli istnieje taki term
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S, Zze S=S’emax, to na mocy (5) i (6), jest tak dla wszystkich ter-
méw oraz dla dowolnych S,P mamy S=Pemax. Zatem w tym przypadku je-
dynym filtrem jest T+".

Na mocy tezy (12), dla dowolnego §eT+”, term (S+S’) nalezy
do kazdego filtru.

Filtr V nazywamy wlasciwym wtw VT +’I. Zauwazmy, Ze dla do-
wolnego termu §, term (S+S’)’ nie jest elementem Zadnego filtru
wlaéciwego. Wynika to z (i), (D1.1.4) i (2). Zatem na mocy (DL.L
3) i (ii), dla dowolnego filtru wlaéciwego V i dowolnego termu S,
nie jest tak, Ze zaréwno SeV i §'eV.

Kazdy element maksymalny czg§ciowo uporzadkowanego przez re-
lacje inkluzji zbioru wszystkich filtréw wtaéciwych nazywamy po
prostu filtrem maksymalnym. Filtr V jest wiec filtrem maksymalnym
wtw V jest filtrem wlaéciwym i nie jest zawarty w sposéb wlasciwy
w 2adnym innym filtrze wlaéciwym réznym od V. Kazdy filtr wladciwy
jest podzbiorem jakiego§ filtru maksymalnego. Istotnie, jezeli Vo
jest filtrem wiaéciwym, to z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika is-
tnienie elementu maksymalnego w zbiorze wszystkich filtréw
wlaéciwych zawierajacych filtr V dgdyi kazdy taricuch w tym zbiorze
(taficuchem jest kazdy niepusty zbiér filtréw taki, Ze dla dowol-
nych jego elementéw \7l i Vz, Iub VlcV2 lub VchI) ma kres gérny
bedacy suma mnogoéciowa wszystkich elementéw taricucha.

Zauwazmy, Ze jeZeli S=(S+S’)/¢max, to zbibr /§/:=(M_eT+’,
(s+M)=Memax} jest filtrem wlaéciwym, do ktérego nalezy S (S’ nie
nalezy do /S/, na mocy tezy (7)).

Z powyzszych dwéch uwag wynika, ze jezeli S=(S+S8’)'¢max, to
istnieje filtr maksymalny, do ktérego nalezy S.

Pokazemy, Ze dla dowolnego filtru maksymalnego V i dowolnego
termu §eT+’, mamy:

*) S’'eV wtw SeV.
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Istotnie, implikacje = prosta wykazaliémy  juz dla f iltréw
wlaéciwych. Zatézmy zatem, Ze SeV. Wtedy zbiér V-(MET : dla
pewnego PeV mamy ((p’ +S)’ +M)=Memax} jest filtrem. Na mocy tezy
(10), VcV oraz S'eV \7 jest filtrem wlasciwym, gdyz SeV (gdyby
nalezal, to dla pewnego PeV mielibyémy (P’ +8) +S=Semax, 1ecz wtedy
na mocy (11), réwniez (P+S)=Semax, czyli S nalezaloby do V). Skoro
V jest maksymalny, to V=V1, wiec S’€V.

Z poprzednio podanej uwagi oraz z (*, (ii) i (DL.1.3) wyni-
ka, iz dla dowolnych terméw S,P i filtru maksymalnego V
(**) (S+P)eV wtw SeV lub PeV

Budujemy model u=(U,d)eKz, w ktérym U sktada sie¢ ze wszyst-
kich filtréw maksymalnych (jezeli dla jakiego§ S mamy S=§’emax, to
U=2), zaé d okre§lamy na ZM wzorem: d(8):={VeU : SeV). Funkcje d
przediuzamy na T+’, do funkcji D za pomoca warunkéw: D(S’ }=U\D(S),
D(S+P)=D(S)uD(P). Wykorzystujac warunki ("‘) i (**), latwo pokazaé
w sposéb indukcyjny, Ze dla kazdego S 2z T 3 i kazdego VeU :
{x) VeD(S) wtw SeV

Teraz moZzemy pokazaé, Ze dla §,£e'r+' : S
Na mocy tezy (8) wystarczy udowodnié, ze S+P=Pemax wtw D(S)cD(P).

’

=Pemax wtw D(S)=D(P).

Niech S+P=Pemax. Jezeli VeD(S), to na mocy (x), SeV, wigc z (i)
wynika, ze PeV, czyli VeD(P). Odwrotnie, zatézmy, 2e S+P=P¢max.
Wtedy na mocy tezy (13), (S’'+P)’=(S+8’) ¢max. Zatem zbiér
/(S +P)' / jest filtrem wlaéciwym, do ktérego naleza S oraz P’ (na
mocy tezy (10)). Stad istnieje taki filtr maksymalny V ze Vo za-
wiera filtr /(3'+P)’/. Zatem V eD(S)\D(P) tJ D(S)\D(P)#fa

1.3.Silna adekwatnoéé klasy g dla Ax =+ . Na mocy aksjomatéw
(DL.1.6), (CL1L2) i (CL13), dla dowolnegc termu S, lub
S=(S+8’ )’ ¢émax lub §' =(S+S’ )’ ¢max. Zatem istnieje taki filtr maksy-
malny, do ktérego nalezy S lub §’. Zatem U=z@.




§2. Rozszerzenia definicyjne

Na mocy tezy (4) mozemy dofaczyé do zbioru Ax r+ (odp.

(o]

AT) def inicje (def 1V). Ponadto, mozna dotaczyé definicje
(def-), (def4a), (defzx), (defso), (defze), (defze ) (defze ),
(def 5a') lub (def 6ex). Otrzymamy wtedy odpowiednie definicyjne

rozszerzenie, dla ktérego silnie adekwatna jest klasa Kz (odp. K).

E,+,

Zauwazmy, Ze na mocy tezy (5), wyprowadzalnej z sz , Sys-—
E'+’

’
tem wyznaczony przez AX jest réwnowazny z systemem wyznaczo-

nym przez rozszerzenie zbioru Ax§’+'l o formute:
(D1.2.1) ~(S+S87)=(S+8")’
Z powyzszej formuty i (def 1V) otrzymujemy teze:
av=Vv/
Z (D1.1.6), (C1.1.3) i (Cl.1.2) wyprowadzimy jako teze:
=(S=(S+S’ )} AS' =(S+S7)")

Z niej i (def 6ex) wyprowadzimy

exSvexS’

Z (D1.2.1), (4), (def6ex) i (deflV) otrzymamy:
exVv

Na koniec z (D1.1.6), (Cl.1.2), (CL.1.3) i (def4a) otrzymamy:
-(SaS’ AS’ aS)

Dla s=FSYLUSN zbiér TAUT(Z®) Jjest na tyle bogaty, 2e zawiera
wszystkie tezy bezkwantyfikatorowego fragmentu elementarnej teorii
niezdegenerowanych algebr Boole’a (niekwantyfikowane zmienne indy-
widualne zamieniamy na zmienne z ZM, predykat identyczno$ci na
symbol =, za§ symbole funkcyjne dopelnienia, iloczynu i sumy za-

mienimy odpowiednio na symbole ‘, + oraz +; [21]).
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Rozdzial II

Boole’owski bezkwantyfikatorowy fragment ontologii Leéniewskiego

Boole’owski bezkwantyfikatorowy fragment ontologii bedzie sy-
stemem zbudowanym w zbiorze } wyznaczonym Pprzez zbiér S. Jego
stalymi pierwotnymi beda: ’, +, = oraz €. Pozostale state z $ dedg
zdefiniowane za pomoca definicji: (deflv). (def+), (defaa),
(defsa'). (defzi), (defze), (defze'), (defze"). (defso),
(def ex),  (def ex!), (def_sol), (deflE), (def =) oraz (def i).Z
(def i!), (def <) i (def 4ex!) moZemy wyprowadzié

SilP & ex!(S*P)

Badany w tym rozdziale system bedzie definicyjnym rozszerze-

niem systemu przedstawionego w §l.

.s =)€)+)I
§1. Aksjomatyzacja teorii TAUT (L )

=,g,+

! =,¢€,+,’ .
1.1.Aksjomaty specyficzne. Niech sz ’ cTAUTz(): ) bedzie

rozszerzeniem zbioru sz’+’ o formuty: (C3.1.1) oraz

(D2.1.1) S=P » ((SeM=2PcM)A(MeS=MeP))
(D2.1.2) SeP » (S+P)=P

(D2.1.3) SeS = ~S=(S+S’)’

(D2.1.4) ((S+M)=MAMeMAA(S’ +P’ )=(S+S’)) > SeP

Oprécz tez wyprowadzonych w rozdz. I, z powyzszych aksjomatéw

. . : 2
mozemy wyprowadzié nastgpujace tezy :

Patrz punkty 3 i1 4 dodatku do czedcl D.
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(16) (SeSAA(S’+P’ ) =(S+S’)’) & SeP

(17 (SeSA(S+P)=P) « SecP

(18) (MeSAMeP) » -(S’+P’ )’ =(S+5’)’

(19) (MeSA(S+P)=P) > MecP

(20) (=S=(S+S’ )’ A(S+P)=PAPeP) » S¢S

1.2.Silna adekwatno§é' klasy KZ dla AxE’€’+". Dla dowolnego max
=6+,

zawartego w ):= okre§lamy jak w 1.2. rozdz. I pojecia:
max-filtru, max-filtru wlaéciwego i max-filtru maksymalnego. Na
pojecia te przenosza sie wszystkie wlasnoéci przedstawione w 1.2.
rozdz. 1. Ponadto zauwaZmy {(nie bylo to nam potrzebne w 1.2.
rozdz. I), ze jezeli V jest filtrem wlaéciwym, to

jeSli SeV i PeV, to (S'+P’)’ =(8+S')’ emax
Istotnie, z okreélenia filtru otrzymujemy, iz (S’'+P’)’eV. Gdyby
(S’ +P’)'=(S+8' )’ emax, to na mocy tezy (8), réwniez (S+S’)’eV. Jed-
nak term ten nie nale2y do Zadnego filtru wlaéciwego.

Méwimy, Ze term $ jest max-atomem wtw SeSemax. ZauwazZmy, Ze
Jezeli § jest max-atomem, to /S/ jest filtrem maksymalnym i jest
to jedyny filtr, do ktérego nalezy S. Rzeczywiécie, na mocy
(D2.1.3), S=(S+s') e¢max, wiec /S/ jest filtrem wlaciwym, do
ktérego nalezy S. WeZmy dowolny filtr wtaéciwy V zawierajacy /S/.
Pokazemy, Ze réwniez Vc/S/. Istotnie, poniewaZ Se/S/cV oraz V jest
filtrem wiaéciwym, wiec jeZeli MeV, to (S’+M’)’=(S+S’) ¢max. Stad,
na mocy tezy (16), SeMemax, a stad, na mocy (D2.1.2), (S+M)=Memax,
czyli Me/S/. Ponadto, identycznie pokazujemy, Ze /S/ jest jedynym
filtrem maksymalnym, do ktérego naleZy S.

Niech FM bedzie zbiorem wszystkich filtréw maksymalnych, za$
I~‘M0 - zbiorem filtréw maksymalnych, do ktérych nie nalezy Zaden
max-atom (inaczej: FM0=FM\(/M/ : M jest max-atomem)}).

Dla max budujemy model p=(U,d)eKz, w ktérym U:=FMu{{V} :
VeF’Mo), za$ funkcja d okreflona jest na ZM wzorem: d(S):={V
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SeVeFMMW{V} : §eVeFMo). N
Korzystajac z wlasnoéci filtréw maksymalnych, indukcyjnie po

+,’
podtermach mozna pokaza¢, %e dla dowolnego S z T

(x) D(S)={V : SeVeFMMU{{V} : _S_eVeFMO). N
Teraz, korzystajac z (x), udowodnimy, %e dla dowolnych S,PeT

(X) (S+P)=Pemax wtw D(S)cD(B),

(XX) SeSemax wtw Card D(S)=1.

Z (X) i tezy (8) otrzymujemy : S=Pemax wtw D(8)=D(P). Podobnie,

z (X), (XX) oraz tezy (17) otrzymujemy: SePemax wtw Card D(S)=l1 i

D(S)<D(P). )

Zalézmy zatem, ze dla §,E_e'1‘+’ , (S+P)=Pemax. Jezeli VeD(S),
to identycznie jak w rozdz. 1 pokazujemy, 2e VeD(P). Ponadto,
jezeli dla pewnego VeFMO, {V}eD(8), to SeV, S nie jest max-atomem
oraz S=(S+S’)’ ¢max. Stad, na mocy tezy (20), réwniez P nie jest, w
tym przypadku, max-atomem. Ponadto, na mocy zalozenia, PeV. Zatem
D(S)cD(P).

Identycznie jak w 1.2. rozdziat I, pokazujemy, Ze jezeli
(S+P)=Pgmax, to D(SN\D(P)*@.

Jezeli SeSemax, to /S/ jest jedynym filtrem maksymalnym, do
ktérego nalezy S. PoniewaZ /S/¢F Mo’ wiec D(S)=(/8/}.

Odwrotnie, zalézmy, 2e SeSémax. Rozwaimy trzy mozliwosci:

a) S=(8+8')' emax: wtedy D(S)=@

b)  S=(S+S’)’e¢max i nie istnieje taki max-atom M, ze (M+S)=Semax:
wtedy S nalezy do pewnego filtru maksymalnego Vo (1.2. rozdz. I) i
ponadto, kazdy filtr maksymalny, do ktérego nalezy S, nalezy do
FM . Istotnie, gdyby istnial filtr maksymalny V, do ktérego

0 . )

nalezatby S i pewien max-atom M, to /M/=V>/§/, czyli {M+S)}=Semax
wbrew zalozeniu. Zatem, na mocy (x), (VO,(VO))CD(_S), tj.
CardD(SP1.

c) S=(S+S8’)'emax i istnieje taki max-atom M, ze (M+§)=Semax:
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wtedy Se/M/, wiec /M/eD(S). Ponadto, na mocy (20} i przyjetych
zalozer, (S+M)=Mé¢max. Zatem (jak pokazano w 1.2. rozdz. I) istnie-
Je filtr maksymalny V, do ktérego nalezy S i nie nalezy M. Ponie-
waz Me/M/, wiec /M/#V, {V,/M/}cD(S), wiec Card D(S)1.

1.3.Rozszerzenia definicyjne. Na mocy tezy (4) moZemy dolaczyé do
E,e,+,’
o

definicje podane we wstepie do tego rozdzialu, otrzymamy system,

zbioru Ax definicje (def 1V). Ponadto, dotaczajac pozostale

wzgledem ktérego silnie adekwatna jest klasa Kg.

I

")

§2. Aksjomatyzacja teorii TAUT():E":'+

Oczywiscie, teoria TAUT(ZE’ &+ ) nie  jest zZwiazana
bezposrednio z ontologia Leéniewskiego, w ktérej nie zaklada sie
niepustoéci uniwersum. TAUT(ZE’C’+’I) traktujemy jako pewne roz-
szerzenie (niezdegenerowanej) boole’owskiej teorii sylogistyczne J
TAUT(E ).

2.1.Aksjomaty specyficzne. Niech Ax B

;'e’+’,u((D1.1.6)).

Z uwagi podanej w §2. rozdz. I wynika, Ze system wyznaczony przez

i=AX

Ax S réwnowazny jest systemowi wyznaczonemu przez zbiér
Ax ™ w(pL2.).
2.2.5ilna adekwatno$§é klasy g dla AxEh Identycznie jak w

1.3. rozdz. 1 moZna pokazaé, Ze zbiér filtréw maksymalnych jest
niepusty. Zatem w tym przypadku, model podany w 1.2. ma niepuste
uniwersum, tzn. nalezy do klasy k.

2.3.Uniwersum co najmniej dwuelementowe. Rozszerza Jac zbiér
AxE'e’+’l o dodatkowy aksjomat:

-(S+87)e(S+S’)

otrzymamy system, wzgledem ktérego silnie adekwatna Jest klasa mo-
deli o uniwersum co najmniej dwuelementowym. Istotnie, w tym przy-

padku w modelu omawianym w 1.2. mamy: D(S+S’)=U#z oraz Card

120

D(S+S’)#1, tj. Card UDL

- =
2.4.Rozszerzenia definicyjne. Dolaczajac do Ax
podane we wstepie do tego rozdziatu, otrzymamy system, wzgledem

+,’ s .
€ty definicje

ktérego silnie adekwatna jest klasa K.




Dodatek
Elementarna algebra Boole’a i jej pewne rozszerzenie

1. Elementarna teoria z identycznoécia oparta na poniZszych
aksjomatach specyficznych :
D x''=x
I x+(y+y’ )’ =x
I x+(y+z) =((y’ +x)’ +(z’ +x)’ )’
IV) xey=(x‘+y’)’
V) l=x+x’
VI)  O=(x+x’)’
Jjest réwnowaZna elementarnej teorii algebr Boole’a, opartej na
aksjomatach Huntingtona ([18], s. 103-107). Wyprowadzimy teraz z
I-VI aksjomaty Huntingtona (odwrotna wyprowadzalno$§é jest oczywis—
ta; I-VI sa prawdziwe w kazdym ciele zbioréw) :
(1) x+x=x
X=XH(X+X ) =X %) (X %)) =((x+x) +(x 4% ) ) =(x+x) =
=X+X
(1) xex=x
xex=(x’+x’)' =x’"'=x
(2) x+y=y+x (27) x*y=y*x
X+y=x+y’ ' =x+(y’ +y’ ) =(((y’ *+x)’ +(y" ‘ +x)’ )’ )=y+x
(3)  x+x’=y+y’ (3') x+x=1
XX/ =(x+x )+ (y+y’ ) =((y +(x+x")) +(y’  +(x+x’ )’ )’
y+y’ =y +(y+(x+x’ ) ) =((y* +y) H{{x+x’ ) " +y)' )’ =
=((y+lx+x’ )" +(y+y’ )" ) =y+(x+x’ )=y’ ’ +(x+x")
y+y’'=y’‘+y’=...jak wyzej ...=y’ Hx+x’ )
czyli: x+x’=((y+y’ ) +(y+y’ )’ ) =(y+y’ )" ‘' =y+y’

(4) x-(y+y’)=x (4’) x-l=x
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xe(y+y’ )=(x’ +(y+y )’ ) =x’‘=x
(5) x-x’'=(y+y’)’ (5') x+x’'=0
xXex/=(x/+x’ ") =(x+x’ ) =(y+y’ )’
(6) x+(y-z)=(x+y)-(x+z)
x+(yez)=x+(y’ +2’ ) =((y’ ’ +x)’ +(z’ ' +x)’ )’ =(y+x)+ (z+x)
(7)) xe(y+2)=(xX-y)+(x+2)
xe(y+2)=(x’ +(y+z) V' =(((y' +x’/ ) +(2’ +x’ )’ )’ ) =(y*x)+(z*x)
Formuty (2), (2’), (3%), (4’), (5’), (6), (7) oraz x+0=x (wyprowa-
dzalna z II i VI) stanowia, jak wiadomo, aksjomatyke Huntingtona.
Z aksjomatéw tych moZna wyprowadzié tezy ([18], s. 107):
x+(y+z)=(x+y)+z x+(y+z)=(x+y)-z
2. W jezyku algebry Boole’a fatwo otrzymaé odpowiedniki for-
mut z ZE’+’I, zastepujac po prostu zmienne z ZM zmiennymi indywi-
duowymi (oczywiécie, nalezy przyjaé jakie§ wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie obu r'odzajéw»zmiennych). zaé stata = predykatem
identycznoéci. Wyprowadzenie danej formuty naleZacej do ZE’+' z
Ax:'+’l

aksjomatéw I-III oraz aksjomatéw logiki pierwszego rzedu z iden-

réwnowazZne jest wyprowadzeniu jej odpowiednika =z

tycznoécia. WyprowadZmy zatem nastepujace tezy algebry Boole'a :
x+Hy+y’ )=y+y’ x+l=1
X+(y+y’ )=x+(xX+xX’ )=(x+x+x’ =x+X’ =y+y’
x=x’ 3 y=z
=y+(x+x’ )’ =y+(x+X’ )=x+x’ =x+x=X, podobnie z=x
X=y & (X+y=X A Xx+y=y)
X=ye(X+y=SX+XAX+Y=y+Y)o(X+y=XAX+y=Y)
x=y & x’'=y’
x=y=»Xx’=y’x’ =y’ ' a2x=y
(x’ +y)’ +x=x (x+Z)+x=Xx

x=xX+1=x(y’ +1)=(xy’ )+(x-1)=(x’ +y’ ’ )’ +x=(x’ +y)’ +x
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(y’ +x)’ +xX=x 2 y+x=x
yHx=y+x+(y’ +x)’ =x+y+(y’ +x) =x+((y’ ' +y)’ +(x’ +y)’ ) =x+{y’ +(x’ +y)' }' =
=((y’ +x)’ +((x’ +y)’ +x)’ )’ =((y’ +x)’ +x’ ) =x’'=x

(x’+y) =(x+x’)’ & x+y=y
y=y+(x+x’ ) =y+(x’ +y) =((x’ +y)’ +(y’ +y)’ ) =(%+y)’ ' =x+y
(x’ +y) =(x’ +(x+y))’ =((x’ +x)+y)’ =(x+x’ )’

x=(x+x’)’ = x+y=y
X+y=y+x=y+(x+x’)’ =y

(x+y=yAx+y’=y’) » x=(x+x’)’

(X*y’ =0AX-y=0) > x=0
x=x*l=x°(y+y’ J=(x-y)+(x <y’ )=0+0=0

3. W rozszerzonej algebrze Boole’a z 1. o aksjomaty:

VII) XEY » XEX

VII) XEY » X+y=y

IX) XEX » X*0

X) (x+z=zAzZ€zAX* y£0) 3 Xey

wyprowadzimy tezy, wykorzystujac 11 2 :
(xexAx+y=0) & xey
XEF(XEXAX+Y=Y ) X#OAX+Y=y)aX+y’ 2y’ 53X + y#0
odwrotnie - na mocy X) i (1) z 1.
(XEXAX+Y=Y) & xey
(XEXRAX+Y=Y )3 (X20AR+y=y )X * y20, (XEXAX*y#0)3Xey
odwrotnie - jak w poprzednio dowodzcnej implikacji.
Podstawiajac w X) y/x otrzymujemy:

(X20AX+2Z=2AZ€Z) > XeX -

4. W jezyku rozszerzonej algebry Boole’ a, analogicznie jak

= ’
)€)+v

w 2, otrzymujemy odpowiedniki formul z Z= . Podobnie jest z

wyprowadzalno$cia tez.
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SPIS AKSJOMATOW

Zebrano tutaj niektére aksjomaty specyficzne systeméw bada-
nych w czeéciach C i D, aby ulatwi¢ ich odna jdywanie. Niniejsza
lista obejmuje tylko te aksjomaty, ktérych numer zostal wymieniony
poza paragrafem wprowadzajacym po raz pierwszy owe aksjomaty. For-
muty numerujemy wedlug zasady podanej na koficu komentarza do kons-
trukcji cze§ci C i D. Nie podajemy osobnego spisu definicji, gdyz

sa one zebrane na stronach S3-55.

(Ci.1.1) S=S

(Cl1.1.2) S=P=sP=S
(C1.1.3) (S=MAM=P)=S=P
(CL.2.1) SaS

{CL2.2) (SaMAMaP)=SaP
(Cl.2.3) SaV

(C1.3.1) (exSASaP)sexP
(C1.3.2) ~exS=SaP
(C1.3.3) exV

(ClL.4.1) Sa’P»Sa’S
(Cl.4.2) Sa’PaPa’P
(Cl1.4.3) (Sa"MAMa'P)=Sa’P
(C1.4.4) Sa’S=sSa’Vv
(Cl1.4.5) va'v

(C1.5.1) SiP=»SiS

(C1.5.2) SiP=»PiS

(C1.5.3) SiS2SiV




(C1.5.4)

(ClL.6.1)
(Cl.6.2)

(C2.2.1)
(C2.2.2)

(C3.1.1)
(C3.1.2)
(C3.1.3)
(C3.1.4)
(C3.1.5)

(C3.2.1)
(C3.2.2)
(C3.2.3)
(C3.2.4)
(C3.2.5)
(C3.2.6)
(C3.2.7)
(C3.2.8)

(C3.3.3)
(C3.3.8)
(C3.3.10)
(C3.3.13)

(Dl.1.6)
(D1.2.1)
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Viv
(MiSAMaP)=SiP
~SiS=»SaP

Sis

Siv

SeP3SeS
(SePAPeP)=2PeS
(SeMAMeP)=SeP

SeS=»SeV
VePsPeP

SeP=SaP
(SeSASaP)sSeP
(SePAPaS)sPcP
(~SeSASaMAMeM)=SaP
(ex!SASaP)s{PaSeex!P)
(qex!SASaMAex!M)=»SaP
(SaPAsolP)=»solS
(SaMAsolMA-MaS)=SaP

SeP=Sa’P
(Sa’Paex!P)sex!S
ex!SsSa’s
(Sa’PAsolP)=s0lS

-~ S=§’
- (S+S7)=(S+8’ )
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Str. 8: usuna¢ pierwszy wiersz i jako ostatni dodaé¢: musimy wylgcznie

ERRATA

operowaé w metateorii bezkwantyfikatorowego ra-
Str. 10: usung¢ pierwszy wiersz
Str. 58: dolaczyé: (def i) SHIP (=) (S’ + P) g (8" + P

Strona
‘i Jest Powinno byé
wiersz
41 BIBLIOGRAFI BIBLIOGRAFIA
54 racunek rachunek
67 znich Z nich
6, zdania _
7 dzace wywodzgce
7t Leéniewskiego Lesniewskiego —
710 uniweralng uniwersalng
T10 zbio zbio-
95 uniweralnej uniwersalnej
10, Uniwerytetu Uniwersytetu
185 ni nie
28, nalez nalezy
682 i nwariantnymi inwariantnymi
682 odrywaniowyymi odrywaniowymi
761 s. 63 s. 65
7612 s. 64 s. 65
7610 s. 61 s. 63
76, s. 62 s. 64
7, s. M1 s. 74
s ?? 74
788 s. 71 s. 74
7812 s. 65 s. 67
784 s. 39 5. 40
791 s. 66 s. 67
793 paragrafu numeru paragrafu
794 numeru numeru formuty
8044 s. 47 s. 48
8045 42 43
80, s. 50 s. 51
89, dolgczonychw dolgczonvch w
928 s. 47 s. 48
962 s. 42 s. 43
967 s. 50 s. 51
12220 Xy=y X X'y =y'X
1244 Boole’ a Boole’a
1258 53—55 55—58
A. Pietruszczak, Bezkwantyfikatorowy rachunek nazw




