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Rachunek nazw jest działem logiki badającym rozmaite postacie

nazw i funktorów o argumentach nazwowych, oraz związki logiczne

zachodzące pomiędzy zdaniami, w których te nazwy funktory

występują. Powyższe związki możemy wyrażać m. in. za pomocą formuł

zdaniowych (zdań lub funkcji zdaniowych), w których jako zmienne

występują Jedynie tzw. zmienne nazwowel. W badaniach przeprowadzo-

nych w kwantyfikatorowym rachunku nazw możemy również używać kwan-

tyfikatorów wiążących zmienne nazwowe. Jednak w tym przypadku wys-

tępują znane trudności z ich interpretacją ([81, [91, [101, [23]).

Trudności tych unikamy w bezkwantyfikatorowym rachunku nazw, w

którym w ogóle nie rozpatrujemy takich kwantyfikatorów, więc

również nie korzystamy z nich przy analizie związków logicznych.

-Formuły zdaniowe stosowane w bezkwantyfikatorowym rachunku nazw są

po prostu schematami zdań języka naturalnego. Schematy te powstają

wprost ze zdań w oparciu o analizę ich struktury powierzchniowej,

przy czym zmienne nazwowe występują zamiast (w miejscu) nazw.

W ramach rachunku nazw (zarówno kwantyfikatorowego jak i bez-

kwantyfikatorowego) badamy różne zbiory formuł zdaniowych

domknięte ze względu na jakieś operacje konsekwencji, czyli tzw.

teorie logiczne2
• Oczywiście w alfabetach teorii należących do
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Tj. zmienne za kt6re mo:t:emy podstawla~ nazwy (przy
ciwleństwle do rachunku predykat6w nie musZli by~ to
jednostkowe). Stlld, jak r6wnle:t: z wykonywania pewnego
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chunek nazw'.
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bezkwantyfikatorowego rachunku nazw, nie występują kwantyfikatory

wiążące zmienne nazwowe.

Użyty w powyżej przyjętym sensie termin rachunek nazw jest w

pewnym stopniu mylący. W rzeczywistości chodzi przecież o badanie

logiki pewnych wybranych nazw i funktor6w (o argumentach nazwo-

wych) zaliczanych do stałych logicznych ~

Praca podzielona jest na cztery części. Dwie pierwsze znich.

A i B. poświęcone są metodologii bezkwantyfikatorowego rachunku

nazw. ze zwr6ceniem szczeg6lnej uwagi na zagadnienia syntaktyczne

i semantyczne. Analizowane pojęcia z metodologii definiowane są

w terminach teorii mnogości.

W części A poruszanych jest kilka problem6w należących do fi-

lozofii logiki. W rozdziale I zajmuję się logiczną analizą pewnych

wybranych wyrażeń językowych badanych w bezkwantyfikatorowym ra-

chunku nazw. Przytaczam m. in. słabą i mocną interpretację zdań

kategorycznych. Przy mocnej interpretacji wymagana jest dla praw-

dziwości zdań niepustość podmiotu. Z powyższymi interpretacjami

związane są. zaproponowane przez Kotarbińskiego, słabe i mocne

zdania og6lno-twierdzące oraz, zaproponowane przez Lejewskiego,

słabe i mocne zdania og6lno-przeczące. Dodatkowo analizuję jeszcze

- pochodzącą od Strawsona - :.superc mocną interpretację zdań

og6lno-przeczących, zakładającą niepustość podmiotu i orzecznika.

Dla interpretacji tej proponuję :.superc mocne zdania

og6lno-przeczące. Z innych rodzaj6w zdań przedstawiam zdania

dzące się z ontologii Leśniewskiego zdania jednostkowe, identycz-

nościowe egzystencjalne. Dołączam r6wnie:!: zdania postaci

dokładnie Jedno S Jest P. Z funktor6w nazwotw6rczych zajmuję się

jedynie negacją przynazwową oraZ sumą i iloczynem nazw. Na zakoń-

czenie rozdziału pierwszego buduję zbi6r formuł zdaniowych bez-

kwantyfikatorowego rachunku nazw wykorzystując, opr6cz zmiennych

nazwowych i sp6jnik6w zdaniowych. piętnaście stałych logicznych

reprezentujących funktory zdaniotw6rcze od argument6w nazwowych,

trzy stałe reprezentujące funktory nazwotw6rcze oraz stałą repre-

zentującą nazwę uniweralną. Formuły zdaniowe bezkwantyfikatorowego

rachunku nazw są schematami zdań języka naturalnego pozwalającymi

przedstawić. poprzez swoją strukturę graficzną, formę logiczną

zdań podpadających pod dany schemat.

Rozdział drugi części A poświęcony jest semantyce bezkwanty-

fikatorowego rachunku nazw. Opr6cz intuicyjnej semantyki podsta-

wień leksykalnych przedstawiona jest semantyka teoriomnogościowa

oraz podaję warunek ich r6wnoważności. W intuicyjnej semantyce

podstawień leksykalnych dana formuła zdaniowa jest tautologią,

gdy przy każdym podstawieniu nazw za zmienne zdaniowe przekształca

się w zdanie prawdziwe. Semantyka teoriomnogościowa polega na wy-

korzystaniu układ6w złożonych z dowolnie wybranego niepustego zbio

ru nazwanego uniwersum oraz funkcji przyporządkowującej dowolnej

zmiennej nazwowej jakiś podzbi6r uniwersum. Układy takie nazywamy

modelami. M6wimy, że formuła zdaniowa jest spełniona w danym mode-

lu. gdy pomiędzy zbiorami przyporządkowanymi zmiennym występującym

w tej formule, zachodzą reiacje odpowiednie dla tej formuły. Dana

formuła zdaniowa jest teoriomnogościową tautologią, gdy jest

spełniona w każdym modelu. Widoczna r6żnica pomiędzy dwoma defini-

cjami tautologii polega na tym. że pierwsza m6wi o wszystkich pod-

stawieniach nazw za zmienne. podczas gdy druga m6wi o wszystkich

nazwa og61na oznaczaj"ca ka:!:d" teorl~ loglczn" nale:!:"c" do rachun-
ku nazw - w poprzednio u:!:ytym znaczeniu terminu.
3

Powy:!:sza uwaga stosowna jest r6wnle:!: w sytuacji, gdy ten dział
logiki nazwiemy logik" nazw (117)). Podobnie w rachunku zdań Oogl
Ce zdań) chodzi o badanie logiki pewnych sp6jnlk6w zdaniowych za-
liczanych do stałych logicznych.



stawieniach nazw za zmienne, podczas gdy druga mówi o wszystkich

przyporządkowaniach zbiorów. Łatwo można zauważyć, że każda teo-

riomnogościowa tautologia jest również tautologią w ujęciu leksy-

kalnym, gdyż każej nazwie możemy przyporządkować zbiór będący jej

zakresem. Z drugiej strony, gdyby każdy zbiór był wyznaczony przez

jakąś nazwę jako jej zakres, to bez żadnych dodatkowch warunków

można byłoby udowodnić, że jest również odwrotnie, tzn. że każda

tautologia w ujęciu leksykalnym jest tautologią teoriomnogościową.

W rzeczywistości brakuje nam nazw; nie każdemu zbiorowi możemy

przyporządkować taką nazwę, której byłby on zakresem. Jeżeli jed-

nak język naturalny, którego nazwy podstawiamy za zmienne spełnia

pewien warunek, to uda się nam udowodnić równozakresowość obu de-

finicji tautologii. Warunek ten przedstawia się następująco: dla

każdej formuły elementarnej teorii liczb z jedną zmienną wolną is-

tnieje w języku naturalnym taka nazwa generalna, której zakres po-

krywa się ze zbiorem liczb naturalnych spełniających tę formułę.

Warunek ten nie jest specjalnie wygórowany, gdyż elementarna teo-

ria liczb obejmuje tylko to, co można powiedzieć o liczbach natu-

ralnych w terminach dodawania, mnożenia, znaku równości, spójników

zdaniowych i kwantyfikatorów, bez potrzeby używania zbiorów. W do-

wodzie tego faktu wykorzystałem związek bezkwantyfikatorowego ra-

chunku nazw z węższym monadycznym rachunkiem predykatów z identy-

cznością, przy okazji dokładnie analizując ów związek.

Poza powyższym przypadkiem pozostałe wyniki pracy uzyskujemy

bez korzystania z metateorii teorii pierwszego rzędu.

Z semantyką teoriomogościową związany jest problem

zaangażowania ontologicznego bezkwantyfikatorowego rachunku nazw.

Pokazujemy, że użytkownik języka naturalnego, który stosuje rachu-

nek nazw wykorzystując tautologie do stwierdzania związków wynika-

nia, nie musi przyjmować teoriomnogościowej ontologii. Zbiorami

chunku nazw.

W rozdziale III części A badam fragmentaryczne teorie bez-

kwantyfikatorowego rachunku nazw, w których występują jednie nie-

które wybrane stałe z podanej listy. Pokazuję, że dla formuł bez

negacji przynazwowej i nazwy uniweralnej, zakres definicji tauto-

logii nie ulegnie zmianie, gdy do klasy modeli z niepustym uniwer-

sum dołączymy model z pustym uniwersum.

Po powyższym rozszerzeniu klasy modeli przechodzę do badania

r6żnych zawężonych klas modeli. Związane jest to z pewnymi proble-

mami logiki tradycyjnej, która nie dopuszczała podstawień nazw

pustych. Pokazuję, że w logice tej bez negacji przy nazwowej ogra-

niczenie podstawień do nazw niepustych jest równoważne ogranicze-

niu podstawień do tzw. nazw og6lnych, mających co najmniej dwa de-

sygnaty. Podobnie jest w logice tradycyjnej z negacją przy nazwową

z tym, że zamiast o nazwach niepustych mówimy o tzw. nazwach limi-

towanych (tj. niepustych i o niepustych negacjach), zamiast zaś o

nazwach ogólnych m6wimy o tzw. nazwach ogólno-limitowanych (tj.

ogólnych i o negacjach ogólnych). Powyższe wyniki są szczególnymi

wnioskami wyprowadzonymi z og6lnej analizy spełniania w zawężonych

klasach modeli dla teorii fragmentarycznych. W analizie tej wyko-

rzystano, wprowadzone w tej pracy, pojęcie zgodności zbioru termi-

nów z daną klasą modeli.

Pozostałe części pracy poświęcone są aksjomatycznym systemom

dedukcyjnym bezkwantyfikatorowego rachunku nazw nadbudowanym nad

klasycznym rachunkiem zdań. W części B badamy metateorię takich

systemów. Wprowadzony jest w niej aparat pojęciowy wykorzystywany

później w częściach C i D.

W częściach C i D przeprowadzono aksjomatyzację kilkudziesię-

ciu konkretnych teorii. Można było zbadać tak dużą ilość systemów

dzięki zastosowaniu jednolitej metateorii dostosowanej do każdego



dzięki zastosowaniu jednolitej metateorii dostosowanej do każdego

z nich. Ogromna większość z przedstawionych system6w nie była

jeszcze badana. Te kt6re były znane wcześniej badam z dw6ch

powod6w. Po pierwsze, aby zachować systematyczność, co umożliwia

dokonywanie por6wnań poszczeg6lnych aksjomatyk. Drugim powodem

było to, że wcześniej ich pełność była zbadana innymi metodami.

Przykładowo, Shepherdson w (30) i Takano w (33) korzystali z meta-

teorii teorii pierwszego rzędu, zaś Boczarow w [ll, chociaż - po-

dobnie jak w niniejszej pracy - nie korzystał z tej metateorii,

stosował jednak rozszerzenie języka systemu ściśle związane z ba-

danym przez niego systemem. Ponadto, dla system6w znanych

wcześniej podałem nowe równoważne aksjomatyki.

W części C badane są systemy sylogistyczne oraz bezkwantyfi-

katorowe fragmenty ontologii Leśniewskiego, sformułowane bez funk-

tor6w nazwotwórczych. Analogiczne systemy z funktorami nazwotwór-

czymi badane są w części D. Te dwie części pracy nawiązują do pe-

wnego, znaczącego dla logiki polskiej, programu badawczego zaini-

cjowanego przez Łukasiewicza i kontynuowanego przez Słupeckiego.

Niniejsza praca jest zmienioną wersją mojej rozprawy doktor-

skiej obronionej na Wydziale Humanistycznym Uniwerytetu Mikołaja

Kopernika w Toruniu w roku 1990. Pragnę w tym miejscu gorąco po-

dziękować za kierownictwo naukowe i okazaną życzliwość promotorowi

rozprawy Profesorowi Leonowi Gumańskiemu. Pragnę również serdecz-

nie podziękować recenzentom rozprawy - Profesorowi Grzegorzowi Ma-

linowskiemu oraz Profesorowi Wojciechowi Suchoniowi, za cenne i

wnikliwe uwagi, które starałem się uwzględnić przygotowując pracę

do publikacji.

CZĘSĆ A
WPROWADZENIE W ZAGADNIENIA BEZKWANTYFIKATOROWEGO
RACHUNKU NAZW

Logiczna analiza niektórych wyrażeń językowych

badanych w bezkwantyfikatorowym rachunku nazw.

Formuły bezkwantyfikatorowego rachunku nazW

l.I.Interpretacja naturalna. Tradycyjnie, do zdań kategorycznych

-zaliczamy te, kt6re powstają z połączenia odpowiednich nazw, nada-

jących się na podmiot i orzecznik, za pomocą jednego z następują-

cych funktor6w: każde ...jest... (zdania og6lno-twierdząceJ, pewne

...jest... (zdania szczegółowo-twierdzącej, żadne ...nie jest ...

(zdania ogólno-przeczącej oraz pewne ...nie jest... (zdania szcze-

gółowo-przecząceJ. Powszechnie przyjmowana jest taka interpretacja

tych funktor6w, przy której:
_ zdanie ogólno-twierdzące jest prawdziwe wtw1 zakres podmio-

tu zawarty jest w zakresie orzecznika,

_ zdanie szczegółowo-twierdzące jest prawdziwe wtw podmiot

orzecznik mają wsp6lny desygnat,

_ zdanie ogólno-przeczące jest prawdziwe wtw zakresy podmio-



tu i orzecznika są rozłączne,

- zdanie szczegółowo-przeczące jest prawdziwe wtw podmiot ma

desygnat nie będący desygnatem orzecznika.

Interpretację tę uznajemy za naturalne rozumienie powyższych funk-

torów. Oprócz naturalnej stosowane były również inne interpreta-

cje. Związane to było z tzw. problemem nazw pustych (tj. nie po-

siadających żadnego desygnatu) w logice tradycyjnej ([32]. [3].

[20]). Dalej wymienimy tylko te interpretacje. które są stosowane

w naszej pracy. Pozostałe są dokładnie omówione w rozprawach [3]
oraz [32].

1.2.Słaba i mocna interpretacja zdań ogólnych. Na to. aby w ogól-

nym przypadku, gdy nie odrzucamy nazw pustych. ze zdania o schema-

cie każde S jest P wynikało zdanie o schemacie pewne S jest p. wy-

starczy (przy zachowaniu naturalnej interpretacji funktora pewne

...jest ...) rozumieć funktor każde ...jest... w tzw. sensie mocnym,
przy którym:

- zdanie ogólno-twierdzące jest prawdziwe wtw podmiot jest

nazwą niepustą mającą zakres zawarty w zakresie orzecznika.

Poprzednio przedstawioną naturalną ([32], s.72) interpretację tego

funktora nazywa się słabą. Tak również nazywa się naturalną ([32],

s.72) interpretację funktora żadne...nie jest.... a oprócz niej

wprowadzono dodatkowo dwie inne:

- mocną. przy której zdanie ogólno-przeczące jest prawdziwe

wtw podmiot jest nazwą niepustą o zakresie rozłącznym z za-
kresem orzecznika,

- :łsuperC mocną, przy której zdanie ogólno-przeczące jest

prawdziwe wtw podmiot i orzecznik są nazwami niepustymi o
rozłącznych zakresach.

Oczywiście te nowe interpretacje pokrywają się z naturalnymi

(tj. słabymi) na zbiorze nazw niepustych, lecz dysusyjne jest to.

czy odpowiadają one naszym intuicjom związanym ze znaczeniem zwro-

tów każde ...jest ... oraz żadne...nie Jest ....

1.3.Słabe i mocne zdania ogólne. Aby w ogóle nie podejmować takich

dyskusji. można wzorując się na Tadeuszu Kotarbińskim

Czesławie Lejewskim - wprowadzić do języka potocznego inne rodzaje

zdań kategorycznych zbudowanych za pomocą zwrotów, których natu-

ralne rozumienie pokrywa się z odpowiednimi interpretacjami przed-

stawionymi w 1.2.

Funktor każde ... jest ... w znaczeniu mocnym zawiera implicite

warunek niepustości podmiotu ([32]. s. 73). Tadeusz Kotarbiński

zaproponował w [7]. aby "w języku potocznym można było odróżnić ...

dwa sposoby użycia zdania ogólnego. zachowując np. formę Każde A

jest B dla zdania ogólnego w znaczeniu mocnym. WszeLkie A jest B -

dla zdania ogólnego w znaczeniu słabym" (s. 227). Skoro dokonał On

takiego wyboru, to uważał. że w potocznym znaczeniu funktora

wszeLkie ... jest.. . nie zawarte jest, nawet implicite.

zastrzeżenie o niepustości podmiotu. Jeśli tak jest w istocie, to

zastrzeżenie to musi być związane implicite ze zwrotem każde. Za-

miast pojęcia mocnego i słabego rozumienia, Tadeusz Kotarbiński

wprowadził dwa rodzaje zdań ogólno-twierdzących: mocne - z funkto-

rem głównym każde ... jest... (s. 233). oraz słabe - z funktorem

głównym wszeLkie ... jest... (s. 234). Oczywiście każdy z tych fun-

ktorów ma - po przyjęciu tej konwencji - tylko jedno znaczenie.

Zauważmy, że przy ograniczeniu terminów do niepustych, omawiane

funktory mają ten sam sens, gdyż to co ma być zawarte implicite w

znaczeniu zwrotu każde jest już zawarte explicite w założeniu

nałożonym na terminy.

Podobnie można wprowadzić do języka potocznego trzy rodzaje

zdań ogólno-przeczących: słabe. mocne :łsuperC mocne. Zdania

słabe budować możemy za pomocą zwrotu żadne ... nie jest ... przyj-



mując dla niego jego słabą interpretację. Dla dw6ch dalszych typ6w

należy znaleźć w języku potocznym zwroty. których naturalne rozu-

mienie pokrywa się odpowiednio z mocnym i :łsuperC mocnym rozumie-

niem funktora żadne ... nie jest Dla zdań mocnych zwrotem tym

może być przykładowo - każde nie jest ...• zaś dla zdań :łsuperC

mocnych - zwrot każde nie jest ... i odwrotnie (wzorowany na

funktorze wszeLkie ... jest i odwrotnie. używanym przez Tadeusza

Kotarbińskiego; p. 2.Il. Wynika to z naszych poprzednich uwag

dotyczących zwrotu każde. Zauważmy. że przy ograniczeniu termin6w

do niepustych. interpretacja nowych funktorów pokrywa się z inter-

pretacją funktora żadne ... nie jest ...• gdyż to co ma być implici-

te zawarte w znaczeniu zwrotu każde jest już zawarte explicite w

założeniu nałożonym na terminy. oraz to co jest zawarte explicite

w znaczeniu zwrotu i odwrotnie. jest już zawarte implicite w (na-

turalnym) znaczeniu fuktora żadne ... nie jest ....

Te ostatnie rozwiązania możemy porównać z rozwiązaniem przy-

jętym przez Czesława Lejewskiego w (11). Przypomnijmy. że przyjął

On od Tadeusza Kotarbiańskiego dwa rodzaje zdań ogólno-twierdzą-

cych: słabe - zbudowane za pomocą funktora aLL...is ... (the func-

tor of weak inclusion). oraz mocne - zbudowane za pomocą funktora

every ... is... (the functor of strong inclusion). Czesław Lejewski

wprowadził również dwa rodzaje zdań ogólno-przeczących: słabe -

zbudowane za pomocą fuktora no... is ... (the functor of weak exclu-

sion). oraz moce - zbudowane za pomocą zwrotu every ... is-not ...

(the functor of strong exclusion; (11) s. 129 i 130). Te ostatnie

dwa zwroty mają u Czesława Lejewskiego odpowiednio tę samą inter-

pretację co funktory słabego i mocnego zdania ogólno-przeczącego.

wprowadzone przez nas w poprzednim akapicie.

Dodajmy. że Tadeusz Kotarbiński posługiwał się w (7) tylko

jednym rodzajem zdań ogólno-przeczących. Jako funktor główny miały

one jednak zamiast zwrotu żadne... nie jest ... - wyrażenie

każde ... nie jest... (s. 213). Mogło ono być rozumiane w sposób

słaby bądź mocny (s. 226). analogicznie do słabego bądź mocnego

rozumienia zwrotu każde ... jest ....

Ponieważ logika tradycyjna ograniczała stosowanie swoich praw

do nazw niepustych. więc z jej punktu widzenia nie są odróżnialne

znaczeniowo funktory. których interpretacje pokrywają się na zbio-

rze nazw niepustych. równie dobrze każdy z nich mógłby

występować w schematach logiki tradycyjnej.

Z.l.Zdania równości zakresowej. Zdania te powstają z połączenia

odpowiednich nazw funktorem wszeLkie ...jest... i odwrotnie. Funk-

tor ten był używany przez Tadeusza Kotarbińskiego «(7).s. 235) w

zdaniu stwierdzającym równość zakresów podmiotu i orzecznika. Sy-

nonimem tego funktora jest zwrot jedynie wszeLkie ...jest ... ([9).

Z.Z.Zdania jednostkowe w sensie Leśniewskiego. Rozróżniamy zdania

jednostkowe twierdzące i zdania jednostkowe przeczące. Pierwsze

powstają z połączenia odpowiednich nazw spójką ...jest ..., drugie

zaś - spójką ...nie jest... . W interpretacji Stanisława Leśniew-

skiego zdanie jednostkowe twierdzące (odp. przeczące) jest praw-

dziwe wtw podmiot jest nazwą jednostkową i jego desygnat jest (odp.

nie jest) desygnatem orzecznika «(71. s. 230, [111. s. 129 i 130).

.Z.3.Zdania identycznościowe w sensie Leśniewskiego. Funktorem

głównym tych zdań będzie zwrot ...jest tym samym przedmiotem co ...

wzorowany na zwrocie występującym w (11): ...is the same object

as... (the functor of singular identity; s. 130). W interpretacji

Stanisława Leśniewskiego zdanie identycznościowe jest prawdziwe

wtw oba jego argumenty są nazwami jednostkowymi mającymi ten sam



desygnat. Zdania identycznościowe można budować również przy użyciu

zwrotu ... jest identyczne z ... ([2]. s.278).

2.4.Zdania egzystencjalne. W badaniach systemów rachunku nazw

związanych z ontologią Leśniewskiego. interesujące będzie roz-

patrywanie następujących funktorów używanych w ontologii: istnieje

co najmniej jedno.... istnieje dokładnie jedno... oraz co najwyżej

istnieje jedno.... Zdania zbudowane za pomocą tych funktor6w są

prawdziwe odpowiednio wtw argument posiada co najmniej jeden de-

sygnat (tzn. jest nazwą niepustą), dokładnie jeden desygnat (tzn.

jest nazwą jednostkową). co najwyżej jeden desygnat (tzn. nie jest

nazwą ogólną).

Ponadto mażemy analizować zdania, których funktorami głównymi

są zwroty dokładnie jedno ...jest... oraz co najwyżej jedno .

jest.... i dokładnie jedno ...nie jest... oraz co najwyżej Jedno .

nie jest... ([17], s. 148 i 149). Uzupełniają one niejako zdania

szczegółowo-twierdzące i szczegółowo-przeczące. które mogłyby być

przecież zbudowane odpowiednio za pomocą funkorów: co najmniej je-

dno...jest... oraz co najmniej jedno ...nie jest.... W przyszłości

będziemy zajmować się jedynie pierwszym z wymienionych w tym aka-

picie funktorów. Zdania zbudowane z jego pomocą są prawdziwe wtw

podmiot i orzecznik mają dokładnie jeden wspólny desygnat. Inter-

pretacja pozostałych z przedstawionych tu funktorów jest również

oczywista.

W pracy tej będziemy zajmować się jedynie trzema funktorami

nazwotwórczymi od argumentów będących nazwami generalnymi2. Będą

nimi: jednoargumentowy funktor negacji przynazwowej nie ...•

argumentowe funktory ...i ... oraz ...lub ....

Zauważmy, że klasa nazw generalnych jest domknięta ze względu

na działanie powyżej wymienionych funktorów. Jednak klasa nazw

niepustych nie jest domknięta ani na działanie funktora nie ...•

ani na działanie funktora ...L.. Podobnie jest z klasą nazw

ogólnych (tj. mających co najmniej dwa desygnaty). Klasy te są

domknięte jedynie ze względu na działanie funktora ...lub ....

Zbiór formuł bezkwantyfikatorowego rachunku nazw tworzymy za

pomocą metody schematów logicznych. Metodę tę omawia się szerzej

między innymi w [26]. [27], [28] oraz [17]. Możemy przyjąć. że

schematy (formuły) zdaniowe i nazwowe powstają wprost ze zdań i

nazw języka naturalnego w oparciu o analizę ich struktury

składniowej (powierzchniowej). Określone w ten sposób schematy

przydatne są w definiowaniu relacji wynikania pomiędzy zdaniami. w

których składowymi zdaniami atomowymi są zdania omawiane w §l i

23
.

4.1.Zmienne nazwowe. Przyjmijmy, że litery S. p. M. O. 51' Pl' MI'

01' Sz' Pz•.. · itd.. są zmiennymi reprezentującymi (w sensie

generalna to taka "nazwa. kt6ra w
podmiotowo-orzecznikowej nadaje sl~ na
mote by6 og6lna [tj. mle6 wl~cej
jednostkowa (tu nale:b.ca deskrypcje ... )
desygnat (A.P.») lub pusta [tj. nie

183).
3

zdaniu atomowym o budowle
orzecznik. Nazwa generalna

nit jeden desygnat (A.P.II.
[tj. mle6 dokładnie jeden
mle6 desygnatu (A.P.»" (s.

Oczywigcle, motna r6wnlet
mieniła A. Morawlec w (17).



· l 4występowania zamiast) dowolne nazwy generalne Języka natura nego .

Zbiór tych zmiennych (nieskończony i przeliczalny) oznaczamy przez

llM.

4.2.Symbole reprezentujące stałe logiki nazw. Aby uwolnić się od

przypadłości języka naturalnego (takich jak szyk wyrazów czy flek-

sja) posłużmy się symbolami reprezentującymi odpowiednie funktory

omawiane w §§l, 2 i 3. Pozwala to przede wszyskim na przedstawie-

nie w prosty sposób logicznej struktury zdań, przez wyodrębnienie

w nich różnego rodzaju składników i zaznaczanie sposobu w jaki

tworzą one całość zdaniową.

Przy stosowaniu tej metody powstaje dość skomplikowana sytua-

cja, gdy mamy do czynienia z wyrażeniami, które chcemy zaliczyć do

stałych logicznych (i dlatego chcemy zastąpić je symbolem, tzw.

stałą), lecz dla których dopuszczalnych jest kilka sposobów inter-

pretacji. Powstały wtedy problem możemy rozwiązać na różne sposo-

by. Po pierwsze, możemy przyjąć dla tego wyrażenia tylko jeden re-

prezentujący go symbol. W tym przypadku, w zależności od przyjętej

4
Zgodnie z [I6] nazwy generalne nadaj" się na podmIot orzecznik

w zdaniach kategorycznych. Za Leśnlewsklm przyjmujemy,:l:e nazwy

generalne nadaj" się równle:l: na podmiot w zdaniu "atomowym o budo-

wie podmiotowo-orzecznIkowej" (co nie jest sprzeczne z określenIem

nazw generalnych z [I6J). Zatem nazwy generalne mog" być argumen-

tami funktorów omawianych w §§ l, 2 I 3.

Leśniewski nie stosował podziału nazw na generalne Indywi-

dualne (tj. według [16]: "nazwy, które w zdaniu atomowym o budowle

podmiotowo-orzecznikowej nadaj" się jedynie na podmIot": S. 183).

Posługiwał się On jedn" kategorl" nazw obejmuj"c" oba rodzaje.

Dopuszczał zatem, aby nazwy Indywidualne występowały w podmiotach

orzecznikach wszystkich rozwa:l:anych przez nas zdań.

Kwestia dopuszczalności podstawiania nazw Indywidualnych za

zmienne ni ma wpływu na zagadnienia formalne zwl"zane z rachunkiem

nazw, zwl"zana jest tylko ze stosowaniem jego tautologII. Je:l:elI

tak jak Leśniewski przyjmiemy jedn" niepodzieln" kategorię nazw,

to w zastosowanIach mo:l:emy uznać,że zmienne reprezentuj" dowolne

nazwy.

interpretacji tego symbolu, otrzymujemy '"różne logiki reprezento-

wanego wyrażeniac. Po drugie, możemy tych kilka interpretacji

»objąć jedną logikąc, przyjmując, że przy każdej z nich wyrażenie

jest reprezentowane przez inny symbol (któremu oczywiście nadajemy

odpowiednie rozumienie). To drugie podejście jest szczególnie cie-

kawe wtedy, gdy wyrażenie w jednym ze swoich znaczeń jest

przekładalne na inne wyrażenia wśród których jest ono samo w innym

znaczeniu. Powyższe uwagi najłatwiej zilustrować na przykładzie

spójnika jeżeli... to... Jeśli zastąpimy go jednym symbolem,

to w zależności od zastosowanej interpretacji otrzymamy różne lo-

giki tego funktora (np. klasyczną, intuicjonistyczną, różne logiki

implikacji ścisłej). Możemy również zastąpić ten funktor kilkoma

symbolami różnie interpretowanymi, np =>możemy rozumieć jak impli-

kację materialną, zaś < - jak implikację ścisłą (tu jednak istnie-

je znowu wiele sposobów interpretacji tego funktora). Wiemy, że

wtedy p<q jest definiowane przez o(p=>q), gdzie o jest symbolem

funktora koni.eczne jest, że ... (funktor ten jest rozumiany na wie-

le sposobów, i to powoduje różne interpretacje symbolu <l. Podob-

nie jest ze spójnikiem lub. W języku potocznym ma przynajmniej dwa

znaczenia. Mianowicie może być rozumiany np. jako alternatywa

zwykła i jako alternatywa rozłączna ([4]). Jeżeli przy pierwszym

znaczeniu zastąpimy go symbolem v, zaś przy drugim - symbolem ~,

to formuła p~q może być zdefiniowana przez formułę (pvq)",(p"q),

gdzie , oraz " są odpowiednio symbolami, rozumianych w sposób kla-

syczny, funktorów zdaniotwórczych ni.eprawda, że ... oraz ...L...

W naszych rozważaniach również mamy do czynienia z powyżej

opisaną sytuacją. Jak zaznaczyliśmy w §1., dla funktora

każde ...jest... przyjmowano dwie interpretacje: słabą bądź mocną·

Zatem w przypadku, gdy funktor ten reprezentowany jest przez jeden

symbol (np. a), musimy wyraźnie zaznaczyć, jaką interpretację wy-



bieramy (ustalamy). Przy każdym z wybor6w otrzymujemy inną logikę

tego funktora. Logiki te możemy por6wnywać, np. badając, kt6re

formuły są prawami obu, a kt6re tylko jednej z nich. My p6jdziemy

inną' drogą i przyjmiemy, że symbol a będzie reprezentował funktor

każde ...jest... rozumiany w sensie słabym. zaś symbol a' będzie

reprezentował ten funktor. gdy rozumiemy go w sensie mocnym. Zatem

będziemy mieć możliwość analizowania obu interpretacji w obrębie

jednej teorii. Przy tym nie tracimy nic z zalet pierwszego

podejścia. Aby badać zagadnienia z pierwszego podejścia, możemy po

prostu :oignorować kropkę< (oczywiście. nie będziemy mieć wtedy

formuł :omieszanych< z a oraz a ,. Ponadto, gdy przyjmiemy propozy-

cję Tadeusza Kotarbińskiego (punkt 1.3l. możemy odczytywać symbol

a jako wszeLkie ...jest..., zaś symbol a' jako każde...jest ...

Podobne rozwiązanie zastosujemy dla funktora żadne...nie

jest ...• kt6ry może być rozumiany na trzy sposoby (p.1.2. l. Przyj-

mujemy, że symbol e będzie reprezentował ten funktor przy słabym

rozumieniu. symbol e' - przy mocnym, zaś symbol e" - przy :osuper<

mocnym. Ponadto - przyjmując propozycję z punktu 1.3. - możemy

odczytywać symbol e jako żadne nie jest.... symbol e' jako

każde ...nie jest ..., zaś e" jako każde nie jest... i odwrotnie.

Pozostałe funktory wymienione w § 1-3. będziemy analizować

tylko przy jednej interpretacji. zatem każdemu z nich wystarczy

przyporządkować jakiś pojedyńczy symbol. Przyjmijmy. że funktor

pewne...jest... będzie reprezentowany przez symbol funktor

pewne... nie jest... - przez symbol o. funktor wszeLkie ...jest ...

i odwrotnie - przez .symbol == • funktor ...jest... - przez symbol c.

funktor ...nie jest... - przez symbol c . funktor ...jest tym

samym przedmiotem co... - przez = , funktor istnieje co najmniej

jedno... - przez ex • funktor istnieje dokładnie jedno... - przez

ex! , funktor co najwyżej istnieje jedno... - przez sol oraz funk-

tor dokładnie jedno jest... przez symbol i!. Funktory

nazwotw6rcze nie ..., Lub... oraz ...L.. będą reprezentowane

odpowiednio przez symbole ' , + oraz •. Wśr6d n"zw generalnych do

stałych logicznych zaliczamy jedynie nazwę przedmiot (inaczej:

obiektl5. Będzie ona reprezentowana przez symbol V . Poza symbola-

mi E oraz ił • wszystkie inne są tradycyjnie używane w sylogistyce

ontologii Leśniewskiego. Symbol i! ma się tak do i jak ex! do ex.
lOznaczmy przez IFI zbi6r. złożony z wymienionych powyżej sym-

boli reprezentujących jednoargumentowe funktory zdaniotw6rcze o

argumencie nazwowym, tj. zbi6r {ex • ex!, soJ}o Podobnie niech

2IFI :={a,

1F1N1:={,}.

S:=SINvIFI.

ił} 6
. Ponadto niech

SIN:={V}uIF1N1uIF1N2

4.3.Termy. Zbiorem formuł nazwowych (inaczej: term6w lub schemat6w

nazwowych) jest najmniejszy zbi6r i zawierający zbi6r iZlMu{V}i

spełniający poniższe warunki:

jeżeli ~ e i ,to ~' e i

- jeżeli ~.E e i ,to (~+ E) e i oraz (~. El e i

Litery ~, E, M oraz Q (z indeksami bądź bez) będą używane ja-

ko zmienne syntaktyczne (metajęzykowe) przebiegające zbi6r i.

4.4.Formuły zdaniowe. Zbiorem formuł zdaniowych (inaczej:

schemat6w zdaniowych) jest najmniejszy zbi6r L spełniający

poniższe warunki:

- jeżeli ~ e i

- jeżeli ~,E e i

- jeżeli (}"'e L ' to

§ e 1Ft • to §~ e L
§ e 1Ft • to ~§E e L
,(}"'e L

R6wnle:l: w 117) wsr6d nazw prostych jako stał" loglczn" wyr6:l:nla
si, Jedynie nazw, 'obiekt' ('przedmlot'l.
6 ':=' to symbol r6wnollcl na mocy definicjI.



- jeżeli eT ,eT E L § E {A, V, ą, ~}, to (eT § eT ) E L
l 2 l 2

Litera eT (z indeksem bądź bez) jest zmienną syntaktyczną

przebiegającą zbi6r L, zaś symbole ." A, V, ą oraz ~ reprezentują

odpowiednio funktory zdaniotw6rcze o argumentach zdaniowych: nega-

cji, koniunkcji, alternatywy, implikacji materialnej

r6wnoważności materialnej. Funktory te będziemy interpretować w
2

spos6b klasyczny. W formule zdaniowej §'§E (gdzie § E n ) term §.

reprezentuje podmiot, zaś term E reprezentuje orzecznik zdania.

Formuły zdaniowe z L pozwalają przedstawić, poprzez swoją struktu-

rę graficzną, formę logiczną zdań podpadających pod dany schemat.

W paragrafie pierwszym podamy określenie tautologii używając

podstawień leksykalnych (tj. podstawień nazw za zmienne nazwowe).

Używając zaś teorii mnogości - w paragrafie drugim - podamy inną

definicję tego pojęcia. Tę drugą definicję możemy traktować jako

teoriomnogościową eksplikację określenia z paragrafu pierwszego,

gdyż zakładając, że język naturalny ma pewną dostateczną ilość

nazw generalnych, można pokazać, że oba sposoby definiowania są

zakresowo r6wnoważne. Założenie to nie będzie zbyt wyg6rowane,

i możemy je raczej uważać za oczywiste. Określenie z paragrafu dru-

giego spełnia wymogi wsp6łczesnego podejścia do metateorii logi-

cznej (metalogikO. M6wi o tym Adam Nowaczyk w [19]: "Kluczem do

rozwiązania problemu formalnego charakteru logiki może być spos-

trzeżenie, że w :łoficjalnych< (tj. nie mających charakteru intui-

cyjnych komentarzy i dydaktycznych uproszczeń) wywodach logicznych

korzysta się wyłącznie z pojęć definiowanych w terminach teorii

mnogości bądź innych teorii matematycznych redukowalnych do teorii

mnogości" (s. 24).
Bez przyjęcia założenia o dostatecznym bogactwie nazw gene-

ralnych, można łatwo wykazać, że spełnienie warunk6w podanych w

teoriomnogościowej definicji leksykalnej wystarczy do spełnienia

warunk6w podanych w jej leksykalnym odpowiedniku. Ponadto, dla po-

kazania, że nie są spełnione warunki w definicji leksykalnej wys-



M6wimy. że zdanie z jest r6wnoważne logicznie zdaniu z
1 2

(zl.z2EZ) ze względu na interpretację stałych reprezentowanych

przez symbole z S wtw istnieje należąca do L tautologia er ~ er
l 2

taka. że dla pewnego podstawienia konkretnego o przy i=1.2 mamy

z =sub o (er ).
I I

o
1.I.Substytuty konkretne. Niech będzie dowolnym podstawieniem

konkretnym nazw generalnych za zmienne z ZIM. Z podstawieniem o

związana jest w oczywisty spos6b funkcja sub o określona na zbiorze

L . kt6ra dowolnej formule er przyporządkowuje zdanie sub o (er) pows-

tające po podstawieniu w miejsce wszystkich zmiennych S •...• S
o o • Kwystępujących w er nazw ~I"" '~k' oraz w miejsce symboli z S rep-

rezentowanych przez nie wyrażeń językowych.

Substytutem konkretnym formuły er jest każde zdanie otrzymane

z er przy jakimś podstawieniu konkretnym za zmienne z ZIM ([4]). Za-
o

tem. gdy jest podstawieniem konkretnym. to sub o (er) jest substy-

tutem konkretnym formuły er.
1.2.Tautologie. Dana formuła z L jest tautologią wtw każdy jej

substytut konkretny jest zdaniem prawdziwym ([41. s. 58). Inaczej

m6wiąc: formuła er z L jest tautologią wtw przy każdym podstawie-

niu konkretnym o • zdanie sub o (er) jest prawdziwe.

1.3.Wynikanie logiczne. równoważność logiczna. Niech Z będzie

zbiorem zdań języka naturalnego. kt6re możemy otrzymać z formuł

należących do L za pomocą jakiegoś podstawienia konkretnego. For-

malnie. Z:={sub o(er) : er e L o jest podstawieniem konkretnym}.

Przyjmijmy. że zdania z .z ...• z (k~l) należą do Z. M6wimy. żeo l k

ze zdań Zl ••••• zk wynika zdanie Zo ze względu na interpretację

stałych reprezentowanych przez symbole z S wtw istnieje należąca

do L tautologia (er A ••• A er ),. er taka. że dla pewnego podstawie-
l k o

nia konkretnego o mamy z =sub o (er ). przy i=O.I•...• k 7.
I I

2.I.Wyjaśnienia wstępne. W 1.1. wprowadziliśmy funkcję podstawia-

nia nazw generalnych za zmienne z ZIM. Gdy dla danej nazwy n przy j-

miemy. że D(n) jest jej denotacją (zakresem). to możemy złożyć dwa

odwzorowania ~ .• ~ o i n .• D(n) otrzymując odwzorowanie ~ .• D(~ j,
Ponieważ wszystkie funktory reprezentowane przez symbole z S są

ekstensjonalne. więc w definicji tautologii w 1.2.. istotną rolę

odgrywają nie same nazwy. lecz ich zakresy. Możemy zatem poszukać

teoriomnogościowej eksplikacji tej definicji. W nowej definicji

zrezygnujemy z podstawień konkretnych nazw za zmienne nazwowe i bę-

będziemy posługiwać się funkcjami przyporządkowującymi bezpośred-

nio każdej zmiennej nazwowej jakiś zbi6r. M6wiąc obrazowo: przej-

dziemy od zmiennych nazwowych do zbior6w z pominięciem powyżej

przedstawionych odwzorowań.

kania do zbioru S. Świadczy o tym ponltszy przykład wnioskowania.
pochodzllcy od De Morgana (przekształcony dla potrzeb tej pracy):
Katdy koń Jest ssakiem.

Wniosek wynika z .przesłanki. Jednak wpływ na te wynikanie ma wew-

n"trzna budowa nazw złotonych za pomoc II Innych funktorów nit 'nIe',

'1' oraz ·Iub·. Czyli wynikania tego nie wyka:l:emy w ramach rozwi-

JaneJ przez nas teorII.



Oczywiście powyższe uwagi nie znaczą. że od tej pory zmienne

nazwowe reprezentują zbior/.

2.2.Modele dla zmiennych. Wprowadzone w tym punkcie pojęcie modelu

wzorowane jest na podobnym. podanym w pracy [17] (przedstawioną

tam koncepcję logiki nazw wysunął Roman Suszko).

Modelem dla zmiennych z lllM jest dowolna para uporządkowana

1l=(U.d). w której U jest niepustym zbiorem (nazywanym uniwersum

modeLu). zaś d jest funkcją (nazywaną dla obrazowości funkcją de-

notacjO przyporządkowującą każdej zmiennej z lllM jakiś podzbiór

zbioru U.

2.3.Spełnianie. Każde wyrażenie językowe reprezentowane bądź przez

jakiś symbol należący do zbioru S. bądź przez któryś z symboli '.

/\. V. =>. ~ traktujemy jako stałą logiczną o ustalonej interpreta-

cji związanej z przy jętą logiką.

Interpretacja stałych ze zbioru SIN polega na jednolitym (dla

wszystkich modeli) i jednoznacznym sposobie przedłużania funkcji d

z modelu 1l=(U.d) do funkcji DU określonej na całym zbiorze termów

11" i przyjmującej jako wartości podzbiory zbioru U. Przedłużenie to

jest jednoznaczne i spełnia następujące warunki rekurencyjne:

dla ~.E z 11"

DU(V)=U

. DU(~)=U\DU (~)

DU(~. E)=DU (~)()DU(E)

DU(~+E)=Du (~)VDU(E)

Interpretacja stałych ze zbioru IF'll oraz symboli '. /\. v. =>.

~ polega na jednolitym (dla wszystkich modeli) przyporządkowaniu w

sposób jednoznaczny dowolnemu modelowi 1l=(U.d) pewnego podzbioru

SAT(Il.D zbioru L' Przyporządkowania tego dokonujemy za pomocą

funkcji DU w następujący sposób indukcyjny (dalej w sytuacjach.

gdy nie będzie to powodować niejednoznaczności. będziemy pisać po

Prostu D zamiast DU): dla S.p z 11" oraz eT,eT.eT Z ~-- 1 2 l.

ex~ E SAT(Il.D wtw D(~);t:"

ex!~ E SAT(Il.D wtw Card D(~)=l

sol~ E SAT(Il.D wtw Card D(~);!;l

~aE E SAT(Il.D wtw D(~)cD(E)

~a'E E SAT(Il.D wtw D(~);t:" i D(~)cD(P)

~iE E SAT(Il.D wtw D(~)()D(E);t:"

~eE E SAT(Il.D wtw D(~)nD(E)="

~e'E E SAT(Il.D wtw D(~);t:" i D(~)()D(E)="

~e"E E SAT(Il.D wtw D(S);t:,,;t:D(P) D(~)()D(E)="

~oE E SAT(Il.D wtw D(~)\D(E);t:"

~=E E SAT(Il.D wtw D(~)=D(E)

~E:EE SAT(Il.D wtw Card D(~)=l D(~)cD(E)

~cE E SAT(Il.D wtw Card D(~)=l D(~)\D(E);t:"

~=E E SAT(Il.D wtw Card D(~)=l D(~)=D(E)

~i!E E SAT(Il.D wtw Card D(~)()D(E)=l

,eT E SAT(Il.D wtw eT ~ SAT(Il.D

eT
1
/\ eT

2
E SAT(Il.D wtw eT

1
E SAT(Il.D eT

2
E SAT(Il.D

eT
1
V eT

2
E SAT(Il.D wtw eT

1
E SAT(Il.D lub eT

2
E SAT(Il.D

eT
l
=> eT

2
E SAT(Il.D wtw eT

1
~ SATCIl.D lub eT

2
E SAT(Il.D

eTl~ eT
2

e SAT(Il.D wtw eT
1
.eT

2
e SAT(Il.D lub eT

1
.eT

2
~ SAT(Il.D

Card D(~) to ilość elementów (moc) zbioru D(~). Zbiór SAT(Il.D na-

zywamy zbiorem formuł z L spełnionych w modelu Il·

2.4.TautoIogie w ujęciu teoriomnogościowym. Podamy teraz

określenie tautologii w terminach teorii mnogości (dokładniej:

używając modeli dla zmiennych z lllM):

formuła eT z L jest tautologią wtw każdy model spełnia formułę eT.
w przYJ~tym przez nas sensie poJ~cia reprezentowania

Jest to niewykonalne. gdy~ za zmienne naie~aloby podstawia6 zbiory. •



Tautologie w ujęciu teoriomnogościowym nazwać możemy tautologiami

modelowymi. Przyjmijmy oznaczenie TAUT(D dla zbioru wszystkich

tautologii modelowych z E. W §4. por6wnamy ten zbi6r ze zbiorem

tautologii w ujęciu leksykalnym, zaś w §3. - ze zbiorem tautologii

monadycznego rachunku predykat6w z identycznością.

li" li"
- jeżeli tp e ~_, to .,tp e ~=

-li" ) .•.V_ jeżeli tp,l/J e ~= § e {A, V. =>. @}. to (tp§1/J e 'łI

Fragment est~ w formule atomowej 2iest~ (dla 2i e VIAIR ~ e V) re-

prezentuje jednoargumentowe predykaty zbudowane ze sp6jki jest

połączonej z pewną nazwą generalną reprezentowaną przez term ~.

Zbi6r ~~IMzdefiniujemy podobnie jak zbi6r ~~ zamieniając je-

dynie w pierwszym warunku definicji zbi6r V na zbi6r ZIM.Mamy

oczywiście ~~IMc ~~. Dla obu zbior6w możemy zdefiniować kwantyfi-

kator jednostkowy 3! - po prostu traktujemy formułę 3!2itp(2i) jako

skr6t formuły 32itp(2i) A 'v'2i'v'y((tp(2i)A tp(y» => 2i=Y ). gdzie 2i*Y i nie

występuje dodatkowe wiązanie tych zmiennych przez kwantyfikatory.

Zbi6r ~~IMmożemy utożsamić ze zbiorem MRP= formuł monadyczne-

go rachunku predykat6w z identocznościową· Oczywiście. kształt

zmiennych reprezentujących jednoargumentowe predykaty jest nie-

istotny. Zatem możemy przyjąć. że ZIMjest zbiorem zmiennych repre-

zentujących wszystkie jednoargumentowe predykaty. Zbi6r MRP= zde-
V ZIM). .. . d .finiujemy podobnie jak zbi6r ~= (odp. ~= zmlemaJąc Je yme

pierwszy warunek definicji na:

- jeżeli 2i e VIAIRi ~ e ZIM,to Sx e MRP=

Oczywiście w pozostałych warunkach zmieniamy ~ ~ na MRP== Formułę tp

z ~~ utożsamiamy z taką formułą z MRP=' kt6ra powstaje z tp po zas-

tąpieniu każdego egzemplarza 2iest~ egzemplarzem formuły Sx.

3.I.Tłumaczenie formuł z E na formuły z ~ ~ Na zbiorze E określamy

w spos6b rekurencyjny funkcję t przy jmując~ wartości w zbiorze ~~
li" 1

(funkcja tłumaczenia z E na ~J:
t (exS) = 3x xestS

1 - -

t (ex!S) = 3!x xestS
1 - -

t (solS) = 'v'x'v'y((xest~ A yest~) '* x=y)
l -

t (SaP) = 'v'x(xestS => xestf,)
l - - -

t (Sa·P) = 3x xest~ A 'v'x(xest~ => xestf,)
l - -

§3. Por6wnanie zbioru TAUT(D ze zbiorem tautologii

monadycznego rachunku predykat6w z identycznością

Por6wnanie to będzie przydatne do pokazania zakresowej r6wno-

ważności obu przedstawionych powyżej definicji tautologii.

Na początek zbudujemy zbi6r ~~ złożony z formuł zdaniowych. w

kt6rych będą występować następujące symbole: kwantyfikator og61ny

'v' • kwantyfikator szczeg6łowy 3 • zmienne indywiduowe z przeli-

czalnego zbioru VIAIR:={x.y. x, y, x •... }. symbole występujące w
l 1 2

termach z V (tj. zmienne z ZIM,symbole z SIN i nawiasy) oraz predy-

kat identyczności = (używanie tego samego symbolu dla predykatu

identyczności oraz dla funktora omawianego w 2.3. rozdz. I, nie

spowoduje komplikacji. gdyż symbol = w pierwszym przypadku łączony

będzie jedynie ze zmiennymi z VIAIR.zaś w drugim przypadku - jedy-

nie ze zmiennymi z ZIM).Za pomocą kwantyfikator6w. predykatu iden-

tyczności oraz zmiennych indywiduowych możemy wyeliminować symbole

należące do zbioru S. Jako zmiennych syntaktycznych przebiegają-

cych zbi6r ~~ używać będziemy liter tp oraz I/J (z indeksem bądź

bez). zaś dla element6w zbioru 'lłlA1R- liter 2i oraz y. Zbi6r ~V jest

najmniejszym zbiorem spełniającym poniższe warunki:

- jeżeli 2i e 'lłlA1R ~ e V. to 2iest~ E ~V
- jeżeli 2i.Y E VIAIR.to V

2i=YE ~=
- jeżeli 2iE 'lłlA1R tp E ~V to 'v'2itp 32itp należ do ~V

='



t (SiP) •• 3x(xestS A xestP)
1-- --

t (SeP) •• "'l3x(xestS A xestP)
1-- --

\(~e'E) = 3x xest~ A ,3x(xest~ A xestE)

\(~e"E) = 3x xest~ A 3x xestE A ,3x(xest~ A xestE)

\ (~oE) = 3x(xest~ A ,xestE)

t (SEP) = Vx(xestS ~ xestP)1-- --

\ (~cE) 3!x xest~ A 3x(xest~ A xestE)

\ (~EE) 3!x xest~ A ,3x(xest~ A xestE)

\ (~=E) 3!x xest~ A Vx(xest~ ~ xestE)

t (Si!P) = 3!x (xestS A xestP)
1-- --

t her) = ,t (er)
1 l

t1(er1§ er) = (t (er) § t (er» dla § E {A, V, ~, ~}
2 l l 1 2

Niech 1l=(U,d) będzie dowolnym modelem dla liter z 11M.

Wartościowaniem zmiennych z VIA/R w zbiorze U jest dowolna funkcja

określona na zbiorze VIA/R i przyjmująca wartości w zbiorze U. W

sposób indukcyjny definiujemy zbiór sat(/-L,w,~lr) formuł z ~ lr
= =

spełnionych w modelu /-L przez wartościowanie w:VIA/R .• U:
lr

~est~ E sat(/-L,w.~_) wtw w(~)ED(~), dla ~ E VIA/R i ~ E lr
lr-

~=y E sat(Il,w,~..> wtw w(~)=w(y), dla ~,y E VIA/R

dla pozostałych formuł - używając klasycznej interpretacji

spójnik6w zdaniowych i kwantyfikator6w.

Zbi6r SAT(Il,~~) formuł spełnionych w modelu Il składa się z

tych i tylko tych formuł należących do ~~, które są spełnione

przez każde wartościowanie zmiennych z VIA/R w modelu Il. Ponadto.

niech TAUT(~~) będzie zbiorem złożonym z tych i tylko tych formuł

należących do- ~~, które są spełnione w każdym modelu dla zmiennych

z 11M.Zachodzi oczywiste

STWIERDZENIEl. Dla dowolnego er z L
Ci) dla każdego modelu Il: er E SAT(Il.[) wtw \ (er) E SAT(Il.~~)

(H) er E TAUT([) wtw t (er) E TAUT(~lr).
1 =

Oczywiście, możemy zdefiniować inne funkcje Humaczenia, dla

których prawdziwy byłby odpowiednik powyższego stwierdzenia.
lr ZIMN b. ~ lr=3.2.Tłumaczenie formuł z ~ = na formuły z ~ . a z wrze

określamy w spos6b rekurencyjny funtcję t Zz przyjmującą wartości w
11M . ~lr ~~zbiorze ~_ (funkcję tłumaczem a z = na =:

t (xestS) = xestS dla ~ E ZIM i ~ E VIA/R
2- - - -

t (xestV) = x=x
2 - - -

\(~est(~+E») = (\(~est~)v\(~estE)) dla ~,E E lr

t (xest(S·P» = (t (xestS)At (xestP)) dla ~,E E lr
2- - - 2- - 2- -

t (xestS') = ,t (xest~) dla ~ E VIA/R ~ E lr
2- - 2-

t (kxtl') = kxt (ep)2 _'t' - 2

t hep) = ,t (ep)
2 2

t (ep§l/I) = (t (ep)§t (1/1»
2 2 2

Przyjmijmy, że
SAT(Il,~ZIM):=SAT(Il.~~)r'I~~1Moraz TAUT(~~IM):=TAUT(~~)r'I~~IM.Zachodzi= - -
oczywiste stwierdzenie:

lr
STWIERDZENIE2. Dla dowolnego epz ~_

lr - () SAT( ~ZIM)Ci) dla każdego Il: epE SAT(Il,~_) wtw t
2

ep E /-L, =
- 11M

(H) ep E TAUT(~~) wtw t
2
(ep) E TAUT(~= ).

3.3.Tłumaczenie formuł z L na formuły z MRP ~ Wstandardowy spos6b

określamy zbi6r SAT(Il,MRP) formuł z MRP= spełnionych w modelu Il

oraz zbiór TAUT(MRP"> tautologii monadycznego rachunku predykatów

z identycznością, tj. formuł z MRP spęlnionych w każdym modelu.
= 11M

Oczywiste jest. że dana formuła należy do SAT(Il,~ =) (odp.

TAUT(~~IM» wtw utożsamiana z nią formuła z MRP należy do

SAT(Il,MRP_) (odp. TAUT(MRP».
- 11M f k· ł . ~na~ZIMZłożenie tot : ~ .• ł jest un cją t umaczema z L. =.2 l L. =

Dla dowolnego er z L niech t(er) będzie formułą należącą do MRP=' z

kt6rą utożsamiamy formułę t (t (er». Ze stwierdzeń l, 2 oraz uwagi
2 l

poprzedniego akapitu wynika:



t (SiP) •• 3x(xestS 1\ xestP)
1-- --

t (SeP) ::::""t:3x(xestS 1\ xestP)
1-- --

t/~e'E) = 3x xest~ 1\ ,3x(xest~ 1\ xestE)

\ (~e"E) = 3x xest~ 1\ 3x xestE 1\ ,3x(xest~ 1\ xestE)

t (SoP) = 3x(xestS 1\ ,xestP)
1-- - -

t (S"P) = 'v'x(xestS ~ xestP)
}-- --

\ (~cE) = 3!x xest~ 1\ 3x(xest~ 1\ xestE)

\ (~eE) = 3!x xest~ 1\ ,3x(xest~ 1\ xestE)

\ (~=E) = 3!x xest~ 1\ 'v'x(xest~ ~ xestE)

\ (~i!E) 3!x (xest~ 1\ xestE)
t (,er) = ,t (er)
l l

t (er § er ) = (t (er) § t (er » dla § E {I\. V. '*. ~}
112 1112

Niech Jl=(U,d) będzie dowolnym modelem dla liter z ZIM.

Wartościowaniem zmiennych z IVUdRw zbiorze U jest dowolna funkcja

określona na zbiorze IVIAIRi przyjmująca wartości w zbiorze U. W

sposób indukcyjny definiujemy zbiór sat(Jl.w.~l) formuł z ~ l
= =

spełnionych w modelu Jl przez wartościowanie w:1V1A1R.• U:
l

~est~ E sat(Jl.w.~_) wtw w(~)ED(~). dla ~ E IVIAIR ~ E l
1-

~=y E sat(Jl,w.~=) wtw w(~)=w(y). dla ~.Y E IVIAIR

dla pozostałych formuł - używając klasycznej interpretacji

sp6jnik6w zdaniowych i kwantyfikator6w.

Zbi6r SAT(Jl.~~) formuł spełnionych w modelu Jl składa się z

tych i tylko tych - formuł należących do ~~. które są spełnione

przez każde wartościowanie zmiennych z IVIAIRw modelu Jl. Ponadto,

niech TAUT(~~) będzie zbiorem złożonym z tych i tylko tych formuł

należących do- ~~, które są spełnione w każdym modelu dla zmiennych
z ZIM.Zachodzi oczywiste

STWIERDZENIE 1. Dla dowolnego er z L
(i) dla każdego modelu Jl: er E SAT(Jl.D wtw t (er)

l
(H) er E TAUT(D wtw t (er) E TAUT(~l).

l =

Oczywiście, możemy zdefiniować inne funkcje tłumaczenia. dla

których prawdziwy byłby odpowiednik powyższego stwierdzenia.
l ZIMN b' ~ 1=3.2.Tłumaczenie formuł z ~ = na formuły z ~ . a z wrze

określamy w spos6b rekurencyjny funtcję t Zz przyjmującą wartości w

zbiorze ~ZIM(funkcję tłumaczenia z ~ ~ na ~ =~:

t (xestS) = xestS dla ~ E ZIM ~ E IVIAIR
2- - - -

t (xestV) = x=x
2 - - -

\ (~est(~+E» = (t2 (~est~)vt2 (~estE»

\ (~est(~· E» = (\ (~est~)1\\ (~estE»

t (xestS') = ,t (xestS) dla ~ E2- - 2--

t (kXlll) = kxt (rp)2 _T - 2

t (,rp) = ,t (rp)
2 2

t (rp§t/J) = (t (rp)§t (t/J»
2 2 2

Przyjmijmy, że

SAT(Jl.~~IM):=SAT(Jl,~~),,~~1Moraz TAUT(~~IM):=TAUT(~~),,~~IM.Zachodzi

dla ~,E E l

dla ~.E e l

IVIAIR ~ e l

oczywiste stwierdzenie:
lSTWIERDZENIE 2. Dla dowolnego rp z ~_

l) - () SAT( .•.ZIM)(i) dla każdego Jl: rp e SAT(Jl.~= wtw \ rp E Jl,'ł'=
l ZIM(H) rp E TAUT(~) wtw t

2
(rp) E TAUT(~= ).

3.3. Tłumaczenie formuł z L na formuły z MRP ,; Wstandardowy sposób

określamy zbiór SAT(Jl,MRP) formuł z MRP= spełnionych w modelu Jl

oraz zbiór TAUT(MRP) tautologii monadycznego rachunku predykatów

z identycznością. tj. formuł z MRP spęłnionych w każdym modelu.
= ZIM

Oczywiste jest, że dana formuła należy do SAT(Jl.~=) (odp.

TAUT(~~IM» wtw utożsamiana z nią formuła z MRP= należy do

SAT(Jl.MRP_) (odp. TAUT(MRP).

Złoże~ie tot : t" .• ~ ZIMjest funkcją tłumaczenia z L na ~ ~~
2 } L. =

Dla dowolnego er z L niech t(er) będzie formułą należącą do MRP=' z

którą utożsamiamy formułę t (t (er». Ze stwierdzeń l, 2 oraz uwagi
2 l

poprzedniego akapitu wynika:



przyporządkować jakiś zbiór będący jej zakresem. Stą<.t wyciągamy

wniosek, że każda formuła będąca tautologią W )łjęciu

teoriomnogościowym jest również tautologią w ujęciu leksYki.lłłfijl·

Istotnie, mając konkretne podstawienie o, możemy każdej zmiennąj §
dkować w sposób jednoznaczny zbiór będący zakresem nazwyprzyporzą o o.

~o. Zatem podstawienie konkretne wyznacza model ~ o ~mwersum

Uo:= U {zakres nazwy ~o : ~ e llM}i funkcji denotacji d (~):= za-

SO dla SellM Na mocy warunków prawdziwości zdań i de-kres nazwy - , - . o

finicji spełniania otrzymujemy, że dla (]' z E : zdanie sub ((]')

jest prawdziwe wtw (]' e SAT(~o ,D. Stąd otrzymujemy, że
o

jeżeli (]'

e TAUT(D, to dla dowolnego podstawienia o zdanie sub ((]') jest

prawdziwe.
Z drugiej strony, gdyby każdy zbiór był wyznaczony przez

jakąś nazwę generalną (jako jej zakres), to można by udowodnić po-

dobnie jak wyżej, że również każda formuła będąca tautologią w

ujęciu leksykalnym jest tautologią w ujęciu teoriomnogościowym.

Zatem podstawowa różnica byłaby nieistotna. Jednak w

b ak . nl'e każdemu zbiorowi możemy przy-rzeczywistości r Uje nam nazw;

porządkować taką nazwę generalną, której byłby on zakresem. Spowo-

dowane jest to tym, iż przy nieprzeliczalnej ilości zbiorów mamy
10

jedynie przeliczalną ilość nazw generalnych .

Ostatnio omówiona rozbieżność między zbiorami a nazwami gene-

ralnymi może skłonić do przypuszczenia, że istnieje też

rozbieżność pomiędzy dwiema definicjami tautologii. Jednak tak nie

~: (]' e SAT(~,D wtw t((]') e SAT(~,MRP=)

wtw t((]') e TAUT(MRP=).

§4. Porównanie obu sposobów definiowania tautologii

Widoczna różnica pomiędzy definicją tautologii z 1.2. a defi-

nicją tautologii z 2.4. polega na tym, że ta pierwsza mówiła o

wszystkich podstawieniach nazw generalnych, podcLa", gdy druga me l,)

o wszystkich przyporządkowaniach zbiorów. W paragrafie tym spróbu-
jemy oszacować tę różnicę.

Pewną marginesową różnicę stanowi zmienność U : PJt.('WSL:3 de-

finicja zakładała, że język, którego nazwy są podstawiane za

zmienne, jest całkowicie zinterpretowany i nie pozostawia żadnej

możliwości wyboru zakresu przedmiotów. Jeżeli chodzi o postulat

niepustości U, to jest to czysto techniczne udogodnienie, .a me
żaden filozoficzny dogmat konieczności istnienia (analogiczna sy-

tuacja występuje w rachunku predykatów). Odrzucamy puste uniwer-

sum, aby nie odrzucić wielu formuł, które są przy niepustym uni-

wersum tautologiami (np. exS v exS', exV, ViV, ,(S=S'), ,VaV').

Rozważmy teraz podstawową różnicę; różnicę pomięd:;,

przyporządkowaniem zbiorów i podstawianiem nazw generalnych. Z

dnej strony zauważmy, że każdej nazwie generalnej możern

Ponlewa~ zbiór TAUT(MPR=) jest rozstrzygalny funkcja tłumacze-
nIa t podana jest w sposób efektywny, wloc na mocy tego stwIerdze-
nIa równle~ rozstrzygalny jest zbIór TAUTC~). W rozprawIe doktor-
skIej rozstrzygalno'ó tego zbIoru udowodnIono tak~e w Inny sposób,
bez korzystanIa z rozstrzygalno'cl zbIoru TAUT(MPR=). MianowIcIe,
rozstrzygalno'ó TAUT(~) wynIka z udowodnionego lematu, wL.. którym
podano skończone oszacowanIe górne mocy modell weryflkuj"cych dan"
formuło.

10" Nazwy ka~dego jozyka dziel" slO bowIem na proste zlo~one. Na-
skończona liczba, nazwy zło~one S" skończo-zw prostych jest zawsze

nazw Prostych, wobec tego wszystkich nazw mo~li-nyml komblnacjeml
I" jest to pogl"d Kazimierza Ajdu-wych jest llczba przellcza na

klewlcza przedstawiony w "Sprawozdaniu z dzlalalno'cl Seminarium
IV k tal 19551'." za-PracownI LogikI Polskiej Akademll Nauk za wal'

mIeszczonym w Studia Loglca V, rok 1957, s. 138.



jest, brak nazw generalnych nie ma żadnego wpływu na definicję

tautologii, jeżeli tylko język, którego nazwy podstawiamy za

zmienne, jest dostatecznie bogaty dla elementarnej teorii liczb. W

takim języku dowolna formuła, której każdy substytut jest prawdzi-

wy, będzie również spełniona przez dowolny model.

Żądanie aby język naturalny był dostatecznie bogaty dla ele-

mentarnej teorii liczb nie jest wygórowane. Elementarna teoria

liczb obejmuje tylko to, co można powiedzieć o liczbach natural-

nych w terminach dodawania, mnożenia, identyc:mości, spójników

zdaniowych, kwantyfikatorów ze zmiennymi przebiegającymi zbiór

liczb naturalnych i z użyciem nazw indywidualnych poszczeg6lnych

liczb; bez żadnych zbiorów. Żądanie to przedsLwia się

następująco: dla każdej formuły elementarnej teorii liczb z jedną

zmienną wolną istnieje w języku naturalnym taka nazwa generalna,
kt6rej zakres pokrywa się

spełniających tę formułę 1~

W dowodzie tego, iż przedstawione żądanie jest wystarczające

dla wykazania zakresowej r6wnoważności obu definicji, korzystać

będziemy ze znanego wyniku Hilberta i Bernaysa z metateorii ra-

chunku predykat6w. Wykazali oni, że każda formuła rachunku predy-

katów (z identycznością), która jest spełniona w jakimś modelu,

jest też spełniona w takim modelu, w kt6rym uniwersum jest zbiorem

liczb naturalnych, zaś relacje (zbiory to relacje unarne) przypo-

rządkowane zmiennym predykatowym są wyznaczone przez zdania otwar-
te elementarnej teorii liczb.

Ż d MRP J'est również spełniona w tym modelu. Stąd nanale ąca o ='
'k Hilberta i Bernaysa istnieje model (N,d) spełniającymocy wym u

ł t() W którym d(S)={neN : «In)} dla jakiejś formułyformu ę (1', - S
«(n) elementarnej teorii liczb (~elll,l). Jeżeli teraz w domkniętej

S . Sf~rmule t«(1') podstawimy za każdy egzemplarz formuły atomowej ~

egzemplarz formuły «~!.), to otrzymamy prawdziwe zdanie elementar-

. .. l'czb (dokładnieJ" prawdziwe w jej modelu standardo-nej teoru l .

)12. Jednak nic się nie popsuje, jeżeli wartościami zmiennych z
wym . 13

\t1A1R będą, opr6cz liczb naturalnych, jakieś inne przedmioty . Na

mocy przyjętego :.dostatecznego bogactwa języka naturalnegoc, dla

dowolnej zmiennej ~ istnieje taka nazwa generalna, kt6rej zakresem

jest zbi6r {neN : «S(n)}. Podstawienie tych nazw w formule (1' da

zdanie prawdziwe. B~rąc pod uwagę powyższe rozumowanie na mocy

transpozycji otrzymujemy: jeżeli (1' ma każdy substytut konkretny

fałszywy, to (1' nie jest spełniona w żadnym modelu. Lecz skoro

ostatnie stwierdzenie było prawdziwe dla wszystkich formuł z L,
więc m6wiąc o danej formule możemy wykorzystać go również do nega-

cji tej formuły. Otrzymamy wtedy: dla (1'e E
jeżeli każdy substytut konkretny formuły (1' jest prawdziwy, to

(1'jest spełniona w każdym modelu.

Niech (1'będzie dowolną formułą z E spełnioną w pewnym modelu

dla zmiennych z llM. Na mocy stwierdzenia 3 domknięta formuła t((1')

W paragrafie tym chciałbym omówić kwestię :.zaangażowania on-

tologicznegoc bezkwantyfikatorowego rachunku nazw, związanego z

wprowadzoną semantyką teoriomnogościową.

12 Zakładamy, te podstawienie zmiennej !. byłoby dopuszczalne,
łatwo motna dokonac! odpowiedniej zmiany zmiennych związanych.

13 Motna to pokazac! wzorując si" na rozwatanlach z (29) s. 19&.



Przyjmijmy, że J jest językiem naturalnym, którego nazwy ge-

neralne mają być podstawiane za zmienne z ZIM. Uniwersum danego

modelu ma reprezentować zbi6r przedmiot6w, kt6re mogą być desygna-

tami nazw generalnych języka J <inaczej: wśr6d kt6rych mają

występować wszystkie desygnaty nazw podstawianych za zmienne z

ZIM). Przypomnijmy, że wartościami funkcji denotacji mają być

podzbiory uniwersum modelu. Jednak nie znaczy to, iż zakładamy, że

do tego uniwersum mają należeć w og6le jakieś zbiory. Propozycja

związana z użyciem teoriomnogościowych modeli idzie w tym kierun-

ku, żeby zbiorami (w tym r6wnież parami uporządkowanymi) operować

wyłącznie w metajęzyku - zwykłym, niesformalizowanym języku, w

kt6rym opisujemy i rozważamy język J jak r6wnież zbi6r term6w i

formuł zdaniowych bezkwantyfikatorowego rachunku nazw, oraz ich

semantykę, Przykładowo, kiedy m6wimy, że funkcja denotacji przypo-

rządkowuje zmiennej S zbi6r liczb naturalnych, nie musimy bynaj-

mniej zakładać, że do uniwersum modelu (utożsamianego z dziedziną

języka J) należy zbi6r liczb naturalnych. Wystarczy przyjąć, że

należą do niego poszczeg6lne liczby naturalne. Zbiory należą do

aparatury naszych badań nad językiem J oraz nad zbiorem formuł ra-

chunku nazw, i to nam wystarcza. Użytkownik języka J jak r6wnież

ten, kt6ry stosuje rachunek nazw do języka J (tj. wykorzystuje

jego tautologie do stwierdzania związk6w wynikania zachodzących

pomiędzy zdaniami języka J) nie musi przyjmować teoriomnogościowej

ontologii. Przytoczmy tutaj słowa W.V.O.Quine'a z [27J:

"Przywiązuję duże znaczenie do tradycyjnego rozr6żnienia pomiędzy

terminami og6lnymi [w polskiej literaturze: nazwami generalnymi; u

Quine'a występują puste terminy og6lne, A.P.J abstrakcyjnymi

terminami indywiduowymi,... ma ono bowiem konsekwencje dla ontolo-

gii: posługiwanie się terminem og6lnym nie zobowiązuje nas jeszcze

do wprowadzenia odpowiedniego przedmiotu abstrakcyjnego do naszej

l .. " (s 109). W języku J zakładamy jedynie istnienieonto ogu... ,

l h (W terminologii Quine'a - termin6w og6lnych)'nazw genera nyc
., '6 og6lnych J'est - niezależnie od okoliczności ich"Istmeme terml w

d . faktem wielce pomyślnym. Bez tych termin6w językwprowa zema -
byłby niemożliwy, a myślenie bardzo prymitywne." ([27J, s. 111).



rych nie występują symbole ze zbioru S'\s.

1.3.0znaczenia. Przyjmijmy umowę. że litera T (odp. Ll razem z od-
. d' . symbolami ze zbioru SIN (odp. S) występującymi jako

~~~ .
6 e b"dzie nazwą zbioru term6w (odp. formuł zdamowych)indeksy g rn. ..•
nego przez zbi6r złożony z wymienionych symboli. Zatemwyznaczo

T§I•...• §n (odp ~§I•...• §n) oznacza zbi6r term6w (odp. for-nazwa . L.

muł zdaniowych) wyznaczony przez zbi6r {§I•...• §n}. gdzie n~l oraz

§ SIN (odp. S). Zgodnie z powyższą umową kolejność indek-§1..... n e V . .

6 6rnych jest obojętna oraz mamy przykładowo: T jest zblOrem
s w g V.+ .
t 6w wyznaczonym przez zbi6r {V}. tj. zbiorem ZlMu{V}; T jest
erm a. .

zbiorem term6w wyznaczonym przez z?i6r {V. +}; L jest zbiorem

formuł wyznaczonym przez zbi6r {a}; L1
•
V.+ jest zbiorem formuł wy-

znaczonym przez zbi6r H. V. +}.

§I. Formuły fragmentarycznych teorii bezkwantyfikatorowego

rachunku nazw

l.I.Termy. Przyjmujemy oznaczenia zbior6w symboli podane w 4.2.

rozdz.!. Niech sn c SIN. Wtedy zbiorem formuł nazwowych (inaczej:

term6w) wyznaczonym przez zbi6r sn jest najmniejszy zbi6r rn za-

wierający zbi6r ZlMu(snf\{V}) i spełniający poniższe warunki:

- jeżeli ~ e ~n I e sn. to ~' e ~n

- jeżeli ~.E e ~n § e snnnf. to (~§E) e ~n

Zauważmy. że gdy sn=el. to ySn=llM; gdy sn={V}, to ySn=ZlMu{V}; zaś

gdy sn=SIN mamy rn=lr. W og6lnym przypadku ~n składa się z tych i

tylko tych term6w należących do i. w kt6rych nie występują symbole

Logika dysponuje bardzo og6lnym pojęciem teorii. Mianem tym

określa się dowolny zbiór formuł zdaniowych X zawarty w pewnym

zbiorze formuł y oraz domknięty ze względu na jakąś operację kon-
.. C 2Y 2Y

sekwencji w sensie Tarskiego. tzn. dla pewnej operacJI : .•

spełniającej warunki: dla Z.Z ~ZZ C Y

a) Z c C(Z)

b) jeżeli ZI c ZZ' to C(ZI) c C(Zz)

e) C(C(Z))=C(Z)

b· X to t zy (twierdzenia) teorii X;mamy C(X)=X. Elementy z lOru. e

zatem w tym ujęciu teorię utożsamia się ze zbiorem jej tez. Można

podać różne sposoby wyznaczania tez teorii X. Jednym z nich jest
• UJ t .. X14, innym wskaza-podanie jakiegoś systemu dedukcyjnego J X eorll

ze zbioru S1N'\sn.

l.2.Formuły zdaniowe. Niech Tsn będzie zbiorem term6w wyznaczonym

przez zbi6r sncSIN. zaś fzclFI. przy czym fzrJFlz~0. Wtedy zbiorem

formuł zdaniowych wyznaczonym przez zbi6r s =snufz jest najmniejszy

zbiór 'Ls spełniający poniższe warunki:

jeżeli ~ e ~n § e fZf\Fi. to

jeżeli ~.E e ~n § e fzrJFT.

- jeżeli C!'e z.S. to ,C!' e z.S

- jeżeli C!'.C!' e z.S § e {A. V. ~ ••• }. to (C!'§C!') e z.S
l Z l Z

'L
s

składa się z tych i tylko tych formuł należących do L. w kt6-

§~ e z.S
to ~§E e z.S



nie odpowiedniej klasy modeli charakterystycznych teorii X.

Niech rn
i L

S
będę zbiorami określonymi w §l. W niniejszej

pracy jako teorie logiczne interesować nas będą te podzbiory zbio-
s

ru L • kt6re są domknięte ze względu na podstawieniowo-odrywaniową
operację konsekwencji Cns• kt6rą określamy poniżej.

2.I.Podstawieniowo-odrywaniowa operacja konsekwencji Cns. Regułą

nad zbiorem L
S

jest dowolna relacja zawarta w iloczynie kartezjań-

skim CLs)n przy dowolnie wybranym n>l. W pracy tej będziemy często

korzystać z dw6ch reguł nad Ls : reguły odrywania r s E CL-r 3 zde-
finiowanej warunkiem o

CO".0" .0" ) E rS wtw O"=CO"=>er )
123 o 123

oraz reguły r: E CL5j2 podstawienia term6w z Tsn za zmienne, kt6rą
zdefiniujemy poniżej.

Jednoczesnym podstawieniem term6w z Tsn za zmienne z ZIM jest

dowolna funkcja określona na ZIM i przyjmująca wartości w Tsn. Fun-
k . sn
cJ!; e:ZIM"T można rozszerzyć do endomorfizmu he: Tsn"Tsn• kt6ry

jest jednoznacznym homomorficznym rozszerzeniem funkcji e

spełniającym następujące warunki rekurencyjne: h eCV)=V, zaś dla

pozostałych ~,f z TS~ gdy , e sn, to h eCS')=h eCS)' gdy § e
snf'llF'IN2 t heCS§P) C e e - -,

, o __ = h C~)§h Cf». Następnie rozszerzamy w spos6b
jednoznaczny funkcję hena zbi6r LS przy czym heC"'s) ",s

, Lo CLo. za pomocą
warunk6w rekurencyjnych: gdy §esf'llF'Zl, to heC§S)= §heCS) gdy

2 e - - ,
§esf'ln ~ to h C~§f)=heC~)§heCf). heC,O")=.,heCO"). gdy §e{A. v, =>.
~}, to h C0"1§0"2)=(heC0"1)§heC0"2».

Możemy teraz zdefiniować regułę r :eCLs) 2 warunkiem:

C0"1'0"2)er: wtw dla pewnego e:ZIM"Tsn• O"=h eCO")
M6' • 6 ...s 2 1

w1my, ze zbi r YCl. jest domknięty ze względu na regułę r

nad LS
, symbolicznie r(Y), wtw dla dowolnych O"'O"l.·.. 'O"ke~s jeżeli

(O" ••••• 0" ,O")er, to warunek O"""'O"keY pociąga O"eY.Poł6żmy
1 k l S S

CnsCZ):= n {Yc~ : ZcY i roCY) i r.CY)}

tzn. CnsCZ) jest najmniejszym zbiorem zawierającym zbiór Z i domk-
• s. s O 'ś' C s. .niętym ze względu na regu.y r o 1 r.. CZYWlCle n Jest operaCją

konsekwencji w sensie Tarskiego na zbiorze LS
•

2.2.Fragmentaryczne teorie. Teorię logiczną będąca, podzbiorem

zbioru LS domkniętym ze względu na operację Cns nazywamy fragmen-

tarycznym bezkwantyfikatorowym rachunkiem nazw. Oczywiście,

CnsCX)=X wtw rS(X) i rSCX). Rachunek X jest sprzeczny wtw X=~s.
o • S S

Łatwo zauważyć, że r CTAUTCE))i r CTAUT(D). oraz TAUTCD*E.
o •

2.3.Teoria KRZCLS).Przyjmijmy, iż zbiorem formuł klasycznego ra-

chunku zdań jest najmniejszy zbiór zawierający zbi6r zmiennych

zdaniowych oraz domknięty na poprzedzanie formuł symbolem ., i

łączenie za pomocą stałych A, v, =+. ~ oraz nawias6w. Niech KRZC~~

będzie zbiorem formuł z ~ ~ kt6re są podstawieniami jakichkolwiek

tautologii klasycznego rachunku zdań. Oczywiście rSCKRZ(~s))
o

r:(KRZ(~s)) oraz KRZC~)*~.

cyJnego. Dana
[5]).

Niech ~n oraz LS będą zbiorami określonymi w §l.

3.I.Zbi6r SATCJl.~). Dla dowolnego modelu Jl przyjmijmy:

SATCJl,LS): =SATCJl,Dl"II:s

Zbi6r ten można r6wnież określić w spos6b r6wnoważny rekurency j-

nie, odrzucając z indukcyjnej definicji zbioru SATC/-l.D warunki

dotyczące formuł atomowych nie należących do LS
• Można przy tym

ograniczyć przedłużenie funkcji denotacji do zbioru T sn.
3.2.Zbi6r TAUTCLS

). Przyjmijmy TAUTC~):=TAUTCDd. Oczywiście

O"eTAUTCLs)wtw dla każdego modelu Il mamy O"eSATCIl,~).Zauważmy, że



rSCTAUTCl:S»
o

teoria/5•

ssię z formuł należących do l: , które spełnione są w każdym modelu

dla zmiennych z ZIM.
Oczywiście TAUT"Cl:slcTAUTCl:s) oraz <CTAUT"Cl:S)l

r:CTAUT"Cr» . Ponadto, bezpośrednio z określeń zbiorów TAUTCl:s)

i TAUT"crl wynika:

LEMAT 1. Jeżeli istnieje model Il o niepustym uniwersum taki, żeo
SATCIl ,l:s)=SATCIl ,rl, to TAUTCl:s)=TAUr'Cl:s).c

o "
Z powyższego lematu otrzymujemy stwierdzenie:

STWIERDZENIE 4. Jeżeli snc{+, .}, to TAUTC~)=TAUT"C~).

DOWÓD:Niech U będzie dowolnym zbiorem niepustym. Przedłużenie D~

funkcji d w modelu (U ,d l na zbiór l, przyjmuje na zbiorze ~n
" " U"jedynie wartość ", gdyż 1ZlVIZl="=IZlfV2l.Stąd D1211Tsn =D" I Tsn . Zatem

SATCCU,d l,rl=SATCIl ,rl i z lematu l otrzymujemy dowodzoną rów-
" "ność.c

Powyższego stwierdzenia nie można odwrócić, gdyż nie zachodzi

nawet Csłabsza) implikacja: jeżeli TAUTCl:S)=TAUT"Cl:s) , to niepraw-

aa, że zarówno Vesn i 1esn. Swiadczy o tym równość
TAUTCr,v,+,I'·l=TAu"f'!'Cr,v,+,I'·l, którą otrzymujemy z lema-

tu l biorąc Ilo=({l,2},d"l.
Z definicji spełniania wynika, iż KRZCl:s)cTAUT"Cl:s). Ponadto

dzięki założeniu sI"\IFZ2
;t1Zl mamy KRZCl:1;l:TAUT"Cl:1, gdyż przykładowo

formuły SaS, SaS, Sa 'P~Sa 'S, SiP ~ PiS, SeP ~ PeS, ,Se 'S, ,Se ''S,

,SoS, ScP~ScS, ,ScS, S=P~P=S oraz Si!P ~ Pi!S należące do TAUTCD,

nie są podstawieniami żadnej tautologii klasycznego rachunku zdań.

Z teoretycznego punktu widzenia interesujące może być rozsze-

rzenie klasy modeli dla zmiennych z ZIMo jeszcze jeden model

Cz pustym uniwersum) oraz zbadanie dla jakich scS zbiór TAUTCl:s)

pokrywa się ze zbiorem formuł z l: s spełnionych w każdym modelu z
rozszerzonej klasy.

4.I.Model z pustym uniwersum. Ponieważ 2" ={"}, więc istnieje

dokładnie jedna funkcja określona na zbiorze ZIMi przyjmująca war-

tości w zbiorze {12J}.Tę funkcję stałą oznaczymy przez d l2i

Dopuścimy jeszcze jeden model dla zmiennych z ZIM. Połóżmy

1l":=C,,,d,,). Przedłużenie D: funkcji dl2J w modelu Il" na zbiór l,
jest również funkcją stałą o wartości " Ib.

4.2.Spełnianie w modelu 1l12I'Zbiór SATClllZfDdefiniujemy w sposób

rekurencyjny tak samo jak dla modeli o niepustym uniwersum Cp.2.3.

rozdz.II). Ponadto, dla odpowiedniego zbioru symboli scS poMżmy
C s sSAT 1l",I; l:=SATCIl",Dm:. Zbiór ten można również określić Cw

równoważny sposóbl rekurencyjnie.

Zauważmy, że następujące formuły exV, ViV, exSvexS/, ,CS=5/),
Va'V oraz ,VaV' nie należą do SATCIlI2I,Dchoć należą do TAUTCD.

4.3.Zbi6r TAUr'C~). Niech ~n i r będą zbiorami określonymi w

§1. Połóżmy TAUT
I2I

Cl:s):=TAUTCDf'lSATCllrzfl:
sl.Zatem TAUT"Cl:s) składa

Ponlewat TAUTlI;s)=TAUTlI;)m:soraz zbiory TAUTll:) I I;s są
strzygalne, więc równlet rozstrzygalna jest teoria TAUTlI;t
rozprawie doktorskiej dla rótnych s podano oszacowanie górne mocy
uniwersum modeli weryfikujących formuły teorll TAUTlI;f, mniejsze
nit oszacowaniedla TAUT(I;)lprzypls 9).

lb U
Zauwatmy, te dla katdego U;l:I2J: D ill={U,I2J};l:{I2J}.

S.I.Sylogistyka Arystotelesa. Według Jana Łukasiewicza sylogistyka

Arystotelesa Cdotycząca zdań asertorycznych) była teorią związków

logicznych zachodzących pomiędzy zdaniami kategorycznymi wymienio-



nymi w §l. rozdz.I. ([12). (13), [14]). Zatem możemy badać ją _ w
tym uJ'ęciu - w zbiorze ~a.i,o.e. Jak .

L. wIadomo nie wszystkie prawa
wyr6żnione przez sylogistykę należą do TAUT(t,i,o,e). Niekt6re z

nich przekształcają się w zdania fałszywe przy pewnych podstawie-

niach nazw pustych (np. SaP~SiP oraz SeP~SoP). Zatem sylogistyka

na pewno nie dopuszczała podstawień nazw pustych za zmienne. Ale

nie jest wyraźnie powiedziane, czy sylogistyka dopuszczała podsta-

wienia wszystkich niepustych nazw generalnych (w tym jednostko-

wych). czy tylko nazw og6lnych. Łukasiewicz twierdził, że "Arysto-

teles nie określa nigdzie, co wolno za te zmienne podstawiać. Z

przykład6w wynika, że należy za nie podstawić tylko nazwy og6lne,

jak człowiek, biały, łabędź. Sylogistyka Arystotelesa jest to więc

pewien fragmentaryczny system logiki nazw, w kt6rym nie są

uwzględniane ani nazwy jednostkowe ani nazwy puste" ([13), s.221;

podobne poglądy wyraża Łukasiewicz w (2) i U4]). Jednak z seman-

tycznego punktu widzenia, wybór któregoś z powyższych rozwiązań

jest sprawą zupełnie obojętną, gdyż - jak pokażemy w następnym pa-
ragrafie - dla dowolnej formuły (J' z La,i.o,e mamy:

(J' jest prawdziwa przy każdym podstawieniu nazw niepustych wtw

(J' jest prawdziwa przy każdym podstawieniu nazw og6lnych.

Prawami sylogistyki Arystotelesa zdań asertorycznych (w ujęciu

Łukasiewicza) są właśnie formuły z L a,i,o,e spełniające jedną ze
stron powyższej r6wnowaŻności.

S.2.Negacja przynazwowa w logice tradycyjnej. Jan Łukasiewicz

uważał. że Arystoteles wykluczył z sylogistyki tzw. "terminy prze-

czące". Nie wchodząc w szczegóły historyczne, możemy przyjąć, Że

już w drugiej połowie XIX w. była opracowana pewna teoria

dotycząca związk6w logicznych zachodzących pomiędzy zdaniami kate-

gorycznymi uwzględniająca logiczne właściwości nagacji przynazwo-

wej17. Rekonstrukcja tej teorii możliwa jest już w zbiorze
~ i o e ' d d k . o rachunku nazw dokonałL • • • • . W postaci systemu e u cyJneg

jej A.Wedberg w [34). Zbiór tez tego systemu pokrywa się ze zbio-

rem formuł z La.i.o,e.' prawdziwych przy każdym podstawieniu tzw.

nazw limitowanych. tj. nieuniwersalnych nazw niepustych ([34],

(30), [3]). Jednak do nazw limitowanych należą wszystkie nazwy je-

dnostkowe (o ile uniwersum wszystkich przedmiotów nie jest zbiorem

jednoelementowym). Zatem i tutaj - z podobnych powodów jak w 5.1.

- możemy zastanowić się nad dopuszczalnością podstawień jednostko-

wych nazw generalnych za zmienne. Jednak - podobnie jak w 5.1. -

odrzucenie podstawień nazw jednostkowych niczego nie zmienia (z

punktu widzenia zasobu praw). gdyż - jak. pok~żemy w następnym pa-
" a,l,o,e,ragrafie - dla dowolnej formuły (J' z L. mamy:

(J' jest prawdziwa przy każdym podstawieniu nazw limitowanych

wtw (J' jest prawdziwa przy każdym podstawieniu nazw ogólnych.

które nie oznaczają przynajmniej dwóch przedmiotów.

0czywiście, negacja nazwy limitowanej jest również nazwą

limitowaną. Podobnie negacja nazwy ogólnej nie oznaczającej przy-

Ó h d . tó . t równl'ez' nazwą ogólną nienajmmeJ dw c prze mlO w Jes

oznaczającą przynajmniej dwóch przedmiotów. Dla nazw tego typu wy-

brałem kr6tki termin nazwa ogóLno-limitowana.

§6. Spełnianie w zawężonych klasach modeli.

Tautologiczność w sensie tradycyjnym

17.. W poczlt,tkach XIX wieku opr6cz 24 poprawnych
tycznych obejmowała ona formuły obwersji, opozycJI,
kontrapozycji Inwersja wyr6:l:nlona została dopiero
glej połowie XIX wieku" - [31. s. 13

tryb6w sylogls-
konwersji oraz

w dru-



K klasę wszystkich modeli o niepustym uniwersum oraz przyjmijmy

"K :=Ku{/J }.
"6.1.0graniczenia przy podstawianiu nazw. Zawężenia klas wszystkich

modeli. Podstawienie konkretne o nazw za zmienne nazwowe nazywamy

podstawieniem nazw niepustych (odp. ogólnych. limitowanych.

ogólno-limitowanych) wtw dla dowolnej zmiennej ~ z llM nazwa ~o

jest niepusta (odp. ogólna, limitowana. ogólno-limitowana). Z kla-

są podstawień nazw niepustych za zmienne zwiążemy pewną podklasę

K
np

klasy K. określoną poniżej:

KnP:={/J=(U,d)eK : 0l1:d(ZIM)}.

Podobnie. klasie podstawień nazw ogólnych za zmienne odpowiadać
będzie podklasa KOklasy K określona poniżej:

KO:={/J=(U,d)eK: dla każdego ~eZIM.Card d(~)~2}.

W punkcie 5.2. analizowaliśmy prawa logiki tradycyjnej z negacją

przynazwową. Jak wiadomo, przy stosowaniu tych praw musimy ograni-

czyć się do nazw limitowanych. Słabsze ograniczenie. do nazw nie-

pustych, byłoby niewystarczające, gdyż przykładowo z formuły ,$' aS

(prawdziwej przy każdym podstawieniu nazw limitowanych) otrzymamy

zdanie fałszywe, gdy za $ podstawimy nazwę. kt6rej zakresem jest

niepuste uniwersum. Klasie podstawień nazw limitowanych za zmienne

odpowiadać będzie podklasa KI klasy K określona poniżej:

KI:={/J=(U,d)eK : d(llMk2U\{U.0H.

Oczywiście, uniwersum modelu z KI jest co najmniej dwuelementowe.

Ograniczając w prawach logiki tradycyjnej z negacją przynazwową

podstawienia nazw za zmienne do nazw og6Ino-limitowanych. wprowa-
dzimy podklasę Kol klasy K:

ol
K :={(U.d)eK : dla każdego ~ellM. Card d(~)~2 i Card U\d(~)~2}

Uniwersum modelu z Kol jest co najmniej czteroelementowe.

6.2.Zgodność term6w z klasami modeli. Z dowolnie wybranego modelu

/J=(U.d) i z dowolnego podstawienia e:ZIM"Tsn utw6rzmy model

/J =(U,d). w którym de(~):=DU(e(~» dla ~ z ZIM.Stosując indukcję
e sn

po termach. łatwo dowieść. iż dla każdego ~ z T mamy

DU (S )=DU (he(~»
e - ....sn....s n.

gdzie he jest funkcją Zl w 1 Teraz. indukcyjnie po

podformułach można pokazać, iż dla dowolnego (]' z r
S

zachodzi
s e (s)(+) (]'eSAT(1l,r ) wtw h «(]')eSATIl.r

e
gdzie he jest funkcją z r w r (punkt Z.l).

Niech KCK0. M6wimy, że zbiór termów ySn jest zgodny z klasą K
., ZIMTsn

wtw dla dowolnego modelu lleK dowolnego podstawlema e: .•

r6wnież Il eK. Łatwo udowodnić:e
STWIERDZENIE5.
U) Dowolne z rozpatrywanych zbiorów termów są zgodne z klasami

0.
K I K·

np ° l Ź ol W d b'6(H) Niech K będzie jedną z klas K .K.K bąd K te y z I r

ySn jest zgodny z klasą K wtw dla każdego modelu (U.d)eK

zachodzi odpowiednio
a) 0l1:DU(ySn)

b) dla dowolnego ~ z ySn. Card DU (~)~Z

e) DU(ySn)CZU\{U.0}

d) dla każdego ~ z ySn. Card DU (~)~Z i Card U\D
U

(~)~Z. o
V +. V.+

Teraz łatwo zauważyć, iż jedynie zbiory llM. T • T , I T są

zgodne z klasą KnP. Identycznie jest dla klasy K0. Ponadto jedynie

zbiory ZIMi T' są zgodne z klasą KI. Podobnie dla Kol.
o ...

Dla KCK przYJmIJmy:

SAT(K.rs):= n {SAT(Il.rs) : lleK}
s s 0 S 0( s) W kOczywiście. SAT(K,r )=TAUT(r) i SAT(K.L )=TAUT L. arune

zgodności zbioru Tsn z klasą K jest ważny. gdyż gwarantuje nam to.

iż podstawienia termów z ySn w formułach należących do SAT(K.L
s
)

nie wyprowadzą poza zbi6r SAT(K,r):

STWIERDZENIE6. Jeżeli ySn jest zgodny z K. to r:(SAT(K,r».



DOWÓD: Trzeba pokazać, że jeżeli creSAT(K,t' l i e:llM.•ySn, to

he(crleSAT(K,Lsl. Biorąc dowolne JleK, ze zgodności zbioru Tsn z

klasą K otrzymujemy, iż Jl eK. Zatem creSAT(Jl ,~l. Stąd na mocy wa-e ee srunku (+) mamy h (cr)eSAT(Jl,L ). []

Oczywiście,dla dowolnego KCKf21zbiór SAT(K,LS
) jest domknięty

ze względu na regułę odrywania r s .
o

6.3oPor6wnywanie zawartości klas modeli. Dla KCKf21zbiór SAT(K,LS
)

możemy nazwać "zawartością klasy K". Wprost z definicji mamy:

SAT(Kf21,LS)cSAT(K,LS)cSAT(Knp,LS )cSAT(K°,LS )cSAT(KOI,LS l

SAT(Knp,LS )cSAT(KI,LS )cSAT(KOI,LS)

Zbadajmy teraz sytuację, w których pewne z tych inkluzji

można zastąpić równościami. Wcześniej przyjmijmy pewną umowę

związaną z sylogistyką, wykorzystywaną również dalej.

Z sylogistyką związane są funktory reprezentowane odpowiednio

przez symbole a, i, o oraz e. Od nich pochodne są symbole a o, eo,

e
Oo

, == oraz ex. Oznaczmy przez IFS'1I'D..zbiór złożony z symboli wymie-

nionych w tym akapicie. Biorąc pod uwagę także inne oznaczenia po-

dane w 4.2. rozdz. I, otrzymujemy:

o
model Jlo =(Uo ,dOl w następujący sposób. Jeżeli A=f21, to Jl :""Jl.

Jeżeli zaś A$f21, to UO :=Uuf(Al i dO(~l:=d<,~)u{f(Ml MeA

d(M)cd(~)} dla ~ellM. Oczywiście Jl oeK0. Przedłużenie D o funkcji d o

na zbiorze 11', spełniające odpowiednie warunki rekurencyjne, ma

następującą własność: dla dowolnego ~ z 11'

(x) DO(~)=D(~lu{f(M): MeA i d(M)cD(~n.
o

Istotnie, dla zmiennych jest to określenie funkcji d , zaś dla V

mamy Do(V)=U o=Uuf(A)=D(V)u{f(M) : MeA i d(M)cU}. Ponadto zaMżmy

idukcyjnie, że (x) zachodzi dla termów ~,E. Wtedy

Do (~+E)=Do(~)uDo(E)=D(~)u{f(M) : MeA i d(M)cD(~nuD(E)u{f(M) : MeA

i d(M)cD(E)}=D(~+E)U{f(M) MeA d(M)cD(~+En, gdyż

D(~+E)=D(~)uD(E) oraz dla MeA zbiory d(M) są jednoelementowe. Po-

dobnie Do (~. E)=Do(~)nD o (E)=(D(~)u{f(M) MeA i d(M)cD(~n)(\

(\(D(E)u{f(M) MeA d(M)cD(E)} )=(D(~)nD(E) )u( {f(M) MeA

d(M)cD(~)}(\{f(M) : MeA i d(M)cD(En), gdyż U i f(A) są rozłączne.

Zatem DO(~·E)=D(~·ElU{f(M) MeA i d(M)cD(~·En. Na koniec

DO(~, l=Uo'Do(~l=(Uuf(A»'(D(~lu{f(M) : MeA i d(MlcD(~)}l=(U'D(~l)u

u(f(Al'{f(Ml : MeA i d(MlcD(~nl=D(~' )u{f(Ml : MeA i d(MlcD(~' n,

gdyż U i f(A) są rozłączne, dla MeA zbiory d(Ml są jednoelementowe

oraz D(~' )=U\,D(~).

Wykorzystując (x), indukcyjnie po podformułach można pokazać:
s o s

(xx) SAT(Jl,L )=SAT(/l ,L l.

Gdy A=f21, jest to tożsamość. Załóżmy zatem, że A*f21.

Warunek (xx) wystarczy sprawdzić dla formuł atomowych. gdyż

dalszy indukcyjny dowód dla formuł złożonych jest oczywisty. Dla

formuł atomowych warunek (xx) wynika z dwóch równoważności:
o o o( )D(~)cD(E) wtwDo(~)cD (E) oraz D(~)(\D(E)=f21wtw D (~)nD E =121.

Pierwsza równoważność wynika z rozłączności U i f(Al. W drugiej, w

oczywisty sposób Do(~)nDo(E)=f21pociąga D(~)nD(E)=f21. Ponadto odw-

rotnie, gdy Do(~)nD o (E)*f21, to skoro U i f(A) są rozłączne, więc

STWIERDZENIE 7.

a) Jeżeli s c SlNulFSn, to SAT(Knp,~l=SAT(Ko,~) oraz
SAT(KI'LS)=SAT(Kol,LS).

b) Jeżeli s c IFltfun, to

SAT(K°,LS )=SAT(Kol,LS
).

e) Jeżeli s c 1F1N2uIFS'1I'D..,to SAT(Knp,~)=SAT(Ko,~l=SAT(KI,~)=
=SAT(Ko1,LSl.

DOWÓD:

a) Zawieranie SAT(Ko,Ls)CSAT(Knp,Ls). Weźmy dowolny model

/l=(U,d)EKnP. PoMżmy A:={~EIIM: Card d(~)=l}. W przypadku gdy Mf21,

wybieramy dowolną funkcję różnowartościową f:A"W, gdzie W jest do-

wolnym zbiorem przeliczalnym rozłącznym z U. Z modelu /l tworzymy



DC~lf\DC~l;t:f2l lub (fCMl MeA dCMJcD(~)}"{f(M) MeA

dCMJcDCE)};t:f2l. W drugim przypadku ponieważ f jest r6żnowartościowa,

więc dla pewnego M ellM, f2l;t:dCMJcDCSl"D(P).-o -o - -
Z dowolności modelu Il dostajemy dowodzoną wyjściową inkluzję.

Zawieranie SAT(Kol,rsJcSAT(KI,rs): dowodzimy podobnie jak

wyżej z tym, że przyjmujemy teraz A:={~eT' : Card D(~)=l} i

dOC~):=d(~)V{f(M) MeA i D(MJcd(~)}. Musimy pokazać, że jeśli
I ° ollleK, to Il eK . Istotnie, ponieważ T' jest zgodny z klasą KI,

więc dla każdego ~eT', f2l;f:DC~);f:U.Jeżeli A=f2l (Ilo =Ill, to dla każdego

~ellM, Cardd(~»l i CardUo\d(~»l. Jeśli zaś Mf2l, to dla każdego

~ellM Carddo C~»l ponadto U\do (~)=CU\d(~»v{f(M) MeA

D(MJcU\dC~)}, CardU\d(~)=1 bądź Card U\dC~l)l. W pierwszym przy-

padku ~' eA, więc fC~' )eUo\doC~), czyli Card UO\doC~»l. Resztę do-

wodu przeprowadzamy podobnie jak poprzednio.

b) Zawieranie SAT(KI,rsJcSAT(Knp,rs) z dowolnego modelu

Il=CU,dleK
np

tworzymy model llo=(U°,do) biorąc UO:=Uv{x}, gdzie x

jest dowolnym przedmiotem nienależącym do U, zaś dO=d. Zatem dla
S T+,· Oc ° I S ° S_e , D ~l=D(~). Oczywiście Il eK i SAT(Il,r )=SAT(Jl ,r ). Z do-

wolności Il otrzymujemy dowodzoną inkluzję.

Zawieranie SATCKol,rsJcSATCKo,rs) z dowolnego modelu
(U d) ° ° ° ° °Il= , eK tworzymy model Il =CU ,d ) biorąc U :=Uv{x,y}, gdzie x,y

są dowolnymi r6żnymi przedmiotami nienależącymi do U, zaś dO=d.

O 'ś' ° ol. (s) ° ScZywI Cle Il eK l SAT Il,r =SATCIl,r ). e) Wniosek z a) i b). o

W a) istotne było założenie, że zbi6r formuł został wyznaczo-

ny bez użycia symboli: ex!, sol, c, c, =, i!. Przykładowo, formuły

,ex!S, ,solS, ,ScS, ,ScS, ,S=S, ,SilS są spełnione w każdym modelu
° C ol •z K odp. K l, lecz me należą do SATCKnp,D (odp. SATCKI,E».

Podobnie w bl założenie o zbiorze s było istotne, gdyż przykładowo

formuły S' iS' oraz ,VaS są spełnione w każdym modelu z KI, lecz

niekt6rych modelach z Knp (odp. KO) nie są spełnione. Na koniec

zauważmy, że dla se{V, i, e, e', e"}, identycznie jak w bl można

udowodnić, że SATCKI,~)=SATCKnp,~). Stąd i z a) dla s wyciągamy

wniosek odpowiedni jak we).
Z ostatniej uwagi wynika, iż stwierdzenia 6 nie można

odwrócić, gdyż przykładowo T V nie jest zgodny z Kl, lecz zbi6r

SAT(KI,t'V) domknięty jest ze względu na :egułę podstawiania.

Istotnie, ze stwierdzenia 6 zbi6r SAT(Knp,r'V) jest domknięty,
'V 'Vzaś SAT(KI,EI, )= SAT(Knp,EI, ).

Udowodnimy jeszcze
STWIERDZENIE 8. Jeżeli se{ex!, c, c, =, i!} lub se(V, • a, o, "},

to TAU~crs)=TAUTC~)=SATCKnp,rS).

DOWÓD: Zawieranie SATCKnp,~)eTAUf' C~) dla sc{ex!, c, c, = il}:
° ° 0) .z dowolnie wybranego modelu 1l=(U,d) tworzymy model Il =(U ,d bIO-

rąc Uo '=Uo vUo vliMU{{S} SellM}, gdzie UO:=(d(~)ndCE): ~,EellM i
. l 2 - - l

dCS)ndCP);f:f2l}i UO:={{uo} : uOeUo i Car d uO)H, oraz definiując na
- - 2 l

ZIMfunkcję d ° w spos6b:

, gdy Card d(~)=l

° ° °u edCS)}v{u eU- 2
u °e2d(~l}v{~, {~}}, gdy

jest inaczej

O 'ś' ° npCZywl Cle Il eK .
Niech Card dC~)ndCE)=l. Rozważmy dwa przypadki:

1° ~=E : wtedy Card dC~)=l, więc d °C~)nd°(E)={d(~)}.

2° S;f:P : wtedy d °C~)nd°CE)={dC~)nd(E)}. Istotnie, oczywiste jest,

że ~C~)ndCE)edoC~)nd°CE). Ponadto przypuśćmy, że xedo C~)nd°CE)·

Gdyby xeu;, to dla pewnego yeu: mielibyśmy yed(~)ndCE) i Card y)~'

co jest niemożliwe. Ponadto, skoro {~,{~}}"{E,(E}}=f2l,więc xeU l .

Stąd f2l;f:xed(~)ndCE),czyli x=dC~)ndCE)·

Odwrotnie, niech Card d °C~)nd°CE)=l. Mamy dwa przypadki:

1° ~=E : wtedy z określenia funkcji d ° mamy Card dC~)=l.



2° ~"E : wtedy dla pewnego xoeu;uu;. (xo}=doC~)f'ld°CE).Zatem bądź

""Xocd(~)f\d(E) bądź " ••yocdC~)f\d(E) i x o={yo}, Stąd dC~)f\dCE)"".

czyli należy do UO . Zatem z definicji funkcji dO mamy
I

xo=d(~)f\d(E). Zbiór Xo musi być jednoelementowy, gdyż w przeciwnym

przypadku {xo} również należałoby do dO(~)f\d0<!~), co jest sprzecz-

ne z założeniem.

Teraz, indukcyjnie po podformułach, można łatwo pokazać, że
s ° s -SAT(fl,L )=SAT(fl ,L ). Formuła atomowa ~i!E (odp. ex!~, ~cE, ~ce,

~=E) jest spełniona w fl wtw Card d(S.)f\d(E)=l (odp. Card d(~)=l,

Card d(S.)=l i Card d(S.)f\d(E)=l, Card d(S.)=l i Card d(S.)f\d(E)"l,

Cardd(S.)=l=Cardd(E) i Cardd(~)f\d(e)=I). Zatem odpowiednie formuły

są spełnione w fl 0, i odwrotnie.

Z dowolności fl otrzymujemy dowodzoną inkluzję.

Zawieranie SATCKnp,LskTAUT"CLs) dla seN, • a, o, =} : z
• "o o odowolme wybranego modelu fl=(U,d)eK tworzymy model fl =(U ,d )

biorąc UO:=TV,. i dO(S.):={,MeUo : D(,Mkdcs.n. Model floeKnp, gdyż
o +. o o~ed (~). Ponadto, dla wszystkich S. z T', D (S.)={,MeU

D(,MkD(s.n. Stąd D(s.)cD(e) wtw DO(s.kDo(e). Zatem łatwo pokazać,

że SAT(fl,~)=SAT(flo ,~). c

Założenie o zbiorze s było istotne, gdyż przykładowo formuły

SiS, (SaP A PcP)~PaS, ex!V~ex!S, ex!V~SaP, soIS~x!S, (SaP A

soIP)~PaS, (solS A ,ScP)~ScP' i ,SaS' są spełnione w każdym modelu

z K
np

, lecz nie należą do TAUT(E>.

6.4oTautologiczno§ć w sensie tradycyjnym o W przypadku, gdy zbiór

termów ySn jest zgodny z klasą modeli Knp (odp. K\ tj. gdy

snc{V,+} (odp. snc{' }), wprowadzamy dla formuł z LS pojęcie tauto-

logii w sensie tradycyjnym:

TAUTt(Ls):=SAT(Knp,Ls) (odp. TAUT\LS):=SAT(KI,LS»

Zauważmy, że w przypadku, gdy zbiór fin jest zgodny zar6wno z kla-

są K
np

jak i z klasą KI. tj. gdy sn=" (J..sn=ZIM),na mocy stwierdze-

np -s C I -:'s) Z t teJ' sytuacji obania 7b mamy SATCK ,2; )=SAT K,~' a em w
pojęcia tautologii w sensie tradycyjnym są równozakresowe.

W związku z powyższym możemy oba pojęcia połączyć w jedno, gdyż

gdy dotyczą tych samych formuł, to pokrywają się.

Na terenie sylogistyki tradycyjnej, gdy sc{a, i, o, e, =}

(symbole aO, eO, eOooraz ex są w tym przypadku zbędne), na mocy
t s I s) ( l' t _stwierdzenia 7a(c) mamy TAUT (L )= SAT(K,L czy I w ym przy

padku można było dopuszczać podstawienia samych nazw ogólnych).

W przypadku zaś, gdy sd', a, i, o, e, =}, na mocy stwierdzenia 7a

mamy TAUTt(LS)=SAT(Kol,LS)(czyli w tym przypadku można było dopu-

szczać podstawienia tylko nazw ogólno-limitowanych).



m6wimy o jednoczesnym podstawianiu za zmienne:
10 dla zaznaczenia faktu. że k (k~l l r6żnych zmiennych ~ •...• ;;,

s . snl . t
występuje w formule (J"z L (odp. w termIe E z T ,oraz ze są o

wszystkie zmienne występujące w (J" (odp. w El. będziemy pisać :

(J"(~I•.. ·,~l (odp. E(~I'''''~))'
20 dla danych k r6żnych zmiennych S •... ,S. formuły (J"(~I'''·'~kl •.,""'k -sn
termu P(S ,...• S l i dowolnych termów M

1
••••• M,. z l • na ZIM

--11c"

określamy jednoczesne podstawianie termów następującym warunkiem :

dla i=l, ...• k e(~ll=Ml' zaś dla pozostałych zmiennych e(~l=~.

Przyjmijmy oznaczenia:

(J"(SIM •...• S IM l:=he«(J"(~,... ,S II
-1 -1 1c-.c e l 1c

P(S IM •... ,S IM l:=h (E(~ ,... ,S II--I-I1c-.c l1c
2.l.Definiowalność funktorów zdaniotwórczych. Zał6żmy. że

§ , ... ,§ es (k>Ql należą do zbioru s, kt6ry wyznacza zbi6r "i!.
l k l Z .

Ponadto niech §elFl \,{§ ,...• §} (odp. §elFl \,{§I' .. ·.§k}l. PrzYJ-
, l k

mijmy, że "i! jest zbiorem formuł zdaniowych wyznaczonym przez

zbi6r s' :={§}us (~' =LS wtw §esl. Wtedy dla dowolnej klasy modeli

K, z kt6rą zgodny jest zbiór rn mówimy. że

stała § jest definiowalna w zbiorze L s względem klasy K przez

stałe § f ...• § k wtw dla pewnej formuły (J"(~l (odp. (J"(~.E)). w

kt6rej występują § •...• §. lecz nie występuje żaden inny
l k

symbol z S, jest tak, iż §~«T(~l (odp. ~§E«T(~.Ell należą do
s

SAT(K,L l.
s'Formułę §~«T(~l (odp. ~§E«T(~.Ell z L występującą w powyższym

określeniu nazywamy definicją stałej § względem K.

Podamy teraz przykładowo konkretne definicje względem klasy

K0 (będą one r6wnież definicjami względem innych rozważanych klas

modeli). Pokazują one, że dana stała jest definiowalna przez odpo-

wiednie stałe:

W rozdziale tym zbiory rn

rozdz. III.

Niech K będzie dowolną klasą modeli zawartą w K0. Na zbiorze wszy-

stkich podzbior6w zbioru LS określamy funkcję C s o wartościach
K

należących do dziedziny. w następujący spos6b: dla dowolnych (J"e"i!
oraz Xc~

s
(J"eCK(Xl wtw dla każdego lleK o ile XcSAT(Il."i!l. to r6wnież
(J"eSAT(Il.Lsl.

Funkcję C~ nazywamy operacją konsekwencji semantycznej w LS wyzna-

czoną przez klasę K. Jest to operacja konsekwencji w sensie Tars-

kiego. gdyż spełnia warunki al. bl, oraz cl wymienione w §2.

rozdz. III. Ponadto zauważmy. że

C~(0l=SAT(K,~ l=C~(SAT(K,~ l)
s

(J"eCK({(J" , .•. ,(J" }l wtw «(J" I\ ... I\(J" )~)eSAT(K LS)
l k l k '

jeżeli zbiór y5n jest zgodny z klasą K i (J"e~(Xl, to dla

każdego podstawienia e:ZIM"Tsn mamy he«(J"leC~(he(X)l.



(def ex)
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(def ex)
3

(def ex)
4

(def ex)
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(def ex)
&

(def ex!)
1

(def ex!)
2

(def ex!)
3

(def ex!)
4

(def ex!)
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(def soI)
1

(def soI)
2

(def soI)
3

(def soI)
4

(def soI)
5

(def soI)
&

(def soI)
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(def a)
1

(def a)
2

(def a)
3

(def a)
4

(def a)
5

(def aO)
1

(def aO)
2

(def a')
3

(def aO)
4

(def aO)
5

(def =)
1

(def =)
2

(def o)
1

(def2 o)

(def
3

o)

(def i)
1

(def 2 i)

(def e)
1

(def2 e)

(def eO)
1

(def 2 e')

(def e'O)
1

(def e'O)
2

(def c)
1

(def 2 c)

(def
3

e)

(def 4 c)

(def 5 c)

(def e)
&

(def e)
7

(def E)
1

(def E)
2

(def E)
3

(def4 E)

(def5 E)

(def& E)

(def E)
7

(def E)
8

(def =)
1

(def2 =)

(def
3

=)

(def4 =)

(def5 =)

exS ~ ,S=(S+S')'

exS ~ ,S=(S·S')

ex!S ~ (exS A solS)

ex!S ~ (Sa'S A solS)

ex!S ~ (SiS A solS)

ex!S ~ SeS

ex!S ~ Si!S

solS ~ (,exS v ex!S)

501S ~ (,SaoS v ex!S)

solS ~ (,SiS v ex!S)

solS ~ (,exS v SeS)

solS ~ (,SaoS v SeS)

solS ~ (,SiS v SeS)

solS ~ (S=(S+S')' V SeS)

SaP ~ (,SaoS v Sa'p)

SaP ~ (,exS v SaOp)

SaP ~ (S+P)=P

SaP ~ (S·P)=S

SaOP ~ (exS A SaP)

Saop ~ (SiS A SaP)

Saop ~ «ex!S v ,solS) A SaP)

Saop ~ (SeP V (SaP A ,solS»

Saop ~ (,S=(S+S')' A (S+P)=P)

SEP ~ (SaP A PaS)
SEP ~ «(,SaoS A ,PaOp) V (Sa'p A PaOS»

SoP ~ ,SaP

SoP ~ (Sa'S A ,Sa'p)

SoP * ,(S+P)=P

SiP * ,SaP'

SiP * ,S' +P' =S+S'

SeP * ,SiP

SeP * S+P'=P'

Seop * (SiS A ,SiP)

Seop * (,S+S' ES' A S+P' =P' )

Seoop* (SiS A PiP A ,SiP)

Seoop* (,S+S' ES' A ,P+P' =P' A S+P' =P' )

SeP * (ex!S A SaP)

SeP * (exS A solS A SaP)

SeP * (ex!S A Sa'p)

SeP * (ex!S A SiP)

SeP * (solS A Sa'p)

SeP * (solS A SiP)

SeP * (SilS A Si!P)

SEP * (SeS A ,SeP)

SEP * (ex!S A ,SaP)

SEP ~ (exS A solS A ,SaP)

SEP * (ex!S A ,Sa'p)

SEP * (ex!S A ,SiP)

SEP * (solS A SaoS A ,Sa'p)

SEP ~ (solS A SiS A ,SiP)

SEP * (SilS A ,SilP)

S=P * (SeP A PeS)

S=P ~ (ex!S A ex!P A SaP)

S=P * (exS A SaP A salP)

S=P ~ (SaOp A ex!P)

S=P •• (SaOp A solP)



(def b =) S=P •• (ex!S Aex!P A SiP)

(def =) S=P •• (solS A solP A SiP)
7

Przejdźmy teraz do konkretnych definicji względem klasy Knp

(będą one również definicjami względem klas KO, Ki i KOi). Ponie-

waż dla każdego ~ z rn formuły ex~, ~i~ oraz ~a"~ są spełnione w

dowolnym modelu z Knp
, więc z odpowiednich formuł przedstawionych

powyżej otrzymamy formuły również spełnione w każdym modelu z Knp

(indeks górny 't' w oznaczeniach formuł będzie mówił o tym, że są

to definicje możliwe do przyjęcia w tzw. logice tradycyjnej):

(def t ex!) ex!S •• solS

(def t sol) solS •• SeS

(def t a") Sa"P •• SaP

(def t e") Se"P •• SeP

(def t e") Se"'p •• SeP

(def t c) SeP •• (solS A SaP)

(def t e) SeP •• (solS A ,SaP)

(def t =) S=P •• (SaP A solP)

Z powyższych uwag wynika, że w modelach należących do Knp na-

turalne interpretacje stałych a oraz a" (odp. e, e" oraz e"") są

nieodróżnialne. Symbole te w logice tradycyjnej dublują się

równie dobrze każdy z nich mógłby występować w jej formułach. Z

punktu widzenia tej logiki bezprzedmiotowy jest problem : słaba

czy mocna interpretacja zdań ogólnych? Podobne uwagi o dublowaniu

dotyczą stałych ex! oraz sol.

2"2.Definiowalno§6 funktorów nazwotwórczych i nazwy uniwersalnej"

W pracy tej nie będziemy się zajmować w ogóle definiowalnością

stałej " gdyż nie można jej zdefiniować w ramach rozważanego sys-

temu. W ramach rozważanego rachunku nazw można jednak zdefiniować

stałe + oraz • przy użyciu stałej 5. Zauważmy mianowicie, że

poniższe formuły są spełnione w każdym modelu z klasy K lZl :

(def +)

(def .)

(S+P)5(S' •P' )'

(S·P)5(S' +p')'

Zauważmy, iż dla każdego modelu (U,d) i każdego termu ~ jest

że DU (_S+_S')=DU «~.~')' )=U. Zatem poniższe formuły sątak,
lZl

spełnione w każdym modelu z K :

(def V) Vil!(S+S')
1

(def V) V5(S·S' )'
2

Syntaktycznymi zagadnieniami definiowalności zajmiemy się w

§2. rozdz. II części B.



CZĘSC B
METATEORIAAKSJOMATYCZNYCHSYSTEMÓWDEDUKCYJNYCH
BEZKWANTYFIKATOROWEGORACHUNKU NAZW NADBUDOWANYCH
NAD KLASYCZNYM RACHUNKIEM ZDAŃ

s
wtw dla dowolnych er1.···.erkeI:

również (he (er l•...• he (er ))er.
1 k

Reguła odrywania r s nad L s jest strukturalna na mocy
o

określenia funkcji he. Reguła podstawiania r; nad L s nie jest

strukturalna. Istotnie. do zbioru s należy jakiś symbol § z !FZ
z
.

s
Mamy (S§P. M§Qler.. lecz

e(S)=e(Pl=S. e(M)=M i e(Ql=Q
s(S§S. M§Qle:r•.

I.Z.Wyprowadzanie. Sposób budowy dowodu. Wybierzmy dowolny zbiór R

złożony z reguł nad L ~ Mówimy. że

formuła ereLs jest wyprowadzalna ze zbioru XCL
S

za pomocą

reguł ze zbioru R wtw istnieje skończony ciąg er •...• er
1 n

formuł z L s taki. że er=er oraz dla każdego i~n ereX lub dla
n I

istnieją i f" •• i k<i takie.

dla podstawienia e takiego.
e e smamy (h (S§Pl. h (M§Q))e:r••

Aksjomatyczne systemy dedukcyjne bezkwantyfikatorowego

rachunku nazw nadbudowane nad klasycznym rachunkiem zdań

Jak już napisaliśmy wcześniej. w niniejszej pracy będziemy

odróżniać pojęcie systemu dedukcyjnego od pojęcia teorii logicznej

(rachunku logicznegol - rozumianej jako pewien zbiór formuł domk-

nięty ze względu na jakąś operację konsekwencji l. Będziemy zajmo-

wać się jedynie aksjomatycznymi systemami dedukcyjnymi bezkwanty-

fikatorowego rachunku nazw.

Niech ySn oraz LS będą odpowiednio zbiorami termów i formuł

zdaniowych. wyznaczonymi przez zbiory symboli sncsc5. P . • .onlzeJ
określimy sposób wyprowadzania tez w danym systemie z.

I.I.Reguły strukturalne. Dana reguła r nad L s jest strukturalna

(erl •...• erl .erl)er.
1 k

Ciąg o którym jest mowa w powyższym określeniu nazywamy dowodem

{ormuły er w oparciu o zbiór formuł X i zbiór reguł R.

I.3.Aksjomatyczne systemy dedukcyjne. Przy ustalonym zbiorze L
S

(wyznaczonym w sposób jednoznaczny przez zbiór s zawarty w 5) i

ustalonym powyżej sposobie wyprowadzania formuł z danego podzbioru

zbioru LS za pomocą pewnego zbioru reguł nad L s. aksjomatyczny

system dedukcyjny !P jest jednoznacznie wyznaczony przez wybór

zbioru reguł R (tzw. reguł pierwotnych systemu !P) oraz wybór zbio-

ru formuł ACLs (tzw. zbioru aksjomatów systemu !P). Dalej będziemy

mówić. że system !P jest wyznaczony przez parę (R.A).

IA.Tezy systemu aksjomatycznego. Tezą systemu !P wyznaczonego

przez parę (R.A)' jest każda formuła należąca do L
S

i wyprowadzalna

ze zbioru A za pomocą reguł z R. Zbiór tez systemu !P oznaczymy

przez TEZY(!P).

W nlekt6rych pracach w
'teorla' u:tywa sl~ terminu
3ZZ) zali w miejscu terminu
termin 'system aksjomatyczny' (np. [ZI
z

miejscu u:tywanego przez nas terminu
system dedukcyjny' (np.[J5]. [ZI s.
'aksjomatyczny system dedukcyjny'
s. 3ZZ).

Wprowadzone w tej cz<;gcl poj~cla wzorowane Sil, na poj~clach
chodzących z metateorlI aksjomatycznych system6w dedukcyjnych ra-
chunku zdań. przedstawionej w [Z4] I [Z5].



37). iż jeżeli R składa się wyła,czniez reguł strukturalnych. to:
l. systemy wyznaczone przez pary (Rv{r:••A) i (R.Sasn(A» maja, ten

sam zbiór tez, Idzie sasn jest operaej" konsekwencji okre'lon" wa-
runkiem SBsn(X):_{he(er): erEXi e:Zł++Ts"}.

2. jeżeli er jest tez" systemu :/ wyznaczonelo przez parę (R,A), to
dla dowoinelo e:D+tTsn również heter) jest tez""systemu wyznaczone-
go przez parę (R.he(A».

3. jeżeli system !I wyznaczony jest przez parę (R.A). to zbiór
sa&n(TEZY(:/».zawarty jest w zbiorze tez systemu wyznaczonego
przez parę (R.Sasn(A».

I.S.Operacja konsekwencji w systemie aksjomatycznym. Niech !I
będzie systemem wyznaczonymprzez parę (R.A). Dla dowolnego Xcr.s

przyjmijmy. że C:/(X) jest zbiorem formuł należa,cych do r.s i wypro-

wadzalnych ze zbioru AvXza pomoca,reguł ze zbioru R. Funkcja C!I

jest finitystyczna, operacja, konsekwencji w sensie Tarskiego. Oczy-
wi'cie. ClriJ)=TEZY(!I).

1.6.Systemy lnwarlantne. System !I wyznaczonyprzez parę (R.A) jest
inwariantny wtw każda reguła z R jest strukturalna oraz A=Sas"cA).

tj. r:(A). Wtedy zachodzi:

l. jeżeli erEC!I(X), to dla dowolnego e:Zł++~n. he(er)ECihe(X».
e etzn. h (c:/(XncC!I(h (X». Wynika to z uwagi 2 z 1.4.• zastosowanej

do system6w wyznaczonych przez (R.AvX) i (R.he(AvX». oraz
z równoki he(AvX)=Avh e(X).

2. dla dowolnego xd mamy sasn(c:/(xncc:/(sasn(x». Wynika to z
Ó 1.- sn snr wnolll\,;isa (AvX)=Avsa (X) oraz z uwagi 3 z 1.4. zastosowanej do

systemów wyznaczonychprzez (R.AvX) i (R.Sasn(AvX». zatem
sn sn snsa <cisa (x)n==Cisa (X» i w szczególno'ci

sasn(TEZY(!I»=TEZY(:/).tj. r:(TEZY(:/».

Jeżeli system :/ jest wyznaczony przez parę (R.sJfn(A n. w
1

której R składa się z reguł strukturalnych. to system !I jest in-

wariantny i zbiór TEZY(!I)pokrywa się ze zbiorem tez systemu ,!,yz-
snaczonego przez parę (Ru{r•••A ).

1

1.7.Systemy sprzeczne. Zbiory formuł sprzecznych w systemie.

M6wimy.że system :/ jest sprzeczny wtw TEZY(!I)=~. Zbiór Xc~ jest

sprzeczny w systemie !I wtw C!I(X)=r.S.

1.S.Zbiór formuł maksymalny w systemie. M6wimy.że zbi6r Xcr.s jest

maksymalny w systemie :/ wtw X jest niesprzeczny w !I oraz dla każ-

dego C1'Er'\Xzbi6r Xv{C1'.jest sprzeczny w !I.

Zauważmy. że dla dowolnegozbioru X maksymalnegow !I zachodzi

C!I(X)=X, Istotnie. z istnienia C1'ec!I(X)\X wynika sprzeczność :
r.s=CiXv{C1'.kCiC!I(X)v{C1'})=C!I(Xkr.S i C!I(X)",r.s. Zatem każdy zbiór
maksymalny w systemie !I zawiera TEZY(!I).

1.9.Adekwatność i silna adekwatność klasy modeli. Mówimy.że klasa
modeli KCKriJ jest adekwatna (odp. silnie adekwatna) względem sys-

s stemu !I wtw TEZY(!I)=SAT(K.r. ) (odp. C!I=CK)'

1.IO.Reguły niezawodne w klasie modeli. Reguła r nad r. s jest nie-

zawodna w klasie modeli K wtw dla dowolnych C1'.C1'••..• C1'er.s jeżeli
1 k

(C1'l•...•C1'k.C1')eroraz {C1'l•...•C1'k.csAT(K.r).to C1'eSAT(K.r).

Jeżeli zbi6r term6w rn jest zgodny z klasą K. to

r:(SAT(K.r.s». więc reguła r: jest niezawodna w klasie K.

l.n.Reguły normalne w klasie modeli. Reguła r nad r. s jest norm~l-

na w klasie modeli K wtw dla dowolnych C1'.C1'••..• C1'er.s jeżeli
1 k

S(C1'l•.. ·.C1'k.C1')Er.to C1'ECK({C1'l•...• C1'k}).

W dowolnej klasie K"'riJ. reguła r: nie jest normalna. Reguła r s
o

jest normalna (czyli również niezawodna) w każdej klasie modeli.

§2. Inwariantne systemy odrywaniowe nadbudowane

nad klasycznym rachunkiem zdań



2.I.Zagadnienia syntaktyczne. Aksjomatyczny system !f wyznaczony

przez (R,A) nazywamy odrywaniowym wtw R={rs}. System !f nazywamy
o

inwariantnym systemem odrywani owym nadbudowanym nad klasycznym ra-

chunkiem zdań wtw !f jest odrywaniowy i ma zbiór aksjomatów równy

KRZ(~)uSBsn(Ax), dla pewnego zbioru Ax rozłącznego ze zbiorem

KRZ(~). Zauważmy, że sIfn (KRZ(t' )uSIfn (Ax»=KRZ(t' )uSIfn (Ax),

czyli istotnie, !f jest inwariantny. W tym przypadku zbiór Ax nazy-

wamy zbiorem aksjomatów specyficznych systemu !f. Każdy inwariantny

system odrywaniowy nadbudowany nad klas. rach. zdań jest wyznaczo-

ny w sposób jednoznaczny przez swój zbiór aksjomatów specyficz-

nych.

UWAGA!Zamiast zbioru KRZ(~) mogliśmy wziąć zbiór podstawień do-

wolnej aksjomatyki klas. rach. zdań formułami z ;E.s:

Ponieważ do zbioru KRZ(t') należą wszystkie podstawienia aks-

jomatów implikacyjnego rachunku zdań Hilberta, więc dla inwariant-

nego systemu odrywaniowego !f nadbudowanego nad klasycznym rachun-

kiem zdań zachodzi twierdzenie o dedukcji, tzn. er EC (Xu{er }) wtw
1!f 2

er2-ła'lECiX). Ponadto łatwo zauważyć, że zbiór X jest sprzeczny w !f

wtw istnieje taka formuła erEI~ że {er,-.er}cC ;.X). Również łatwo po-

kazać, że zbiór Yu{er} (odp. Yu{-.er}) jest sprzeczny w !f wtw

"'1CTEC!f(Y)(odp. erECiY».

TWIERDZENIE l. Dowolny zbiór X, który jest maksymalny w inwariant-

nym systemie odrywaniowym nadbudowanym nad klasycznym rachunkiem

zdań, spełnia poniższe warunki:

(I) "'1CTeXwtw er~X
(II) er M eX wtw er eX i er eX

1 2 1 2
(III) er ver eX wtw er eX lub er eX

1 2 1 2
(IV) er -ła' eX wtw er ~X lub er eX

1 2 1 2
(V) er14OC1'2eXwtw er ,er eX bąd:i er ,er ~X

1 2 1 2
Dow6D (I) implikacja prosta wynika z niesprzeczności X w !f.

tnie, jeżeli er~X, to c!f(xu{er})=t', więc -.ereC!f(X)=X,OV) implikacja

prosta wynika z tego, iż r:(X), gdyż X=C!f(X), Odwrotnie, jeżeli

er ~X to -.ereX i "'1CTą(er =+er lEX, więc er =+er eX. Jeśli zaś er eX, to
l' 1 112 12 2

skoro er ą(er -.er lEX więc również er =ocr eX.(II), (III), (V) dowodzi-
2 1 2 ' 1 2

my podobnie jak (IV) wykorzystując następujące tautologie:

(pAq)••p, (pAq)o+q, p-.(q,,(pAq», pą(pvq), qą(pvq), (pvq)ą(,pąq),

(P*Q)ą«pąq)A(qąp». c

Korzystając z tego, iż zbi6r t' jest przeliczalny oraz z fak-

tu, że dla inwariantnego systemu odrywaniowego !f nadbudowanego nad

klasycznym rachunkiem zdań dla dowolnej formuły er z ;ES mamy

C ({erA,er})=~, można udowodnić w standardowy spos6b odpowiednik
!f

tw. Lindenbauma o maksymalizacji:

każdy zbiór formuł niesprzeczny w !f jest podzbiorem jakiegoś

zbioru maksymalnego w !f.

2.2.Zagadnienia semantyczne. Niech !f będzie inwariantnym systemem

odrywaniowym nadbudowanym nad klasycznym rachunkiem zdań o zbiorze

aksjomatów specyficznych Ax, tj. !f wyznaczony jest przez parę

((rs},KRZ(~)uSBsn(Ax». Poniżej podamy warunki wystarczające do
o

niesprzeczności systemu !f oraz dla silnej adekwatości jakiejś kla-

sy modeli z systemem !f.

STWIERDZENIE l. Niech K będzie klasą modeli zawartą w K
0
, z którą

zgodny jest zbiór termów rn. Wtedy:

a) jeżeli AxeSAT(K,t'), to c!f(X)e~(X) dla każdego Xet',

b) jeżeli AxeSAT(K,t') i K~0, to !f jest niesprzeczny.

Dow6D a) Ponieważ -rn jest zgodny z K, więc na mocy stwierdzenia 6

z cz. A (s.46) mamy SBsn(SAT(K,Is»=SAT(K,~). Stąd

SBsn(Ax)c SAT(K,~). Ponadto, reguła r S jest normalna w klasie -K
o

i KRZ(~)cSAT(K,Is).

b) TEZY(!f)=Ci0)eC~(0)=SAT(K,~)~~. c

STWIERDZENIE 2. Niech 0~KeK0 oraz !f spełnia warunek:



dla każdego zbioru X maksymalnego w :f isnieje taki model fJ.

w K, że X=SAT(fJ.,~)'
s s

Wtedy CK(Y)CC:f(Y) dla dowolnego YCL .

DOWÓDJeżeli crE~ (y), to nie istnieje w K taki model fJ., że

YCSAT(fJ.,rS) i cr~SAT(fJ.,~)' Zatem na mocy tw. Lindenbauma z 2.1.

oraz założonej własności systemu :f wynika, że zbi6r Yv{,cr} musi

być sprzeczny w :f, tj. crEC:f(Y)' Istotnie, gdyby Yu{,cr} nie był

sprzeczny w :f, to istniałby zbi6r Y maksymalny w :f taki, że
m

Yv{,cr}cY =SAT(fJ.,LS
) dla pewnego modelu fJ. z K, co jest sprzecznem O O

z założeniem. c

Ze stwierdzeń l i 2 jako wniosek wyprowadzimy:

TWIERDZENIE 2. Niech IZJ:t:KcK CKIZJ oraz zbi6r ySn jest zgodny z klasą
1 2

K (czyli r6wnież z K). Jeżeli AxcSAT(K ,"i!) oraz system:f speł-
2 l 2

nia względem klasy K warunek podany w stwierdzeniu 2, to
s S 1

a) C:f=CK =CK
1 2

b) TEZY(:f)=SAT(K ,Ls)=SAT(K ,r).
1 2

DOWÓDa) dla dowolnego Xc'I! : C:f(X)c~ (X)c~ (X)CC:f(X), c
2 1

Jeżeli klasa K jest jedną z klas K b"dź K z twierdzenia 21.... 2 '

to bezpośrednio z a (odp. b) wynika, że reguła r nad LS jest wy-

prowadzalna (odp. dopuszczalna) w systemie :f wtw r jest normalna

(odp. niezawodna) względem klasy K. Stąd zaś wynika, że reguła

podstawiania r: jest dopuszczalna w :f (tj. nie wyprowadza poza

zbi6r tez), lecz nie jest wyprowadzalna w :f.

§3. Systemy odrywaniowo-podstawieniowe nadbudowane

nad klasycznym rachunkiem zdań

Ustalmy zbi6r term6w ySn i zbi6r formuł LS (sncscS).

3.I.Zagadnienia syntaktyczne. System :f wyznaczony przez parę (R,A)

nazywamy odrywaniowo-podstawieniowym wtw R={rs,r;}. Odrywaniowo
o

-podstawieniowy system :f jest nadbudowany nad klasycznym rachun-

kiem zdań wtw :f ma zbi6r aksjomat6w r6wny KRZ(L
S
)uAx, dla pewnego

zbioru Ax rozłącznego z KRZ(L~. W tym przypadku zbi6r Ax nazywamy

zbiorem aksjomat6w specyficznych systemu :f (Ax wyznacza w sposób

jednoznaczny system :f).
Nie będziemy wchodzić szczegółowo w zagadnienia syntaktyczne

system6w odrywaniowo-podstawieniowych. Zauważmy jedynie, iż mamy:

TWIERDZENIE 3. Systemy wyznaczone odpowiednio przez parę

({rs,r:},KRZ(~)uAx) i parę ((rs},KRZ(Ls)uSBsn(Ax» mają ten sam
o o

zbi6r tez.

DOWÓDWynika to z uwagi l podanej w 1.4. oraz faktu, iż

SBsn(KRZ(Ls )uAx )=KRZ(~ )uSBsn(Ax). c

3.2.Zagadnienia semantyczne. Niech Ax będzie zbiorem aksjomat6w

specyficznych odrywani owo-podstawieni owego systemu :f nadbudowanego

nad klasycznym rachunkiem zdań. Poniżej podamy warunki

wystarczające odpowiednio dla niesprzeczności systemu :f oraz dla

adekwatności jakiejś klasy modeli z systemem :f.
STWIERDZENIE 3. Niech K będzie klasą modeli zawartą w K

IZJ
, z kt6rą

zgodny jest zbi6r ySn. Wtedy:

a) jeżeli AxcSAT(K,~), to TEZY(:f)cSAT(K,~),

b) jeżeli AxcSAT(K,~) i K:t:IZJ,to :f jest niesprzeczny.

DOWÓDPonieważ rn jest zgodny z K, więc reguła r: jest niezawodna

w klasie K (1.10.). Ponadto reguła rS jako normalna jest r6wnież
o

niezawodna w klasie K. c

Bezpośrednio z twierdzeń 3 i 2b otrzymujemy twierdzenie:

TWIERDZENIE 4.· Niech IZJ:t:KcK CKIZJ oraz zbi6r ySn jest zgodny z klasą
1 2

K
2

, Jeżeli AXCSAT(K2'~) oraz system :f spełnia względem klasy KI

warunek podany w stwierdzeniu 2, to TEZY(:f)=SAT(K ,LS)=SAT(K ,~).l 2



Będziemy rozważać tylko takie systemy z równością, które są

i nwariantnymi systemami odrywaniowyymi (odp. systemami odrywanio-

wo-podstawieniowymi) nadbudowanymi nad klasycznym rachunkiem zdań

oraz które zbudowane są w zbiorze ~ takim, że e es. Ponadto o

zbiorach rn
i ~ czynimy to założenie co poprzednio.

Zakładamy, że jeżeli e es, to system !f posiada takie aksjoma-

ty specyficzne, że dla dowolnych ~•.Eel1Mi rrer:

~e.E e TEZY(!f)

dla każdej formuły rr· powstającej z rr po zamianie dowolnie

wybranych egzemplarzy zmiennej ~ na egzemplarz zmiennej f,
formuła ~e.E"(CNCT0) należy do TEZY(!f).

UWAGA!Formuła rr· nie jest wyznaczona w sposób jednoznaczny przez

rr, ~ oraz f, gdyż zależy od wyboru egzemplarzy zmiennej ~ (dlatego

piszemy dla każdej •••). Jeżeli zmienna ~ nie występuje w rr lub nie

wybraliśmy jej żadnego egzemplarza, to rr·=(J'.

Oczywiście w rozważanych tu systemach tezami są formuły:
Sep •• peS

(SiiMAMep) .• Sep

W standardowy sposób, za pomocą indukcji, można wykazać:

TWIERDZENIE 5. Jeżeli dla dowolnych ~,f,MellM zachodzi 1. oraz

jeśli ' esn, to (~e.E"~' ef' )eTEZY(!f),

jeśli §esTll"llFW2, to (~e.E"(~§Mef§M A M§~eM§.E»eTEZY(!f),

jeśli §esnIFZ1
, to (~ii.E"(§~§.E»eTEZY(!f),

jeśli §esnIFZ
2
, to (~• .E~((~§M"f§M) A (M§~M§.E)))eTEZY(!f),

to !f jest systemem z r6wnością.

DOWÓDMożna przeprowadzić go w dwóch etapach. W pierwszym, za

pomocą indukcji, pokazujemy, że dla dowolnego termu M oraz

dowolnego termu M· powstałego z M po zamianie dowolnie wybranych

egzemplarzy zmiennej ~ na egzemplarz zmiennej .E: ~e.E"MeM·eTEZY(!f).

W drugim etapie dowodzimy warunek 2 indukcyjnie po podformułach. c



Będziemy rozważać tylko takie systemy z r6wnością, kt6re są

nwariantnymi systemami odrywaniowyymi (odp. systemami odrywanio-

wo-podstawieniowymi) nadbudowanymi nad klasycznym rachunkiem zdań

oraz kt6re zbudowane są w zbiorze 'if takim, że - es. Ponadto o

zbiorach y5n i r.s czynimy to założenie co poprzednio.

Zakładamy, że jeżeli = es, to system!! posiada takie aksjoma-

ty specyficzne, że dla dowolnych ~,EeZIMi ere'if:

l. ~=E e TEZY(!!)

2. dla każdej formuły er powstającej z er po zamianie dowolnie

wybranych egzemplarzy zmiennej ~ na egzemplarz zmiennej E,

formuła ~=Eą(CT*T') należy do TEZY(!!).

UWAGA!Formuła er' nie jest wyznaczona w spos6b jednoznaczny przez

er, ~ oraz E, gdyż zależy od wyboru egzemplarzy zmiennej ~ (dlatego

piszemy dla każdej...l. Jeżeli zmienna ~ nie występuje w er lub nie

wybraliśmy jej żadnego egzemplarza, to er'=(]'.

Oczywiście w rozważanych tu systemach tezami są formuły:

S=P ą P=S

(S=MJ\M=P)ą S=P

W standardowy spos6b, za pomocą indukcji, można wykazać:

TWIERDZENIE5. Jeżeli dla dowolnych ~,E,MeZIMzachodzi l. oraz

jeśli I esn, to (~=Eą~' =E' )eTEZY(!!),

jeśli §esnnlF1N
2
,to (~=Eą(~§M=E§MA M§~=M§E»eTEZY(!!),

jeśli §esnn1
, to (~=Eą(§~§E»eTEZY(!!),

jeśli §esnn2, to (~=E"«~§M"E§M) A (M§~M§E»)eTEZY(!!),
to !! jest systemem z r6wnością.

DOWÓDMożna przeprowadzić go w dw6ch etapach. W pierwszym, za

pomocą indukcji, pokazujemy, że dla dowolnego termu M oraz

dowolnego termu M' powstałego z M po zamianie dowolnie wybranych



. . ( dp odrywaniowo-podstawieniowymil nadbudowanymi nad kla-Qlowyml o .
sycznym rachunkiem zdań oraz wyznaczonymi odpowiednio przez zbiory

aks 'omat6w specyficznych Ax i Ax·. Zatem, zgodnie z określeniami z
J s sn • S·

21 i 3.1. rozdz. I, mamy R={rs}, A=KRZ(t lusa (Axl, R ={ro }
• . o S S S • s·

oraz A·=KRZ(ts·)uSasn(Ax.) (odp. R={ro,r.}, A=KRZ(t luAx, R ={ro '
S. . s· )r } oraz A =KRZ(t )uAx· .
• l2.1.Rozszerzenia za pomocą definicji symbolu z 1F7l'\s.Niech §eIFI \s

(odp. n2\s) oraz s·=su{§}. Przyjmijmy (def§) = (§~~(~)l dla pew-

nych ~ellM i o-(~)etS (odp. (def§) = (~§E~(~,f)l dla pewnych r6ż-

nych ~,EellM i pewnej o-(~,E)ets). Niech Ax·=Axu{(def§)}. Formułę

(def§) nazywamy definicją symbolu § w systemie !f'. Oczywiście,

system !f' jest rozszerzeniem systemu !f. Pokażemy, że jest ono kon-
S· S· s k . .serwatywne. Ponieważ reguły r o i r. obcięte do t po rywaJą Slę

r s i r s więc wystarczy udowodnić, iżo •••

Z ł6' • b' Tsn. ,<,s (d Tsn·. ,<,s'la zmy, ze z lOry l Lo o p. l Lo wyznaczone są

odpowiednio przez zbiory symboli sncscS (odp. sn·cs·cS). Niech !f

(odp. !f') będzie systemem aksjomatycznym zbudowanym w tS (odp.

tS' l i wyznaczonym przez parę (R,Al (odp. (R' ,A')). Zatem !f (odp.

!f') dany jest przez (s,R,Al (odp. (s· ,R' ,A' )).

odpowiednio z regułami

TEZY(!fl=TEZY(!f' lrV;s.
S'

Zdefiniujemy funkcję tłumaczenia t formuł z t na formuły z
S·

tS w następujący spos6b rekurencyjny: dla 0-
1

,0-
2

Z t
s

jeśli o- jest formułą atomową w t , to t(o- {=O'f
l M M

jeśli o-l=§M (odp. M§Ql dla pewnego MeT (odp. M,QeT l, to

t(o-ll=O'(~/Ml (odp. t(o-ll=O'(~/M,VQll,

tho- l=.,t(o- ),
l l

t(o- 7.0-)=(t(o- )7.t(o- )) dla 7.e{,,,, v, ą, ~}
l Z l 2

Funkcja t ma następujące właściwości syntaktyczne:
S· S'

LEMAT l. Dla dowolnych Xct oraz o-et :

a) (o-~t(o-))eTEZY(!f'l,

M6wimy, że system !f' jest rozszerzeniem systemu !f wtw scs·,

AcTEZY(!f') oraz R zawarty jest w zbiorze reguł wyprowadzalnych ze

zbior6w A' i R'. Wtedy dla dowolnego XctS zachodzi C!f(X)cC!f' (X).

M6wimy, że systemy !f i !f' są r6wnoważne wtw!f' jest rozszerzeniem

!f i odwrotnie. Wtedy C
S

' (Xl=CS(X), czyli TEZY(!f' )=TEZY(!f).

Rozszerzenie !f' systemu !f jest konserwatywne wtw TEZY(!fl=

=TEZY(!f')d oraz wszystkie obcięcia reguł z R' na zbiorze t s są

wyprowadzalne ze zbior6w A i R. W6wczas dla dowolnego XctS mamy

C!f' (X)=C!f(Xl.

§2. Definicyjne rozszerzenia systemów nadbudowanych

nad klasycznym rachunkiem zdań

b) dla systemu inwariantnego : o-ec!f'(X) wtw t(o-leC!f(t(X)l,

dla podstawieniowego : o-eTEZY(!f' l wtw t(o-leTEZY(!fl.

Stąd wynika, że !f' jest konserwatywnym rozszerzeniem !f.

DOWÓDa) łatwo otrzymamy stosując regułę ekstensjonalności dla ~ w

klasycznym rachunku zdań.



b) Jeżeli ciąg (J'•...• (J' jest wyprowadzeniem formuły (J' w systemie
1 n

:I Z domkniętą aksjomatyką (odp. podstawieniowym) ze zbioru X

(odp. 0), to ciąg t«(J' ) ••..• t«(J') jest wyprowadzeniem formuły t«(J')
1 n

ze zbioru tlX) (odp. 0) w systemie :I.

Odwrotnie, budujemy odpowiedni ciąg dowodowy z wykorzystaniem a).e

Z twierdzenia 5 i z lematu l otrzymujemy:

WNIOSEKl. Jeżeli :I jest systemem z równością. to również :I' jest

systemem z równością·

DOWÓDZauważmy.że t(~=E"(§~§E)l = (~=E,.«(J'(~)=XJ'(E)lelTEZY(:I)(odp.

podobnie dla §eIF7l2). więc (~=E"(§~"§ElleTEZY(:I·). e

Funkcja t ma następujące właściwości semantyczne:

LEMAT2. Niech zbiór termów ySn będzie zgodny z klasą modeli K za-

wartą w K0 oraz (def§)eSAT(K.~· l. Wtedy dla (J'e~' zachodzi:
S· sa) dla dowolnego lleK : (J'eSAT(Il.r l wtw t«(J')eSAT(Il.I: l.

S· S' sb) dla dowolnego Xer : (J'eCK (X) wtw t«(J')eCK(t(X».

Stąd (J'eSAT(K.~·) wtw t«(J'leSAT(K.~).

DOWÓDDzięki zgodności zbioru rn z klasą K mamy

SBsn(SAT(K.rs• »=SAT(K,rs·). c

2.2.Rozszerzenia za pomocą definicji symbolu z IFltl'\sn. Załóżmy. że

:I jest systemem z równością. Niech §elFlN~n. sn· =snv{§}

s·=sv{§}. Przyjmijmy (def§) = (~§E=M(~.E» dla pewnych różnych

~.EellM i pewnego M(~.E)eySn. Niech Ax·=Axv{(def§)}. Oczywiście,

system :I' jest rozszerzeniem systemu :I. Pokażemy. że jest ono kon-

serwatywne (podobnie jak w 2.1. wystarczy wykazać. iż

TEZY(:I)=TEZY(:I' )r\r.s).

Zdefiniujmy rekurencyjnie funkcję tłumaczenia z ysn' na ysn w

następujący sposób: dla Q.S.p z ysn'
-1 -1

jeżeli QellMv{V}.to t(Q)=Q.

jeżeli Q=S '. to t(Q)=t(S l'• •jeżeli Q=(S 7.P ) dla 7.esn. to t(Q)=(t(S )7.t(P ».•• • •

jeżeli Q=(~ §I; l, to t(Ql=M(~/~ •E/I; l.
Tak określoną na ysn' funkcję t przedłużamy na zbiór I:S· nas-

tępującymi warunkami rekurencyjnymi:
S· sn'

dla formuły atomowej (J'(Q{...• QJer i termów Q{"··QneY

t«(J'(Q•...• Q »=a-(t(Q )•...• t(Q )l.
1 n l n

dla symboli ". A. V. ,. oraz * przyjmujemy warunki rekurencyj-

ne takie jak w 2.1.

Wykorzystując własności system6w z r6wnością, łatwo udowod-

nić. podobnie jak lemat l:
LEMAT 3. Funkcja t ma te same właściwości syntaktyczne. które

sformułowaliśmy w lemacie l. c
Z twierdzenia 5 oraz z lematu 3 otrzymujemy wniosek:

WNIOSEK2. System:l' jest systemem z równością.

DOWÓDZauważmy. że t(~=E"(~§Q=E§Qll=~=E"(M(~.Ql=M(E.Ql)eTEZY(:ll.

gdyż :I jest systemem z równością. Podobnie z inną kolejnością

zmiennych. c
LEMAT4. Funkcja t ma te same właściwości semantyczne. które sfor-

mułowaliśmy w lemacie 2. c
W pracy tej nie będziemy definiować stałej '.

2.3.Rozszerzenia za pomocą definicji stałej V. Ponownie załóżmy.

że system :I jest z równością. M6wimy. że term M(~ •...• ~ l z ySn

jest niezmienniczy w systemie :I wtw dla dowolnych zmiennych

E1•...• E
n

formuła M(~{'''.~J=M(~(E{ .... ~/EJ należy do zbioru

TEZY(:I). Załóżmy r6wnież. że V~S. s·=sv{V} oraz Ax'=Axv{(defV)},

gdzie (def V) = V=M dla pewnego termu niezmienniczego MeySn.

Pokażemy. że:l' jest konserwatywnym rozszerzeniem :I.
Niech t«(J')· należące do 'i! powstaje z (J' należącej do~' po

zamianie każdego egzemplarza stałej V na egzemplarz termu M· Funk-

cja t ma wszystkie właściwości syntaktyczne sformułowane w lemacie

l (3) i wniosku 2. Ponadto ma właściwości semantyczne sformułowane



w lemacie ~ (4) - tutaj wymagamy aby dla każdego modelu ,.,.=(U,d) z

klasy K, D (M)=U.

2A.Rozszerzenia definicyjne. M6wimy, że system !I jest definicyj-

nym rozszerzeniem systemu !I wtw Ul' otr l'ś UloT zyma l my z oT za pomocą

skończonej ilości rozszerzeń opisanych w punktach 2.1.-2.3. W tym

przypadku istnieje funkcja tłumaczenia t określona na L:S' i o war-

tościach w L:s, spełniająca własności opisane w lematach 1-4. Zatem

!I jest konserwatywnym rozszerzeniem !I.

STWIERDZENIE4. Jeżeli zbi6r term6w ~n' jest zgodny z klasą mode-

li K zawartą w K"', to

klasa K jest silnie adekwatna (odp. adekwatna) z!l wtw klasa

K jest silnie adekwatna (odp. adekwatna) z !I oraz wszystkie

definicje użyte do rozszerzeń należą do SAT(K,i" ). [J

2.S.R6wnoważność definicyjna. Dwa systemy !I oraz !I tego samego z
l z

rozpatrywanych tutaj typ6w (tj. oba inwariantne z regułą odrywania

bądź oba z regułami podstawiania i odrywania) są definicyjnie

r6wnoważne wtw istnieją ich definicyjne rozszerzenia !I' . !I'

które są równoważne. l l z'

STWIERDZENIES. Zał6żmy, że zbiory term6w Tsni i Tsnż są zgodne z

klasą modeli K zawartą w K"" Jeżeli systemy !I' i !I' są r6wnoważne
l z

(tzn. systemy !ll i !lz są definicyjnie r6wnoważne) oraz wszystkie

definicje użyte do rozszerzenia należą odpowiednio do zbiorów

SAT(K,L:si) i SAT(K,L:sż), to

klasa K jest silnie adekwatna (odp. adekwatna) względem sys-

temu !ll wtw klasa K jest silnie adekwatna (odp. adekwatna)

względem systemu !I . [Jz

CZĘSC C
SYSTEMY BEZ FUNKTORÓW NAZWOTWÓRCZYCH

Komentarz do konstrukcji części C i D

oraz do uzyskanych tam wyników

1. Dowolny zbiór symboli s zawarty w S i taki, że srJft~"" wy-

znacza w sposób jednoznaczny zbiór formuł zdaniowych L:s, zaś zbiór

sn zawarty w snSlN - wyznacza zbiór termów ~n. Teraz przyjmując

podzbiór Ax zbioru !f (rozłączny z KRZ(L:'), wyznaczamy pewien

~sjomatyczny system dedukcyjny !I w poniższy sposób jednoznaczny:

_ jedną regułą pierwotną systemu !I jest reguła odrywania r ~o
_ aksjomatami systemu !I są wszystkie formuły należące do zbioru

KRZ(!f)uSBsn(Ax) i tylko one, tj. wszystkie podstawienia tautolo-

gii klasycznego rachunku zdań formułami z 1:s oraz wszystkie pods-

tawienia formuł z Ax termami z T sn.

Zatem !I jest inwariantnym systemem odrywani owym nadbudowanym

w !f nad klasycznym rachunkiem zdań, przy czym Ax jest zbiorem

aksjomatów specyficznych tego systemu. System !I jest w ten sposób

wyznaczony jednoznacznie przez przyjęte zbiory s oraz Ax.

Zbiór Ax. będzie zawsze skończony i jego elementy będą

bezpośrednio wymienione. Będzie przy tym oczywiste, że dla pewnej

klasy modeli K (niepustej i zawartej w K"'), z którą zgodny jest

zbiór ~n, zachodzi zawieranie AxcSAT(K,L:s). Stąd na mocy stwier-



s sdzenia l z cz. B (s. 63), TEZY(9')cSAT(K,L)*L .

UWAGA!Zbi6r s nie będzie w og6le wyr6żniany w sytuacji, gdy ma

się składać dokładnie z tych symboli, kt6re występują jako stałe

w formułach należących do Ax.

2. Zał6żmy, że dla pewnej klasy modeli Kz (niepustej i zawar-

tej w Kl2l
), z kt6rą zgodny jest zbi6r Tsn, AXCSAT(Kz'~). Ponadto

załóżmy, że dla pewnej niepustej i zawartej w Kz klasy KI' dla

systemu 9' wyznaczonego w spos6b podany w l przez zbiory s oraz Ax

zachodzi warunek:

dla dowolnego zbioru maxcLs maksymalnego w systemie 9'
(x)

istnieje taki model /l w K , że max=SAT(/l,~).
l

Wtedy na mocy twierdzenia 2 z cz. B (s.64), klasy KI

nie adekwatne względem systemu 9'.

W punktach zatytułowanych silna adekwatność klasy K l dla Ax,

będziemy udowadniać warunek (x) dla klasy KI i systemu 9' wyznaczo-

nego jak wyżej. Przez max oznaczymy dowolnie wybrany zbi6r maksy-

malny w systemie 9'. Dla zbioru tego będzie utworzony model, ozna-

czony przez /l, kt6ry ma należeć do KI oraz dla kt6rego ma zacho-
5 sdzić r6wność : max=SAT(/l,L). Warunek cremax wtw creSAT(/l,L ),

sbędziemy dowodzić jedynie dla formuł atomowych z L . Korzystać

będziemy przy tym z faktu, iż TEZY(9')cmax (s. 61), oraz z

domknięcia zbioru max względem reguły odrywania. Dla pozostałych

formuł powyższy warunek łatwo udowodnić indukcyjnie, korzystając z

własności zbioru max podanych w twierdzeniu l w cz. B (s. 62) oraz

z podobnych własności zbioru SAT(/l,L'l związanych z jego rekuren-

cyjnym określeniem.

UWAGA!W każdym konkretnym przypadku w części C model /l będzie

miał uniwersum przeliczalne (odp. co najwyżej przeliczalne). Bę-

dzie to widoczne w spos6b oczywisty, więc nie będziemy tego spe-

cjalnie podkreślać. Zatem silnie adekwatne względem systemu 9' bę-

K . K lecz r6wnież ich przecięcia z klasądą nie tylko klasy l l z'
wszystkich modeli o uniwersum przeliczalnym (odp. co najwyżej

przeliczalnym). Ponieważ przecięcia takie zachowują inkluzję, więc

wszystkie założenia twierdzenia 2 z cz. B będą spełnione.

3. Zał6żmy, że systemy 9'1 i 9'z są wyznaczone tak jak w od-

powiednio przez sl,Ax
1

oraz 5z'Axz' przy czym SICSZ (odp. 51=SZ)'

Jeżeli pewna klasa modeli K jest silnie adekwatna względem tych

system6w, to system 9'z jest konserwatywnym rozszerzeniem systemu

9' (odp. systemy 9' i 9' są r6wnoważne). Istotnie,
l l z S

TEZY(9'I)=SAT(K,~I) =SAT(K,LsZ)nrz=TEZY(9'z)/"ILl (odp. gdy SI=sZ'

to LS1=LSZ, więc TEZY(9'I)=TEZY(9'z»,

4. W punktach zatytułowanych rozszerzenia definicyjne

będziemy dołączać do zbioru Ax pewną skończoną ilość definicji

oraz do zbioru s - pewną skończoną ilość symboli zdefiniowanych.

Zbi6r s· powstały przez rozszerzenie zbioru s o symbole zdefinio-

wane oraz zbi6r Ax·CLS
• powstały przez rozszerzenie zbioru Ax o

przyjęte definicje, będą wyznaczały - tak jak w l - system 9'.

będący definicyjnym rozszerzeniem systemu 9'. Zakładamy przy tym,

że jeżeli AxcSAT(K,~) dla pewnej klasy modeli K, z kt6rą zgodny

jest zbi6r rn, to r6wnież zbi6r rn• (wyznaczony jednoznacznie

przez s·) zgodny jest z klasą K oraz wszystkie dołączone definicje

należą do SAT(K,If·).

Wnioski dotyczące silnej adekwatności dla tak otrzymanego sy-

stemu 9'., wypływać będą ze stwierdzenia 4 w cz. B (s.71). Konkret-

ne definicje wymienione są w §2. rozdz. IV cz. A.

5. Zał6żmy, że systemy 9': i 9'; są odpowiednio definicyjnymi

rozszerzeniami (jak w 4) system6w 9'1 i 9'z wyznaczonych jak w 1.

Jeżeli pewna klasa modeli jest silnie adekwatna względem system6w

9' i 9', to zgodnie ze stwierdzeniem 4 z cz. B (s.??), klasa ta
l z • •

jest r6wnież silnie adekwatna względem system6w 9'l oraz 9'z· Zatem



dzenia l z cz. B (s. 63). TEZY(!f)cSAT(K.I:s);t:I:s.

UWAGA!Zbi6r s nie będzie w og6le wyr6żniany w sytuacji. gdy ma

się składać dokładnie z tych symboli, kt6re występują jako stałe

w formułach należących do Ax.

2. Zał6żmy. że dla pewnej klasy modeli Kz (niepustej i zawar-

tej w K''>. z kt6rą zgodny jest zbi6r y5n, AXCSAT(Kz'~). Ponadto

zał6żmy, że dla pewnej niepustej i zawartej w Kz klasy Kl' dla

systemu !f wyznaczonego w spos6b podany w l przez zbiory s oraz Ax

zachodzi warunek:
s l . (J)dla dowolnego zbioru maxcI: maksyma nego w systemie J

(x)
istnieje taki model Jl w K • że max=SAT(Jl.~).

1

Wtedy na mocy twierdzenia 2 z cz. B (s.64), klasy K
l

Kz są sil-

nie adekwatne względem systemu !f.

W punktach zatytułowanych silna adekwatność klasy K 1 dla Ax.

będziemy udowadniać warunek (x) dla klasy K
l

i systemu !f wyznaczo-

nego jak wyżej. Przez max oznaczymy dowolnie wybrany zbi6r maksy-

malny w systemie !f. Dla zbioru tego będzie utworzony model, ozna-

czony przez Jl, kt6ry ma należeć do K
l

oraz dla którego ma zacho-

dzić r6wność : max=SAT(Jl.I:s). Warunek O"emax wtw O"eSAT(Jl.I:s) ,

będziemy dowodzić jedynie dla formuł atomowych z I:~ Korzystać

będziemy przy tym z faktu, iż TEZY(.~kmax (s. 61). oraz z

domknięcia zbioru max względem reguły odrywania. Dla pozostałych

formuł powyższy warunek łatwo udowodnić indukcyjnie. korzystając z

własności zbioru max podanych w twierdzeniu l w cz. B (s. 62) oraz

z podobnych własności zbioru SAT(Jl.I:'l związanych z jego rekuren-

cyjnym określeniem.

UWAGA!W każdym konkretnym przypadku w części C model Jl będzie

miał uniwersum przeliczalne (odp. co najwyżej przeliczalne). Bę-

dzie to widoczne w spos6b oczywisty, więc nie będziemy tego spe-

cjalnie podkreślać. Zatem silnie adekwatne względem systemu !f bę-

. K l 6wnl·eż l'ch przecipcia z klasądą nie tylko klasy K
l

1 z' ecz r '"
wszystkich modeli o uniwersum przeliczalnym (odp. co najwyżej

przeliczalnym). Ponieważ przecięcia takie zachowują inkluzję, więc

wszystkie założenia twierdzenia 2 z cz. B będą spełnione.

3. Zał6żmy, że systemy !fl i !f z są wyznaczone tak jak w od-

powiednio przez sl,Axl oraz s2,Ax2, przy czym Slcs2 (odp. Sl=s2)·

Jeżeli pewna klasa modeli K jest silnie adekwatna względem tych

system6w, to system !f
2

jest konserwatywnym rozszerzeniem systemu

!f (odp. systemy !f i!f są r6wnoważne). Istotnie,
1 12 s-s s

TEZY(!f )=SAT(K,~l) =SAT(K.I: z)(I2;z=TEZY(!f2)t'\I:I (odp. gdy sl=SZ'
1

to ~ l=I:s2, więc TEZY(!f1)=TEZY(!f2»'
4. W punktach zatytułowanych rozszerzeni.a de/i.nicy jne

będziemy dołączać do zbioru Ax pewną skończoną ilość definicji

oraz do zbioru s - pewną skończoną ilość symboli zdefiniowanych.

Zbi6r S' powstały przez rozszerzenie zbioru s o symbole zdefinio-

wane oraz zbi6r Ax'cI:s' powstały przez rozszerzenie zbioru Ax o

przyjęte definicje. będą wyznaczały - tak jak w l - system !f'

będący definicyjnym rozszerzeniem systemu !f. Zakładamy przy tym,

że jeżeli AxcSAT(K,t") dla pewnej klasy modeli K. z kt6rą zgodny

jest zbi6r y5n, to r6wnież zbi6r rn' (wyznaczony jednoznacznie

przez s·) zgodny jest z klasą K oraz wszystkie dołączone definicje

należą do SAT(K,'I!·).

Wnioski dotyczące silnej adekwatności dla tak otrzymanego sy-

stemu !f'. wypływać będą ze stwierdzenia 4 w cz. B (s.71). Konkret-

ne definicje wymienione są w §2. rozdz. IV cz. A.

5. Zał6żmy. że systemy !f: i !f; są odpowiednio definicyjnymi

rozszerzeniami (jak w 4) system6w !f1 i !f2 wyznaczonych jak w 1.

Jeżeli pewna klasa modeli jest silnie adekwatna względem system6w

!f i !f. to zgodnie ze stwierdzeniem 4 z cz. B (s. 77), klasa ta
1 2 • •

jest również silnie adekwatna względem system6w !f 1 oraz !f 2' Zatem



w sytuacji, gdy systemy !10 i !10 są zbudowane w jednym zbiorze, są
1 2

one, na mocy uwagi z 3, r6wnoważne. Zatem w sytuacji tej, systemy

!I oraz !I są definicyjnie r6wnoważne.
1 2

6. Badając silną adekwatność pewnej klasy modeli K względem

pewnego systemu !I, będziemy r6wnież korzystać ze stwierdzenia 5

z cz. B (s. 71). Znajdziemy inny system względem kt6rego silnie

adekwatna jest klasa K oraz kt6ry jest definicyjnie r6wnoważny z !I

(tę definicyjną r6wnoważność pokazujemy poprzez odpowiednie bezpo-

średnie wyprowadzenia).

3 Z cz. B (s. 66) mamy TEZY(9" )-TEZY(9'), gdzie !I jest inwariantnym

systemem wyznaczonym przez B oraz Ax Jak w l. Ponadto, korzystaJe.c

z odpowiednich wł"ciwo'ci ayatemu 9', uzyskamy odpowiednie włdci-

wo'ci systemu !I', zmieniaJe.c tylko termin sUna adekwatno'c! na

termin adekwatno.4c!.

Formuły używane jako aksjomaty w części C (odp. D) będą miały

oznaczenia podpadające pod schemat (Cx.y.z) (odp. (Dx.y.z», gdzie

x stoi w miejscu numeru rozdziału, y - w miejscu paragrafu, w

którym wymieniamy daną formułę, zd z stoi w miejscu bieżącego

numeru w danym paragrafie.Dla systemu !I wyznaczonego przez zbiory s i Ax jak w I, na
s s

mocy twierdzenia 3 z cz. B (s. 65) mamy TEZY(9')=Cn (AxvKRZ(~ n,
gdzie Cns jest podstawieniowo-odrywaniową operacją konsekwencji w

zbiorze 'i:,s (s. 39).

W przypadku gdy zbi6r rn zgodny jest z klasą modeli K, to

zbi6r SAT(K,'i:,s) jest teorią względem operacji Cns (ss. 40 i 46).

Aksjomatyką tej teorii nazywamy taki zbi6r A, że SAT(K,~)=Cns(A).

Zatem w sytuacji gdy TEZY(9')=SAT(K,'i:,s), zbi6r AxvKRZ('i:,s)jest aks-

jomatyką teorii SAT(K,~).

Można r6wnież uważać, że zbiory s oraz Axct wyznaczają pe-

wien system 9" odrywaniowo-podstawieniowy nadbudowany nad klasycz-

nym rachunkiem zdań. Jego pierwotnymi regutami będą r s i r; zaś
o

aksjomatami - form uty należące do KRZ('i:,s)uAx. Na mocy twierdzenia



(Cl.1.2)

(Cl.1.3)

S=P~P=S

(S=MAM=P)~S=P

Zbiór ten wyznacza dwa systemy: w zbiorze L= i zbiorze L=·V.

1.2.Silna adekwatność klasy Knp dla Ax=. Dla dowolnego maxcL=' V

bierzemy model J.l=(U.d)EKnP• w którym U:=71lMu{V}oraz dla ~E711M:

d(~):={MEU : M=~Emax}. Funkcję d przedtużamy na T V do funkcji D

warunkiem D(V)=U. Oczywiście. V=V. jako podstawienie formuty

(Cl.l.O. należy do max. Stąd tatwo pokażać. że dla dowolnych ~,E
V =V

z T : ~=EEmax wtw ~=EESAT(J.l.L-· ).

Podobnie dla systemu w L= dla maxcL= bierzemy model

J.l=(U.d)EKnP• w którym U:=71IM. zaś d określamy tym samym wzorem co

poprzednio.

Termin system syLogi.styczny będziemy stosować do tych syste-

mów. których zbiór formut zdaniowych wyznaczony jest przez jakiś

zbiór symboli zawarty w zbiorze IFS'rTll.u{V}(s .47). Do wspótczesnych

zaliczamy te systemy. w zastosowaniach których dopuszczalne jest

podstawianie nazw pustych. Zatem w badaniach semantycznych tych

systemów musimy brać pod uwagę również te modele. w których zbiór

pusty należy do zbioru wartości funkcji denotacji.

Jeżeli sclFS'rT1l.(tzn. V!ts). to na mocy stwierdzenia 4 cz. A (s.

42) TAUr'(I:s)=TAUT(~). Równości te. w badanych przypadkach. wyni-

kać będą również z udowadnianych silnych adekwatności klas K
f2l

i K

względem odpowiednich systemów sylogistycznych bez symbolu V

(patrz I 2 w komentarzu do części C i D).

§2. Aksjomatyzacja teorii TAUr'(~) TAUr'(L
a
•
V

)

Ze stwierdzenia 8 w cz. A wynika. że
:rAUr'(~)=TAUT(~)=TAUTt(~) i TAUr'(~' V)=TAUT(La•V)=TAUTt(L

a
•V)

(oraz jak w §l).
2. l. Aksjomat y specyficzne. Niech AXaCTAUr'(~) będzie zbiorem zto-

żonym z poniższych formut:

(Cl.2.1) SaS

(Cl.2.2) (SaM"MaP)~SaP

zaś AXa,vCTAUTf2l(La.V)będzie rozszerzeniem zbioru Axa o formutę

(Cl.2.3) SaV

2.2.Silna adekwatność klasy Knp dla Axa•V. Dla maxeLa. V bierzemy

model J.l=(U.d)EKnP• w którym U:=TV oraz dla ~E71IM.d(~):={M :

Ma~Emax}. Łatwo pokazać. że dla dowolnych ~.E z TV ~aEEmax wtw

~aEESAT(J.l.~·V). tj. D(~)cD(E)·

2.3.Silna adekwatność klasy Knp dla Axa. Dla maxeLa bierzemy model

J.l=(U.d)EKnP• w którym U:=711M i d określona jest tym wzorem co w

Ze stwierdzenia 8 w cz. A (s. 50) wynika. że
TAUr'(r.=)=TAUT(L=)=TAUTt(r.=) i TAUr'(L=' V)=TAUT(L='V)=TAUTt(r.=.V).

Równości te będą wynikaty również z udowodnionej poniżej silnej

adekwatności klas K".K i Knp względem pewnego systemu.

1.l.Aksjomaty specyficzne. Niech Ax=CTAUr'(L=) będzie zbiorem zto-

żonym z poniższych formut:



2.2.
2A.Rozszerzenia definicyjne. Dołączając do zbioru Ax a (odp.

Axa,V) definicję (def o) lub (def =) otrzymamy odpowiednio defini-
l l

cyjne rozszerzenia, dla których silnie adekwatne są klasy modeli
l2l • np Ł • Ć • dkK ,K l K . atwo zauwazy , ze w tym przypa u systemy z symbolem

= są systemami z równością.

Axa,ex,V,AXa,ex,V) definicje (def o), (def =) lub (def a') otrzy-
l2l l l l

mamy rozszerzenia, dla kt6rych silnie adekwatne są klasy K
l2l

i K

(odp. Kl2l; K). Systemy z symbolem = są systemami z równością.

§4. Aksjomatyzacja teorii TAUT'(~o),
TAUT'(~o,v) oraz TAUT(~o,V)

§3. Aksjomatyzacja TAUT'(Ea,ex),

TAUT'(~,ex,V) oraz TAUT(Ea,ex,V)

4.l.Aksjomaty specyficzne. Niech Axa' cTAUT'(E
ao

) będzie zbiorem

złożonym z poniższych formuł:

(Cl.4.1l Sa'P~Sa'S

(C1.4.2) Sa'P~Pa'p

(C1.4.3) (Sa'MAMa'P)~Sa'p
Niech Axa', Vbędzie rozszerzeniem zbioru Axa' o poniższą formułę

l2l .JlJ oV
należącą do TAUl (t ' ):
(C1.4.4) Sa'~Sa'V
zaś Axao,V będzie rozszerzeniem zbioru Axao,V o poniższą formułę

l2l

należącą do TAUT(t
o

,V):

(C1.4.S) Va'V
4.2.Silna adekwatność klasy Kl2l dla Axao,V. Dla maxcEao,V bierzemy

l2l

model Jl=(U,d)eKl2l
, w którym U:={MeTV: Ma'Memax} (może być to zbiór

pusty), zaś dla ~eZlM, d(~):={MeU : Ma·~emax}. Łatwo pokazać, że

dla dowolnych ~,EeTV, ~a'Eemax wtw ~a'EeSAT(Jl,~o,V), tj. D(~)*12l i

D(~)cD(E)·

4.3.Silna adekwatność klasy K dla Ax
ao

,V. Dla max bierzemy model

Jl=(U,d)eK, w którym U:=TV i dla ~eZlM, d(~):={MeU : Ma·~emax}.

Można również przyjąć model określony jak w 4.2., gdyż ze względu

na (C1.4.S), jego uniwersum jest niepuste.
a- a·

4.4.Silna adekwatność klasy K dla Ax . Dla maxeE bierzemy model

Jl=(U,d)eK, w którym U:=711M i d określamy tym wzorem co w 4.3.

4.5.Rozszerzenia definicyjne. Dołączając do Ax
ao

(odp. AX:o,v;

3.l.Aksjomaty specyficzne. Niech Axa, eXcTAuT'(Ea, ex) będzie zbio-

rem złożonym z formuł: (C1.2.1), (C1.2.2) oraz

(C1.3.1l (exSI\SaP)~exP

(Cl.3.2) ,exS~SaP
Niech AX:,ex, V:=Axa,exv{(C1.2.3)}, zaś Axa,ex, V jest rozszerzeniem

b· A a,ex,V .• f ł' ")z lOru x
l2l

o pomzszą ormu ę nalezącą do TAUT(L.:

(Cl.3.3) exV
• l2l a ex V a ex V3.2.SIlna adekwatność klasy K dla Ax' '. Dla maxcE' , bie-

l2l

rzemy model Jl=(U,d)eKl2l
, w którym U:={MeTV: exMemax} (może być to

zbiór pusty) oraz dla każdego ~e71IM,d(~):={MeU : Ma~emax}. Łatwo

pokazać, że dla dowolnych ~,EeTV: ex~emax wtw ex~eSAT(Jl,tX, V)

oraz ~aEemax wtw ~aEeSAT(Jl, ~,ex,V).

3 S'l ść a ex V a ex V.3. l na adekwatno klasy K dla Ax' '. Dla maxcE' , bie-
Vrzemy model Jl=(U,d), w którym U:=T oraz dla ~ellM, d(~):={MeU

exMI\~aEemax}.
Możemy również przyjąć model z 3.2, gdyż ze względu na

(Cl.3.3) jego uniwersum jest niepuste.

3A.Silna adekwatność klasy K dla Axa,ex. Dla maxcEa,ex bierzemy

model Jl=(U,d)eK, w którym U:=llM i d określamy jak w 3.3.

3.5.Rozszerzenia definicyjne. Dołączając do zbioru Axa,ex (odp.



Axao,V) definicje (def a), (def o), (def =) lub (def ex) otrzymamy
l 2 2 1

odpowiednie rozszerzenia definicyjne, dla kt6rych silnie adekwatne

są klasy KlZ!i K (odp. klasa KlZ!;klasaK)·

4.6.R6wnoważność definicyjna. Zauważmy. że systemy wyznaczone
przez Axao (odp. AX:o,v; Axao,V) oraz Axa,ex,V (odp. AXao,ex,V;

V ~ lZ! lZ!
Axa,ex,) są definicyjnie r6wnoważne. Istotnie, klasa K (odp. K ;

j.L=(U,d)eK, w którym U:=HM,E} : M,EellM} i d określamy tym samym
lZ!

wzorem co w 5.3. Mogliśmy wziąć r6wnież model j.Ll=(Ul,dl)eK ' w

kt6rym U :=HM,P}eZlM: MiPemax} i d jak w 5.2.
1 -- -- 1

S.S.Rozszerzenia definicyjne. Dodając do zbioru AX
i

(odp.

Axi,V) definicje (def e), (def e'), (def e") lub
l 1 1

mamy systemy dla kt6rych klasy KlZ!i K (odp. klasa

A i,Vx .
lZ! '

(def ex) otrzy-
1

lZ!) '1 .K ; K są SI me

K) jest

powyższych system6w odpowiednio za pomocą definicji (def a),1

(def ex) oraz (def a'). Zatem zgodnie z uwagą I 5 w komentarzu,
2 1

rozszerzenia te są r6wnoważne (parami),

§6. Aksjomatyzacja TAU-f2'(t",i), TAU-f2'(L:a•i,v)oraz TAUT(L:a,i,V).

System Shepherdsona

§S Ak' t . TAU-12J("i) TAUTlZ!("i,V) TAUT("i, V). SJoma yzacJa T L. ' L. oraz L.
6.1.Aksjomaty specyficzne.System J.C.Shepherdsona ([30]), zbudowa-

ny _ przy przyjętej przez nas symbolice - w zbiorze L:a,i, będzie

wyznaczony przez zbi6r aksjomat6w specyficznych Ax
Sh

złożony z

następujących formuł należących do TAUTlZ!(L:a,i):

(Cl.2.0, (Cl.2.2), (Cl.S.O oraz

'(Cl.6.1) (MiSAMaP)••SiP

(Cl.6.2) .,SiSo+SaP
Zauważmy, ze (Cl.5.2) wyprowadzimy z odpowiednich podstawień

formuł (Cl.2.1) i (Cl.6.1), oraz z tej ostatniej mamy tezę:

(l) (MiQAMaSAQap)••SiP
J. C. Shepherdson utożsamił ten system z odpowiednią teorią

pierwszego rzędu z dwoma dwuargumentowymi predykatami specyficzny-

mi (A oraz n. Dla tej teorii dowi6dł twierdzenie o reprezentacji

(będą- ce odpowiednikiem twierdzenia Stone'a dla elementarnej teo-

rii algebr Boole'a; użył przy tym podobnej aparatury matematycz-

nej, mianowicie - ultrafiltrów w pewnego typu algebrach). Z twier-

dzenia o reprezentacji i z twierdzenia Godla o pełności dla teorii

pierwszego rzędu wynika wniosek, który przy przyjętym utożsamieniu

odpowiada stwierdzeniu, że zbiór tez r6wny jest zbiorowi

5.l.Aksjomaty specyficzne. Niech AxiCTAU-f2'(L:i) będzie zbiorem

złożonym z poniższych formuł:

(Cl.5.0 SiP••SiS

(Cl.5.2) SiP••PiS
Niech Axi,V cTAuTZ'("i,V) t' A i d d . f łlZ! L. pows aJe z x przez o ame ormu y:

(Cl.5.3) SiSo+SiV
iV . iV iVzaś Ax' powstaje z Ax' po dodaniu formuły z TAUT(L: ' ):lZ!

(Cl.5.4) ViV

S.2.Silna adekwatność klasy KlZ!dla Ax i, V. Dla maxcL:i, V bierzemy

model j.L=(U,d)eKlZ!,w którym U:=HM,E}cT~ : MiEEmax} (może być to

zbi6r pusty) i dla ~EZIM.d(~):={{M,E}eU : ~E{M,E}}·

Łatwo pokazać, że dla dowolnych ~,EETV ~iEemax

wtw ~iEeSAT(j.L,L:i,V),tj. D(~)"D(E);l:lZ!·

5.3.Silna adekwatność klasy K dla Axi, V. Dla max bierzemy model

j.L=(U,d)eK, w którym U:={{M,E} M.EeTV} oraz dla ~ezlM,

d(~):={{M,E}eU : MiEemax i ~e{M,E}}·
i i

5.4.Silna adekwatność klasy K dla Ax. Dla maxeL: bierzemy model



AXa.,V) definicje (def a). (def o), (def =) lub (def ex) otrzymamy
l 2 2 l

odpowiednie rozszerzenia definicyjne, dla których silnie adekwatne

są klasy Kl2li K (odp. klasa Kl2l;klasaK)·

4.6.R6wnoważność definicyjna. Zauważmy, że systemy wyznaczone
a· a·,V a.,V) a,ex,V ( A a·.ex,Vprzez Ax (odp. Ax ; Ax oraz Ax odp. xl2l ;

V 121 121
Axa,ex,) są definicyjnie równoważne. Istotnie, klasa K (odp. K ;

K) jest silnie adekwatna względem definicyjnych rozszerzeń

powyższych systemów odpowiednio za pomocą definicji (deflal,

(def ex) oraz (def a'). Zatem zgodnie z uwagą I 5 w komentarzu,
2 l

rozszerzenia te są równoważne (parami).

. . V i V
§5. Aksjomatyzacja TAU-f!(I:\ TAU-f!(I:1, ) oraz TAUT(I:' l

5.l.Aksjomaty specyficzne. Niech AxiCTAu-f!(I:i) będzie zbiorem

złożonym z poniższych formuł:

(Cl.S.ll SiP,*SiS

(Cl.S.2) SiP,*PiS

Niech Axi,VcTAU-f!(I:i.V) powstaje z Axi przez dodanie formuły:121
(Cl.S.3) Si~SiV

zaś Axi,V powstaje z Axi,V po dodaniu formuły z TAUT(I:i,v):
121

(Cl.S.4) ViV

S.2.Silna adekwatność klasy Kl2ldla Ax i, V. Dla maxcI:i, V bierzemy

model ~=(U,d)eKl2l, w którym U:={{M,E}cT~ : MiEemax} (może być to

zbiór pusty) i dla ~eZIM,d(~l:={{M.,E}eU: ~e{M.,E}}.

Łatwo pokazać, że dla dowolnych ~,EeTV ~iEemax

wtw ~iEeSAT(~,I:i,V), tj. D(~)(\D(E)*I2l.

5.3.Silna adekwatność klasy K dla Axi, V. Dla max bierzemy model
V~=(U,d)eK, w którym U:={{M.,E} M,EeT} oraz dla ~eZIM,

d(~):={{M.E}eU : M.iEemax i ~e{M.,E}}.
i iS.4.Silna adekwatność klasy K dla Ax. Dla maxeI: bierzemy model

~=(U.d)eK, w kt6rym U:={{M,E} : M,EEZIM}i d określamy tym samym

wzorem co w 5.3. Mogliśmy wziąć również model ~ =(U ,d )eKl2l, w
l l l

którym Ul:=HM.E}CZIM: MiEemax} i dl jak w 5.2. .

S.S.Rozszerzenia definicyjne. Dodając do zbioru Axl (odp. AX~'V;

Axi•V) definicje (def e), (def e'), (def e") lub (def ex) otrzy-
l l 121 l l

mamy systemy dla których klasy K i K (odp. klasa Kl2l;K) są silnie

adekwatne.

§6. Aksjomatyzacja TAU-f!(r·i), TAU-f!(I:a,i,Vl oraz TAUT(I:a,i,V),

System Shepherdsona

6.l.Aksjomaty specyficzne. System J.C.Shepherdsona ([30)), zbudowa-

ny - przy przyjętej przez nas symbolice - w zbiorze I:a,i, będzie

wyznaczony przez zbiór aksjomatów specyficznych AxSh złożony z

następujących formuł należących do TAUTl2l(I:a,il:

(Cl.2.11. (Cl.2.2), (C1.5.ll Oraz

·(C1.6.1) (MiS"MaP)ąSiP

(C1.6.2) ,Si~SaP

Zauważmy, ze (Cl.S.2) wyprowadzimy z odpowiednich podstawień

formuł (C1.2.1) i (C1.6.11. Oraz z tej ostatniej mamy tezę:

Ol (MiQ"MaS"QaP),*SiP

J. C. Shepherdson utożsamił ten system z odpowiednią teorią

pierwszego rzędu z dwoma dwuargumentowymi predykatami specyficzny-

mi (A oraz n. Dla tej teorii dowiódł twierdzenie o reprezentacji

(będą- ce odpowiednikiem twierdzenia Stone'a dla elementarnej teo-

rii algebr Boole'a; użył przy tym podobnej aparatury matematycz-

nej. mianowicie - ultrafiltrów w pewnego typu algebrach), Z twier-

dzenia o reprezentacji i z twierdzenia Godla o pełności dla teorii

pierwszego rzędu wynika wniosek, który przy przyjętym utożsamieniu

odpowiada stwierdzeniu, że zbiór tez równy jest zbiorowi



TAUr'(Ea, i).

Niech Ax;h, V:=AxShvHCl.2.3)} i AxSh,V:=Ax;h, Vv{(Cl.5.4)}.

Z (Cl.2.3) i (Cl.6.1l wyprowadzimy jako tezę: (Cl.5.3).

6.2.Silna adekwatność klasy K'" dla AxSh, V. Dla maxcEa,i, V bierzemy

'" "'Vmodel 1l=(U,d)eK , w kt6rym U:={{M,Q}eT : MiQemax} oraz dla ~eZIM,

d(~):={{M,Q}eU : Ma~vQa~emax}. Funkcję d przedłużamy na T V do fun-

kcji D, przyjmując D(V)=U.

Niech ~,EeTV i ~aEemax. Jeżeli E=V, to D(E)=U:>D(~). Jeżeli

zaś EeZlM, to dla dowolnego {M,Q}eD(~) albo z określenia funkcji d

albo z aksjomatu (Cl.2.3) mamy Ma~vQa~emax. Zatem na mocy (Cl.2.2)

mamy {M,Q}eD(El. Odwrotnie, załóżmy, że D(~)cD(E). W przypadku

gdy ~i~i:max, na mocy (Cl.6.2) mamy ~aEemax. W przypadku zaś gdy

~i~emax, na mocy (Cl.2.1l mamy {~}eD(~), więc r6wnież {~}eD(E).

Zatem albo z określenia funkcji d albo z (Cl.2.3) mamy SaPemax.
. V --

Nlech ~,EeT i ~iEemax. Wtedy na mocy (Cl.2.1l

{~,E}eD(~)(\D(E), a stąd ~iEeSAT(Il,~,i,V). Odwrotnie, niech

D(~)(\D(E)*"'. Rozważmy cztery przypadki: 10 ~=V=E, wtedy U*"', więc

istnieją takie M,Q, że MiQemax. Zatem z (1) i (Cl.2.3) otrzymujemy

ViVemax; 2
0

~eZIMi E=V, wtedy d(~)*"', więc istnieją takie M,Q, że

MiQA(Ma~vQa~)emax. Stąd na mocy (Cl.6.1l, (Cl.5.1l i (Cl.5.2) mamy

~i~emax. Teraz z tezy (Cl.5.3) otrzymujemy ~iVemax; 3
0

~=V i EeZ!:IM,

podobnie jak 2
0
; 4 o ~,EeZIM, wtedy istnieją M,Q takie, że

MiQA(Ma~vQa~)A(MaEvQaE)emax. Wykorzystując odpowiednie tautologie

klasycznego rachunku zdań, aksjomat (Cl.5.1l i tezy (Cl.5.2) oraz

(1), otrzymujemy ~iEemax. Zatem we wszystkich przypadkach 10_40

mamy ~iEemax.

6.3.Silna adekwatność klasy K dla AxSh,V. Dla max bierzemy model

1l=(U,d)eK, w kt6rym U:={{M,Q} : M,QeTV} i dla ~eZIM,d(~):={{M,Q}eU

: MiQA(Ma~vQa~)emax}. Reszta dowodu przebiega podobnie jak w 6.2.

Możemy r6wnież przyjąć model określony jak w 6.2., gdyż ze względu

na (Cl.S.4), U-z (jest co najwyżej przeliczalne).
Sh

6.4.s11na adekwatno.ć klasy K dla Ax . Jak w 6.3., zamieniając

zbi6r TV na zbi6r ZIM(inny model w (22)).

6.S.Rozszerzenia definicyjne. Dodając do zbioru Ax
Sh

(odp.
AxSh'V'AXSh,V) odpowiednio definicje (def o), (def e), (def e'),

l2J ' 1 l l
(def e") (def a'), (def.) lub (def ex) otrzymamy systemy, dla

l' 2 1 2
kt6rych klasy Kl2Ji K (odp. klasa Kl2J;.klasa K) są silnie adekwatne.

§7. Aksjomatyzacja TAur'(~·,i), TAUr'(~·,i,V)
..,a0 i V •

oraz TAUT(L " ). System Słupecklego

7.1.Aksjomaty specyficzne. Niech AXa.,icTAUT"'(~o,i) będzie zbio-

rem złożonym z następujących formuł: (Cl.4.3) oraz

(C1.7.l) (MiSAMa·p)••SiP

(CI.7.2) Sa·p ••SiP

(Cl.7.3) Sip••Sa·S
Oczywiście z (Cl.7.2) i (Cl.7.3) wyprowadzimy tezy (Cl.4.1)

(Cl.S.l), z (Cl.7.l) (Cl.7.3) wyprowadzimy (Cl.5.2), oraz z

(Cl.S.2), (Cl.7.2) i (Cl.7.3) wyprowadzimy (Cl.4.2). Ponadto

z (CI.7.l) wyprowadzimy jako tezę:

(2) (MiQAMa·SAQa·p)••SiP
Niech Axao,i,V:=Axa' ,iv{(CI.4.4H Ax

ao
,i,V:=Ax

ao
,i,Vv

l2J '"
v{(C1.4.SH.
Zauważmy, że z (C1.7.3),(Cl.4.4) i (Cl.7.2) otrzymamy jako tezę

(CI.S.3). Ponadto zauważmy, że systemy wyznaczone odpowiednio

przez zbi6ry Axao,i,V oraz AX:o,i,VvHCl.5.4H są równoważne.

Istotnie, z (Cl.7.2) (Cl.4.5) wyprowadzimy (Cl.5.4), zaś z

(Cl.7.3) i (Cl.5.4) wyprowadzimy (Cl.4.5).
l2J ao,i,V ~ao,i,V b'

7.2.Silna adekwatność klasy K dla AXl2J . Dla maxcL. le-

rzemy model 1l=(U,d)EKl2J,w którym U określamy jak w 6.2., zaś dla



~ezlM,d(~l:={{M,Q}eU : Ma·~vQa·~emax}.

Niech dla ~,EeTV, ~iEemax. Wtedy na mocy (Cl.7.3l oraz

(Cl.5.Zl, {~,E}eD(~lI"lD(El.Odwrotnie załóżmy, że D(~lnD(E);~f2l.Roz-
• oważmy cztery przypadki: l ~=V=E, wtedy U;l:f2l,więc istnieją M,Q ta-

kie, że MiQemax. Na mocy (Cl.7.3l i (Cl.5.Zl, Ma·MAQa·Qemax. Stąd

dzięki (Cl.4.4l mamy Ma·VAQa·Vemax. Dalej korzystając z tezy (Zl

mamy ViVemax; Zo ~ezlMi E=V, wtedy d(~l;l:f2l,więc istnieją M,Q ta-

kie, że MiQA(Ma·~vQa·~lemax. Stąd na mocy (Cl.7.ll, (Cl.5.ll
o

(Cl.5.Z) mamy ~i~emax. Z kolei na mocy tezy (Cl.5.3), ~iVemax; 3

~=V i EeZIM- podobnie jak w Zo; 4 o ~,EeZIM,wtedy istnieją takie

M,Q, że MiQA(Ma'~vQa'~)A(Ma'EvQa'E)emax. Wykorzystując odpowiednie

tautologie klasycznego rachunku zdań oraz tezy (Cl.5.ll, (Cl.5.Z)

(Z) otrzymujemy ~iEemax.

Niech dla ~,EeTV, ~a·Eemax. Wtedy na mocy (Cl.7.Z) i (Cl.7.3)

{~}eD(~), czyli D(~);l:f2l. Ponadto jeżeli {M,Q}eD(~), to albo z

określenia funkcji d albo z (Cl.7.3), (Cl.5.Z) (Cl.4.4), otrzy-

mujemy Ma·~vQa·~emax. Z kolei na mocy (Cl.4.3) lub z faktu, iż

D(V)=U, mamy {M,Q}eD(E). Odwrotnie, niech D(~);l:f2li D(~)cD(E), tj.

~a·EeSAT(I-l,r-·'V). Z D(~);l:f2lwynika, że ~i~emax. Stąd na mocy

(CI.7.3), {~}eD(~), czyli również {~}eD(E). Zatem albo z

określenia funkcji d albo z (Cl.4.4) dostajemy ~a·Eemax.

7.3.Silna adekwatność klasy K dla Axa.,i,V. Dla max bierzemy model

1-l=(U,d)eK, w którym U określamy jak w 6.3., zaś dla ~eZIM,

d(~):={{M,Q}eU : MiQA(Ma·~vQa·~)emax>. Reszta dowodu przebiega po-

dobnie jak w 7.Z., z wykorzystaniem (Cl.4.5). Możemy również przy-

jąć model jak w 7.Z, gdyż ze względu na tezę (Cl.5.4), U;l:f2l.
a' i7.4.Silna adekwatność klasy K dla Ax '. Jak w 7.3., zmieniając

zbiór TV na ZIMi z oczywistymi uproszczeniamil.

7.S.R6wnoważne aksjomatyki. Zauważmy, że system wyznaczony przez

Axa.,i równoważny jest systemowi wyznaczonemu przez aksjomaty:

(Cl.4.3), (Cl.7.1ll, (Cl.7.3) oraz

(CI.7.4) Sa·P••SiS
Istotnie, z (Cl.7.1l (Cl.7.4) wyprowadzimy (Cl.7.Zl, zaś z

(Cl.7.2) i (Cl.7.3) wyprowadzimy (Cl.7.4).

Ponadto, równoważny system otrzymamy z aksjomatyki: (C1.4.3),

(Cl.7.ll, (C1.5.ll, (Cl.7.2) oraz

(Cl.7.5) Si~Sa'S

gdyż z (Cl.5.1l i (C1.7.5) wyprowadzimy (C1.7.3l. Inny równoważny

system to system oparty na aksjomatach: (C1.4.ll, (C1.4.3l,

(Cl.5.ll, (C1.7.ll, (Cl.7.5) oraz

(Cl.7.6) Sa'~SiS

Istotnie, z (Cl.4.l), (Cl.7.6) (Cl.7.1l wyprowadzimy (Cl.7.Z),

zaś z (Cl.5.l) (Cl.7.5) wyprowadzimy (Cl.7.3l. Odwrotnie, jak

już zauważyliśmy wcześniej, (Cl.4.l) i (Cl.5.ll są wyprowadzalne z

<Cl.7.2) (Cl.7.3), zaś (Cl.7.5) (Cl.7.6) to podstawienia po-

przednich formuł.
d . d b' Axa.,i7.6.Rozszerzenia definicyjne. Do aJąc o z lOru

( d A a·,i,V. Axa.,i,V) definicJ'e (def o), (def e), (def e'),
o p. xf2l ' 2 l l

łi\cznle z term6w (§1-4) bi\d:l: z nleuporz/lodkowanych par term6w (§5-
7) badanych system6w. W zwli\zku z tym dowodzi\c sllneJ adekwatno-
lIci, nie musielllImy rozszerzae! zbioru formuł badanego systemu. Nie
będziemy tego czynie! r6wnle:!: w dalszej części pracy,co pozwoli nam
na zastosowanie jednolltej metateorll. Inn/lo metodę konstrukcji mo-
delu zastosował W. A. Boczarow w [lI s. 97-105. W. A. Boczarow nie
korzystał przy tym - podobnie jak w niniejszej pracy - z meta te-
orli teorU pierwszego rzędu. Nie będziemy szczeg6łowo oplsywae!
metody W. A. Boczarowa. Jest ona lIclllle dopasowana do badanegoa' w
[lI systemu (r6wnowa:!:nego z systemem wyznaczonym przez Ax '\.
Mo:!:na r6wnle:!: dodae!, l:!: występuji\ pewne trudnolIci w :tnaturalnej
Interpretacji c doll,czonychw Ul formuł zdaniowych (choe!, oczywIlI-
cle nie ma to znaczenia dla technicznej wartolIci stosowanej metody).



(def e··), (def a), (def =) lub (def ex) otrzymamy d . d .l l 2 l o pOWIenIe
systemy, dla kt6rych klasy K" i K (odp. K"; K) są silnie adekwatne

7.7.R6.wnoważno.ść definicyjna. System wyznaczony przez Axa• ,i (odp.
AXa.,I,V. A a.,I,V). d f" ., •" ' x jest e ImcYJme r6wnowazny systemowi wyzna-

Sh Sh V Sh Vczonemu przez Ax (odp. Ax" ' ; Ax ' ). Istotnie, klasa K (odp.

K"; K) jest silnie adekwatna względem definicyjnych rozszerzeń po-

wyższych systemów odpowiednio za pomocą definicji (def a) oraz
l

(def
2
a·), więc zgodnie z uwagą I 5 w komentarzu, rozszerzenia te

są r6wnoważne (parami).

7.S.System Słupeckiego. W systemie Jerzego Słupeckiego, przedsta-

wionym w [31], zadania og6lno-twierdzące są rozumiane w sensie

mocnym. System ten zrekonstruujemy w zbiorze La., i. Będzie on wyz-

naczony przez zbiór aksjomatów specyficznych AxSł zawarty w

TAtJT"(~·,i) złożony z: (Cl.4.3), (Cl.5.2), (Cl.7.2) oraz

(Cl.7.7) (SiMAMa·P),*SiP

W [20] pokazałem, że z AxSł nie wyprowadzimy formuł (Cl.4.U,

(Cl.4.2), (Cl.5.U, (Cl.7.3), (Cl.7.4) (chociaż wyprowadzimy

Sa·P,*PiP) oraz (CI.7.5). Zatem zbi6r tez wyprowadzalnych z AxSł

jest podzbiorem właściwym zbioru TAUT"tLa.,~.

Stałe reprezentujące funktory zdań przeczących otrzymują w

systemie J. Słupeckiego definicje odpowiadające formułom: (def e)

i SosP~,Sa·P (funktor zdania szczeg6łowego przyjmuje przy tejl de-

finicji inną interpretację mz przyjęta w tej pracy, dlatego

użyliśmy symbolu os). Z AxSł . •l powyzszych definicji "można udowo-

dnić każdą tezę sylogistyki Arystotelsa" ([31], s. 188). R6żne
rozs . d f'" . Słzerzema e lnlCYJne zblOru Ax analizowałem w [20].

Zauważmy" że systemy wyznaczone odpowiednio
A Sł { a· ix u (CI.7.3)} oraz Ax ' są r6wnoważne. Istotnie, z (CI.7.7) i

(Cl.5.2) wyprowadzimy (CI.7.1), zaś z (CI.7.l) i (CI.7.3) wyprowa-

dzimy (Cl.5.2) i (Cl.7.7). Inną r6wnoważną z Axa·,i aksjomatyką

Słjest rozszerzenie Ax o (Cl.5.U (CI.7.5).

W zależności od tego jak rozumiany jest funktor

każde •..jest ... , wsp6łczesną sylogistykę (bez negacji przynazwo-
wej) możemy budować bądź w zbiorze t,i,e,o bądź w t·,i,e,o. Może

to być zatem definicyjne rozszerzenie systemu Shepherdsona za po-
a· i

mocą (def e) i (def o) bądź systemu wyznaczonego przez Ax ' za
l l

pomocą definicji (def e) i (def o). R6wnież można przyjąć mocną
l 2

interpretację funktora żadne ...nie jest ....



np' a ex V. a exI.Z.Silna adekwatno§ć klasy K dla Axt' , l Axt' . Dla dowol-

nego maxcr,ex,V (odp. r,ex) budujemy model Il tak jak w 3.Z (odp.

3.4) rozdz.!. Na mocy (CZ.l.O i (Cl.Z.O, IlEKnP•

Do tradycyjnych systemów zaliczymy te, w zastosowaniach któ-

rych dopuszczalne jest tylko podstawianie nazw niepustych. W bada-

niach semantycznych tych systemów, ograniczenie to odpowiada

zawężeniu dopuszczalnych modeli do klasy Knp (tj. tych modeli, w

których zbiór pusty nie jest wartością funkcji denotacji). Jak wy-

nika ze stwierdzenia 7 z cz. A (s. 47), w badaniach semantycznych

tradycyjnych systemów sylogistycznych, klasę Knp można zastąpić w

sposób równoważny klasą KO(tj. tych modeli, w których do wartości

denotacji należą jedynie zbiory co najmniej dwuelementowe).

Zauważmy, że dla dowolnego Il z Knp oraz ~,f z TV mamy:

~afESAT(Il,El wtw ~a'fESAT(Il,El,

~efESAT(Il,El wtw ~e'fESAT(Il,El wtw ~e··fESAT(Il,El.

Zatem w modelach należących do Knp interpretacje stałych a oraz a

(odp. e, e', e") są nieodróżnialne i symbole te w logice trady-

cyjnej dublują się.

W rozdziale tym stosujemy identyczne rozszerzenia definicyjne

jak w rozdziale I (z pominięciem definicji a', e', e").

Z.I.Aksjomaty specyficzne. Niech Ax~cTAUTt(Ei) będzie zbiorem zło-

żonym z formuły (Cl.5.Z) oraz formuły

(CZ.Z.I) SiS
'V i t 'V,

zaś AX~' będzie rozszerzeniem AXt o formułę z TAUT lE l, ):

(CZ.Z.Z) SiV

Z.Z.Silna adekwatno§ć klasy Knp dla AX~'V i AX~. Dla maxcEi, V

(odp. t) budujemy model Il, tak jak w 5.Z. (odp. 5.4.) rozdz. 1.

Na mocy (CZ.Z.O, IlEKnP
•

§3. Aksjomatyzacja teorii TAUTt(r,i) i TAUT\r,i,V).

System Łukasiewicza

3.l.Aksjomaty specyficzne. Niech AxŁ:=HCl.Z.I), (Cl.Z.Z), (Cl.6.

O, (CZ.Z.ll) (aksjomaty Jana Łukasiewicza; [lZI, 113], [14]) oraz

AxŁ,V:=AxŁuHCl.Z.3l}. Z (Cl.Z.3) i (Cl.6.1l wyprowadzimy (Cl.5.

3), zaś z (Cl.5.3) i (CZ.Z.O wyprowadzimy (CZ.Z.Z) i (Cl.5.4).

3.Z.Silna adekwotność klasy Knp dla AxŁ,V i AxŁ: Dla maxcEa,i,V

(odp. r,i) budujemy model Il, tak jak w 6.Z. (odp 6.4.) rozdz. 1.

Na mocy (CZ.Z.l) i (Cl.Z.O, IlEKnP
•

3.3.System Łukasiewicza. Oryginalny system Jana Łukasiewicza

([IZ]), 113], [14]) jest odrywaniowo-podstawieniowy, wyznaczony

Przez AxŁu{(def e), (def ol). Zgodnie z uwagą III w komentarzu,
l l

klasa Knp jest adekwatna względem tego systemu. Zatem otrzymujemy

znany wynik, iż zbi6r jego tez równy jast TAUTt(t,i,e,o).

1.I.Aksjomaty specyficzne. Niech AX~,excTAUTt(r,ex) będzie zbio-

rem złożonym z formuł: (Cl.Z.I), (Cl.Z.Z) oraz

(CZ.l.l) exS

Oczywiście formuły (Cl.3.1) i (Cl.3.Z) są wyprowadzalne z Ax ~,e~

Ponadto, niech AX~,ex,v:=AX~,exU{(Cl.Z.3l}.



formuła exVA-,ex!Vl nie jest tezą tego systemu. Każda bezkwantyfi-

katorowa teza ontologii Leśniewskiego (w przedstawionej tu posta-

ci) wyprowadzalna z (o), (def V)-(def • l i odpowiednich definicjio o
symboli z IFI należy do TAuT'(D, oraz odwrotnie.

Powyższe stwierdzenia wynika z twierdzenia prof. Bogusława

Iwanusia z [6] (twierdzenie 3.n. l. Dokładniej: traktując ontolo-

gię Leśniewskiego jako teorię elementarną EO (bez identyczności

opartą na aksjomacie (o) i zbiorze aksjomat6w {3P'v'S(SeP~(SeSAt/Jl)

t/J jest formułą, w kt6rej P nie występuje jako zmienna wolna} (oraz

ewentualnych definicjach stałych z SlNvIFI) twierdzenie prof. B.

Iwanusia głosi:

'P jest tezą teorii EO wtw 'P jest prawdziwe w dowolnej struk-

turze dla języka teorii EO, w kt6rej uniwersum jest zbiorem

potęgowym jakiegoś zbi6r U (możliwe, iż pustego), stałej V

odpowiada w tej strukturze zbi6r U, zaś symbolom z IFIN (odp.

IFI) odpowiadają operacje (odp. relacje) teoriomnogościowe

użyte przy definiowaniu zbioru formuł spełnionych w danym mo-

modelu.

Korzystając z własności formuł bezkwantyfikatorowych, wnioskujemy

z powyższego, iż: dana formuła bezkwantyfikatorowa jest tezą EO

wtw należy do TAUT'(D.
Można r6wnież łatwo bezpośrednio wyprowadzić z (o) i odpo-

wiednich definicji, wszystkie występujące dalej aksjomaty należące

do TAUr'(L>.
Zgodnie z tytułem części C w niniejszym rozdziale będziemy

badać jedynie takie systemy, kt6rych zbi6r formuł zdaniowych wyz-

naczony jest przez jakiś zbi6r symboli zawarty w zbiorze IFlv{V}.

W każdym z rozpatrywanych system6w będzie występować jako stała

pierwotna przynajmniej jeden z symboli: e, ex!, sol, =. Przy czym,

jeżeli e nie będzie stałą pierwotną, to - poza dwoma przypadkami -

W ontologii Leśniewskiego będącej systemem kwantyfikatorowego

rachunku nazw z jedną specyficzną stałą pierwotną e, i opartej na

aksjomacie specyficznym:

(o) SeP ~ (3M MeS A 'v'M'v'Q«MeSAQeS),*MeQ)A 'v'M(Me~MeP»

można zdefiniowaĆ wszystkie pozostałe stałe z IFI. Przykładowo

exS ~ 3M MeS

ex!S ~ SeS

solS ~ 'v'M'v'Q«MeSAQeS),*MeQ)

SaP ~ 'v'M(Me~MeP)

SiP ~ 3M(MeSAMeP)

R6wnież poniższe bezkwantyfikatorowe formuły należące do TAUr' (L>:
(def V) MeV ~ McMo
(def ') MeS' ~ (McMA,McS)o
(def +)

o
(def .)

o
pozwalają wyeliminować - dzięki aksjomatowi (o) - stałe V, I, +

oraz • we wszystkich kontekstach. Bez użycia kwantyfikator6w nie

możemy jednak zdefiniować wszystkich pozostałych stałych z IF'I za

pomocą c, jak r6wnież formuły (def V)-(def .) nie pozwalają na wy-o o
eliminowanie we wszystkich kontekstach symboli z SIN (np. nie wy-

eliminujemy ich z VeP, S' eP itp.).

W ontologii Leśniewskiego nie korzysta się z założenia o ist-

nieniu jakichś przedmiot6w, zatem formuła exV (ani tym bardziej

Me(S+P) ~ (MeSvMcP)

Me(Q·P) ~ (MeSAMeP)



będzie definiowalna.

Na mocy stwierdzenia 4 z cz. A (s. 42), jeżeli sclF7l (wtedy

VlI!S), to TAUT"(~s)=TAUT(~s). R6wności te, w badanych dalej przy-

padkach, wynikać będą r6wnież z udowadnianych silnych adekwatności

klas K0 i K względem odpowiednich system6w bez symbolu Y.

Niech dla ~,f.eTV, ~cf.emax. Wtedy z (C3.U) mamy ~c~emax. Po-

nadto otrzymujemy ~cYEmax, VC~Emax i Vcf.emax, więc r6wnież

f.cf.emax. Zatem D(~)=U=D(f.). Odwrotnie, gdy ~cf.eSAT(Jl,Lc,V), to

D(~)=U=D(f.). Zatem ~c~Af.cf.emax. Stąd i z założenia, oraz z

(eJ.1.4), (C3.1.2), (C3.1.3) otrzymujemy ~cf.emax.

20 gdy YCYlI!max:wtedy bierzemy model Jl=(U,d)eKoP, w kt6rym U d

określamy w następujący spos6b:
W zbiorze TYxTV określamy relację: ~-f. wtw ~cf.Af.c~emax lub

S=P. Z aksjomat6w wynika, że jest to relacja r6wnoważności, zacho-

wująca należenie formuł atomowych do max. Niech I~I będzie (nie-
V

pustą) klasą abstrakcji termu ~ względem relacji -, zaś IT I:=q~1

: ~eTY}. Przyjmijmy U:=ITVlu{{0},0}. Ponadto, dla ~e7l1M

( {I~P , gdy ~c~emax

d(~):=~

L {IMI : Mc~cmax}u{{0},0} ,gdy ~c~lI!max

Niech dla ~,f.cTV, ~cf.Emax. Wtedy ~c~emax. Zatem ~e711Moraz

d(~)={ I~I}. Ponadto jeżeli f.cf.emax. to na mocy (C3.1.2) r6wnież

f.c~emax, czyli 1~1=1f.1. W przypadku zaś gdy f.cf.lI!max, oczywiste

jest, iż 1~leD(f.). Odwrotnie, gdy D(~)={u}cD(f.) dla pewnego ueU,

to ~e7llM,~c~emax i u=I~I. Zatem 1~leD(f.), czyli albo z określenia

funkcji d albo z (C1.3.4) mamy ~cf.emax.

1.3.Silna adekwatność klasy KOPdla Axc. Dla maxCLc
budujemy model

op O2 ... TV 7l1MJleK jak w przypadku 2 w 1. . zmlemaJąc na .
c cY

IA.Rozszerzenia definicyjne. Dodając do zbioru Ax (odp.Ax')

definicje (def e), (def =) lub (def ex!), otrzymamy odpowiednie
l l 4

systemy, dla kt6rych KOP(odp. K) jest silnie adekwatna.

1.5.Aksjomatyzacja teorii TAUT"(L=)' Podamy aksjomatykę teorii

TAuT"(L=), aby por6wnać ją z aksjomatyką teorii symboli - a, a',

i oraz c:

Ze stwierdzenia 8 w cz. A (s. 50) wynika, że

TAuT"(r)=TAUT(r)=TAUTt(r) i TAuT"(L=)=TAUT(L=)=TAUTt(L=).

Poniżej udowodnimy, że TAuT'(t'Y )=TAUT(t'V) (patrz I 2 w komen-

tarzu do cz. C i D).

1.I.Aksjomaty specyficzne. Niech AxccTAuT"(Lc) składa się z:

(eJ.U) SCPąScS

(eJ.1.2) (SCPAPCP)ąPcS

(eJ.1.3) (SCMAMcP)ąScP

M. Takano, utożsamiając system wyznaczony przez Axc z odpo-

wiednią teorią elementarną, udowodnił dla tej teorii twierdzenie o

reprezentacji ([33]). Z tego twierdzenia i z twierdzenia Godla o

pełności wynika wniosek, kt6ry, przy przyjętym utożsamieniu,

stwierdza r6wności zbioru tez tego systemu ze zbiorm TAUT(Lc).

Niech Axc, YCTAUY"(r' y) będzie rozszerzeniem Axc o formuły:

(eJ.1.4) Sc$ąScY

(eJ.1.5) YcP,.PcP

Oczywiście ScY~ScS jest tezą, lecz nie jest to definicja stałej Y

w tym systemie.

I.Z.Silna adekwatność klasy K dla Axc, Y. Dla dowolnego maxcLc, V

rozważmy dwa przypadki:

10 gdy YeYemax: bierzemy model Jl=(U,d)e K, w kt6rym U:={V} oraz

dla ~e7l1Md(~)=0 wtw ~c~lI!max; d(~)=U wtw ~c~emax.



(eJ.l.7)

(eJ.l.8)

(Cl.2.U, (Cl.2.2) oraz

(C3.2.S) (ex!SASaP)=>(PaS~ex!P)

(C3.2. 6) (,ex!SASaMl\ex!M)=>SaP

Ponadto niech Axa,ex!,V:=Axa,ex!uHCl.2.3H.

Jest oczywiste, że aksjomaty należące do Axa,c i (def ex!) są
, 4

wyprowadzalne z Axa,ex. i definicji (def d, oraz odwrotnie. Zatem
I ,

systemy wyznaczone odpowiednio przez Axa,c i Axa,ex. (odp. Axa,c,v

A a,ex!,V) d f" .. ó •x są e lnlcYJme r wnowazne.

NI'ech Axa,solcTAU-"(...a,sol) kł d . .T L s a a Się z następuJących formuł:

(Cl.2.U, (Cl.2.2) oraz

(eJ.2.7) (SaPAsoIP)=>soIS

(C3.2.S) (SaMAsoIMA,MaS)=>SaP
Ponadto, niech Axa,sol,V:=Axa,soluHCl.2.3H. Symbol sol nie jest

definiowalny ani za pomocą a oraz c ani za pomocą a oraz ex!. Po-

nadto, za pomocą sol oraz a nie zdefiniujemy ani c ani ex!.
Z.Z.Silna adekwatność klasy K dla Axa,ex!,V. Dla maxcEa,ex!,V roz-

ważmy dwa przypadki:

10 gdy ex!Vemax : Zauważmy, że z (Cl.2.3) (C3.2.S) wyprowadzimy

(3) (ex!VI\ex!S)=>VaS

zaś z (3), (Cl.2.2), (Cl.2.3) i (C3.2.S) otrzymamy tezę:

(4) (ex!Vl\ex!S)=>(SaP~x!P)

Ponadto, z (Cl.2.3) i (C3.2.6) wyprowadzimy tezę:

(5) (ex!VA,ex!S)=>SaP

Dla max zbudujemy model jl=(U,d)eK, w którym U:={V}oraz dla

~eZIM: d(~)=" wtw ~c~lI!max; d(~)=U wtw ~c~emax.

Korzystając z tez (3) - (5), łatwo pokazać, że: ~a.eemax wtw

D(~)cD(.e); ex!~emax wtw Card D(~)=l, tj. D(~)=U.
o ,2 gdy ex!VlI!max: Z (Cl.2.3) i (eJ.2.S) wyprowadzimy tezę:

S=P=>P=S

(S=MI\M=P)=>S=P

§Z. Aksjomatyzacja TAUT"(~'c,V), TAUT"(Ea,c), TAuT"(t',ex!,V),

TAUT"(t',ex!), TAuT"(~,sol,V) i TAUT"(t',sol)

W paragrafie tym (podobnie jak w §U nie możemy w ogóle sfor-

mułować założenia o niepustości uniwersum (tzn. w badanych syste-

mach nie występuje żadna z formuł: exV, ViV, VaV, ex!V v ,soIV).

Jednak wykażemy, że jeżeli X jest jednym ze zbiorów f'c, V,
...a,ex!,V l b ...a,sol,V T ,--'!l( ) ( )L u L ,to Au! X =TAUTX (patrz I 2 w komenta-

rzu). Oczywiście, dla zbiorów Ea,c, Ea,ex! i Ea,sol jest to ogólna

prawidłowość.
Z.I.Aksjomaty specyficzne. Niech Axa,ccTAUT"(t',c) składa się z:

(Cl.2.1), (Cl.2.2), (eJ.l.U, (C3.l.2) oraz

(eJ.2.1) ScP.SaP

(eJ.2.Z) (ScSASaP).•ScP

(eJ.2.3) (ScPAPaS)=>PcP

(eJ. 2.4) (,ScSASaMAMcM).•SaP

Niech AXa,c,V:=AXa,cuHCl.2.3H. Widzimy, że (C3.l.3) wypro-

wadzimy z (Cl.2.2), (eJ. U), (eJ.2.U i (eJ.2.2). Ponadto, (eJ.l.

4) wyprowadzimy z (Cl.2.3) i (eJ.2.2), zaś (eJ.l.S) z (Cl.2.3) i

(eJ.2.3). Zauważmy, że system oparty na Axa,c równoważny jest sys-

temowi opartemu na aksjomatach:

(Cl.2.2), (eJ.2.4) oraz(Cl.2.1),

(l)

(2)
(6) (ex!SA,ex!V)=>,VaS

W zbiorze TVxTV określimy relację

'::

wzorem: ~-.e wtw
ScP=>(PaS~PcP)

Niech AXa,ex!CTAuT"(t',ex!) będzie złożony z formuł:



~arAra~emax. Jest to relacja r6wnoważności, zachowująca należenie

formuł atomowych do max. Niech I~I będzie klasą abstrakcji termu S

względem relacji -, zaś ITVI zbiorem klas abstrakcji (ilorazowym~

Dla zbioru max bierzemy model /-L=(U,dleK, w kt6rym U:=IT
V

lu{l2l} (U

ma co najmniej dwa elementy oraz jest co najwyżej przeliczalny l,

zaś dla ~ezlMprzyjmijmy

( <I~!>, gdy ex!~emax

d(~):=\ 121 ,gdy dla pewnego M: ex!MA~aMA.,ex!~emax

<IM!> : Ma~emax}u{I2l},w pozostałych przypadkach

Funkcję d przedłużamy do D warunkiem: D(Vl=U, na 7l1Md=D.

Zał6żmy, że dla ~eTV, ex!~emax. Zatem ~*V i d(~l=<i~I>. Odw-

rotnie, niech D(~l={u} dla pewnego ueU. Z określeń zbioru U i fun-

kcji D wynika, że ~e7lIM,zaś z (C1.2.ll określenia funkcji d ot-

rzymujemy, iż ex!~emax.

Zał6żmy teraz, iż dla ~,reTV, ~aremax. Gdy r=V, to

D(~lcU=D(rl; zaś dla Ee7l1Mrozpatrzymy trzy możliwości:

al ex!remax: Na mocy obu założeń i tezy (6l, ~e7llM.Teraz jeżeli

ex!~lI!max, to .,ex!~A~arAex!remax, więc z określenia funkcji d,

d(~l=l2l. Jeżeli zaś ex!~emax, to z (C3.2.Sl i założenia mamy

1~1=lrl, tj. d(~l=d(rl. Zatem D(~)cD(rl.

b) ex!rll!max i dla pewnego M mamy ex!MAraMemax: Wtedy na mocy

(C3.2.6l, ra~emax. Stąd i tezy (6), ~e7lIM,zaś z określenia funkcji

d mamy d(~)=I2l, gdyż .,ex~A~aM e max na mocy (C3.2.S) i (C1.2.2).

Zatem d(~)=I2l=d(r).

cl W pozostałym przypadku d(rl=<lMI : Maremax }U{I2l}, więc inkluzja

D(~)cD(r) wynika z założeń, z (C1.2.2), (C1.2.3l oraz z określenia

relacji -.

Odwrotnie, zał6żmy że D(~)cD(rl. Rozważmy dwa przypadki:

a) D(~)=12l: Wtedy ~e7lIM,więc z określenia funkcji d dla pewnego M

mamy .,ex!~A~aMAex!Memax. Stąd na mocy (C1.2.6) mamy ~aEemax.

określenia funkcji D,

albo z określenia funkcji
b l D(~)*12l Wtedy na mocy (CI.2. l)

1~leD(~l. Stąd r6wnież 1~leD(E). Zatem,

d albo z (Cl.2.3l, ~aremax.

S
'l d k ść k a,ex! a ex!Z.3. l na a e watno lasy K dla Ax . Dla maxcL' budujemy

model /-LeKtak jak w 2.2 przypadek 2
0

, zmieniając TV na 7l1M.
ZA.Silna adekwatność klasy K dla Axa,sol,V. Dla maxCLa,sol,V roz-

ważmy dwa przypadki:
ol gdy solVemax: budujemy model /-L=(U,dleK, w którym U:={V} oraz

dla ~e711M: d(~)=12lwtw Va~lI!max; d(~)=U wtw Va~Emax.
Zauważmy, że na mocy (Cl.2.3l, (C3.2.7l i założenia, dla każdego

~eTV zachodzi sol~emax, oraz jest to formuła spełniona w /-L.

Załóżmy zatem, że dla ~,EeTV, ~aEemax. Jeżeli D(~l*I2l, to Va~emax,

więc na mocy (C1.2.2) również VaEemax, czyli D(~l=U=D(El. Odwrot-

nie, niech D(~lcD(r). Wtedy, gdy D(~)=l2l, to na mocy (C1.2.3l,

(C3.2.S) i założenia, ~aremax. Gdy zaś D(~l*l2l, to Varemax, więc z

(C1.2.2l i (Cl.2.3l, ~aremax.
20 gdy solVlI!max: Wtedy dla max określamy I~I i ITVI jak w 2.2.

o V
przypadek 2 . Budujemy model /-L=(U,dlEK,w którym U:= IT Iu{l2l},zaś

funkcję d określamy na 7l1Mwarunkiem

( <lM\ : Ma~Emax}u{l2l},gdy sol~lI!max

d(~l:=i l2l ,gdy dla pewnego M: soIMA~aMA"Ma~emax

l {I~I}, w pozostałych przypadkach

Na mocy (C1.2.1l i (C3.2.7l: sol~Emax wtw sol~eSAT(/-L,Ll·
VDla ~,reT załóżmy, że ~aremax. Jeżeli D(~l=l2l, to D(~lcD(El.

Jeżeli zaś D(~l*I2l, to albo sol~lI!max albo sol~emax i nie istnieje

takie M, że ~aMAsoIMA"Ma~emax. Stąd na mocy (C3.2.7l i założenia,

albo solrll!max albo solremax i I~I= Ir I· Z określenia funkcji D i

(C1.2.3l mamy zatem ~aremax. Odwrotnie, niech D(~lcD(rl. Wtedy,

gdy D(~l=l2l, to ~E7lIM,i z określenia d oraz (C3.2.Sl wynika, że

~aremax. Jeżeli zaś D(~l*l2l, to 1~leD(~l, więc również 1~leD(El.



(C3.1.3), więc system wyznaczony przez Axa' ,c jest rozszerzeniem
c

(konserwatywnym) systemu wyznaczonego przez Ax .
Niech AXa,ex,ex!CTAUT"(~,ex,ex!) będzie rozszerzeniem zbioru

a,ex k'Ax o a sjomaty:

(C3.3. 6) (exSASaPAex!P),*(ex!SAPaS)

(C3.3.7) ex!~exS

Zauważmy, że z (C1.3.1), (C3.3.6) i (e3.3.7) wyprowadzimy (C3.2.

5), zaś (C3.2.6) wyprowadzimy z (C3.3.7) i (C1,3.2), Zatem badany

system jest rozszerzeniem (konserwatywnym) systemu wyznaczonego

przez zbi6r Axa,ex!.

Niech Axa' ,ex!CTAUT"([a' ,ex!) będzie rozszerzeniem zbioru
a'Ax o aksjomaty:

(C3.3.8) (Sa'PAex!P),*ex!S

(C3.3.9) (Sa'PAex!P),*Pa'S

(C3.3.1O) ex!~Sa'S
Niech AXa,ex,solcTAuT"(~,ex,sol) będzie rozszerzemiem zbioru

.Axa,ex o aksjomaty: (C3.2.7) oraz

(C3.3.11) (exSASaPAsolP),*PaS

(C3.3.12) ,ex~solS

Oczywiście, z (C3.3.11) i (C1,3.2) wyprowadzimy (C3.2.8), więc ba-

dany system jest rozszerzeniem (konserwatywnym) systemu wyznaczo-

A a,solnego przez x .
Niech Axa' ,solcTAuT"(~' ,sol) będzie rozszerzeniem zbioru

a'Ax o aksjomaty:

(C3.3.13) (Sa'PAsolP),*solS

(C3.3.14) (Sa'PAsolP),*Pa'S

(C3.3.15),sol~Sa'S
Niech AXa,ex!,solcTAUT"(~,ex!,sol) będzie

zbior]J Axa o następujące aksjomaty: (C3.2.7) oraz

Zatem z określenia funkcji d lub z (C1,2.3) mamy ~aEemax.
. a sol a solZ.S.SIlna adekwatność klasy K dla Ax' . Dla maxc[' budujemy

model J.L tak jak w 2.4. przypadek 2
0
, zmieniając TV na IIM.

Z.6.Rozszerzenia definicyjne. Dodając do Axa,c i Axa,c,V definicje

(def o),
l

my, dla

zbior6w

(def =),
l

kt6rych
Axa,ex!

(def e), (def =) lub (def ex!) otrzymamy syste-
l l 4

klasy KlZJ i K są silnie adekwatne. Podobnie, do
. A a,ex!, V • d ł ć d f' .. (d f )l X mozemy o ączy e lnlCje e o,

l

(def =), (def d, (def e) lub (def =).
1 l 2 2

§3. Aksjomatyzacja teorii TAUT"([a,ex,c,V), TAUT0(}.::3."<:'V).

TAuT"(~,ex,ex!,V), TAUT"(~' ,ex!,V), TAUT0([a.ex,soi. v)

TAU-"(...a·,sol,V) TA·.-I2I(...a,ex!,sol,V) b';"" \T L ,Ul L oraz ez syn"" ,ł

3.l.Aksjomaty specyficzne. Niech AXa,ex,ccTAUT"(~·ex.c) będzie
. b' A a,ex k'rozszerzemem z 10ru x o a sjomaty:

(C3.1.1), (C3.1,2), (C3.2.ll, (C3.2.2) oraz

(C3.3.1l (exSASaPAPcP),*ScS

(C3.3.2) Sc~exS

Zauważmy, że z (C1,3.2), (C3.2.0, (C3.3.0, (C3.3.2)

wyprowadzimy (C3.2.3), zaś (C3.2.4) wyprowadzimy z

(C1,3.2), Zatem system wyznaczony przez Axa,ex,c jest rozszer,:c 00

niem systemu wyznaczonego przez Axa,c (ten jest z kolei rozszerze-
. k cmem onserwatywnym - wyznaczonego przez Ax ). Z dalszej części

będzie wynikać, że rozszerzenie to jest konserwatywne.

Niech Axa' ,ccTAUT"(~' ,c) będzie rozszerzeniem zbioru Axa' o

aksjomaty (C3.1.1), (C3.1,2) oraz:

(C1,3.1l

(C3.3.n i

(C3.3.3)

(C3.3.4)

(C3.3.5)

ScP'*Sa'p

(ScSASa'P),*ScP

(Sa'PAPcP),*ScS



(C3.3.m

(C3.3.l8l

(ex!S"SaPAsolP l~(ex!P"PaS l

(.,ex!S"soISl~SaP

Zauważmy, że z (C3.3.l6l, (C3.3.l7l (C3.2.7) wyprowadzimy

(C3.2.S), z (C3.3.l6l, (C3.2.7l i (C3.3.l8) wyprowadzimy (C3.2.6),

zaś (C3.2.8) wyprowadzimy z (C3.2.7), (C3.3.l7l i (C3.3.l8). Zatem

badany system jest rozszerzeniem (konserwatywnym l systemów wyzna-

h b· A a,ex! . A a,solczonyc przez z lOry x l x

Zauważmy, że wszystkie systemy wyznaczone przez zdefiniowane

wyżej zbiory aksjomatów specyficznych, są definicyjnie równoważne.

Dokładniej: równoważne są systemy wyznaczone odpowiedni:: ;);7('7

niższe zbiory:
Axa,ex,cu{(def a'l, (def ex!), (def soI)}

l 4 4
Axao ,cu{(def al, (def ex!), (def ex), (def soI)}

,l 4 l 5
Axa,ex,ex'u{(def a'), (def eJ, (def soI)}

ao ex' l l l
Ax ' 'u{(def al, (def exl, (def eJ, (def soll}

a ex sol l . l 3 2
Ax' , u{(def a l, (def eJ, (def ex!)}

a o sol l 2 l
Ax ' u{(def al, (def exl, (def eJ, (def ex!)}

, l l l 5 2
Axa,ex.,so u{(def a'l, (def exl, (def c)}

l 3 l

Na koniec, dodajmy do aksjomatyk z symbolem a aksjomat

(Cl.2.3), zaś do aksjomatyk z symbolem a' - aksjomat (Cl.4.4).

Nazwa nowej aksjomatyki powstaje z nazwy aksjomatyki wyjściowej

przez dodanie górnego indeksu V i dolnego ". Dla systemów Wy/;I2\-

czonych przez rozszerzone aksjomatyki również zachodzi definicy jn;

równoważność, analogiczna do wyżej omówionej.
. k '6 ki "l A a,ex,ex!,V Dl3.2.SIlna ade watnos asy K d a x . a max zawartego

a ex ex! V ~w L' , , rozpatrzmy trzy przypadkI:

lO gdy exV~max: wtedy dla max bierzemy model łl z pustym uniwer-
"sum. W tym przypadku z (C1.2.3l, (C1.3.1l i (Cl.3.2l otrzymujemy.

że dla dowolnych ~,E z TV, ~aEEmax oraz ex~~max. Zatem z (C3.l.7)

również ex!~~max.

20 gdy ex!VEmax: wtedy dla max budujemy model identyczny jak w

2.2. przypadek lO. Ponieważ badany system jest rozszerzeniem sys-

temu wyznaczonego przez AXa,ex!,V, więc formuły (3), (4) i (Sl z

2.2., są jego tezami. Ponadto, z (C3.3.6l i (Cl.2.3l wyprowadzimy

(7l (ex!VAexSl,.(ex!S"VaSl

Korzystając z powyższych tez i założenia, łatwo sprawdzić, że do-

wolna formuła atomowa należy do max wtw jest spełniona w podanym

wyżej modelu.
o V3 gdy exV".,ex!VEmax: Niech X:={MET : exMEmax} (jest to zbiór

niepustyl. W zbiorze XxX określamy relację - za pomocą wzoru poda-

nego w 2.2. Niech I~I będzie (niepustąl klasą abstrakcji term u ~

należącego do X, zaś IXI zbiorem ilorazowym względem relacji -.

Dla max budujemy model łl=(U,dlEK, w którym U:=IXluX (U jest co

najmniej dwuelementowel, zaś d określamy na ZIMwzorem:

( {I~I}, gdy eX!~Emax

d(~l:=~

l <!MIElxl : Ma~emax}u{MeX Ma~Emax}, gdy eX!~l!max

Załóżmy, że dla ~eTV, ex~emax. Na mocy (Cl.2.ll lub niepusto-

ści zbioru U mamy D(~l'lt0. Odwrotnie, gdy D(~l'lt", to na mocy

(Cl.3.ll lub założenia o V, mamy ex~emax.

Warunek ex!~emax wtw ex!~eSAT(łl,D, sprawdzamy jak w 2.2.

ZaMżmy, że dla ~,EeTV, ~aEemax. Gdy E=V, to D(~)cU=D(El. Dla

EeZIMrozpatrzymy dwa przypadki:

al ex!Eemax: wtedy na mocy (C3.3.6l, albo ex~~max albo ex!~emax.

Zatem ~eZIM,oraz w pierwszym przypadku d(~l=", zaś w drugim na

mocy (C3.3.6l, d(~l={ I~I}={lEI }=d(El.

bl ex!E~max: Zawieranie D(~lcD(El wynika z (Cl.2.2l i (Cl.2.3l.

Odwrotnie zaMżmy, że D(~lcD(El. Możliwe są wtedy dwa przypadki:

al D(~l=" : wtedy ex~~max, więc na mocy (Cl.3.2l, ~aEemax.

bl D(~l'lt" : wtedy 1~leD(~l, więc również 1~leD(El. Zatem albo z



określenia funkcji d albo z <C1.2.3) mamy ~aEEmax.
3.3.Silna adekwatność klas K0 i K dla Axa.ex.ex!. Dla max zawarte-

...a.ex. ex! b d . d l ° j ogo w L u ujemy mo e JlEK ak w 3.2. przypadek 3 • zmie-

niając jedynie zbiór TV na ZIM (w tym przypadku U może być zbiorem

pustym). Reszta dowodu jak w 3.2. z oczywistymi uproszczeniami.

Dla max możemy również podać model o niepustym uniwersum.

Mianowicie. w 3.2. przypadek 3o zamiast zbioru X bierzemy ZIM. zaś

funkcję d określamy dla ~ warunkiem: d(~):=qMI : exMI\Ma~Emax}u{M

: exMI\Ma~Emax}. gdy ex!~e;max; gdy eX!~Emax. d(~):={I~I}. Reszta

dowodu jak w 3.2. z uproszczeniami (inne modele w [22».

3A.Rozszerzenia definicyjne. Można stosować odpowiednie definicje

wymienione w 3.1. oraz na str. 54-56.

3.5.Rozszerzenia konserwatywne. Z silnej adekwatności klasy K0

(odp. K) względem systemów omawianych w 1.1.. 2.1. i 3.1.. wynika.

że omawiane w punkcie 3.1. rozszerzenia. są konserwatywne.

§4. Aksjomatyzacja teorii TA~(r·i.c.V), TAU~(r··i.c.V),
TA~(r.i.ex!.V), TA~(r·.i.ex!.V), TAU~(Ea.i.sol.V).

TAU....JZl(...a··i.sol.V) bT L oraz ez symbolu V

4. I.Aksjomat y specyficzne. Niech AxSh.ccTAU~(Ea.i.c) będzie roz-

szerzeniem zbioru AxSh o formuły: (CJ.l.I). (C3.2.1) oraz

(CJ.4.U ScS=>SiS

(CJ.4.2) (SaMl\McMI\SiP)~ScP

Łatwo wykazać. że system wyznaczony przez AxSh•c jest r6wno-

ważny systemom wyznaczonym odpowiednio przez zbiory:
Sh- Ax u{(C3.1.U. (C3.2.U. (C3.2.2). (CJ.4.U. (S). (9H. gdzie

(S) (SiSI\SaPI\PcP)~ScS

(9) (ScSI\SiP)~SaP
Sh- Ax u{(C3.1.U. (C3.2.U. (C3.4.U. (S). (W)). gdzie

(10) <ScSI\SiP)~ScP
_ AxShuHC3.l. O. (C3.2.0. (C3.4.0. (10). (C3.2.3H.

Sh I • ,
Niech Ax .ex·cTA~(r·l.ex.) będzie rozszerzeniem zbioru

AxSh o poniższe aksjomaty:

(CJ.4.3) ex!S=>SiS

(CJ.4.4) (ex!SI\SiP)~SaP

(C3.4.S) (SiSI\SaPl\ex!P)~ex!S
Niech AxSh.solcTA~(r·i.sol) będzie rozszerzeniem zbioru

AxSh o następujące formuły : (CJ.2.7) oraz

(C3.4.6) .,SiS=>soIS

(C3.4.7) (soISI\SiP)~SaP
Niech AXa'.i.cCTAU~(r··i.c) będzie rozszerzeniem zbioru

a' i )Ax • o następujące formuły: (C3.1.0. (C3.3.3 oraz

(C3.4.S) (Sa·MI\McMI\SiP)••ScP. , . ,
Niech Axa'.I,ex·CTA~(r··I.ex.) będzie rozszerzeniem zbioru

Axa ••i o aksjomaty : (CJ.3.S). (CJ.3.1O) oraz

. (CJ.4. 9) (ex!SI\SiP)~Sa'P
Niech Axa' .i.solcTAU~(r· .i.sol) będzie rozszerzeniem zbioru

Axa ••i o następujące formuły: (C3.3.13). (C3.4.6) oraz

(CJ.4.lO) (soISI\SiP)~Sa'P
Można łatwo wykazać. że wszystkie formuły z Ax a.c (odp.

Axa.exl. Axa.sol, Axa••c• Axa'.ex!. Axa'.sol) są wyprowadzalne z. . ,
Sh.c ( d A Sh.ex! A Sh.sol A a' .1.C Axa' .l.ex.Ax o p. x • x • x. •

AXa'.i.sol).

Ponadto łatwo pokazać. że wszystkie systemy wyznaczone przez

wyżej wymienione zbiory aksjomat6w specyficznych są definicyjnie

równoważne. Dokładniej: równoważne są systemy wyznaczone przez te

zbiory z odpowiednio dodanymi definicjami wymienionymi w 3.1.

Na koniec. dodajmy do aksjomatyk z symbolem a aksjomat (C1.2.

3). zaś do aksjomatyk z symbolem a' - aksjomat (C1.4.4). Nazwę no-



wej aksjomatyki otrzymamy z nazwy aksjomatyki wyjściowej. dodając

g6rny indeks V i dolny 0. Dla system6w wyznaczonych przez rozsze-

rzone aksjomatyki r6wnież zachodzi definicyjna r6wnoważność. ana-

logiczna do wyżej om6wionej.

4.2.Silna adekwatność klasy K0 dla AX;h.eX!.V. Dla maxcEa•i•ex!. V

mogą zachodzić trzy przypadki:
°l gdy ViVt1!max: wtedy z (Cl.6.2). (Cl.2.2) i (Cl.2.3) otrzymujemy.

iż dla dowolnych ~.E z TV, ~afemax. Ponadto z (Cl.3.2). (Cl.S.l) i

(Cl.6.1) otrzymujemy. że SiPtl!max dla dowolnych ~,f z TV. Stąd na

mocy (C3.4.3). r6wnież ex!~max dla dowolnego ~ z TV. Zatem możemy

wziąć model Il .o
°2 gdy ex!Vemax: wtedy dla max budujemy identyczny model jak w

2.2. przypadek 1°.

3° gdy ViVA,ex!Vemax: Niech X:={MeTV : MiMemax}. Niech - będzie

relacją r6wnoważności określoną na zbiorze XxX wzorem podanym w

2.2. przypadek 2°. Niech I~I będzie klasą abstrakcji termu ~ z X.

zaś lXi zbiorem ilorazowym zbioru X. Przyjmijmy Y:={{M.,Q}: M.,QeTV

oraz Mi,Qemax}. Budujemy modelll=(U.d)eK. w kt6rym U:=/xIUYuX (jest

to zbi6r co najmniej dwuelementowy) oraz dla ~ z ZIM

( <I~ p. gdy ex!~emax

d(~):~ <lMlelXI : Ma~emax}u{{M.,Q}eY: Ma~v,Qa~emax}u

l u {MeX : Ma~emax}. gdy jest inaczej

Dodaliśmy trzeci zbi6r. gdyż możliwy jest przypadek. że dla pewne-

go ~ mamy ex!~tl!max. I~I={~} oraz dla każdego M*~. Ma~tl!max.
V

Dla ~.fET zał6żmy. że ~ifemax. Wtedy r6wnież

~i~AfifAfi~Emax. Rozważmy cztery przypadki:

a) eX!~Aex!fEmax : wtedy na mocy (C3.4.4) d(~)=<I~P=<lfp=d(f)=0

b) eX!~A,ex!femax : wtedy d(~)=<I~P oraz na mocy (C3.4.4).

I~IeD(f) (gdy f=V. to DQ~)=U).

e) ,ex!~Aex!femax : podobnie jak w b).

d) ,ex!~I\,ex!Eemax : wtedy na mocy (Cl.2.0. {~.E}ED(~)I"\D(E).

Zatem w przypadkach a) - d) mamy D(~)I"\D(f)*0. Odwrotnie. niech

D(~)I"\D(f)*0. Mogą zachodzić trzy przypadki:

a) IMleD(~)I"\D(f) : wtedy na mocy (Cl.6.1) i (Cl.2.3) mamy ~ifemax.

b) {M.,Q}eD(~)I"\D(f): identycznie jak w 6.2. w rozdz. I dla AxSh•V

pokazujemy. że ~ifemax.

e) MeD(~)I"\D(E): podobnie jak w a). mamy ~iEemax.

Niech dla ~ z TV. ex!~emax. Wtedy ~eZIMoraz d(~)={ I~I}. Odw-

rotnie. gdy ex!~tl!max. to w przypadku gdy ~i~tl!max. ~eZIM oraz

d(~)=0. zaś w przypadku gdy ~i~emax mamy q~I.~}cD(~).

Dla ~.EeTV zał6żmy. że ~afemax. W przypadku. gdy f=V.

D(~)cU=D(f). Dla feZIMrozważmy dwa przypadki:

a) ex!femax : wtedy. gdy ~i~tl!max. to d(~)=0Cd(f). Gdy zaś ~i~emax.

to na mocy (C3.4.S). r6wnież ex!~emax. Teraz z AxSh i (C3.4.3) ma-

my ~ifAfi~emax. Zatem na mocy (C3.4.4). d(~)=q~I>=<lfl>=d(f).

b) ex!ftl!max : wtedy z założenia i (Cl.2.l) mamy D(~)cD(f)·

Odwrotnie. niech D(~)cD(f). W przypadku. gdy D(~)=0. to ~i~tl!max.

więc na mocy (Cl.6.2). ~afemax. W przypadku. gdy D(~)*0. to ~eX.

więc na mocy (Cl.2.1). I~IED(~). Zatem r6wnież 1~leD(f). więc albo

z określenia funkcji d albo z (C1.2.3) mamy ~afemax.

4.3.Silna adekwatność klas K0 ii K dla AxSh•ex!. Dla max zawartego

w ~.i.ex! budujemy model lleK0 jak w 4.2. przypadek 3°, zmieniając

jedynie zbi6r TV na ZIM(w tym przypadku U może być puste). Reszta

dowodu jak w 4.2. z oczywistymi uproszczeniami. Dla max możemy

r6wnież podać model o niepustym uniwersum U: = IZIMIu{{M.,Q}

M.,QEZIM}uZIMi d określonym jak poprzednio, zachowując zbiory IX I. X

i Y Unny model w [22]).

4.4.Rozszerzenia definicyjne. Stosujemy odpowiednie definicje wy-

mienione w 2.6. i 3.4 .• oraz (defle). (defle·) i (defIe··).



§S. Bezkwantyfikatorowe fragmenty ontologii

Leśniewskiego z aksjomatami istnienia

S.l.założenie niepustości uniwersum. Niech
Axa,ex,e, V:=Axa,ex,e, Vu{(C1.3.1)}

121
Axao ,e, V:=Axao ,e, Vu{(C1.4.5)}

I V 121 'VAxa,ex,ex., :=Axa,ex,ex., u{(C1.3.1)}
121

Axao ,ex!, V:=Axa o,ex!, Vu{(C1.4.5)}
121

Axa,ex,sol, V:=Axa,ex,sol, Vu{(C1.3.1)}
121

Axao ,sol, V:=Axa o,sol, Vu{(C1.4.5)}

A a,ex!,sol,V A
I2l
a,ex!,sol,V {( IV lVl}x := x u ex. v'so

AxSh,e, V:=AXSh,e~ u{(C1.5.4)}

AxSh,ex!, V:=A~Sh,eX!,V{(C1.5.4)}

AxSh,sol, V:=AX~h,sol,Vu{(C1.5.4)}
. V 121. V

Axao,l,e, :=Axao,l,e, u{(C1.5.4)}
. 'V 121 • 'VAxa o,l,ex., :=Axa o,l,ex., u{(C1.5.4)}

Axa o,i,sol, V:=AX~o,i,sol, Vu{(C1.5.4)}
121

tzn. dodajemy odpowiedni aksjomat jednej z postaci : exV, Va·V,

ex!Vv,solV lub ViV. Oczywiście, zachodzą odpowiednie r6wnoważności

definicyjne do omawianych w 3.1. oraz 4.1.

Biorąc pod uwagę punkty 3.2. i 4.2., widzimy, że otrzymamy

względem klasy K silną adekwatność system6w wyznaczonych przez

powyżej zdefiniowane zbiory aksjomat6w. Istotnie, odpada przypadek

10, zaś tylko w tym przypadku konstruowany model miał puste uni-

wersum. Zatem powyższe zbiory stanowią odpowiednio aksjomatyzację
teorii TAUT(r-,ex,e,Vl, TAUT(r-°,e,Vl, TAUT(r-,ex,ex!,vl,

TAUT(r-° ,ex!, Vl, TAUT(r-,ex, sol, Vl, TAUT(r-° ,sol, Vl,

TAUT(r-,ex!,SOI,Vl, TAUT(r-,i,e,Vl, TAUT(r-,i,e,Vl,

TAUT(r-,i,ex!, Vl, TAUT(r-,i,sol,Vl, TAUT(r-°,i,e, Vl,

TAUT(r-°,i,ex!,Vl oraz TAUT(r-°,i,sol,Vl.

S.Z.Założenie o uniwersum co najmniej dwuelenentowym. Wsystemach,

w których jako pierwotny występuje symbol ex, i lub a·, plus jeden

z symboli ex!, sol lub e (ewentualnie ex! oraz so1), możemy dołą-

czyć jako aksjomat formułę, dzięki której w punktach 3.2. 4.2.

pozostanie jedynie przypadek 3 o. W takiej sytuacji otrzymamy sys-

tem, względem kt6rego silnie adekwatna jest klasa modeli o uniwer-

sum co najmniej dwuelementowym.

Podobna jest sytuacja, gdy żaden z symboli ex, i ani a· nie

występuje w systemie, lecz występuje w nim jeden z symboli e, ex!

bądź sol oraz dołączymy jako aksjomat odpowiednią z formuł ,VeV,

,ex!V bądź ,soIV. Wtedy odpowiednie wyniki uzyskamy rozpatrując



CZĘSC D
SYSTEMY Z FUNKTORAMI NAZWOTWÓRCZYMI

Boole'owski system sylogistyczny bezkwantyfikatorowego ra-

chunku nazw zbudujemy w zbiorze formuł zdaniowych wyznaczonym

przez 51NulF5'd'IL., tj. zbiór <V, " +, ., a, o, i, e, e", e"", a", =,

ex}. System ten będzie definicyjnym rozszerzeniem systemu przeds-

tawionego w §1.

§I. Aksjomatyzacja teorii TAuT'(E='+,') i TAUT(E='+,')

I. I.Aksjomat y specyficzne. Niech Ax='+" CTAUr'(E='+") będzie roz-
= l2J

szerzeniem zbioru Ax- o poniższe formuły:

(01.1.1) S=P => S' =P'

(01.1.Z) S=P => «S+M)=(P+M)A(M+S)=(M+P»

(01.1.3) S=S' ,

(01.1.4) S=(S+(P+P' )' )

(01.1.5) (S+(M+P)')=«M' +S)' +(P' +S)' )'

Można udowodnl'~, I·Z· tezam' t = + '<.; l sys emu wyznaczonego przez Ax-' ,l2J są

poniższe formuły l:

O) (S+S)=S

(Z) (S+P)=(P+S)

(3) «S+P)+M)=(S+(P+M»

(4) (S+S' )=(P+P' )

(5) S=S' => P=P'

(6) S=S' => M=P

(7) (S+S' )=S' => (S+S')' =s

(8) s=p ~ «S+P)=PA(S+P)=S)

(9) S=P ~ S'=P'

(10) «P' +S)' +P)=P

(11) «P' +S)' +S)=S => (P+S)=S

(12) (P+(S+S' ))=(S+S' )

(3) (S' +P)' =(S+S')' ~ (S+P)=P

(4) S=(S+S')' => (S+P)=P

OS) «S+P)=PA(S+P' )=P') => S=(S+S')'
= + 'Ponadto przyjmijmy, że Ax-' , jest rozszerzeniem zbioru

AX:'+" o poniższą formułę należącą do TAUT(E='+" )

(01.1.6) ,S=S'
Stosując metodę algebraiczną (tj. używając twierdzenia Sto-

ne'a o reprezentacji dla elementarnej teorii algebr Boole'a) poka-

zano w [ZI), że zbiór tez pewnego systemu równoważnego z systemem= + ' = + 'wyznaczonym przez Ax ' , , pokrywa się z TAUT(E-' , ).
l2J = + 'I.Z.Silna adekwatność klasy K dla Ax-, , • Dla dowolnego max za-

=+' l2J
wartego w E " określimy pojęcie max-filtru. Niepusty podzbiór 'iJ

zbioru termów T+" jest max-filtrem (dalej krótko - filtrem) wtw

spełnia dla dowolnych ~,f z T +,' poniższe warunki

O) jeżeli ~e'iJi (~+f)=femax, to fe'iJ,

(H) jeżeli ~e'iJ i fe'iJ, to (~' +f' )' eV
Zauważmy, że jeżeli ~e'iJ, to skoro (~+(~+f»=(~+f)Emax, więc

na mocy 0), również (~+f)E'iJ. Ponadto, jeżeli istnieje taki term



~, że ~=~Iemax, to na mocy (5) i (6), jest tak dla wszystkich ter-

m6w oraz dla dowolnych ~,f mamy ~=femax. Zatem w tym przypadku je-

dynym filtrem jest T+' I

I

Na mocy tezy (12), dla dowolnego ~eT+' , term (~+~I) należy

do każdego filtru.
Filtr 'Vnazywamy właściwym wtw 'V~T+, I. Zauważmy, że dla do-

wolnego termu ~, term (~+~I)I nie jest elementem żadnego filtru

właściwego. Wynika to z Ol, (Dl.lA) i (2). Zatem na mocy (Dl.l.

3) i Oi), dla dowolnego filtru właściwego 'V i dowolnego termu ~,

nie jest tak, że zar6wno ~e'V i ~I e'V.

Każdy element maksymalny częściowo uporządkowanego przez re-

lację inkluzji zbioru wszystkich filtr6w właściwych nazywamy po

prostu filtrem maksymalnym. Filtr 'V jest więc filtrem maksymalnym

wtw 'V jest filtrem właściwym i nie jest zawarty w spos6b właściwy

w żadnym innym filtrze właściwym r6żnym od 'V. Każdy filtr właściwy

jest podzbiorem jakiegoś filtru maksymalnego. Istotnie, jeżeli 'Vo
jest filtrem właściwym, to z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika is-

tnienie elementu maksymalnego w zbiorze wszystkich filtr6w

właściwych zawierających filtr 'Vdgdyż każdy łańcuch w tym zbiorze

(łańcuchem jest każdy niepusty zbi6r filtrów taki, że dla dowol-

nych jego element6w 'V i 'V, lub 'Vc'V lub 'Vc'V) ma kres górny
1 2 l 2 2 l

będący sumą mnogościową wszystkich elementów łańcucha.

Zauważmy, że jeżeli ~=(~+~I)' ~max, to zbiór 1~/:={MeT+' I

(~+M)5Memax} jest filtrem właściwym, do którego należy ~ (~I nie

należy do I~/, na mocy tezy (7».

Z powyższych dwóch uwag wynika, że jeżeli ~=(~+~I)I ~max, to

istnieje filtr maksymalny, do kt6rego należy ~.

Pokażemy, że dla dowolnego filtru maksymalnego 'V dowolnego
+ I

termu ~eT' mamy:

(-) ~I e'V wtw ~li!O'V.

Istotnie, implikację prostą wykazaliśmy JUz dla filtrów
+ I

właściwych. Załóżmy zatem, że ~li!O'V.Wtedy zbi6r 'Vf{MeT ' : dla

pewnego fe'V mamy «fI +~)' +M)sMemax} jest filtrem. Na mocy tezy

(10) 'Vc'V oraz SI e'V. 'V jest filtrem właściwym, gdyż ~~'Vl (gdyby
, l - l 1

należał, to dla pewnego fe'V mielibyśmy (fI +~)' +~=~emax, lecz wtedy

na mocy (U), r6wnież (f+~)5~emax, czyli ~ należałoby do 'V). Skoro

'V jest maksymalny, to 'V='Vl' więc ~I e'V.
Z poprzednio podanej uwagi oraz z (-), (H) i (01.l.3) wyni-

ka, iż dla dowolnych term6w ~,f i filtru maksymalnego 'V

(U) (~+f)e'V wtw ~e'V lub fe'V
Budujemy model 1ł=(U,d)eK'" w kt6rym U składa się ze wszyst-

kich filtr6w maksymalnych (jeżeli dla jakiegoś ~ mamy ~=~Iemax, to

U="), zaś d określamy na Dl wzorem: d(~):={'VeU : ~e'V}. Funkcję d

przedłużamy na T+" do funkcji D za pomocą warunk6w: D(~' )=U'D(~),

D(S+P)=D(S)uD(P). Wykorzystując warunki (-) i (U), łatwo pokazać__ - - +1

w spos6b indukcyjny, że dla każdego ~ z T' i każdego 'VeU :

(x) 'VeD(S) wtw Se'V
- - + I

Teraz możemy pokazać, że dla ~,feT' : ~=femax wtw D(~)=D(f)·

Na mocy tezy (8) wystarczy udowodnić, że ~+f=femax wtw D(~)cD(f)·

Niech ~+f5femax. Jeżeli 'VeD(§), to na mocy (x), ~e'V, więc z (i)

wynika, że fe'V, czyli 'VeD(f). Odwrotnie, zał6żmy, że ~+f5f~max.

Wtedy na mocy tezy (13), (~I +f)'5(~+~' )' ~max. Zatem zbi6r

/(~I +f)' / jest filtrem właściwym, do kt6rego należą ~ oraz fI (na

mocy tezy (10». Stąd istnieje taki filtr maksymalny 'Vo' że 'Vo za-

wiera filtr I(~I +f)' l. Zatem 'VoeD(~)\D(f), tj. D(~)'D(f)~'"

1.3.Silna adekwatno~ć klasy K dla AX='+". Na mocy aksjomat6w

(Dl.l.6), (Cl.l.2) (Cl.l.3), dla dowolnegc termu ~, lub

~ii(~+~1)1 ~max lub ~I =(~+~I )' ~max. Zatem istnieje taki filtr maksy-

malny, do kt6rego należy ~ lub ~I. Zatem U~".

U4 U5



(4) możemy dołączyć do zbioru Ax=,+,' (odp.
l2l

(def iV), Ponadto, można dołączyć definicje

(defo), (def a), (def U, (def o), (def e), (def e'), (defze"),
4 z 3 Z z

(def sa') lub (def
6
ex). Otrzymamy wtedy odpowiednie definicyjne

rozszerzenie, dla którego silnie adekwatna jest klasa KI2l (odp. K).
= + 'Zauważmy, że na mocy tezy (5), wyprowadzalnej z Ax-' , , sys-_+' l2l

tem wyznaczony przez Ax=" jest r6wnoważny z systemem wyznaczo-
= + 'nym przez rozszerzenie zbioru Ax-" o formułę:
l2l

(01.2.1) ,(S+S' )=(S+S' )'

Z powyższej formuły (def V) otrzymujemy tezę:
i

Na mocy tezy

AX='+") definicję

Z (01.1.6), (C1.1.3) i (C1.1.2) wyprowadzimy jako tezę:

,(S=(S+S')'AS'=(S+S')')

(def ex) wyprowadzimy
6

exSvexS'

Z (01.2.1), (4), (def ex) i (def V) otrzymamy:
6 i

exV
Na koniec z (01.1.6), (C1.1.2), (C1.1.3) i (def a) otrzymamy:

4

,(SaS' AS' aS)

Dla s=IfSnUSIN zbi6r TAUT(rs) jest na tyle bogaty, że zawiera

wszystkie tezy bezkwantyfikatorowego fragmentu elementarnej teorii

niezdegenerowanych algebr Boole'a (niekwantyfikowane zmienne indy-

widualne zamieniamy na zmienne z llM, predykat identyczności na

symbol =, zaś symbole funkcyjne dopełnienia, iloczynu i sumy za-

mienimy odpowiednio na symbole " o oraz +; [21]).

Boole'owski bezkwantyfikatorowy fragment ontologii będzie sy-

stemem zbudowanym w zbiorze L wyznaczonym przez zbi6r S. Jego

stałymi pierwotnymi będą: " +, = oraz e. Pozostałe stałe z S dędą

zdefiniowane za pomocą definicji: (def V), (defo), (def a),
i 4

(def zU, (def ze), (def ze'), (def ze"), (def 30),

(def exll, (def so1), (def E), (def =) oraz (def ill.Z
4 7 i i

o) i (def ex!) możemy wyprowadzić
4

SilP •• exHSoP)

(defsa'),

(def ex),
6

(def m, (def

Badany w tym rozdziale system będzie definicyjnym rozszerze-

niem systemu przedstawionego w §1.

• ....I2l - e + '
§1. Aksjomatyzacja teorii TAul (r=' , , )

specyficzne. Niech Ax=,e,+,' cTAU~(L=,e,+,')
= + ' l2l

zbioru Ax-" o formuły: (C3.1.U oraz
l2l

S=P ,. « SeM,.PeM)A(Mes..MeP»

SeP ,. (S+P)=P

SeS ,. ,S=(S+S')'

«S+M)=MAMeMA,(S'+P' )=(S+S'» ,. SeP

(02.1.1)

(02.1.2)

(02.1.3)

(02.1.4)

Oprócz tez wyprowadzonych w rozdz. I, z powyższych aksjomatów

możemy wyprowadzić następujące tezl :



(16) (SeSA.,(S' +P' )' =(S+S' )') ~ SeP

(17) (SeSA(S+P)=P) ~ SeP

(18) (MeSAMeP)q .,(S' +P' )' =(S+S' )'

(19) (MeSA(S+P)=P)q MeP

(20) (.,S=(S+S')'A(S+P)=PAPeP) q SeS

1.2.Silna adekwatność klasy K0 dla Ax=,e,+,'. Dla dowolnego max
= e + 'zawartego w L' " określamy jak w 1.2. rozdz. I pojęcia:

max-filtru, max-filtru właściwego i max-filtru maksymalnego. Na

pojęcia te przenoszą się wszystkie własności przedstawione w 1.2.

rozdz. I. Ponadto zauważmy (nie było to nam potrzebne w 1.2.

rozdz. n, że jeżeli fJ jest filtrem właściwym, to

jeśli ~efJ i EefJ, to (~' +E' )' =(~+~' )' ~max

Istotnie, z określenia filtru otrzymujemy, iż (~' +E' )' efJ. Gdyby

(~' +E' )' =(~+~' )' emax, to na mocy tezy (8), również (~+~')' efJ. Jed-

nak term ten nie należy do żadnego filtru właściwego.

Mówimy, że term ~ jest max-atomem wtw ~e~emax. Zauważmy, że

jeżeli ~ jest max-atomem, to /~/ jest filtrem maksymalnym i jest

to jedyny filtr, do którego należy ~. Rzeczywiście, na mocy

(02.1.3), ~=(~+~')' ~max, więc /~/ jest filtrem właściwym, do

którego należy ~. Weźmy dowolny filtr właściwy fJ zawierający /~/.

Pokażemy, że również fJc/~/. Istotnie, ponieważ ~e/~/cfJ oraz fJ jest

filtrem właściwym, więc jeżeli MefJ, to (~' +M' )' =(~+~' )' ~max. Stąd,

na mocy tezy (16), ~eMemax, a stąd, na mocy (02.1.2), (~+M)=Memax,

czyli Me/~/. Ponadto, identycznie pokazujemy, że /~/ jest jedynym

filtrem maksymalnym, do którego należy ~.

Niech FM będzie zbiorem wszystkich filtrów maksymalnych, zaś

FMo - zbiorem filtrów maksymalnych, do których nie należy żaden

max-atom <inaczej: FMo=FM\.VMf : M jest max-atomem}).

Dla max budujemy model IJ=W,d)eK0, w którym U:=FMu{{fJ}

fJeFMo}' zaś funkcja d określona jest na ZIM wzorem: d(~):={fJ

~efJeFM}u{{fJ}: ~eVeFMo}'
Korzystając z własności filtrów maksymalnych, indukcyjnie po

+ '
podtermach można pokazać, że dla dowolnego ~ z T '

(x) D(~)={fJ : ~efJeFM}u{{V}: ~efJeFMo}' ,
T+,

Teraz, korzystając z (x), udowodnimy, że dla dowolnych ~,Ee

(X) (~+E)EEemax wtw D(~)cD(E),

(XX) ~e~emax wtw Card D(~)=1.

Z (X) tezy (8) otrzymujemy: ~=Eemax wtw D(~)=D(E)· Podobnie,

z (X), (XX) oraz tezy (17) otrzymujemy: ~eEemax wtw Card D(~)=l

D(~)cD(E)·
+ ' )Załóżmy zatem, że dla ~,EeT ' , (~+E)=Eemax. Jeżeli VeD(~,

to identycznie jak w rozdz. I pokazujemy, że VeD(E)· Ponadto,

jeżeli dla pewnego VeFM
o
' {fJ}eD(~), to ~efJ, ~ nie jest max-atomem

oraz ~=(~+~')' ltmax. Stąd, na mocy tezy (20), również E nie jest, w

tym przypadku, max-atomem. Ponadto, na mocy założenia, EefJ. Zatem

D(~)cD(E)·
Identycznie jak w 1.2. rozdział I, pokazujemy, że jeżeli

(~+E)=E~max, to D(~)'J)(E);t0.
Jeżeli ~e~emax, to /~/ jest jedynym filtrem maksymalnym, do

którego należy ~. Ponieważ /~/~FMo' więc D(~)=V~/}.

Odwrotnie, załóżmy, że ~e~~max. Rozważmy trzy możliwości:

a) ~=(~+~')' emax: wtedy D(~)="

b) ~=(~+~')' ~max i nie istnieje taki max-atom M, że (M+~)=~emax:

wtedy ~ należy do pewnego filtru maksymalnego fJo (1.2. rozdz. n i

ponadto, każdy filtr maksymalny, do którego należy ~, należy do

FM
o
• Istotnie, gdyby istniał filtr maksymalny fJ, do którego

należałby ~ i pewien max-atom M, to /M/=fJ::>/~/, czyli (M+~)=~emax

wbrew założeniu. Zatem, na mocy (x), {fJd{fJ j}cD(~), tj.

CardD(~»1.



wtedy ~e/M/, więc /M/eD(~). Ponadto, na mocy (20) i przyjętych

założeń, (~+M)=M~max. Zatem (jak pokazano w 1.2. rozdz. I) istnie-

je filtr maksymalny 'il, do którego należy ~ i nie należy M. Ponie-

waż Me/M/, więc /M/*'il, {'il,/M/}cD(~), więc Card D(~»1.

1.3.Rozszerzenia definicyjne. Na mocy tezy (4) możemy dołączyć do
= c + 'zbioru Ax-' " definicję (def V). Ponadto, dołączając pozostałe
IZJ 1

definicje podane we wstępie do tego rozdziału, otrzymamy system,

względem którego silnie adekwatna jest klasa KIZJ
•

D(~+~' )*1, tj. Card U>1.
ii!,e,+,'

2.4.Rozszerzenia definicyjne. Dołączając do Ax definicje

podane we wstępie do tego rozdziału, otrzymamy system, względem

którego silnie adekwatna jest klasa K.

= c + '§2. Aksjomatyzacja teorii TAUT(I ' , , )

Oczywiście, teoria TAUT(I='c, +,' ) nie jest związana

bezpośrednio z ontologią Leśniewskiego, w której nie zakłada się

niepustości uniwersum. TAUT(I5,c,+,') traktujemy jako pewne roz-

szerzenie (niezdegenerowanej) boole'owskiej teorii sylogistycznej
TAUT(~'+" ).

Z.I.Aksjomaty specyficzne. Niech Ax='c,+,' :=Ax='c,+,' u{(D1.1.6)}.
IZJ

Z uwagi podanej w §2. rozdz. I wynika, że system wyznaczony przez
- +'

Ax='c" równoważny jest systemowi wyznaczonemu przez zbiór
Ax='c,+,' u{(D1.2.l)}.

IZJ =c+'
Z.Z.Silna adekwatność klasy K dla Ax ' " Identycznie jak w

1.3. rozdz. I można pokazać, że zbiór filtrów maksymalnych jest

niepusty. Zatem w tym przypadku, model podany w 1.2. ma niepuste

uniwersum, tzn. należy do klasy K.

Z.3.Uniwersum co najmniej dwuelementowe. Rozszerzając zbi6r
- +'Ax='c" o dodatkowy aksjomat:

,(S+S' )c(S+S' )

otrzymamy system, względem kt6rego silnie adekwatna jest klasa mo-

deli o uniwersum co najmniej dwuelementowym. Istotnie, w tym przy-

padku w modelu omawianym w 1.2. mamy: D(~+~' )=U*IZJ oraz Card



x· (y+y' )=(x' +(y+y' )' )' =x' , =x

(5) x·x'=(y+y')'

x·x' =(x' +x")' =(x+x')' =(y+y')'

1. Elementarna teoria z identycznością oparta na poniższych

aksjomatach specyficznych :

I) x" =x

II) x+(y+y' )' =x

III) x+(y+z)' =«y' +x)' +(z' +x)' )'

IV) x·y=(x'+y')'

V) l=x+x'

VI) O=(x+x' )'

jest r6wnoważna elementarnej teorii algebr Boole' a. opartej na

aksjomatach Huntingtona ([181. s. 103-107). Wyprowadzimy teraz z

I-VI aksjomaty Huntingtona (odwrotna wyprowadzalność jest oczywis-

ta; I-VI są prawdziwe w każdym ciele zbior6w) :

(1) x+x=x

(6) x+(y·z)=(x+y)o(x+z)

x+(y· z)=x+(y' +z' )' =«y' , +x)' +(z' , +x)' )' =(Y+x)· (z+x)

(7) x· (y+z)=(x· y)+(x· z)

x· (y+z)=(x' +(y+z)' )' =«(y' +x' )' +(z' +x' )' )' )' =(y. x)+(z· x)

Formuły (2), (2'), (3'), (4'), (5'), (6). (7) oraz x+O=x (wyprowa-

dzalna z II i VI) stanowią, jak wiadomo, aksjomatykę Huntingtona.

Z aksjomat6w tych można wyprowadzić tezy ([18], s. 107):

x+(y+z)=(x+y)+z x·(y·z)=(x·y)·z

2. W języku algebry Boole'a łatwo otrzymać odpowiedniki for-

muł z re, +," zastępując po prostu zmienne z ZIM zmiennymi indywi-

duowymi (oczywiście, należy przyjąć jakieś wzajemnie jednoznaczne

przyporządkowanie obu rodzaj6w zmiennych), zaś stałą;;; predykatem

identyczności. Wyprowadzenie danej formuły należącej do rii,+,' z

AX:' +,' r6wnoważne jest wyprowadzeniu jej odpowiednika z

aksjomat6w I-III oraz aksjomat6w logiki pierwszego rzędu z iden-

tycznością. Wyprowad:źmyzatem następujące tezy algebry Boole'a :

x+(y+y' )=y+y' x+l=l

x+(y+y' )=x+(x+x' )=(x+x)+x' =x+x' =y+y'

x=x' =>y=z

y=Y+(x+x' )' =Y+(x+x' )=x+x' =x+x=x, podobnie z=x

x=y •• (x+y=x /\ x+y=y)

x=y••(x+y=x+x/\x+y=y+y)••(x+y=X/\x+y=y)

x=y •• x' =y'

x=y~x'=y'=>x"=y"=>x=y

(x' +y)' +x=x (x·z)+x=x

x=x ·l=x· (y' +l)=(x· y' )+(x ·l)=(x' +y' , )' +x=(x' +y)' +x

x=x+(x' +x' , )' =«x' , +x)' +(x' , , +x)' )' =«x+x)' +(x' +x' , )' )' =(x+x)' , =

=x+x

(2) x+y=y+x (2') x.y=y.x

x+y=x+y' , =x+(y' +y' )' =«(y' , +x)' +(y' , +x)' )' )=y+x

(3) x+x' =y+y' (3') x+x=l

x+x' =(x+x' )+(y+y' )' =«y' +(x+x'»' +(y' , +(x+x' »' )'

y+y' =y+(y+(x+x' )' )' =«y' +y)' +«x+x')' , +y)')' =

=«y+(x+x' )' +(y+y' )' )' =y+(x+x' );:oy', +(x+x' )

y+y' =y' , +y' =... jak wyżej ... =y' +(x+x' )

czyli: x+x' =«y+y' )' +(y+y' )' )' =(y+y')' , =y+y'

(4) x·(y+y' )=x (4') x.l=x



(y'+x)'+x=x ~ y+x=x

y+x=y+x+(y' +x)' =x+y+(y' +x)' =X+«y" +y)' +(x' +y)')' =X+(y' +(x' +y)')' =

=«y' +x)' +«X' +y)' +x)')' =«y' +X)' +X')' =x" =X

(x' +y)' =(X+X')' ~ X+y=y

y=Y+(X+X')' =Y+(X'+y)' =«x' , +y)' +(y' +y)' )' =(X+Y)' , ==x+y

(x' +y)' =(X' +(X+y»' =((X' +X)+y)' =(X+x' J'
X=(X+X')' ~ X+y=y

X+Y=y+X=y+(X+X')' =y

(X+y=YAX+Y'=y') •• X-(X+X')'

(X·y'=OAX·y=O) ~ X=O

x=x·l=x·(y+y' )=(x·y)+(x·y' )=0+0=0

Zebrano tutaj niekt6re aksjomaty specyficzne system6w bada-

nych w częściach C i D, aby ułatwić ich odnajdywanie. Niniejsza

lista obejmuje tylko te aksjomaty, kt6rych numer został wymieniony

poza paragrafem wprowadzającym po raz pierwszy owe aksjomaty. For-

muły numerujemy według zasady podanej na końcu komentarza do kons-

trukcji części C i D. Nie podajemy osobnego spisu definicji, gdyż

4. W języku rozszerzonej

w 2, otrzymujemy odpowiedniki

wyprowadzalnością tez.

algebry Boole' a, analogicznie jak
=c+'formuł z L-' , , . Podobnie jest z

są one zebrane na stronach 53-55.

(Cl.l.l) S=S
(Cl.l.2) S=P.P=S
(Cl.l.3) (S=MAM=P).S=P

(Cl.2.1) SaS

(Cl.2.2) (SaMAMaP)~SaP

(Cl.2.3) SaV

(Cl.3.1) (exSI\SaP ).exP

(Cl.3.2) ,exs..SaP

(Cl.3.3) exV

(Cl.4.1) Sa·P.Sa·S

(Cl.4.2) Sa·P.Pa·P

(Cl.4.3) (Sa•MAMa·P).Sa·P

(Cl.4.4) Sa·s..Sa·V

(Cl.4.5) Va'V

(Cl.5.1) SiP••SiS

(Cl.5.2) SiP••PiS

(Cl.5.3) Sis..SiV
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3. W rozszerzonej algebrze Boole'a Z 1. o aksjomaty:

VII) xcy .• :ux

VII) xq •• x+y=y

IX) xcx ••. X;l:O

Xl (x+z=ZI\ZCZl\x·y;l:O) • xcy

wyprowadzimy tezy, wykorzystując l 2

(xcXl\x·y;l:O) ~ xcy

xCY••(XCXl\x+y=y).(X;l:Ol\x+y=y).x+y';l:y'.x·y;l:O

odwrotnie - na mocy X) i (l) z l.

(xcXI\x+y=y). ~ Xf:y

(Xł:XAOC+Y=Y).(X;l:Oń'X+Y=Y).x·y;l:O, (XCXAX·y;l:O).xcy

odtwrotnie - jak w poprzednio dowodzonej implikacji.

Podstawiając w X) y/x otrzymujemy:

(X;l:Ol\x+z=Zl\zcz) ~ xcx



(C1.5.4) ViV

(C1.6.Il (MiSAMaP),*SiP

(C1.6.2) .,SiS=>SaP

(C2.2.Il SiS

(C2.2.2) SiV

(eJ.l.l) ScP'*ScS

(eJ.1.2) (SCPAPCP),*PCS

(C3.1.3) (SCMAMcP),*ScP

(eJ.1.4) Scs=>ScV

(eJ.1.5) VcP,*PcP

(C3.2.Il ScP,*SaP

(eJ.2.2) (SCSASaP),*SCP

(eJ.2.3) (SCPAPaS),*PcP

(eJ.2.4) (.,ScSASaMAMcM),*SaP

(eJ.2.5) (eX!SASaP),*(PaS~x!P)

(eJ.2.6) (.,ex!SASaMAeX!M),*SaP

(eJ.2.7) (SaPAsolP),*solS

(eJ.2.8) (SaMAsolMA.,MaS),*SaP

(eJ.3.3) ScP••Sa·P

(eJ.3.8) (Sa·PAeX!P)••ex!S

(eJ.3.1O) ex!s=>Sa'S

(eJ.3.13) (Sa·PAsolP)••solS

(D1.1.6) ., S=S'

(D1.2.1) ., (S+S' )=(S+S' )'
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Str. 8: usunąć pierwszy wiersz i jako ostatni dodać: musimy wyłącznie
operować w metateorii bez:kwantyfikatorowego ra-

Str. 10: usunąć pierwszy wiersz
Str. 58: dołączyć: (def i!) Si!lP (=) (,S' + PT E (S' + PT

Strona
i Jest Powinno być

wiersz
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